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Parte 1

Nos podriamos haber inspirado en la férmula del valor inicial (o método del lado izquerdo
o la féormula de Newton Cotes de un punto), puesto que tenemos que:
y' = f(y), si integramos entre ¢ y ¢t + At por teorema fundamental del cédlculo tenemos que:

t+At

y@+Aﬂ—M0—g/f@@Wb%Aﬁ@@)

t

Obs: Es fundamental que tengan claro que la variable de integracion es t y no y. La férmula
del valor inicial es la siguiente:

b

[ f@s = f@e - a)

a

Parte 2

Para empezar recordemos la definicon de estabilidad:

Siugy1 = uk+Ate(ug, tr) es un método numérico para resolver EDO diremos que el método
es estable si:

Dados 99, 20 € RY y €5,...,¢,-1 € RV (perturbaciénes de cada iteracién) y

Y1 = Y + Ato(yp, tr)

Zk+1 = 2k + Ato(zg, tr) + Atéy,

Se define € = i ll(l)é,x ||€k|| (perturbacién maxima)

Se tiene que

|12 = wkll < C(llz0 = woll +€)

con C' una constante.

En nuestro caso :

Yn+1 = Yn + Atf(ynv tn)

Zn1 = 2n + At f (2, tn) + Atey,

Debemos demostrar que existe C tal que (aqui estamos en dimensién 1):

|Zn - yn’ < C(|ZO - y0| + 6)
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Una hipdtesis necesaria es que f sea lipchitz en el primer argumento, esto es:

Ahora vamos a la demostracion:

Yn+1 — Zn+1 = Yn — 2n + A(f(Yn,tn) — f(zn,tn)) + Ate, = (tomando médulo y triangular)

|yn+1_zn+1| = |yn_zn+At(f(yna tn)_f(znatn))+At€n| < |yn_zn’+At|f(ynatn)_f(znytn)‘+At|€n|

Por hipétesis (Lipschitz) y |e,| < € tenemos:

[Un+1 — 2nt1] < |Yn — 20| + AtK |yn — 20| + Ate = (1 + KAL) |yn — 20| + Ate

Razonando inductivamente:

ly1 — 21| < (14 KAt)|yo — 20| + Ate

ly2 — 22| < (1 4+ KAt)|y1 — 21| + Ate < (1 + KAt) [(1 + KAt)|yo — 20| + Ate] + Ate

= (14 KAt)?|yo — 20| + (1 + (1 + KAL) Ate

lys—z3| < (L+KAL)|yo—20|+Ate < (1+KAt) [(1 4+ KAL) |yo — 20| + (1 + (1 + KAL) Ate] +Ate
= (1+ KA3yo — 20) + (1 + (1 + KAL) + (1 + KAt)?) Ate
= En general

n—1

[Yn — 2l < (14+ KAL) [y — 20| + Ate > (14 KAL)
i=0
Ahora recordando que At = % conn=1,...,N (N total de iteraciones para alcanzar T),

n N
(1+ KAt)" = <1+I]{VT> < <1+I]{VT) < KT (%)
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Por otro lado :

n—1
11— (1+EKAH)"  1-(1+KA)" (1+KAH"—1
|4 KA = _ _
;( +EAY = T A T RAY “KAL KAt

n KT
S(1+KAt) Se (%)
KAt KAt

Reemplazando (*) y (**) en la férmula general:

KT

e
‘yn — zp| < eKT|Z/O - ZO‘ + AteKAt =

€
T | |yo — 20| + ?]

También tenemos que :

€ € Yo — 20
‘yO—ZO‘+KS|y0—ZQ|+K+€+’I{’

(éstos 2 términos son positivos y se usan para obtener la constante ) =

1 1
|y — 20| < BT <1 + K> (lyo — 20| + €) , aqui se identifica C' = T (1 + K)

Parte 3
Primero hay que identificar los pardmetros: yo = 0,7 =2y f(y,t) = —10y =
Yn+1 = Yn + At(—10y,) = (1 — 10At)y,, razonando inductivamente:
Yni1 = (1 — 10A)y, = (1 — 10At)%y,_1 = (1 — 10At)3y, o
= ... = (1-10A8)"y; = (1 — 10At)"ye = (1 — 10A1)" !
De este modo y(nAt) ~ y, = (1 — 10A¢)™ , veamos ahora la parte de la convergencia:

Si
2 10-2\" 20\ "
PRGN B (RIS
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Parte 4

La solucién real viene dada por e 1% y la solucién numérica viene dada por y(nAt) ~ y,, =
(1 —10A¢%)™ | se entiende por comportamiento similar que tenga las mismas caracterisiticas de
crecimiento y signo , en este caso decreciente y positiva:

positiva:

1
yn 2 0= 11012 0= - > At

decreciente:
1-10At<1=0<A¢

Asi la condicién de crecimiento siempre se tiene (siempre que se tenga la positividad), asi que
el paso de tiempo At debe ser menor que 0,1

Veamos que pasa para At grande: Si At es mayor que 0, 1 tenemos que 1 — At < 0, de este
modo la solucién numérica oscila (negativo™)

s Sil—10At< —1=2<10At= 0,2 < At, asi 1 — 10At es negativo y en valor absoluto
mayor que 1 = (1 — 10A¢)™ oscila y diverge.

= Si0,1 < At < 0,2 oscila pero es menor que 1 en valor absoluto , asi que converge

( a cero obviamente)
= Si At =0,1 la solucién vale 1 en cero y es nula en todas las iteraciones siguientes

s Si At = 0,2 la solucién vale 1 y —1 iteracién por medio, es decir, oscila pero es constante
igual a 1 en valor absoluto



