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Integracion Numérica

Un problema habitual es calcular la integral I = fab f(x)dx, especialmente en los casos cuando no se conoce la
primitiva, ni la expresién algebraica de f (i.e. la mayoria de las ocasiones en la vida real). Para ello, se utilizan
métodos numéricos de integracion numérica, basado en lo que ya se aprendié en el capitulo anterior sobre polinomios
de interpolacién.

Si tenemos los puntos zg,z1,...,2, € [a,b] y sus respectivas evaluaciones en f, f(zo), f(x1),..., f(x,), se busca

su polinomio de interpolacién P, de grado n de manera que I* = fab P,(z)dz, donde I* ~ I. Para este caso es
conveniente escribir P,, en la base de Lagrange osea si

=0

donde: .
- T — x;
Ly = ] ( )
j o
i=0,i#j] Tj— L
Asi:
b b n n
I'= / P, (z)dx = / Zf(mJ)L?(:E) -dx = Zf(xj)oz?
a @ 5=0 7=0
en donde:

b
af = / L} (z) - dx

Pero como las bases de Lagrange son un tanto ‘enrredadas’ cuando n es muy grande, nos enfocaremos en encontrar

;' en los casos particulares cuando:

= n =0 (Punto medio)

= n =1 (Trapecio)
(b—a)

I" = —5—(f(a) + £(b))
= n =2 (Simpson
oty . (b—a) a+b
r =050 (s (U5) 4 10)

Finalmente se define precisién de una férmula de integracién numérica, al n € N, tal que si Q € P, (polinomios de
grado n) entonces 1(Q) = I*(Q).



Problema 1. Para calcular la integral de funciones en el intervalo [—1, 1] se propone una férmula numérica del tipo

1
[1f ~I(f)=A-f(0)+B-f(1)+C- f(=1)+ D[f"(1) = f"(-1)]

a) Calcule los valores de las constantes A, B, C'y D de modo que la férmula sea exacta para polinomios de grado
inferior o igual a 4.

b) Encuentre la precisién de la férmula.

Soluciéon Problema 1.

(a)Vamos verificando que la férmula sea exacta desde los polinomios de grado 0 (constantes) hasta los de gra-
do cuatro. En este caso es conveniente usar los polinomios candnicos. Asfi:

1. Grado 0: f(z) =1

1
/ l-dt=A-1+B-14C-1+D-[0-0=>2=A+B+C
1

[N)

. Grado 1: f(z) ==z

1
/ 2 dt=A-0+B-1+C-(-1)+D-[0-0=0=8B—C
-1

w

. Grado 2: f(z) = 2
1
/ xg'dsz-0+B-1+C-1+D-[0—0]:>§:B+C

—1

W

. Grado 3: f(z) =2® = f"'(2) =6

1
/ W dr=A-0+B-1+C-(-1)+D-[6—6=0=B—C
—1

ot

. Grado 4: f(z) = 2% = f"(z) = 24x

1
2
/ P dr=A-04B 140 14D 24— (-20)] = 2 = B+C+48D

-1

Finalmente resolviendo el sistema de ecuaciones planteado llegamos a que los valores de las constantes son: A =
B=C= % y D= fﬁ para que la formula propuesta sea por lo menos exacta, para los polinomios de grado 4.

W

)

(b) Por construccién la férmula es exacta para polinomios de grado igual o inferior a 4. Por lo tanto su presi-
cién es mayor o igual a 4. Veamos hasta donde llega:

1. Grado 5: f(z) = 25 = f"'(z) = 6022

1
4 1 1 1 1 1
Sdr=c 0421+ (—1)——[60—60] = 0=~ — >
/,1xx3+3 R bl ) 3 3
De aqui la precisién es al menos 5.
2. Grado 6: f(x) = 2° = f"'(x) = 12023
1
4 1 1 1 2 1 1 240
6
dr == 04+ =141 —[120— (—120)] = = = = + = — —
/,f” r=50+31+3 T80 | (m120)] = = =343~ 150

Lo ultimo es falso, por lo que la precisién de la férmula es 5.
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Problema 2. Para aproximar ff f se propone la siguiente férmula:
In(f) = Cif(a) + C2f(s), s € la,b]
a) Determine las constantes C; y C2 de modo que In(f) tenga precisién 1.

b) Determine el valor de s, de modo que In(f) tenga precisién maxima.

Solucion Problema 2.

a) Para que tenga precisién 1 tenemos que se deben cumplir las siguientes igualdades:

b
/ l-de=C1-14+Cs-1

b
/x-dmzC’l-a—FC'g-s

Llegando a un sistema de ecuaciones muy similar al del problema 1. En clases hicimos el problema geométricamente

(b—a)-(2s—a—b) 1 (b—a)?
ey G =5

llegando a los siguientes resultados: C, = %

b) En la parte anterior impusimos que la férmula fuese exacta para polinomios de grado 1, luego su precisién
es al menos 1. Ahora impongamos que es exacta para polinomios de grado 2, osea:

b
/ 22 de=C-a®>+Cs - 52
a

Con C y Cs calculados en la parte anterior. Es facil notar que ésta es una ecuacién dificil de resolver, por lo que
buscaremos un polinomio cuadratico un poco més conveniente que el canénico f(z) = 2. Un polinomio que puede
ser de utilidad es el polinomio cuadratico més simple que hace que f(a)y f(s) se anulen, osea f(z) = (x—a)-(x—3s).
Asfi la ecuacién a resolver es:

b
/(x—a)(x—s)-dx:C1'0+C2~0:0

Asi:
b b b
/ (x —a)(x —s)-dz = / (m—a)(x—a+a—s)~dx:/ (x —a)®+ (a —s)(xz —a) - dr
b—a)? b—a)?
BET PR (S
Despejando s obtenemos: s = “22[’. Es facil verificar que efectivamente s € [a,b]. Luego la férmula al ser exacta

para polinomios cuadraticos tiene presicién mayor o igual a 2. Para ver lo que sucede con los ctbicos simplemente
uso la funcién f(z) = (z — s)?(x — a) (con el s encontrado), que se anula en a y s. Como f(z) > 0,Vz € [a,b] es
imposible que ff f(z) - dx = 0 que es lo que impone la férmula. Asf la precisién de la férmula es 2.



