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Interpolacién Polinomial

El problema de interpolacién

Supongamos un conjuntos de datos (to, ¥0),- - -, (tn, ¥n). Se busca
un polinomio P de grado a lo mas n que cumpla con

P(tj))=yj, j=0,....n

Este polinomio, si existe, es llamado polinomio de interpolacién
para estos datos.

Teorema 1. El Polinomio de interpolacién Existe y es Unico.
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Existencia y Unicidad

Existencia y Unicidad

Unicidad Supongamos que Py @ resuelven el problema de
interpolaciéon

P(to) — Q(to) =0

P(t,) — Q(ty) =0

El polinomio de grado n, P — Q tiene n+ 1 raices.
El polinomio P — Q es nulo,

por lo tanto P = Q.
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Existencia y Unicidad

Existencia y Unicidad

Existencia Caso yo =1y y;=0,9j=1,...,n.

P(t;) = 0 entonces t — t; es un factor

P(t,) = 0 entonces t — t, es un factor

El polinomio P(t) = \(t — t1)--- (t — tp).

P(tp) = 1 entonces A(tp — t1) - -+ (to — t,) = 1.
1 1

(to—t1)  (to—tn)
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Existencia y Unicidad

Existencia y Unicidad

El polinomio solucién lo llamaremos L] , de grado n, vale 1 en
t =ty (y 0 en los otros nodos).

o ten) (-t
B0 = =t o=t

En general, el que vale 1 en t = ty,

n _ . (t — tJ)
Lk(t) _j_(gik (tk . tj)

Base de Lagrange de los polinomios de grado n.
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Problemas basicos

Problemas basicos

Problema 1: Tengo el polinomio P,, que resuelve el problema de
interpolacién para los datos (to, yo), - - -, (tn, ¥n)-

Obtengo un dato adicional (ty4+1, Yn+1)

i Como obtengo el nuevo polinomio P11, de grado n+ 1 que
interpola todos los datos 7

IDEA Ppi1(t) = Pu(t) + Q(t)

Q es de grado n+ 1.

Q(t)=0,,=0,...,n

Q(t) = At —to) -~ (t — tn)

A es el coeficiente de la mayor potencia de t, esto es,
de t™t1
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Problemas basicos

Problemas basicos

Problema 2: ;Como se calcula el coeficiente de t” en P,, para
datos conocidos?

n

Z _ Yk
=0 I (-

J=0, j#k

PISTA

n n (t—tj)
P(t) = -
(0 =2n J.:H# (t—t)

Ejemplo para n =1, esto es, 2 nodos. Diferencia dividida.
NOTACION f|to, t1,. .., ts] Diferencia dividida de orden n.
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Problemas basicos

Problemas basicos

0:
Po(t) = f(to) = f[to]
1:
Pi(t) = Po(t) + Q(t) = fto] + f[to, t1](t — to)
2:

Pa(t) = P1(t)+Q(t) = f[to]+f[to, t1](t—to)+F[to, t1, t2] (t—to)(t—1t1)

Z flto, ..., te](t — to) -+ (t — tk—1)
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Problemas basicos

Problemas basicos

Problema 3: Tenemos 2 polinomios de interpolacién

P para los datos (tg, f(to)),- - -, (tn, f(tn))
Q para los datos (t1, f(t1)),. .., (tnt1, F(tnt1))
Ambos son de grado n

i Como formar el polinomio R(t) = Ppt1 que resuelva el problema
de interpolacién con todos los datos?

IDEA: Formarlo como R(t) = a(t)P(t) + 5(t)Q(t)

Es claro que ar y (3 deben ser polinomios de grado 1
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(to)P(to)  +06(to)Q(to)
(t)P(t1)  +6(t1)Q(t1)

f(tn) = a(tn) P(tn) +06(tn) Q(tn)
f(tnt1) = altos1)P(tar1) +0(tnt1)Q(tnt1)
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Problemas basicos

f(to) =alto)f(to)  +58(to)Q(to)

f(t)) =oa(t)f(t)  +8(t)f(t)
f(tn) a(ty)f(tn) +B(ta)f (tn)

f(trt1) = a(tny1)P(tnr)  +B(tns1)f (tnt1)
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Problemas basicos

Problemas basicos

R(t)— t—t,,+1Pt B t— 1t
to — th+1 to — th+1

Identificando los coeficientes de t"t1 a ambos lados

R(t) --» f[to, ..., tht1]

t—t
"L p(t) --» flto, ..., tn]
to — tht1 to — th41
t— 1ty 1
——Q(t) > ————ft1, ..., th1
to — tht1 ) to—tn+1[ et
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Problemas basicos

Existencia y Unicidad

Férmula de recurrencia para las Diferencias Divididas

flte, ...y tar1] — flto, ..., to]
th+1 — to

f[to, Ceey t,,+1] =

Ver Ejemplo
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Error de Interpolacion

Error de Interpolacién

i Cual es el error que se comete al reemplazar f(t) por P,(t)?

f(t) = Pa(t) + En(t)

Sabemos que E(tj)) =0, j=0,...,n. Pero interesa saber también
que pasa para t # t;.
IDEA: Agregar x como nuevo punto de interpolacién.

Teorema 2.

En(x) = flto, ..., tn, x](x — to) -+ - (x — tn)
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Error de Interpolacion

Error de Interpolacién

Aplicar el Teorema de Rolle (generalizado) a E,(t) = f(t) — Pn(t)
Como tiene n+ 1 ceros ... su derivada n-esima se anula en algin
punto.

3¢ € (mintj, méxt)) t.q. ES(E) =0

Teorema 3.

()

n!

flto, ..., tn] = para algin £ € (min tj, max t;)
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Error de Interpolacion

Error de Interpolacién

Corolario 1: Para cada x € [a, b], existe un &, € (a, b) tal que:

(g

) = Pal) = “ gy (= 1) (x = 1)

(1) El (n+1)! en el denominador no significa que el
error disminuye necesariamente cuando n — oo.

(2) Es usual suponer que la derivada n-esima de f tiene
mdaximo, y se anota M,,.

(3) Podemos estudiar (acotar) H(X — tj)
j=0
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Error de Interpolacion

Error de Interpolacién

Veamos unos ejemplos para el caso de nodos equidistantes: ty,
ti =to+ h, tb = tg+2h, ...,t, = to + nh. Sea H = nh, el largo del
intervalo de interpolacién

(n=1) Interpolacién lineal: E; < %Msz
(n=2) Interpolacién cuadrética: E; < %M3H3

(n=3) Interpolacién cibica: E3 < o5 MaH*

Mas efectivo es disminuir H.
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Nodos repetidos

Nodos repetidos

Recordemos
Teorema 3.
£(n)
flto, ..., tn] = I(é) para algin £ € (min t;, maxt;)
n!

i Que pasa si todos los t; tienden a un punto comdn x?
En el limite se obtiene

Corolario 2. -
flx,....x] = F7(x)

n!
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Nodos repetidos

Nodos repetidos

Nota curiosa. j Que pasa con la formula de Newton?

Z flto, ..., te](t — to) -+ - (t — tk—1)

Newton tiende a Taylor:

Pn(t) =
k=0

1
ﬂf<k>(x)(t — x)k
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Nodos repetidos

Nodos repetidos

Problema de interpolacién de Hermite clasico.

Conozco f(a), f'(a), f(b) y f'(b). i Como encuentro un polinomio
con estas mismas caracteristicas?

Es decir P(a), P'(a), P(b) y P'(b).

Imaginar que tengo el valor de f en dos puntos muy cercanos, ay
a. Lomismoen by b
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Nodos repetidos

Nodos repetidos
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Nodos repetidos

Nodos repetidos

f'(a)
3 f(a) f[aa Z]_af (a)

fla.b] f'(a) +(fb(f)a;22f[a, b]
b f(b) rb) —1la. o

f'(b)
b f(b)
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Spline Cibica

Spline Cubica

Supongamos un conjuntos de datos (to, ¥0), - - -, (tn, Yn)-
Pero para cada intervalo /; = [tj_1, tj]

Se utiliza un polinomio ctibico §;: [ — R

La funcién definida por pedazos debe ser C°, C'y C2.
Contar parametros y ecuaciones.
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