PAUTA CONTROL 3 MA 26A, 2004/1

Profs. Jaime Ortega y Salomé Martinez
Prof. Aux. Nicolas Carreno

Tiempo: 3 hrs.

(1) Considere la matriz A

3 0 -3
A=1|5 0 7 |,
3 0 -3
(a) Demuestre que A3 = 0.

Sol: Calculemos A2 y A3 :

3 0 -3 3 0 -3 0 0 O

A*=15 0 7 5 0 7|=136 0 36
3 0 -3 3 0 -3 0 0 O
3 0 -3 0 0 O 0 0 O
A3=15 0 7 36 0 36| =10 0 0
3 0 -3 0 0 O 0 00
O
(b) Determine la matriz et
Sol: Por definicién de eA? :
100 3 0 -3 0 0 0 .2
eAt:010—|—507-t+36036~5
0 0 1 3 0 -3 0 0 O
3t+1 0 -3t
eM =182+ 5t 1 Tt— 182
3t 0 1-3t
O

(c¢) Encuentre la solucién general del sistema

7' (t) = Az + f(t),
donde

Sol: La solucién general del sistema viene dada por (suponiendo ty = 0):

t

x(t) = eMx(0) + eAt/e_Asf(s)ds.
0
Calculemos el término de la integral:
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Asi, tenemos todos los elementos para escribir la solucién

[ 3t+1 0 —3t xo 3t+1 0 —3t
182 +5t 1 7t—18t2| - [yo | + |18t2 +5¢ 1 7t — 182
3t 0 1-3t | \x 3t 0 1-—3t
[ 3t+1 0 -3t | [z et —1
182 +5t 1 Tt—18t%| - | yo | + [ 12e" — 12(t + 1) +¢2/2
3t 0 1-3t | 20 et —1

—12(tet —et +1) +

O

(2) Sea A € RN una matriz diagonalizable con valores propios negativos —w?, ...
w; > 0 parai=1,..., N. Denotamos por v1, ..., vy sus correspondientes
ores propios, es decir Av; = —w?v; parai=1,...,N.

con
vect

(a) Demuestre que z;(t) = v; cosw;t, y;(t) = v;senw;t, con i = 1,...

son soluciones del sistema

(1) 2" = Az.
Sol: Notemos que parat=1,..., N
xz(t) = ; COS wit
i(t) = —wv;sinw;t
o/ (t) = —wlv;coswgt

de donde

1
3

A’Ui
Para y;(t) es andlogo.

z (1) = —wiv; coswit = A(v; coswit) = Ax;(t).
——

, N

)

O

Demuestre que las soluciones z1,y1, T2, ¥y, ..., TN, YN son linealmente

independientes. Ind.: Si Zf\il[)\ixi(t) + piyi(t)]

Sol: Sean A1,..., AN, p1...,un € R tal que
N

Z[Aixi(t) + piyi(t)) =0

i=1

= 0 para todo t,
entonces también se tiene que Zi\; [Nz} () + payi(t)] = 0 para todo t.
Evalue en un t apropiado para obtener el resultado.
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pdq AlyaAI\ﬁulv,uN =0.
Notemos que evaluando en ¢t = 0, se tiene que

N
Z )\i'Ui =0
=1

Por la independencia lineal de vy ..., vy se concluye que Aqy,..., Ay =
0.
Usando la indicacién y lo que acabamos de probar:

N
> wyit) = 0
i=1

N

Z i W;V; COS ’LUZ‘t = 0

i=1

Evaluando esto tltimo en t = 0 :

N
=1

de donde piws, ..., uywy = 0. Como w; > 0, se concluye que p1, ..., uny =
0.
O

(¢) Determine la solucién general del sistema

2 = —6x -5y, vy’ =3x+2y.

Sol: Tenemos el sistema de segundo orden:

G -5 5] C)

Siguiendo la parte (a), necesitamos los valores y vectores propios para
construir las soluciones. Se puede calcular facilmente que los valores
propios de la matriz A en este caso son Ay = —1, Ay = —3, y que los
vectores propios asociados son, respectivamente,

(1) (3)

Siguiendo la notacién de la pregunta,
w1, = 1, wg = \/g,

con lo que podemos escribir la solucién general como

) =c (_11> cost + co <_53> cos V3t + c3 (_11> sint + ¢4 (_53> sin v/3t.

O



3)

(a)

(b)

Considere el sistema, lineal
¥ =ax—y, vy =x+ay.

Bosqueje el diagrama de fase y clasifique el punto de equilibrio (0,0)
cuando: a > 0,a=0y a <0.
Sol: Busquemos los valores propios de la matriz del sistema, es decir,

de
a —1
-]
(a—=XN?>+1=X-2a +a®>+1=0

5= 2a + —\/4a? — 4(a® + 1)
N 2

de donde se puede clasificar facilmente el punto de equilibrio:

a > 0: Espiral inestable. Para ver el sentido de giro, podemos evaluar
en el sistema en un punto (€,0), con € > 0, y ver que 3’ = ¢ > 0. Esto
dice que el sentido es anti-horario.

a =0: Centro. El sentido se busca igual que antes, resultando ser
anti-horario.

a < 0: Espiral asintéticamente estable. Al igual que los casos anteri-
ores, el sentido de giro es anti-horario.

=a+—1

O
Considere el sistema

2 =—x+ seny, 1y =2z

Determine todos los equilibrios de este sistema. Clasifique cada equlib-
rio de acuerdo a la clasificacién vista en clases.

Sol: Busquemos los puntos que cumplan que ' = 0,4y’ = 0, es decir,

—x +siny 0
2 = 0
Podemos ver que se debe cumplir que z = 0 y siny = 0. Esto ultimo
ocurre cuando y = nmw, n € Z. Asi, los puntos de equilibrio son
(0,nm), neZ.
Para clasificarlos, necesitamos linealizar en torno al punto. Para eso,

calculemos el Jacobiano y evaluamos en los puntos de equilibrio, para
luego calcular sus valores propios.

o= [7 ]

J(0,nm) = [21 (3)n]

Distinguimos dos casos:
n par:

J(0,nm) = {_21 (1)}



Valores propios: A\; = —2, A\ = 1. Los puntos de la forma (0,2mn) m €
Z, corresponden a puntos silla.

n impar:
-1 -1
J(0,nm) = [ 2 0 }
. 1 VT
Valores propios: A = —5 + —17. Los puntos de la forma (0, (2m +

1)) m € Z, son espirales asintéticamente estables. El sentido de
giro es antihorario.
O



