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a) (2pt) Resuelva la ecuacién integro-diferencial
t

y'(t) = cost +/O y(7)cos(t —1)dr, y(0)=1.

Solucion: Notemos que la ecuacién se puede escribir como:

y'(t) = cost + (y(+) * cos(-))(t)
Aplicando transformada de Laplace y usando la propiedad de la transformada de la
convolucion:

S S

sL(y) —y(0) = 82+1+82+1£(y)
(3_3211)5@) - s2s+1+1
328—7—1£(y) B %
Ly) = §+S—12+%

2

de donde es facil ver que y(t) =1+t + 3

b) (3pt) Considere la ecuacién
(E) ta"+tx' —2x=0, z(0)=0.

Demuestre que si z(t) es solucién de (E) entonces X(s) = L(z(t))(s) satisface la
ecuacion diferencial

sX'(s) +2X(s) =0,
para s > 0.
Solucion: Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion:

d " d / _
—Eﬁ(x ) — gﬁ(x )—L(x) = 0
—6%[52)((5) — sx(0) — 2'(0)] — diS[SX(s) —z(0)] — X(s) =

o o o O



2.

¢) (1pt) Determine una solucién no trivial de (E).
Solucién: Resolvemos la EDO para X(s) :

X(s) 2
X(s) s

InX(s) = —2lns+C
X(s) = Cé

Asi, xz(t) = Ct es una solucién de la ecuacién, con C' constante distinta de cero.

a) (2pt) Resuelva el problema de valor inicial:

"+ 42" +4x = f(t), x(0)=2'(0) =0,

f(t):{t si 0<t<2

con

0 si t>2.

Solucién: Notemos que podemos escribir la ecuacién como:

" +4a’ +dx =t (H(t) — H(t —2))

Aplicando transformada de Laplace:

S?L(x) +4sL(z) +4L(x) = L(t)—L(H({t—2)-1)
1

(5 +2PL(x) = ——LIH({E-2)-(t—2)+2))
1 e~2s
Lol = SnTar  Grop _‘C(lt L/;)

L) = m_e% (%>

Para encontrar las antitransformadas, usamos fracciones parciales:

1 A B C D
s2(s+2)2 ;+§+s—|—2+(3+2)2
_ A(s* 4+ 45%4s) + B(s* +4s + 4) + C(s* 4+ 2s*) + Ds?
B s2(s + 2)?



Con lo que se llega al sistema de ecuaciones:

A+C
4A+B+2C+D =
4A+4B =
4B =

_ o O O

de donde A= —1/4,B=1/4,C =1/4,D = 1/4.

Analogamente para el otro término:

142 _ A B C D
s2(s+2)2 s 82 s+2  (s+2)2
_ A(s® +45%4s) + B(s* + 45+ 4) + C(s° + 2s*) + Ds?
B s2(s+2)?
se llega al sistema:
A+C =0
4A+B+2C+D = 0
4A+4B = 2
4B = 1

de donde A=1/4,B=1/4,C =—-1/4,D = —-3/4.

Y S S A B em (1,11 3
) = —|—+—= — -+ = - —
4\ s s s+2 (s+2)? 4 \s s s+2 (s+2)?
1 —2s
= ZE(_l +t+e® +te?) — GTE (1 +t—e 2 — Ste_%)
-1 t —2t t —2t 1 t—9— —2(t—2) _ t—9 —2(t—2)
Ast, 2(t) = tt+e ™+t 1+ e 3( Je H(t—2).
4 4
O

b) (4 pt) La siguiente ecuacién es la ecuacién de movimiento de una masa unida a un
resorte que se libera con velocidad cero cuando esta deformado una distancia x = 1
desde la posicién de equilibrio. Después de 7/2, la masa es golpeada con un martillo
que ejerce un impulso sobre la masa,

2+ 9w = —30 (t - g) L 2(0) = 1, 2/(0) = 0.



Determine la solucién z(t) para t > 0. ;Qué le ocurre a la masa después de

golpeada? ;Por qué?

ser

Solucion: Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion:

s*L(z) — sx(0)

—2'(0) + 9L(x)

(s + 9)L()

L(z)

Ast, 2(t) = cos(3t) — sen(3(t — g)) H(t -1
(3t)
cos(3t

{

—3e7 2"
s—3e 2
s g, 3
s249 C P +9
L(sen(3t))

cos(3t) si0<t<7F

0 sit> 73

A partir de esta expresion de la solucién, se puede ver que la masa, al ser golpeada
en t = 2, se detiene y se queda en la posiciéon x = 0.

. Sea A : R — R™" continua y de periodo T' > 0, es decir A(t + 1))

te R

O

= A(t) para todo

a) (2pt) Sea W : R — R™ ™ la solucién del sistema matricial lineal

(1)
Demuestre que W (t + 7))
Solucidén: Sea ®(t) =

o'(t)

W(t+1T)—

W' (¢
At +T)W

(
(
(
(

+T) —

)
HW(t+T) -
)

A(t)D(t)

Ademas, $(0)

— W(T) — W(O)W(T) =0

(t+1T)
AWt +T) —
A

W'(t) = AW (), W(0)=1.

=W ()W (T) para todo t € R.
W(t)W(T'). Veamos qué ecuacién resuelve O(t).

W tW(T)
— AW RW(T)
AW (¢

W)W

W
T)

)WA(T)
(7))

Asi, hemos visto que ®(t) satisface el siguiente sistema:

{

Como por el TEU, la tnica solucién de

(1)
o(0)

A()®(?)

0

este problema de condicion inicial es la

funcién idénticamente nula, se concluye que ®(t) =0 V¢ € R, es decir, W (t+T) =

W )W(T) VteR.



b) (2pt) Diremos que una solucién no trivial del sistema

con x : R — R" es multiplicativa si existe a € R tal que z(t+7T') = ax(t) para todo
t € R. Demuestre que el sistema (2) admite una solucién multiplicativa.

Ind.: Recuerde que las soluciones de (2) son de la forma z(t) = W (t)p con p € R™.

Solucién: Sea z(t) una solucién del sistema. Siguiendo la indicacién se tiene que
z(t) = W(t)p con p € R". Usando la parte (a), se tiene que

x(t+T)=W(Et+T)p=W(E)W(T)p

Asumiendo que W(T) es simétrica, podemos asegurar que tiene un valor propio
a € R. Elijamos p como el vector propio asociado a tal a. De esta forma tenemos

z(t+T) = W(HW(T)p = W(t)(ap) = aW(t)p = ax(t),
es decir, z(t) es una solucién multiplicativa.

U

¢) (2pt) Demuestre que si W(T') tiene n valores propios reales y distintos, entonces (1)
tiene una base de soluciones multiplicativas.

Solucién: Sean (a;,p;) i = 1...n los valores y vectores propios de W(T). Sigu-
iendo el procedimiento de la parte (b), las soluciones del sistema definidas como
z;(t) = W (t)p; son multiplicativas. Falta ver que son Li. Sean 3; i =1...n con-
stantes reales:

BW(Epr+ .+ BuW (pn = 0

Como W (t) es invertible para todo t, necesariamente 51p; + . ..+ B,p, = 0, que con
la independencia lineal de {p;} se concluye que ; =0 Vi =1...n. Esto demuestra
la independencia lineal de {z;}.

O



