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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

1) Ecuaciones del tipo:

d
d—i/ = f(ax + by + ¢).

Cambio de variable: z = ax + by + ¢

d d
z:ax+by—|—c:>—zza—|—b—y.
dx dx
Asi:
dz

ik + bf(z) < variable separable.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

1) Ecuaciones del tipo:

d
d—i/ = f(ax + by + ¢).

Cambio de variable: z = ax + by + ¢

d d
z:ax+by—|—c:>—zza—|—b—y.
dx dx
Asi:
dz .
— =a+ bf(z) <« variable separable.
dx
Ejemplos:

1)y —e¥e = -1
2)y' =3y —x
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Definicion

Una funcién f : R> — R se dice homogénea de grado k € Ny si
f(x, Ay) = M\f(x,y), YA

Ejemplos:
1) f(x,y) = x%> + xy + y? homogénea grado 2

2) f(x,y) = homogénea grado 0.

X2 _ 2

Definicion

X
N
I |+
< |
N

Una E.D de la forma y’ = f(x, y) se llama homogénea si f es
homogénea de grado 0.

2) Obs.: La ecuacion homogénea siempre se puede representar
en la forma:

y'=p(y/x)
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Cambio de variable: z=y/x (= y = xz)

Vet t et 7= p(z) ez = HA 2
X
Ejemplos:
1)y':m
X=Yy
2) %y = X2y 4y
Y =\/1—(y/x)2+y/x
Hacer y = zx:
/ / m
xZ=vV1-22=;/7="_"
X

Solucién cte: V1 —2z2=0= z==41 (= y = £x) < Sol.
particular
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

dz dx
————— = — = arcsen(z) = In(|x|) + In(c1) = In(cx).
N (2) = In(lx) + In(c1) = (<)
Obs. |In(cx)| < 7/2 & e ™2 < cx < e™/2.

Asi,
z = sen(In(cx)) = y = xsen(In(cx)).

Las soluciones y = +x son singulares.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

3) Ecuaciones del tipo:

Q_f ax+biy+a
dx  \ax+hby+o/’
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

3) Ecuaciones del tipo:

Q_f ax+biy+a
dx  \ax+by+co)’

Distinguir 2 casos:
O Lasrectas Ly i aix+biy+ci =0y Ly:ax—+by+c=0se
intersectan en (xo, yo).

@ Las rectas L1 y L son paralelas, i.e existe k € R tal que

dan b2
—_— = — = k
aa b
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

3) Ecuaciones del tipo:

ﬂ—f ax+ by +a
dx  \ax+hby+o)’

Distinguir 2 casos:
©Q Lasrectas Ly :aix+biy+c1 =0y Ly:ax+by+c=0se
intersectan en (xo, yo).
Cambio de Variable: £ = x — xp, n =y — yo. Asi
dn _ . <31€+ bm)
d¢ al +ban )’

ec. homogénea

@ Las rectas L1 y Ly son paralelas, i.e existe k € R tal que

2 _ b _
al_bl_k
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

3) Ecuaciones del tipo:

Q—f ax+biy+a
dx X+ by+c)’

Distinguir 2 casos:
O Lasrectas L1 :aix+biy+c =0y Lr:ax+by+c=0se
intersectan en (xo, yo).

@ Las rectas L1 y L, son paralelas, i.e existe k € R tal que

2_b_,
dl b1
Cambio de Variable: z = ajx + b1y = z/ = a1 + b1y’

+a
'~ a4 bif (2
Z=ath <k2+c2>

ec. variable separable

Julio Lépez EDO 8/18



Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

) _
Ejemplo 1: y/' = x4y —6
xX+y—3
Solucién:
—2x+4y—6 = - -
{ Xxty—-3 — 0 = sol. tnica (xo, y0) = (1,2).

Cambio de Variable: { =x—1,n=y —2

dn _ =26 +4n _ —2+4n/¢
d¢ £+ 1+n/¢

Cambio de Variable: z =n/¢ (= n' = z+£2'). Asi

—2+4Z Z2—3Z+2
/ /
5 14z 5 z+1
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

x+y+1
2x+2y —1
Solucién: Las rectas son paralelas j Porque?
Cambio de Variable: z=x+y

Ejemplo 2: y/ = —

,oz+1 L1— z—2
2z -1 C2z—1

»Sol. cte: z=2 = y + x = 2 « sol. particular EDO
» Suponer z # 0:

/<2+32) dz_/dx+c<:)2z+3ln(z—2)_x+c
z_

x+2y+3In(x+y—2)=c.

» y =2 — x es solucién singular.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

4) Ecuaciones del tipo:
M(x,y)dx + N(x, y)dy =0

donde M y N son funciones homogéneas de grado n.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

4) Ecuaciones del tipo:
M(x,y)dx + N(x, y)dy =0

donde M y N son funciones homogéneas de grado n.

Sea F(x,y) = —M(x,y)/N(x,y). Es claro que F es homogénea de
grado 0. Entonces,

Fx,y) = F(x,xy/x) = x°F(Ly/x) = F(1,y/x)
tiene la forma (2).
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

4) Ecuaciones del tipo:
M(x,y)dx + N(x, y)dy =0

donde M y N son funciones homogéneas de grado n.

Sea F(x,y) = —M(x,y)/N(x,y). Es claro que F es homogénea de
grado 0. Entonces,

F(x,y) = F(x,xy/x) = x°F(1,y/x) = F(1,y/x)
tiene la forma (2).

Ejemplo: (x + ye’/*)dx — xe¥/*dy = 0

= y/x
M) = 0 L hamognens grado

Cambio variable: y = zx = dy = zdx + xdz

dx — xe?dz = 0 = In(cx) = €% = &//*.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1): (x?y? — 1)dy + 2xy3dx =0

M(x,y) = 2xy® « homogénea grado 4

N(x,y) = x?y? — 1 < no homogénea (por el 1).
R . ,_1)/ \/;_y3_6x3/2

Ejemplo (2): y' = D 37 = o

M(x,y) = y> — 6x3/2 «— no homogénea (por término x3/?)

N(x,y) = 2xy? « homogénea grado 3
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1): (x?y? — 1)dy + 2xy3dx =0

M(x,y) = 2xy® « homogénea grado 4

N(x,y) = x?y? — 1 < no homogénea (por el 1).
R . ,_1)/ \/;_y3_6x3/2

Ejemplo (2): y' = D 37 = o

M(x,y) = y> — 6x3/2 «— no homogénea (por término x3/?)

N(x,y) = 2xy? « homogénea grado 3

i Que hacer en estos casos?
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1): (x?y? — 1)dy + 2xy3dx =0

M(x,y) = 2xy® « homogénea grado 4

N(x,y) = x?y? — 1 < no homogénea (por el 1).
R . ,_1)/ \/;_y3_6x3/2

Ejemplo (2): y' = D 3? = o

M(x,y) = y> — 6x3/2 «— no homogénea (por término x3/?)

N(x,y) = 2xy? « homogénea grado 3

i Que hacer en estos casos?
Rpta: Hacer cambio variable y = z%, donde debemos encontrar
a € R tq la E.D sea homogénea.

y =az" 17 6 dy =az% ldz
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1) (continuacién): (x2y? — 1)dy + 2xy3dx =0

= a(x*Z371 — 22 dz 4 2x2*%dx = 0
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1) (continuacién): (x2y? — 1)dy + 2xy3dx =0

= a(x*Z371 — 22 dz 4 2x2*%dx = 0

grado de x?z3*~1: 3a 41
gradode z* 1 a —1

grado de xz3%: 3a + 1
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1) (continuacién): (x2y? — 1)dy + 2xy3dx =0

= a(x*Z371 — 22 dz 4 2x2*%dx = 0

grado de x?z3°71: 30 + 1 Para que sea homogénea los grados
gradode z* 1 a —1 deben ser iguales: 3a+1=a—-1=
grado de xz3%: 3av+ 1 a=-1
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ejemplo (1) (continuacién): (x2y? — 1)dy + 2xy3dx =0

= a(x*Z371 — 22 dz 4 2x2*%dx = 0

grado de x?z3*71: 30 + 1 Para que sea homogénea los grados
gradode z* 1 a —1 deben ser iguales: 3a + 1 = a — 1 =-Asl,
grado de xz3%: 3av+ 1 a=-1
y =1/z. Luego
1 x? 2x
—)dz 4+ —dx =
(Zz 7)dz + —zdx

& (22 — x?)dz + 2xzdx = 0

Cambio variable: z = ux = dz = udx + xdu

u(u? +1)dx + x(u® —1)du=0 ...
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

y3 — 6x3/2

Ej lo (2 ti ion): y = ——
jemplo (2) (continuacién): y 52
;o Z3a _ 6X3/2
=z =

grado de z3%: 3a
grado de xz3*~1: 3a
grado de x3/2: 3/2
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

3 — 6x3/2

Ejemplo (2) (continuacién): y/ = =7——
jemplo (2) (continuacién): y %
;o 230476)(3/2
T Tyt

grado de z3%: 3a
grado de xz3*~1: 3a
grado de x3/2: 3/2

Para que sea homogénea los grados
deben ser iguales: a = 1/2.
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Ecuaciones que se Reducen a Variables Separables

Ei lo (2 . ‘o .y - 6x3/2
emplo continuacion): y’' = ————
jemplo (2) ( ):y %
;o Z3a _ 6X3/2
I v o
3o
grado de 2. 3a Para que sea homogénea los grados

grado de xz3*~1: 3a
grado de x3/2: 3/2

Asi, y = \/z. Luego

deben ser iguales: a = 1/2.

/
7z = — = —
2xz1/2 X

232 —6x3/2 ¢ 6 <x>1/2

cambio variable: z = ux (= z/ = u'x + u)

u'x = - = u¥?2 = —9In(x/c) ...

Vu
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicidén

Sea u: R? — R. El diferencial total de u = u(x, y) es definido
como:

du = g)‘jdx—i— dy
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicidén

Sea u: R? — R. El diferencial total de u = u(x, y) es definido
como:

du = a“dx—i— dy

Consideremos la E.D de la forma
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. (1)

iA partir de (1) podemos obtener una familia de curvas que
describe la relacién entre x e y?
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicidén

Sea u: R? — R. El diferencial total de u = u(x, y) es definido
como:

du = 8“dx+ dy

Consideremos la E.D de la forma
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. (1)

iA partir de (1) podemos obtener una familia de curvas que
describe la relacién entre x e y?

Definicion

Diremos que la E.D. (1) es exacta en Q C R?, si existe una funcién
u=u(x,y) tq

ou ou
aix(xﬂy)_M()ﬂy) y aiy(x,}/)—N(X,_)/), V(X,y)EQ.
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

En tal caso

ou ou
du 8xd X + 8—dy M(x,y)dx + N(x,y)dy =0,

entonces (1) es equiv. a: du = 0.
Luego,

y =y(x), x € | es solucién de (1) sii u(x,y(x)) =c, Vx e l.
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

En tal caso

ou ou
du 8xd X + a—dy = M(x,y)dx + N(x, y)dy =0,

entonces (1) es equiv. a: du = 0.
Luego,

y =y(x), x € | es solucién de (1) sii u(x,y(x)) =c, Vx e l.

Dado que es dificil saber si una E.D. proviene de una diferencial
total, necesitamos un criterio sencillo que nos permita determinar
cuando una E.D es exacta.
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Ecuaciones Diferenciales Exactas

Teorema (Criterio para E.D. exactas)

Sean M(x,y), N(x,y) funciones continuas y con derivadas
continuas de primer orden en © C R?. Entonces (1) es exacta en Q
sii

Julio Lépez EDO 17/18



Ecuaciones Diferenciales Exactas

Método de Solucién:

Dada la ecuacién (1), queremos hallar u tq % =M, g—; = N.

oM ON
Verifi — =
Q@ Verificar que 3y ~ ox (
@ Suponer que % = M(x, y) y luego integrar c/r a x, dejando y
cte:

E.D. exacta)

ulxiy) = [ Mxy)dx-+g(y) @
© Derivar c/ra y laec. (2)

ymzNwm—g/Mmmw 3)

O Integrar (3) c/r a y y sustituir en (2) e igualar a C.
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