(Ecuacion del calor en una esfera)

Considere la ecuacion del calor en una esfera sélida de radio R, con difusivi-
dad « > 0. Buscaremos soluciones u con simetria radial, es decir, u(r, 8, p,t) =
u(r, t), con las siguientes condiciones:

Condiciones de borde: u(r = R,t) = 0Vt > 0, u(r,00) < ooVr € [0, R].

Condicion inicial: u(r,0) = f(r)Vr € [0, R].

Ademas pediremos que la solucién sea continua en todo punto (en particular
en el origen).

i) Muestre que la solucién u satisface la ecuacion u; = & darg (u-r)

i1) Plantee soluciones de la forma u(r,t) = F(t)G(r) y muestre que la solu-
cion es de la forma >, -, are~ %t sin(byr) /7, encontrando en forma explicita los
coeficientes ay, by. Hint: En cierto momento le puede ser 4itil definir la funcion

H(r)=rG(r).

Sol

i) Sabemos que la ecuacién del calor en un sélido es aAu = wu;. Pero
Ay = (r ur)r+7algo’ ugg+" algo” u,,, donde los términos “algo” no interesan,

pues como u tiene simetria radial, las derivadas parciales con respecto a 6 y ¢
se anulan. Reescribiendo, resulta Au = r%(%ur + r2u,). Si desarrolamos lo
que nos proponen, resulta que %(ur)w = %(urr+u)r = %(urrrJrur +u,) = Au
(pues es la expresion que teniamos arriba). Asi, reemplazando en la ecuacion
del calor concluimos que u verifica u; = %(ur),, que es justamente lo que nos
pedian.

i) Suponiendo u(t,r) = F(t)G(r) = us = F'G, (ur)y = thz (Gr) = FH",
donde H(r) = rG(r). Asi, tenemos que V¢, r, reemplazando en la ecuacion, se
tiene que F'G = SFH" = £ = & H" = )\(cte).

Pero I’ = \F = F(t) = Ae*. La condicién u(r, 00) < oo indica que o bien
A =0 (lo que implicaria que u es la funcién cero, que no interesa) o A < 0.

Ademaés tenemos que «H” = AH. Como % < 0, tenemos que entonces

H(r) = Beos(\/(—\/a)r)+Csin(y/ (=N a)r) = G(r) = %[Bcos(ﬂ—/\/a)r)—i—
Csin(y/( — A/a)r)]. Notemos que esta funcion tiene problemas en el origen, y
estamos buscando funciones continuas en el origen. Recordando que sin(hr)/r
es continua en cero (definiéndola adecuadamente), notamos que la condicién que
debemos imponer entonces es B = 0, pues si no la solucién diverge en 0.

Asi, juntando todo, resulta que u(t,r) = F(t)G(r) = De sin(y/(—\/a)r)/r,
donde D = AC. Pero la condicién de borde u(t, R) = 0Vt = sin(y/(—\/a)R) =

0= \/ Aa)R = kr = A\ = _0‘5”2. Reemplazando en la ecuacién, y
notando que para k € N tenemos una solucién wuy distinta, llegamos a que
ug(r, t) = Dke*“bitsin(bkr)/r, con by = %’T. Por el principio de superposicion,
tendremos que:

uw(t,r) = 1oy Dke’abitsin(bkr)/r, que es a lo que queriamos llegar. Asi,
solo falta determinar las constantes Dj. Imponiendo la condicién inicial, lleg-
amos a que f(r) = Y.<, Disin(knr/R)/r = rf(r) = >~ Drsin(knr/R). Es
decir, estamos calculando exactamente la serie de fourier de la extensién impar
de la funcion 7 f(r), luego D = 2 fOR rf(r)sin(knr/R).




