AUXILIAR 12 SEPTIEMBRE

P1

Bosqueje los siguientes conjuntos y determine si son cerrados, abiertos o
ninguna

a) {e* : Re(z) € [a,b],Im(z) € [¢,d]} (con a,b>0,0 < c<d < 2m).

Hint: Escriba z— x + iy y recuerde que multiplicar por e'*, con t un real, es
rotar en un dngulo t.

b) {z: Im(2%) > 0V (Re(z2))® > 0}

P2

Sea f : C — C continua en cero y que verifica Vz,w € C, f(z + w) =
f(2)f(w). Pruebe que f es continua.

Sol:

Evaluemos con w=0. Resulta f(z) = f(z)f(0)Vz. El primer caso es f(0) = 0,
lo que implicaria que f es la funcién nula y por ello continua.

La segunda opcion es f(0) = 1. Veamos que f es continua en z cualquiera.
Sea z, — z. Nos interesa ver que f(z,) — f(z2). En efecto, si tomamos
hn = zn—2z, resulta que h,, — 0, ademas lim f(z,)— f(z) = limf(z+h,)—f(z) =
limf(2)(f(h,) — 1) (gracias a la prop bacan de la funcion) = f(z)(limf(h,) —
1) = f(#)(1 — 1) (pues f es continua en 0) = 0.

P3

Encuentre los radios de convergencia para las siguientes series (recordando
. ) 1
que siempre 5 = limsup,—co(|an|) .
Nl . . . .
a) >~ nl(z—1)™. (Hint: Escriba la serie como )", -, an(z — )" y note
que la mayoria de los a,, son ceros).

b) > >0 %Zﬂ (Hint: Recuerde el “criterio del cuociente” Si (an)nen €s

|ant1]
[an|

¢) > k>0 axz®, con a; = 2 para k par, a; = 1 para k impar. Pruebe ademas
que la serie no converge en el borde del disco de convergencia. Demuestre, por

tltimo, que esta serie es la serie de la funcion g(z) = 2t5. (Hint: Recuerde que

. s 1
una sucesion que no se anula y tal que — L, entonces (|a,|)» — L).

= =450 2", en el disco de centro 0 y radio 1.)

P4

Desarrolle en serie de potencias en torno al cero la funcién g(z) = ln(zﬂ),
donde consideramos arg(z) € [-7/2,37/2).

Sol

g(z) = In(z+ 1) — In(z — 1). Desarrollemos entonces la serie del primer
sumando (al que llamaré ¢;). El segundo se hace de forma muy similar asi que
queda de ejercicio.

La clésica serie que uno sabe manejar es la serie arménica, es decir, aquella
de la funcion 1. Pero g = 5 = > 50(—2)" = 250(=1)F2F. A uno le gus-



taria “integrar”, sin embargo no conocemos ningin teorema que nos diga como
integrar una serie de potencias (intercambiando la integral con la suma, por
ejemplo). Sin embargo, lo que si sabemos es como derivar una serie de poten-
cias (se hace término a término, revisen el apunte y las catedras si no lo sabian).
Asi, el truco en este caso es definir la funcién hi(2) = 3245, % (que es
la funcién que a uno le “gustaria” que fuera la expresion en seri de potencias de
91)- Notemos entonces que si derivamos esta funcion, resulta b} (z) = ¢} (z) (para
todo z en el disco de convergencia de hj, que deben calcular). Un resultado visto
asegura entonces que hy = g1 + cte. Sin embargo, h1(0) =0 = g¢1(0)= g1 = hs.
(OJO: Este es el truco estandar cuando uno quiere “integrar”... aprovechar que
lo que sabemos es derivar las series de potencias). Para go queda propuesto.
Tengan cuidado con la constante que en este caso no es cero. Deben ademés al
final encontrar cudl es el disco en el que esta expresion es vélida.

CUALQUIER DUDA POR UCURSOS O EN LAS PROXIMAS AUXIL-
TARES. SALUDOS!



