Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica

MA2A2 Calculo Avanzado y Aplicaciones 2008
Profesor: Roberto Cominetti
Profesor Auxiliar: Omar Larré, Andrés Fielbaum

—
1. Calcule directamente la integral de flujo [ fz VF -dA si ¥ es el hemisferio superior del casquete elipsoidal
‘%2 + z—j + i—z = 1 orientado segtin la normal interior del casquete, con F(z,y,z) = (z —1)% +2(y — 1)% + 22
Indicacion: Una parametrizacion util es
T = asin @ cos

y = bsinpsin @ w€[0,7/2], € ]0,2n]
Z = ccosp

es decir 7 (¢, 0) = asin ¢ cos 07 + bsin ¢ sin 07 + ccos apE.
Solucién:

Calculamos los vectores tangentes a la curva:

or N ~

677’ = acospcos i+ bcos psin 67 — csin pk
¥

or L . N

0 = —a sin @ sin 67 + bsin ¢ cos 67

entonces la integral de superfice queda:

o7
7 - e
VF-dA = VE(T (0,0)) ==
b)) pel0,7/2] J 0€[0,27] H% % %TZ )

Acé podemos simplificar las expresiones con los médulos:

— or o7
VE . dA :/ / VE(F(5,0)) - ( y ) d0dy
//2 pelo,m/2] J 0€]0,2n] 00 dp

| dody

o7 .
Ahora debemos calcular 2 W X d;
o7 o7 o | 07— oinoh
T IR Do = (—asinpsinfr + bsin @ cos#)) x (acos ¢ cos 01 + b cos @ sin 87 — csin k)
—asinpsin g a cos p cos 6 —becos fsin’
= bsin p cos 6 x | bcospsing | = —acsin fsin?
0 csin g —abcos? 6 cos psin ¢ — absin? 0 cos @ sin @
Hay que ver si %—z X %; es un vector normal interior, para lo cual evaluamos en § =0y ¢ = 7/2
or or
—0=0,p=7/2) x —(0=0,p=7/2) = —bcr
g (=09 =1/2) ag0( o =m/2) ci

con lo cual obtenemos que si es interior!

Como VF(r,y,z) = (2(x —1),4(y — 1),2z) = 2(x — 1,2(y — 1), 2) entonces si expresamos este resultados
en coordenadas elipsoidales:

VEF(7 (p,0)) = 2(asinpcosf — 1,2(bsin psinf — 1), ccos @)



Con todo lo anterior:

3o or T
VE(7T (p,0 -(X)d@d
/ (700 (G5 * 5 ) d0de

0
= or (2(asingpcosd — 1) i —becos fsin®
= / / 4(bsinpsind —1) | - —acsin fsin? ¢ dfdy
o Jo 2ccos —abcos? 6 cos sin ¢ — absin® § cos psin ¢
z or (2(asingcosd — 1) ‘ —bccos fsin®
= / / 4(bsinpsind —1) | - [ —acsinfsin?¢ | dodyp
0 J0 2ccos p —abcos psin ¢

2 (2™ _2gbccos? Osin® © + 2bccos 0 sin? p — dabesin? 0 sin® ¢
o Jo +4acsin @ sin? o — 2cab cos? psin @

2w 2
{Notar que/ cos 8df = / sin 0df = O]
0 0

5 27
= / / (—2abc cos? fsin® ¢ — 4abesin® 0sin® ¢ — 2cab cos? psin p)dfdyp
o Jo

> dfdy

oo 3 2 3 2
= 72abc/ / (cos” Osin” p + 2sin” 0 sin” ¢ + cos” psin ¢)dfdy
o Jo
3
= —Zabc/ (msin® ¢ + 27 sin® ¢ 4 2 cos? @ sin )dyp
0

z
= —2abc/ (3msin® ¢ + 27 cos? psin p)dyp
0

2 1 4ab 16ab
= 72abc(37r§ + ng) — _Arabe — 0367T _ 6(; CT

Obs.: fO% sin® pdyp = 2, fo% sin? 0d6 = r, fog cos? psin pdp = %



