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El teorema de la divergencia de
Gauss



El operador divergencia

-

-

Consideremos un campo [ = (Fy, F», F3) de clase C'. Se

define la divergencia como

- OF]
ox

divF = — +

OF5

OF3

dy

0z




El teorema de la divergencia o de Gaus

o N

Sea ) C R? un abierto acotado tal que su frontera 952 sea
una union finita de superficies regulares.
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El teorema de la divergencia o de Gaus

o N

Sea ) C R? un abierto acotado tal que su frontera 952 sea
una union finita de superficies regulares.

Sea ' un campo C! definido en unan vecindad de .

Entonces
// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
o0 9)

donde cada superficie de 0f) esta orientada segun la
normal exterior a (.
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El teorema de la divergencia o de Gaus

o N

Sea ) C R? un abierto acotado tal que su frontera 952 sea
una union finita de superficies regulares.

Sea ' un campo C! definido en unan vecindad de .

Entonces
// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
o0 9)

donde cada superficie de 0f) esta orientada segun la
normal exterior a (.

Observacion: 90f) es automaticamente orientable.

o |
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El caso de un rectangulo

-

Supongamos que €2 = |a, b] X [¢,d] X e, f].

-
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El caso de un rectangulo

-

Supongamos que €2 = |a, b] X [¢,d] X e, f].
Entonces

///ddeV /// [aFl ory aF;] dz dy dx

-
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El caso de un rectangulo

-

Supongamos que €2 = |a, b] X [¢,d] X e, f].
Entonces

///ddeV /// [aFl ory aaF;] dz dy dx

Consideremos el ultimo término. Usando el teorema
fundamental del calculo:

f b pd
///aidzdydw—//Fg(x,y,f)dydx
b prd
_/ / Fg(ﬂ?,y,e)dydllf

-



L

a integral

[Lb/ch3($ay>f)dyd$

puede verse como la integral de flujo
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L

a integral

[Lb/ch3($ay>f)dyd$

puede verse como la integral de flujo

b pd
/ / Fg(w,y,f)dyda::// F-ndS
a C Ssup

donde Sy, es la “cara superior”:
Ssup ={(z,9,2) ra<x<bc<y<dz=f}.

o |
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-

Similarmente

b pd
—/ / Fg(w,y,e)dydw:// F-ndsS
a C Sznf

donde S;,; es la “cara inferior”. (Notar el signo “-").
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-

Similarmente

b pd
—/ / Fg(w,y,e)dydw:// F-ndsS
a C Sznf

donde S;,; es la “cara inferior”. (Notar el signo “-").
Luego

///f(‘)F dzdyd:z;—//supF ndSJr//mf

o |
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-

Un calculo analogo muestra que

f
/// aFdedydx—// F- ndS+// F-hds.
zzq Sder

donde S;., Y Sq4er SON las caras izquierda y derecha
respectivamente, y

-
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-

Un calculo analogo muestra que

f
/// aFdedydx—// F- ndS+// F-hds.
zzq Sder

donde S;., Y Sq4er SON las caras izquierda y derecha
respectivamente, y

f
///8F dzdyd:z:—// F nd5+//

donde Squnt, Spost COrresponden a la cara anterior y
posterior.

o |
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.

omando en cuenta que

0f) = Ssup U Sinf U S@'zq U Sder U Sa/n,t U Spost

o |
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.

omando en cuenta que
() = Ssup U Sinf U Sizq U Sder U Sa/nt U Spost

se deduce que

b ord ff B
/ / / divF dz dydr = // F-ndS.
a Jc Je 0
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l7v es Invariante bajo rotaciones de los €]

- N

Escribamos F = (Fy, Fy, F3) = S.0_, Fye; donde ey, e, e3
forman la base candnica de R5.
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l7v es Invariante bajo rotaciones de los €]

- N

Escribamos F = (Fy, Fy, F3) = S.0_, Fye; donde ey, e, e3
forman la base canonica de R3.
Consideremos una base ortonormal vy, v, v3 de R3.
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l7v es Invariante bajo rotaciones de los €]

Escribamos F = (Fy, Fy, F3) = S.0_, Fye; donde ey, e, e3
forman la base candnica de R?.

Consideremos una base ortonormal vy, v, v3 de R3.
Entonces

donde

El teorema de la diveraencia de Gauss — p. 9



-

(R esde 3 x 3)

L1

L2

L3

R = [v1,v2, v3]

y:

U1
Y2
Y3

ntroduzcamos el cambio de variables x = Ry donde

-



- N

ntroduzcamos el cambio de variables x = Ry donde

11 Y1
r = |T9 R = [U17U27v3] Yy= 192
T3 | 93 ]

(R esde 3 x 3)
Entonces en las variables y y usando la base v, v9, v3 €l
campo se puede expresar como



-

Con la notacion

se tiene



-

Con la notacion

se tiene

3
S Ry Fily) =
1=1
3 3 ~
- OF; OF;
divF = —
" 1=1 83:2 zzl ayz
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w

SL0F; S~ 0F(R 3. OF
Z@y-zz vi) =2 DS (%j@yz

i=1 7' =1 i=1 j=1

L OF
Z<8$ Rji,vi) (yaque z; = Z;?zl Rjiyi)
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SOF, <~ OF(R OF O,
Zayizz :ZZ (%j@yz

2 OF
Z<37Rji> vi) (yaque xj = Z?:1 Rjiyi)
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El teorema de la diveraenc

ia de

Gauss

|

—n. 13



3 9 3 3 3

1
DTS ) ) N
i=1 7' =1 j=1 k=1
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3 47 3 3 3
OF; Y S‘ OF
Z 0 0
i—1 ‘Y T j=1 k=1 J

LyaqueRTR:]:RRT. J
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/ersion local del teorema de la divergenc

-

Se tiene que para cualquier zg € Q existe un R > 0
(pequeno, gue depende de z() tal que:
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/ersion local del teorema de la divergenc

-

Se tiene que para cualquier zg € Q existe un R > 0
(pequeno, gue depende de z() tal que:

si F' es un campo C'! que se anula fuera de Bp(z)

entonces
// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
oS Q
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El casox, € 0
-

Rotando los ejes podemos suponer que 7(zg) = (1,1,1)//3.
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El casox, € 0
-

Rotando los ejes podemos suponer que 7(xg) = (1,1,1)/4/3.
Usando la definicion de superficie regular y el teorema de
la funcion inversa, existe R > 0 tal que la superficie

002 N Br(xg) es el grafo de funciones

gOiZUZ'—>R 1§Z§3

es decir



El casox, € 0
-

Rotando los ejes podemos suponer que 7(xg) = (1,1,1)/4/3.
Usando la definicion de superficie regular y el teorema de
la funcion inversa, existe R > 0 tal que la superficie

002 N Br(xg) es el grafo de funciones

gOiZUZ'—>R 1§Z§3
es decir

002N Br(xg) = {(x1,x9,23) : v1 = p1(w2,x3), (x2,23) € Uy}
= {(z1,22,23) : T2 = pa(x1,23), (x1,23) € Us}
{

(r1,72,73) : x3 = w3(x1,72), (T1,72) € Us}



-

///divﬁdV:/// divE dV
Q QﬂBR(xo)

QNBr(xo) (9:171 (9:132 (9:133



- N

///divﬁdV:/// divE dV
Q QﬂBR(xo)
_ / / / laFl @+%
QNBr(xo) (9:171 8:1:2 3:133

Veamos el dltimo término: se puede elegir 0 < r < R tal que
si F' se anula fuera de B, (z() entonces

F 903 $1,$2 F
/ / / O3 1y — / / / a—dwgdxldxg
QNBr(zo) O3 Us J s Ox3

o |

dV.




- N

903 L1, £132 F
/// %dv // / a—da?g d$1d$2
QNBr(zo) 073 Us J 2, Ox3

:// F3($1,JJ2,903($1,$2))d$1d$2-
Us



- N

903(517175132)
/// @W:/// O3 oy daydes
QNBr(z0) 073 Us J s O3

:// Fs(iUl,CL’Q,903($1,$2))d$1d$2-
Us

Como 02 N Br(xg) se puede parametrizar por
77(331, wg) = (%1, x9, gpg(a}l, wg)) tenemos

or or (9903 (9903



. N

Luego, si F se anula fuera de B, ()

// (0,0,Fg)-ﬁdS:// Fs(x1, 9, p3(x1,22))dr1dXs.
o) Us



. N

Luego, si F se anula fuera de B, ()

// (0,0,Fg)-ﬁdS:// Fs(x1, 9, p3(x1,22))dr1dXs.
o) Us

Se deduce que

/// %dV:// (0,0, Fy) - 7. dS.
QﬂBR@m)a$3 0N



. N

Luego, si F se anula fuera de B, ()

// (0,0,Fg)-ﬁdS:// Fs(x1, 9, p3(x1,22))dr1dXs.
o) Us

Se deduce que

/// %dV:// (0,0, Fy) - 7. dS.
QﬂBR@m)a$3 0N



-

Similarmente, utilizando la parametrizacion
#(x1,23) = (21, p2(1,73), v3) SE €ncuentra

/// @d‘/ // (0, F2,0) - ndS.
QNBg (o) 072 90

y también



.

iImilarmente, utilizando la parametrizacion

#(x1,23) = (21, p2(1,73), v3) SE €ncuentra

[ e

y también

[ e

F
082 qv — // (0, F,0) - 71 dS.
O3 o

F
Oy — // (F1,0,0) - 7 dS.



e ) . O

Similarmente, utilizando la parametrizacion
#(x1,23) = (21, p2(1,73), v3) SE €ncuentra

/// @dv // (0, F2,0) - ndS.
QNBg (o) 072 90

y también

F
/// O gy // (F1,0,0) - 7 dS.
QﬁBR(xO 8:61 o

Sumando las formulas anteriores

F-ndS = divF dV
i/} .

o



El casox, €

-

fEn este caso basta encontrar un cubo () de centro x
contenido en Q2 y luego elegir R > 0 pequeno tal que

Br(zo) C Q.



El casox, €

fEn este caso basta encontrar un cubo () de centro x T
contenido en Q2 y luego elegir R > 0 pequeno tal que

Br(zo) C Q.
Podemos aplicar entonces el calculo en el caso de un cubo

y obtener

///de'vﬁ:///deﬁ://mﬁ-ﬁdszo

Notar que
// F-nadS=0
00

o |



Version global

o N

Tenemos: para cada = € 2 existe un R, > 0 tal que si F' se
anula fuera de Bg_(z) entonces vale la formula del teorema
de la divergencia.
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Version global

o N

Tenemos: para cada = € 2 existe un R, > 0 tal que si F' se
anula fuera de Bg_(z) entonces vale la formula del teorema
de la divergencia.

Usando la compacidad de  (cerrado y acotado) podemos
encontrar una familia finita de puntos z;, 1 < i < m con sus
respectivos R; = R,. > 0 tales que

# () se puede cubrir por la unién U™ Br,(x;),

® y para cualquier bola By, (z;), si F se anula fuera de
Bpr.(z;) entonces vale el teorema.



-

Para cada bola Bg,(x;) podemos encontrar una funcion
7 : R? — R, de clase C! tal que 7; > 0 en Bg, (z;) Y 7; S€
anula fuera de la bola.

-

o |
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-

Para cada bola Bg,(x;) podemos encontrar una funcion
7 : R? — R, de clase C! tal que 7; > 0 en Bg, (z;) Y 7; S€
anula fuera de la bola.
Para x ¢ Q) definamos

-

(o Ti(2)
() Z}nﬂﬁj(x)

Entonces



-

Para cada bola Bg,(x;) podemos encontrar una funcion
7 : R? — R, de clase C! tal que 7; > 0 en Bg, (z;) Y 7; S€
anula fuera de la bola.
Para x ¢ Q) definamos

-

(o Ti(2)
() Z}nﬂﬁj(x)

Entonces
® 7; es C! en una vecindad de Q

o |



-

Para cada bola Bg,(x;) podemos encontrar una funcion
7 : R? — R, de clase C! tal que 7; > 0 en Bg, (z;) Y 7; S€
anula fuera de la bola.
Para x ¢ Q) definamos

-

(o Ti(2)
() Z}nﬂﬁj(x)

Entonces
® 7; es C! en una vecindad de Q
® 7,; se anula fuera de Bpg, (z;)

o |



-

Para cada bola Bg,(x;) podemos encontrar una funcion

-

7 : R? — R, de clase C! tal que 7; > 0 en Bg, (z;) Y 7; S€

anula fuer_a de la bola.
Para z € ) defilnamos

(o Ti(2)
() Z}nﬂﬁj(x)

Entonces
® 7; es C! en una vecindad de Q
® 7,; se anula fuera de Bpg, (z;)

® paracualquier z € Q: >0 ni(x) = 1.

o



o N

Consideremos un campo F de clase C1.

o |
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-

Consideremos un campo F de clase C1.
Como Y1 ni(x) =1 F =Y, (1:F)



o N

Consideremos un campo F de clase C1.

Como > i mi(z) =1 F =31 (niF)

Cada funcién n;F es un campo C! que se anula fuera de
Br.(z;) por lo que podemos aplicar la version local del
teorema de la divergencia

//mmﬁ-ﬁdS:///de(mF)dv



o N

Consideremos un campo F de clase C1.

Como > i mi(z) =1 F =31 (niF)

Cada funcién n;F es un campo C! que se anula fuera de
Br.(z;) por lo que podemos aplicar la version local del
teorema de la divergencia

//mmﬁ-ﬁdS:///de(mF)dv

Sumando

[ [ St nas=[ [ [ aoondran
= N



-

Por lo tanto

/Lgﬁ-ﬁds//[zdiv(iniﬁ)dv
://Ldzv(ﬁ)dv
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