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P2. Considere el campo vectorial dado en coordenadas ciĺındricas por

~F =
1
ρ
ρ̂ + e−θ2

k̂.

(a) Determine el dominio de diferenciabilidad de ~F y verifique que div(~F )= 0 sobre dicho
dominio.

(b) Sea Σ ⊂ R3 la superficie dada por la porción del casquete esférico x2 + y2 + z2 = 4
que se encuentra entre los planos z = −1 y z = 1 (sin considerar las tapas). Bosqueje
Σ y calcule el flujo de ~F a través de Σ orientada según la normal exterior a la esfera.
Nota: Puede usar el teorema de la divergencia utilizando un dominio adecuado. En
tal caso tenga especial cuidado en verificar las hipótesis del teorema.

(c) Interprete el resultado obtenido en (b).

Solución:

(a) Tenemos el campo vectorial en coordenadas ciĺındricas:

~F =
1
ρ
ρ̂ + e−θ2

k̂ = Fρρ̂ + Fzk̂

El dominio de diferenciabilidad de ~F es R3\{eje z}, pues el campo se indefine cuando
ρ = 0, y no es diferenciable en tales puntos. Calculemos la divergencia de ~F :

div(~F ) =
1
ρ

[
∂

∂ρ
(ρFρ) +

∂

∂θ
(Fθ) +

∂

∂z
(ρFz)

]
=

1
ρ

[
∂

∂ρ
(ρ

1
ρ
) +

∂

∂θ
(0) +

∂

∂z
(ρe−θ2

)
]

= 0.

(b) Consideremos Σ, la superficie descrita anteriormente. Para aplicar el Teorema de la
Divergencia debemos considerar un dominio donde la divergencia esté bien definida,
como no podemos incluir el eje z, consideremos Ω el volumen interior a la esfera de
radio 2 y que se encuentra entre los planos z = −1 y z = 1, al cual le quitamos un
cilindro de radio ε, cuyo eje es el eje z entre z = −1 y z = 1, esto es para que no
tengamos problema en utilizar el Teorema de la Divergencia.
Luego, por el Teorema de la Divergencia, se tiene que:∫∫∫

Ω

div(~F )dV =
∫∫
∂Ω

~F n̂dS =
∫∫
Σ

~F n̂dS +
∫∫

cilindro

~F n̂dS +
∫∫

tapas

~F n̂dS

Dado que div(~F ) = 0: ∫∫∫
Ω

div(~F )dV = 0

Y entonces: ∫∫
Σ

~F n̂dS = −
∫∫

cilindro

~F n̂dS −
∫∫

tapas

~F n̂dS
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Calculemos la integral de flujo sobre el cilindro de radio ε. Se tiene que la normal
exterior es n̂ = −ρ̂ y dS = εdθdz, con θ ∈ [0, 2π], z ∈ [−1, 1]:∫∫

cilindro

~F n̂dS =

1∫
−1

2π∫
0

(
1
ε
ρ̂+e−θ2

k̂)(−ρ̂)εdθdz = −
1∫

−1

2π∫
0

1
ε
εdθdz = −

1∫
−1

dz

2π∫
0

dθ = −2·2π

∫∫
cilindro

~F n̂dS = −4π.

Veamos ahora las integrales sobre las tapas. Llamemos Tapa1 y Tapa2 a las tapas
superior e inferior, respectivamente. En la Tapa1, se tiene que z = 1, ρ ∈ [ε,

√
3]

(pues, de la intersección del plano z = 1 con el casquete esférico x2 + y2 + z2 = 4
resulta x2 + y2 = 3, ie, ρ =

√
3) y θ ∈ [0, 2π). Además, n̂ = k̂:

∫∫
Tapa1

~F n̂dS =

2π∫
0

√
3∫

ε

(
1
ρ
ρ̂ + e−θ2

k̂)(k̂)ρdρdθ =

2π∫
0

√
3∫

ε

e−θ2
ρdρdθ

Y para la Tapa2, en z = −1, se tiene que n̂ = −k̂, aśı:

∫∫
Tapa2

~F n̂dS =

2π∫
0

√
3∫

ε

(
1
ρ
ρ̂ + e−θ2

k̂)(−k̂)ρdρdθ = −
2π∫
0

√
3∫

ε

e−θ2
ρdρdθ

Entonces∫∫
Tapas

~F n̂dS =
∫∫

Tapa1

~F n̂dS +
∫∫

Tapa2

~F n̂dS =

2π∫
0

√
3∫

ε

e−θ2
ρdρdθ −

2π∫
0

√
3∫

ε

e−θ2
ρdρdθ = 0

Obteniendo que∫∫
Σ

~F n̂dS = −
∫∫

cilindro

~F n̂dS −
∫∫

tapas

~F n̂dS = −(−4π)− 0 = 4π.

Nota 1: ε puede tomar cualquier valor en el intervalo (0,
√

3]. En particular, se puede
tomar ε =

√
3, simplificando aśı el problema, al no tomar en cuenta las integrales de

flujo sobre las Tapas, ya que, en este caso, las Tapas no existen.

Nota 2: El cálculo directo de la integral de flujo sobre Σ es más dif́ıcil, dado que si se
elige la parametrización en coordenadas ciĺındricas, el vector normal a la superficie no
es simple (dado que es r̂ en coordenadas esféricas); además, el elemento de superficie
dS debe calcularse con cuidado, ya que ninguna coordenada de la parametrización
(ρ, θ, z) se mantiene constante. Por otro lado, si se elige coordenadas esféricas, si bien
el vector normal es fácil de representar, la integral que queda por resolver es la que
dificulta este camino.

(c) El resultado anterior nos indica que existe un flujo positivo que atraviesa la superficie
Σ, igual a 4π.
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