La divergencia: Una manera de medir variaciones de
magnitudes.

Sabemos que en una dimensién la derivada permite estudiar la variacién de una magnitud unidimen-
sional, aqui buscaremos un sustituto razonable de la derivada que permita estudiar las variaciones de las
magnitudes en mas de una dimensién.

Hay muchas posibilidades a priori de encontrar estd sustitucion de la derivada, pero veremos que la Fisica
Matematica ha tenido en cuenta algunas por ser mas naturales y por tanto mas utiles.
Para precisar las ideas consideremos el campo vectorial en R3

F(z,y,2) = u(z,y, 2)i + v(z,y, 2)j + w(=,y, 2)k

Para que resulte més intuitivo supéngase que F es, por ejemplo, el campo de velocidades de un fluido, es
decir, en cada punto (z,vy, 2) € R3 se tiene que el vector velocidad F'(z,y, ). Supongamos que £ C R? es
acotado. ;Cémo cambia el volumen de €2 al desplazarse por el flujo del fluido? ;Se producen giros en el
movimiento?. Responderemos estas preguntas usando el teorema del valor medio. Para ello supondremos
regularidad suficiente del campo vectorial F': R? — R3; mds concretamente supondremos F € C!, es decir
F' y todas sus derivadas primeras son continuas. Usando el Teorema de Taylor, escribimos entonces,

F(Z+ h) = F(Z) + JzF(@)h + o(|h]) para h—0
F(7) es el jacobiano de Fen el punto #. Si \i_i| es pequeno se
+ h) el término

donde ¥ = (z,y, 2), h= (h1,ha,hs) v JzF(
puede tomar como valor aproximado de F(Z
F(%) + JzF(#) (1)

El primer sumando representa una traslacion. analizaremos a continuacion el segundo sumando. Escrito
en detalle el segundo sumando es;

L Ug %(“y""vw) %(UZ"‘wy) hy .
JeF(@Dh = | $(uy+ vs) Uy 5 (v, +wy) ha | = Ah
%(uz + wy) %(vz +wy) w, hs

Consideremos ahora las siguientes matrices
D=1A+A"Y) y R=1A-AY

es decir, D es la parte simétrica de A y R es la parte antisimétrica de A. Asf se puede expresar (1) como

F(%) 4+ Dh + Rh. (2)
Ademds
Uy Uy Uy
D = Vp Uy U
Wy Wy W,
con lo que

Traza(D) = uy + vy + w,.
La expresién anterior corresponde por tanto a la divergencia de F , i.e
Traza(D) = divE.

Si se hace un cambio de coordenadas ortogonal podemos transformar D en una matriz diagonal D. De
esta forma,

d 0 0
D= 0 do O
0 0 ds



y se tiene que TrazaD = divE , pues la traza es invariante bajo cambio de coordenadas ortogonal.

Podemos interpretar el sumando DA de (2) como sigue. Sea Py un paralelepipedo y P(t) la evo-
lucién de Py en el tiempo t, es decir, si h(t) = (hi(t), ha(t), hs(t))! son los lados de P(t) y hy =
(ho1(t), hoa(t), hos(t))t son los lados de Py se verifica

9k(1) = Dh(t)
h(0

I
=
o

Llamando fli, i =1,2,3 los transformados de los h; por el cambio de coordenadas ortogonal, resulta:

Wit — g,hi(t), i=1,2,3

y por tanto,

=3
%Vol(P(t)) = %(ﬁl(t)ﬁz(t)ﬁs(t)) = (3 di)(h(t)ha(t)hs(t)) = (divE) Vol(P(t)
i=1

Asi, tenemos que la divergencia mide la tasa de cambio de volumen asociado al campo F.El argumento
expuesto se refiere a la aproximacion lineal del campo y da una idea muy intuitiva de lo que significa la
divergencia.

Por otra parte, consideramos la parte antisimétrica

0 %(Uy - 'Uz) %(uz - wm) 1 0 753 52
R=| —%(uy—vy) 0 vz —wy) | = B & 0 =&
*%(Uz —wy) *%(Uz — wy) 0 RERS! 0

y observamos que el vector & = (&1, &2, &3) es precisamente el rotor del campo F', es decir,
rot F'=¢.
Si se consideran las soluciones del sistema lineal con coeficientes constantes,

d - S
2 () = (),

modulo un cambio de coordenadas dado por una matriz P cambio de base, resultan ser

. cos|¢[t sinlt O .
h(t)y=P | —sinlét cos|élt 0 | P71R(0)
o 0 1

que representa una rotacién en R®, donde || = 4/ Zle |€i]2. Con todo lo anterior se ha establecido el
siguiente resultado:
Un campo de vectores continuamente diferenciables en R? se descompone localmente en una traslacion,
una dilatacion y un giro.

Como se ve la divergencia aparece de manera natural cuando se intenta medir la variacién de volumen
que produce un campo; el rotor entrega la parte del campo que produce giros, de ahi su nombre.



