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Capítulo 1Elementos de 
ál
ulo ve
torial
1.1. Campos es
alares y ve
torialesSea Ω un abierto no va
ío de R3. Denotaremos genéri
amente por ~r al ve
tor posi
ión que,en 
oordenadas 
artesianas, se es
ribe

~r = (x, y, z) = x ı̂+ y ̂+ z k̂,donde ı̂, ̂ y k̂ es el triedro 
orrespondiente a la base 
anóni
a de R3.Llamaremos 
ampo es
alar sobre Ω a toda fun
ión a valores reales f : Ω → R. Llamamosgrafo de f al 
onjunto G(f) = {(x, f(x)) | x ∈ Ω} ⊂ R4. Dado α ∈ R, se de�ne el 
onjunto denivel α de la fun
ión f 
omo Nα(f) = {x ∈ Ω | f(x) = α} ⊂ R3, el 
ual puede ser va
ío. Al
onjunto de nivel se le 
ono
e super�
ie de nivel o bien 
omo super�
ie equiponten
ial.Llamaremos 
ampo ve
torial sobre Ω a toda fun
ión ~F : Ω ⊆ R3 → R3. En 
oordenadas
artesianas, es
ribiremos
~F (x, y, z) = F1(x, y, z) ı̂+ F2(x, y, z) ̂+ F3(x, y, z) k̂,donde para 
ada i = 1, 2, 3 el 
orrespondiente Fi(x, y, z) es un 
ampo es
alar sobre Ω. Podemosrepresentar grá�
amente al 
ampo ve
torial adhiriendo a un punto (x0, y0, z0) ∈ Ω el ve
tor
orrespondiente ~F (x0, y0, z0), y repetir esto para una 
antidad �nita de puntos, tal 
omo seilustra a 
ontinua
ión.

b

b

b

b

b

b

b

b

(x0, y0, z0)

~F (x0, y0, z0)

3



4 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIALEjemplo 1.1.1. Las partí
ulas sobre un dis
o en el plano XY que gira 
on velo
idad angular
onstante ω > 0 y 
on eje de rota
ión dado por el eje Z, están sujetas al 
ampo de velo
idadesdado por ~v(x, y, 0) = −ωyı̂+ ωx̂.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un �uido moviéndose en una región Ω ⊆ R3 (por ejemplo, elinterior de una tubería). Si a 
ada punto (x, y, z) ∈ Ω le aso
iamos la velo
idad instantáneade las partí
ulas que pasan por di
ho punto, obtenemos el 
ampo de velo
idades del �uido:
~v(x, y, z) = v1(x, y, z)̂ı+ v2(x, y, z)̂+ v3(x, y, z)k̂.

Ejemplo 1.1.3. (Ley de 
ondu

ión de Fourier). El 
alor �uye de regiones 
alientes a re-giones frías 
on una velo
idad ~J propor
ional al gradiente de temperaturas: ~J = −κ∇T (x, y, z) =

−κ∂T
∂x

ı̂ − κ
∂T

∂y
̂ − κ

∂T

∂z
k̂, donde la 
onstante κ > 0 se llama 
ondu
tividad térmi
a y es unapropiedad físi
a propia del medio 
ondu
tor. En 
onse
uen
ia, el �ujo de 
alor sigue lo
al-mente la dire

ión de máximo des
enso de la temperatura, que a su vez es perpendi
ular a la
orrespondiente super�
ie de nivel también 
ono
ida 
omo isoterma.



1.2. OPERADORES DIFERENCIALES DEL CÁLCULO VECTORIAL 5Sea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo ve
torial, el 
ual supondremos su�
ientemente diferen
iable.Una línea de fuerza o línea de �ujo es una 
urva 
uya tangente en 
ada punto propor
iona ladire

ión del 
ampo en di
ho punto.

Matemáti
amente, las líneas de fuerza o �ujo se obtienen al resolver el sistema de e
ua
ionesdiferen
iales: d~r
dt

(t) = ~F ( ~r(t)). Si interpretamos ~F 
omo el 
ampo de velo
idades de un �uidoque o
upa 
ierta región Ω, y dejamos una partí
ula suspendida en el �uido en una posi
ióndada, la traye
toria des
rita por di
ha partí
ula es exa
tamente una línea de �ujo. Si ~F es un
ampo de fuerzas que deriva de un poten
ial g en el sentido que ~F = −∇g, enton
es las líneasde fuerza atraviesan perpendi
ularmente las super�
ies equipoten
iales.
1.2. Operadores diferen
iales del 
ál
ulo ve
torialSea ~F = (F1, F2, F3) = F1 ı̂ + F2 ̂ + F3 k̂ un 
ampo ve
torial diferen
iable en un punto
~r0 = (x0, y0, z0). Sabemos que el diferen
ial de ~F en di
ho punto está representado por lamatriz ja
obiana:

J~F (~r0) =




∂F1

∂x
(x0, y0, z0)

∂F1

∂y
(x0, y0, z0)

∂F1

∂z
(x0, y0, z0)

∂F2

∂x
(x0, y0, z0)

∂F2

∂y
(x0, y0, z0)

∂F2

∂z
(x0, y0, z0)

∂F3

∂x
(x0, y0, z0)

∂F3

∂y
(x0, y0, z0)

∂F3

∂z
(x0, y0, z0)


En esta se

ión de�niremos 
iertos operadores diferen
iales que ha
en intervenir algunas deestas derivadas par
iales en una forma bien parti
ular. Como veremos en los 
apítulos quesiguen, estos operadores son fundamentales para el desarrollo de los teoremas integrales del
ál
ulo ve
torial. Aquí nos 
on
entraremos sólo en la operatoria involu
rada, dejando para másadelante la interpreta
ión y apli
a
ión de estos objetos.



6 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIAL1.2.1. Divergen
ia, lapla
iano y rotorDe�ni
ión 1.2.1 (Divergen
ia). Sea ~F = (F1, F2, F3) = F1 ı̂ + F2 ̂ + F3 k̂ un 
ampo ve
torialde 
lase C1. Se de�ne el operador divergen
ia de ~F 
omo
div ~F :=

∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z
. (1.1)Resulta también útil la nota
ión

∇ = ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
, (1.2)de modo que formalmente se tiene la rela
ión

div ~F = ∇ · ~F . (1.3)Notemos que dado ~r0 ∈ Ω, div ~F (~r0) = traza (J~F (~r0)).Ejemplo 1.2.2. Dos ejemplos sen
illos de 
ampos y sus respe
tivas divergen
ias:Si ~F (~r) = ~r = (x, y, z) enton
es div ~r ≡ 3.Si ~F (~r) = ~v(x, y) = (−ωy, ωx, 0) enton
es div~v ≡ 0. Se di
e que ~v es solenoidal, esto es,un 
ampo 
uya divergen
ia siempre es nula.Un 
aso espe
ial es 
uando el 
ampo ve
torial 
orresponde al gradiente de un 
ampo es
alar:De�ni
ión 1.2.3 (Lapla
iano). Sea f un 
ampo es
alar de 
lase C2, se de�ne el lapla
iano de
f 
omo

∆f := div(∇f) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
. (1.4)De forma análoga se puede de�nir el lapla
iano para un 
ampo ve
torial. Sea ~F = F1 ı̂+ F2 ̂+

F3 k̂ un 
ampo ve
torial de 
lase C2, se de�ne el lapla
iano de ~F 
omo
△~F = ∆F1 ı̂ + ∆F2 ̂+ ∆F3 k̂ (1.5)Ejemplo 1.2.4. Si f(x, y, z) = 1
2
(x2 + y2 + z2) enton
es ∆f ≡ 3.De�ni
ión 1.2.5 (Rotor). Sea ~F = F1 ı̂ + F2 ̂ + F3 k̂ un 
ampo de 
lase C1, se de�ne eloperador rotor de ~F 
omo:

rot ~F =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
ı̂+

(
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
̂+

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
k̂.



1.2. OPERADORES DIFERENCIALES DEL CÁLCULO VECTORIAL 7Usando la nota
ión (1.2) podemos es
ribir el rotor de un 
ampo ~F 
omo sigue:
rot ~F = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ejemplo 1.2.6. Veamos ahora los rotores de los 
ampos del ejemplo 1.2.2:Si ~F (~r) = ~r enton
es rot~r ≡ ~0. Se di
e que ~r es irrota
ional, esto es, un 
ampo 
uyo rotores siempre el ve
tor nulo.Si ~F (~r) = ~v(x, y) = (−ωy, ωx, 0) enton
es rot~v = 2ωk̂.Observa
ión 1.2.7. Todo 
ampo ve
torial de 
lase C1 que deriva de un poten
ial es irrota-
ional, esto es, si ~F = −∇g en Ω para algún poten
ial g de 
lase C2 sobre Ω, enton
es rot ~F ≡ ~0en Ω. En efe
to,
rot(∇g) =

(
∂2g

∂y∂z
− ∂2g

∂z∂y

)
ı̂+

(
∂2g

∂z∂x
− ∂2g

∂x∂z

)
̂+

(
∂2g

∂x∂y
− ∂2g

∂y∂x

)
k̂ = ~0.Aquí hemos usado que 
ada una de las 
omponentes es nula por la igualdad de las derivadas
ruzadas, lo que a su vez es 
ierto en virtud del Teorema de S
hwartz (re
ordemos que hemossupuesto que g es de 
lase C2, de modo que sus segundas derivadas par
iales son 
ontinuas).1.2.2. Identidades ve
torialesSean los 
ampos ve
toriales ~F , ~G : Ω ⊆ R3 → R3 y los 
ampos es
alares f, g : Ω ⊆ R3 → R,todos su�
ientemente diferen
iables. Se tienen las siguientes identidades 
uya demostra
ión sedeja al le
tor:1. ∀c ∈ R, div(c ~F + ~G) = c div ~F + div ~G.2. ∀c ∈ R, rot(c ~F + ~G) = c rot ~F + rot ~G.3. div(rot ~F ) = 0 (i.e. el rotor de un 
ampo ve
torial es solenoidal).4. rot∇f = ~0 (i.e. el gradiente de un 
ampo es
alar es irrota
ional).5. div(f ~F ) = f div ~F + ~F · ∇f .6. rot(f ~F ) = f rot ~F + ∇f × ~F .7. div(~F × ~G) = ~G · rot ~F − ~F · rot ~G.



8 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIAL8. div(∇f ×∇g) = 0.9. ∆(fg) = f∆g + g∆f + 2∇f · ∇g.10. ~∇ · (f∇g − g∇f) = f∆g − g∆f .11. ∆~F = ∇(div ~F ) − rot(rot ~F ).12. rot(~F × ~G) = ~F div ~F − ~Gdiv ~F + ( ~G · ∇)~F − (~F · ∇) ~G.13. ∇(~F · ~F ) = 2(~F · ~∇)~F + 2~F × (rot ~F ).14. ∇(~F · ~G) = (~F · ∇) ~G+ ( ~G · ∇)~F + ~F × rot ~G+ ~G× rot ~F .Observa
ión 1.2.8. En las tres últimas identidades se usa la nota
ión
(~F · ~∇) ~G = ~F · (∇G1) ı̂+ ~F · (∇G2) ̂+ ~F · (∇G3) k̂,donde ~G = G1 ı̂+G2 ̂+G3 k̂.1.3. Sistemas de 
oordenadas ortogonalesLas 
oordenadas 
artesianas no siempre son las más 
ómodas para des
ribir objetos geométri-
os y 
ampos es
alares o ve
toriales. De he
ho, en diversas o
asiones el problema en estudioposee 
iertas simetrías que no se ven re�ejadas al utilizar estas 
oordenadas. En esta se

ióndis
utiremos otros sistemas de 
oordenadas que serán útiles en varios 
ontextos.1.3.1. Triedro ortogonal y fa
tores es
alaresEn general, un sistema de 
oordenadas 
urvilíneas es una transforma
ión invertible su�-
ientemente diferen
iable ~r : D ⊆ R3 → R3, de modo que a todo triplete (u, v, w) ∈ D le
orresponde un úni
o punto en el espa
io

~r(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)).Además suponemos que la matriz ja
obiana del sistema de 
oordenadas en no singular, esto es,
J~r(u0, v0, w0) =

[
∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

∣∣∣∣
∂~r

∂v
(u0, v0, w0)

∣∣∣∣
∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

]

3×3es una matriz invertible para 
ada (u0, v0, w0) ∈ D.Aso
iado al sistema de 
oordenadas 
urvilíneo, en 
ada punto se de�ne un triedro de ve
toresunitarios de la siguiente manera: �jemos (u0, v0, w0) ∈ D y 
onsideremos la 
urva parametriza-da por u 7→ ~r(u, v0, w0). Como la matriz ja
obiana del sistema es invertible, en parti
ular



1.3. SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES 9
‖ ∂~r

∂u
(u0, v0, w0)‖ 6= 0, y por lo tanto el ve
tor tangente a la 
urva en el punto ~r(u0, v0, w0) estábien de�nido y se expresa 
omo

û =
∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

/∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

∥∥∥∥Evidentemente, û puede depender de (u0, v0, w0) pero no expli
itaremos esta dependen
ia parasimpli�
ar la nota
ión. Similarmente, 
omo ‖ ∂~r
∂v

(u0, v0, w0)‖ 6= 0 y ‖ ∂~r
∂w

(u0, v0, w0)‖ 6= 0, los ve
-tores tangentes v̂ y ŵ a las 
urvas parametrizadas por v 7→ ~r(u0, v, w0) y w 7→ ~r(u0, v0, w) estánbien de�nidos. Más aún, nuevamente en virtud de la invertibilidad de la matriz ja
obiana entodo punto, se tiene que el triedro {û, v̂, ŵ} es linealmente independiente por lo que 
onstituyeuna base normalizada de R3.De�ni
ión 1.3.1 (Sistema ortogonal). Se di
e que el sistema de 
oordenadas ~r = ~r(u, v, w),
(u, v, w) ∈ D, es ortogonal si los ve
tores unitarios del triedro {û, v̂, ŵ} de�nidos por

û =
∂~r

∂u
/

∥∥∥∥
∂~r

∂u

∥∥∥∥ , v̂ =
∂~r

∂v
/

∥∥∥∥
∂~r

∂v

∥∥∥∥ , ŵ =
∂~r

∂w
/

∥∥∥∥
∂~r

∂w

∥∥∥∥ . (1.6)son mutuamente ortogonales para 
ada (u, v, w) ∈ D.
ŵ

û
v̂

~r(u0, ·, w0)

~r(u0, v0, ·)

~r(·, v0, w0)

~r(u0, v0, w0)

Observa
ión 1.3.2. Consideraremos sólo sistemas de 
oordenadas ortogonales. Sin embargo,en otros 
ontextos puede ser de interés 
onsiderar sistemas de 
oordenadas 
urvilíneas másgenerales.Finalmente, llamaremos fa
tores es
alares a los siguientes valores reales:
hu =

∥∥∥∥
∂~r

∂u

∥∥∥∥ , hv =

∥∥∥∥
∂~r

∂v

∥∥∥∥ , hv =

∥∥∥∥
∂~r

∂w

∥∥∥∥ . (1.7)De esta forma por de�ni
ión se tiene que
∂~r

∂u
= huû,

∂~r

∂v
= hvv̂,

∂~r

∂w
= hwŵ.



10 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIAL1.3.2. Ejemplos: 
ilíndri
as, esféri
as y toroidalesCoordenadas 
ilíndri
asPara este sistema de 
oordenadas la posi
ión de un punto ~P en el espa
io queda determinadapor tres variables, ρ, θ y z, 
omo muestra la siguiente �gura:
+

θ

ρ ∈ [0,+∞[
θ ∈ [0, 2π[
z ∈ RP

ρ

z

Enton
es, la rela
ión entre las 
oordenadas 
ilíndri
as y 
artesianas viene dada por
~r(ρ, θ, z) = (x(ρ, θ, z), y(ρ, θ, z), z(ρ, θ, z)) = (ρ cos θ, ρ sen θ, z).Re
ípro
amente, a un punto des
rito por lo valores x, y e z, en 
oordenadas 
artesianas, le
orresponden los siguientes valores en 
oordenadas 
ilíndri
as

ρ =
√
x2 + y2, θ = arctan

(y
x

)
, z = z.Cal
ulemos los fa
tores es
alares y el triedro unitario aso
iado a este sistema de 
oordenadas.

∂~r

∂ρ
= (cos θ, sen θ, 0) ⇒ hρ = 1,

∂~r

∂θ
= (−ρ sen θ, ρ cos θ, 0) ⇒ hθ = ρ,

∂~r

∂z
= (0, 0, 1) ⇒ hz = 1,obteniendo �nalmente que el triedro es:

ρ̂ = (cos θ, sen θ, 0), θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0), ẑ = k̂ = (0, 0, 1).
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b

x

y

z

k̂

ρ̂

θ̂

Coordenadas esféri
asUn tipo de geometría que apare
e 
on fre
uen
ia en las apli
a
iones es la geometría esféri-
a. Para el sistema de 
oordenadas ligado a esta geometría, la posi
ión de un punto ~P estádeterminada por un radio r y dos ángulos θ y ϕ, 
omo se muestra en la �gura.
+

θ

P
ϕ

z
y

x
r

r ∈ [0,+∞[
θ ∈ [0, 2π[
ϕ ∈ [0, π]

Así tenemos la siguiente representa
ión para un punto des
rito usando los valores r, θ y ϕ:
~r(r, θ, ϕ) = (r senϕ cos θ, r senϕ sen θ, r cosϕ).Re
ípro
amente, para un punto dado en 
oordenadas 
artesianas, es de
ir des
rito usando x, yy z, se tiene la rela
ión

r =
√
x2 + y2 + z2, θ = arctan

(y
x

)
, ϕ = arctan

(√
x2 + y2

z

)
.Cal
ulemos los fa
tores es
alares y el triedro unitario

∂~r

∂r
= (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ) ⇒ hr = 1,

∂~r

∂θ
= (−r senϕ sen θ, r senϕ cos θ, 0) ⇒ hθ = r senϕ,

∂~r

∂ϕ
= (r cosϕ cos θ, r cosϕ sen θ,−r senϕ) ⇒ hϕ = r,



12 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIALobteniendo
r̂ = (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ), θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0), ϕ̂ = (cosϕ cos θ, cosϕ sen θ,− senϕ).

x

y

z

r̂

θ̂

ϕ̂

b

Observa
ión 1.3.3. Notemos que para seguir la 
onven
ión 
ono
ida 
omo la regla de la manodere
ha para el produ
to 
ruz entre dos miembros su
esivos del triedro, es 
onveniente ordenarlas variables 
omo r, ϕ y θ, quedando asimismo el propio triedro ordenado de la forma r̂, ϕ̂ y θ̂.Esto motiva que algunos autores pre�eran inter
ambiar el nombre de los ángulos en rela
ión alo adoptado aquí. Por esta razón se sugiere que el le
tor tenga la pre
au
ión de siempre veri�
arprimero 
uál es el nombre que el autor ha dado a 
ada ángulo antes de seguir un desarrollo queinvolu
re 
oordenadas esféri
as.Coordenadas toroidalesEste nuevo sistema no 
orresponde exa
tamente a la no
ión de sistema de 
oordenadas de�ni-da anteriormente, pues no permiten des
ribir el espa
io R3 
ompleto. Sin embargo, el análisisanterior sigue siendo válido.En estas 
oordenadas, dado un radio mayor R �jo, la posi
ión de un punto ~P queda determi-nada por un radio menor r y dos ángulos θ y ϕ 
omo muestra la �gura.
b

b

R

r

x

y

z

ϕ
θ



1.3. SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES 13El ve
tor posi
ión viene dado por:
~r(r, ϕ, θ) = ((R+ r senϕ) cos θ, (R+ r senϕ) sen θ, r cosϕ), r ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, 2π).Enton
es, los ve
tores unitarios y los fa
tores es
alares resultan ser:

r̂ = (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ), hr = 1;

ϕ̂ = (cosϕ cos θ, cosϕ sen θ,− senϕ), hϕ = r;

θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0), hθ = (R + r senϕ).Es fá
il veri�
ar al igual que en los 
asos anteriores, los ve
tores del triedro r̂, θ̂ y ϕ̂ sonmutuamente ortogonales.
b

b

~r

~θ

~ϕ

1.3.3. Gradiente en 
oordenadas ortogonalesEn las apli
a
iones, mu
has magnitudes es
alares se expresan de manera natural 
omo unafun
ión des
rita en un sistema de 
oordenadas 
urvilíneas distinto al 
artesiano. Un ejemplosen
illo es el poten
ial gravita
ional engendrado por una partí
ula de masaM que se en
uentraen el origen. Su expresión en 
oordenadas 
artesianas es
V (x, y, z) = − GM√

x2 + y2 + z2
,mientras que en esféri
as se tiene simplemente

V (r, θ, ϕ) = V (r) = −GM
r
.Resulta enton
es interesante obtener expresiones para los operadores diferen
iales fundamen-tales de 
ampos es
alares o ve
toriales en términos de un sistema de 
oordenadas ortogonales

~r = ~r(u, v, w) 
on (u, v, w) ∈ D. En esta se

ión veremos el 
aso espe
í�
o del gradiente de unafun
ión diferen
iable f : Ω ⊆ R3 → R.



14 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIALSea (u, v, w) ∈ D tal que ~r(u, v, w) ∈ Ω. Para simpli�
ar la nota
ión, no es
ribiremos ex-plí
itamente la dependen
ia en u, v y w. Como el triedro û, v̂, ŵ es ortonormal y en parti
ulares una base de R3, podemos es
ribir
∇f(~r) = (∇f(~r) · û)û+ (∇f(~r) · v̂)v̂ + (∇f(~r) · ŵ)ŵ.Ahora bien, por de�ni
ión de los fa
tores es
alares, tenemos en parti
ular que

∂~r

∂u
= huûde modo tal que

∇f(~r) · û =
1

hu
∇f(~r) · ∂~r

∂u
.Pero por la regla de la 
adena

∇f(~r) · ∂~r
∂u

=
∂

∂u
(f ◦ ~r),de donde se 
on
luye que

∇f(~r) · û =
1

hu

∂

∂u
(f ◦ ~r).Razonando de manera similar 
on las otras 
omponentes, dedu
imos que

∇f =
1

hu

∂f

∂u
û+

1

hv

∂f

∂v
v̂ +

1

hw

∂f

∂w
ŵ. (1.8)Notemos que en el 
aso de las 
oordenadas 
artesianas, lo anterior 
orresponde a la expresiónhabitual para el gradiente

∇f =
∂f

∂x
ı̂+

∂f

∂y
̂+

∂f

∂z
k̂.(i) Coordenadas 
ilíndri
as: si f = f(ρ, θ, z) enton
es

∇f =
∂f

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂f

∂θ
θ̂ +

∂f

∂z
k̂. (1.9)(ii) Coordenadas esféri
as: si f = f(r, θ, ϕ) enton
es

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

r senϕ

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r

∂f

∂ϕ
ϕ̂. (1.10)Ejemplo 1.3.4. Volvamos al ejemplo del poten
ial gravita
ional V = −GM

r
. El 
ampo defuerzas generado por este poten
ial viene dado por ~F = −∇V , que de a
uerdo a la expresión(1.10), se es
ribe en 
oordenadas esféri
as 
omo sigue ~F (r) = −GM

r2 r̂.Observa
ión 1.3.5. En general, hemos dedu
ido que si g : (0;∞) → R es una fun
ión difer-en
iable, enton
es g(r), 
omo fun
ión en el sistema de 
oordenadas esféri
as representado porsus 
omponentes (r, θ, ϕ), tiene 
omo gradiente a la fun
ión ∇g(~r) = g′(r)r̂.



1.3. SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONALES 151.3.4. Divergen
ia y rotor en 
oordenadas ortogonalesDe manera análoga a lo realizado para el gradiente de un 
ampo es
alar, es posible obtenerexpresiones para la divergen
ia y el rotor de un 
ampo ve
torial en 
oordenadas ortogonales. Enesta se

ión nos limitaremos a propor
ionar estas expresiones sin entrar en mayores detalles en
ómo se dedu
en. Posteriormente, en los 
apítulos 4 y 5, veremos 
ómo obtener estas expresionesa partir de los teoremas de integra
ión fundamentales del 
ál
ulo ve
torial.Sea ahora un 
ampo ve
torial ~F : Ω ⊆ R3 → R3 de 
lase C1 en el abierto Ω 
on ~r =
~r(u, v, w) ∈ Ω para (u, v, w) ∈ D. De�namos

Fu = Fu(u, v, w) := ~F (~r(u, v, w)) · û(u, v, w),

Fv = Fv(u, v, w) := ~F (~r(u, v, w)) · v̂(u, v, w),

Fw = Fw(u, v, w) := ~F (~r(u, v, w)) · ŵ(u, v, w).Eliminando la dependen
ia explí
ita en u, v y w, podemos enton
es es
ribir
~F = Fuû+ Fvv̂ + Fwŵ.Ejemplo 1.3.6. El 
ampo gravita
ional se puede es
ribir en 
oordenadas 
artesianas 
omo

~F = − GM

(x2 + y2 + z2)
3
2

(xı̂ + y̂+ zk̂),mientras que en 
oordenadas esféri
as es simplemente
~F = −GM

r2
r̂de modo que en este 
aso Fr = −GM

r2 , Fθ = 0 y Fϕ = 0.Divergen
ia en 
oordenadas ortogonales:
div ~F =

1

huhvhw
[
∂

∂u
(Fuhvhw) +

∂

∂v
(huFvhw) +

∂

∂w
(huhvFw)] (1.11)Rees
ribamos el operador divergen
ia en los sistemas de 
oordenadas más usuales:(i) Coordenadas esféri
as: si ~F = Frr̂+ Fθθ̂+ Fϕϕ̂ , 
omo hr = 1, hθ = r senϕ, hϕ = r, setiene

div ~F =
1

r2 senϕ
[
∂

∂r
(Frr

2 senϕ) +
∂

∂θ
(Fθr) +

∂

∂ϕ
(Fϕr senϕ)]. (1.12)(ii) Coordenadas 
ilíndri
as: si ~F = Fρρ̂+Fθθ̂+Fzk̂, 
omo hρ = 1, hθ = ρ, hz = 1, se tiene

div ~F =
1

ρ
[
∂

∂ρ
(Fρρ) +

∂

∂θ
Fθ +

∂

∂z
(Fzρ)].



16 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIALRotor en 
oordenadas ortogonales:
rot ~F =

1

hvhw
[
∂

∂v
Fwhw − ∂

∂w
Fvhv]û+

1

huhw
[
∂

∂w
Fuhu−

∂

∂u
Fwhw]v̂+

1

huhv
[
∂

∂u
Fvhv −

∂

∂v
Fuhu]ŵ.Observa
ión 1.3.7. Aquí se asume que el triedro û, v̂ y ŵ (en ese orden) está orientado demodo que se satisfa
e la regla de la mano dere
ha, i.e. û× v̂ = ŵ, v̂ × ŵ = û y ŵ × û = v̂.La fórmula (1.13) suele rees
ribirse de manera abreviada 
omo

rot(~F ) =
1

huhvhw

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

huû hvv̂ hwŵ

∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w

Fuhu Fvhv Fwhw

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.13)que 
orresponde formalmente a rot ~F = ∇× ~F 
on

∇ = û
1

hu

∂

∂u
+ v̂

1

hv

∂

∂v
+ ŵ

1

hw

∂

∂w
.Observa
ión 1.3.8. La nota
ión para el rotor 
omo un determinante es muy útil 
omo reglamnemoté
ni
a. Sin embargo, ésta debe ser apli
ada dire
tamente, evitando usar las propiedadesdel determinante para fa
torizar �las o 
olumnas. La razón es que en general esas propiedadesno son 
iertas 
uando intervienen operadores diferen
iales, en este 
aso las derivadas par
iales,junto 
on produ
tos de fun
iones que dependen de las variables 
on respe
to a las 
uales se estáderivando, en 
uyo 
aso el orden de los fa
tores sí puede alterar el produ
to.Es
ribamos el rotor en 
oordenadas esféri
as y 
ilíndri
as.(i) Coordenadas esféri
as: si ~F = Frr̂ + Fϕϕ̂ + Fθθ̂, se tiene (ver observa
iones 1.3.3 y1.3.7)

rot(~F ) =
1

r2 senϕ

∣∣∣∣∣∣

r̂ rϕ̂ r senϕθ̂
∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂θ

Fr rFϕ r senϕFθ

∣∣∣∣∣∣

=
1

r2 senϕ

[
∂

∂ϕ
(Fθr senϕ) − ∂

∂θ
(Fϕr)

]
r̂

+
1

r senϕ

[
∂Fr

∂θ
− ∂

∂r
(Fθr senϕ)

]
ϕ̂+

1

r

[
∂

∂r
(Fϕr) −

∂Fr

∂ϕ

]
θ̂.(ii) Coordenadas 
ilíndri
as: si ~F = Fρρ̂+ Fθθ̂ + Fkk̂, se tiene se obtiene

rot(~F ) =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣

ρ̂ ρθ̂ k̂
∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂z

Fρ ρFθ Fz

∣∣∣∣∣∣

=
1

ρ

[
∂Fz

∂θ
− ρ

∂Fθ

∂z

]
ρ̂+

[
∂Fρ

∂z
− ∂Fz

∂ρ

]
θ̂ +

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρFθ) −

∂Fρ

∂θ

]
k̂.



1.4. EJERCICIOS 171.4. Ejer
i
iosEjer
i
io 1.4.1. Dibuje las 
urvas de nivel de la fun
ión f(x, y) = x2 − y2, 
ono
ida 
omo sillade montar.Ejer
i
io 1.4.2. Des
riba las líneas de fuerza del 
ampo gravita
ional:
~F (~r) = −GM~r

‖~r‖3
= −GM‖~r‖2

r̂, ~r 6= ~0.En
uentre las super�
ies de nivel (equipoten
iales) para el poten
ial gravita
ional 
orrespondi-ente y veri�que que las líneas de fuerza las interse
tan perpendi
ularmente.Ejer
i
io 1.4.3. En
uentre las líneas de �ujo de los 
ampos (−y, x) y ( −y
x2+y2 ,

x
x2+y2

)
.Ejer
i
io 1.4.4. Considere el poten
ial gravita
ional:

V (~r) = −GM‖~r‖ = − GM√
x2 + y2 + z2

, ~r 6= ~0Veri�que, usando dire
tamente (1.1), que ∆V ≡ 0 en R3 \ {~0}.Ejer
i
io 1.4.5. Veri�que que
rot(~F ) = div(~F × ı̂) ı̂+ div(~F × ̂) ̂+ div(~F × k̂) k̂.Ejer
i
io 1.4.6. Muestre la validez de 
ada una de las identidades de la se

ión 1.2.2. Una vezque haya mostrado que una de ellas es 
ierta, puede usarla para veri�
ar las siguientes.Ejer
i
io 1.4.7. Un 
ampo ve
torial ~F : R3 \ {~0} → R3 de 
lase C1 se di
e 
entral si es radialy depende sólo de la distan
ia al origen, esto es, si el 
ampo se puede es
ribir en 
oordenadasesféri
as 
omo

~F (~r) = φ(r)r̂, r > 0,para alguna fun
ión φ : (0,∞) → R de 
lase C1. Ejemplos típi
os de esta 
lase son el 
ampoelé
tri
o indu
ido por una 
arga puntual en el origen y el 
ampo gravita
ional generado poruna masa puntual en el origen. En ambos 
asos el origen 
onstituye una singularidad que seex
luye del dominio.1. Muestre que todo 
ampo 
entral ~F es irrota
ional, i.e. rot ~F ≡ ~0.2. Veri�que que si ~F = φ(r)r̂ enton
es
div ~F =

1

r2

∂

∂r
(φ(r)r2).Deduz
a que un 
ampo 
entral ~F es solenoidal (i.e. a divergen
ia idénti
amente nula) en

R3 \ {~0} si y sólo si
~F (~r) =

K

r2
r̂,para alguna 
onstante K ∈ R. Con
luya que todo 
ampo 
entral solenoidal admite unpoten
ial de la forma V (r) =

K

r
+ C para 
iertas 
onstantes K y C.



18 CAPÍTULO 1. ELEMENTOS DE CÁLCULO VECTORIALEjer
i
io 1.4.8. Diremos que un 
ampo ve
torial ~F : R3\{ejeZ} → R3 tiene simetría 
ilíndri
asi puede es
ribirse en 
oordenadas 
ilíndri
as 
omo
~F (~r) = Fρ(ρ)ρ̂, ρ > 0,para alguna fun
ión Fρ : (0,∞) → R de 
lase C1.1. Muestre que todo 
ampo 
on simetría 
ilíndri
a es irrota
ional.2. Veri�que que si ~F = Fρ(ρ)ρ̂, enton
es

div ~F =
1

ρ

∂

∂ρ
(Fρρ).Deduz
a que un 
ampo ~F 
on simetría 
ilíndri
a es solenoidal en R3 \ {ejeZ} si y sólo si

~F (~r) =
K

ρ
ρ̂,para alguna 
onstante K ∈ R. Pruebe que todo 
ampo solenoidal 
on simetría 
ilíndri
aadmite un poten
ial de la forma U(ρ) = K ln ρ+ C para 
iertas 
onstantes K y C.Ejer
i
io 1.4.9. En
uentre expresiones para el lapla
iano de un 
ampo es
alar en 
oordenadas
ilíndri
as y esféri
as.

1.5. ProblemasProblema 1.1. Consideremos el sistema de 
oordenadas dado por
~r(x, ρ, θ) = (x, ρ cos θ, ρ sin θ),
on x ∈ R, θ ∈ [0, 2π[ y ρ ≥ 0.(a) Determinar el triedro de ve
tores unitarios x̂, ρ̂, θ̂. ¾Son ortogonales? Cal
ule θ̂× x̂ y θ̂× ρ̂.(b) En
uentre expresiones para el gradiente, divergen
ia, lapla
iano y rotor en este sistemade 
oordenadas.(
) Dada una fun
ión no-negativa y diferen
iable f : [a, b] → R+, bosqueje la super�
iede e
ua
ión y2 + z2 = f(x)2. Veri�que que una parametriza
ión de esta super�
ie es

~r1(x, θ) = x̂ı+ f(x)ρ̂.



1.5. PROBLEMAS 19Problema 1.2. 1(a) Sea ϕ : R3 × R → R3 una fun
ión de 
lase C1. Demuestre que
rot

∫ b

a

ϕ(~r, t)dt =

∫ b

a

rotϕ(~r, t)dt.Indi
a
ión: Puede usar la regla de Leibnitz: ∂
∂u

∫ b

a
ϕ(~r, t)dt =

∫ b

a
∂
∂u
ϕ(~r, t)dt donde ~r =

(x, y, z) y u representa 
ualquier variable 
artesiana.(b) Considere el 
ampo ve
torial ~F (~r) = g(r)θ̂ expresado en 
oordenadas esféri
as, donde
r = ‖~r‖ y g : R → R es una fun
ión es
alar. Veri�que que div ~F = 0 y pruebe que

rot[~F (t~r) × t~r] = 2t ~F (t~r) + t2
d

dt
~F (t~r). (1.14)(
) Sea ahora ~F un 
ampo 
ualquiera tal que div ~F = 0 en una bola B de R3 
entrada enel origen. Enton
es se puede probar (no se pide que lo haga) que (1.14) es válida en B.De�namos el 
ampo ve
torial ~G(~r) =

∫ 1

0
[~F (t~r) × t~r]dt. Usando lo anterior 
on
luya que

rot ~G = ~F en B.Problema 1.3. 2 Considere las e
ua
iones de Euler en régimen esta
ionario, en presen
ia deun 
ampo gravita
ional
ρ∇~v · ~v + ∇p = −ρgk̂.(a) Demuestre la identidad ve
torial

∇~v · ~v =
1

2
∇(v2

1 + v2
2 + v2

3) − ~v × (∇× ~v).(b) Deduz
a que para el 
aso de un �ujo irrota
ional e in
ompresible (ρ 
onstante) se satisfa
ela e
ua
ión de Bernoulli
ρ

2
(v2

1 + v2
2 + v2

3) + p + ρgz = 
onstante.(
) Un estanque 
ilíndri
o de radio R 
ontiene agua hasta una altura h. En el fondo delestanque se pra
ti
a una abertura de radio ǫ << R. Suponiendo que el �ujo es irrota-
ional, esta
ionario, e in
ompresible, demuestre que la rapidez 
on que sale el líquido esaproximadamente √2gh. Justi�que brevemente las aproxima
iones que haga.
1Control 1. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez2Control 3. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti
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Capítulo 2Integral de �ujo y el teorema de Gauss
2.1. Campos de normalesRe
ordemos que un 
onjunto S ⊆ R3 se llama super�
ie si existe una fun
ión 
ontinua
~ϕ : D ⊂ R2 → R3 tal que S = {~ϕ(u, v) | (u, v) ∈ D}, donde, para evitar situa
iones patológi
as,suponemos que D = int(D) y que int(D) ⊆ R2 es un dominio no va
ío, esto es, un 
onjuntoabierto y 
onexo1. La fun
ión ~ϕ se llama parametriza
ión de la super�
ie. Llamaremos suave auna super�
ie que admite una parametriza
ión 
ontinuamente diferen
iable (i.e. de 
lase C1),en 
uyo 
aso diremos que la parametriza
ión es ella misma suave. Una super�
ie se dirá suavepor pedazos si admite una parametriza
ión 
ontinua de 
lase C1 por pedazos. Diremos tambiénque una super�
ie es simple si admite una parametriza
ión inye
tiva.Consideremos una super�
ie suave y simple S ⊆ R3 
on parametriza
ión ~ϕ : D ⊆ R2 → R3suave e inye
tiva. Para un punto (u0, v0) ∈ int(D), en ve
indades de u0 y v0, respe
tivamente,las fun
iones u 7→ ~ϕ(·, v0) y v 7→ ~ϕ(u0, ·) de�nen 
urvas sobre S. Supongamos que ∂~ϕ

∂u
6= 0 y

∂~ϕ
∂v

6= 0 en el punto (u0, v0). De�nimos los ve
tores tangentes a S en el punto ~ϕ(u0, v0) mediante:
t̂u =

∂~ϕ

∂u
/‖∂~ϕ
∂u

‖; t̂v =
∂~ϕ

∂v
/‖∂~ϕ
∂v

‖.

b

D
u0

v0

u

v

S

t̂u

t̂v

n̂

x

y

z

~ϕ(·, ·)

1Un 
onjunto se di
e 
onexo si no puede ser des
rito 
omo unión disjunta de dos 
onjuntos abiertos no va
íos.21



22 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSDiremos que la parametriza
ión ~ϕ aso
iada a la super�
ie S es regular si los ve
tores tan-gentes t̂u y t̂v son linealmente independientes. En tal 
aso, llamaremos plano tangente al planogenerado por t̂u y t̂v, y de�niremos el ve
tor normal a S en ~ϕ(u0, v0) 
omo
n̂ =

t̂u × t̂v

‖t̂u × t̂v‖
. (2.1)Los ve
tores t̂u y t̂v pueden no ser ortogonales, razón por la 
ual en general es ne
esarionormalizar en (2.1). Diremos que una super�
ie es regular si admite una parametriza
ión

~ϕ : D ⊆ R2 → R3 que es regular en todo punto (u, v) ∈ int(D), y que es regular por pedazos sise des
ompone en una unión �nita de super�
ies regulares.De�ni
ión 2.1.1 (Campo de normales). Si S es regular y ~ϕ : D ⊆ R2 → R3 es unaparametriza
ión regular de S podemos 
al
ular un 
ampo de normales n̂ sobre S mediante
n̂(u, v) :=

t̂u(u, v) × t̂v(u, v)

‖t̂u(u, v) × t̂v(u, v)‖
=

∂~ϕ
∂u

(u, v) × ∂~ϕ
∂v

(u, v)∥∥∥∂~ϕ
∂u

(u, v) × ∂~ϕ
∂v

(u, v)
∥∥∥
,donde identi�
amos n̂(u, v) 
on la normal n̂(~ϕ(u, v)) a la super�
ie S en el punto ~ϕ(u, v).

~n

Observa
ión 2.1.2. Dada una super�
ie regular, los ve
tores tangentes dependen de la parame-triza
ión regular espe
í�
a que se es
oja para ha
er los 
ál
ulos. Sin embargo, se puede demostrarque el ve
tor normal es úni
o salvo por el signo 2. En 
onse
uen
ia, el plano tangente es úni
o.Ejemplo 2.1.3. Consideremos el hemisferio superior del 
asquete esféri
o de radio R > 0 y
entro en el origen:

x

y

z

R

n̂ = r̂

t̂θ = θ̂b

ϕ

θ

t̂ϕ = ϕ̂

2Para obtener el 
ampo de normales de signo opuesto basta 
on inter
ambiar los roles de las variables u y v.
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ión en 
oordenadas 
artesianas es
~ϕ1(x, y) = (x, y,

√
R2 − x2 − y2), (x, y) ∈ D(0, R) = {(x, y) | x2 + y2 ≤ R2}.En 
oordenadas esféri
as podemos usar

~ϕ2(ϕ, θ) = Rr̂ = (R senϕ cos θ, R senϕ sen θ, R cosϕ), ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π).Luego, los ve
tores tangentes son simplemente
t̂θ = θ̂ y t̂ϕ = ϕ̂,y en 
onse
uen
ia el ve
tor normal es
n̂ = ϕ̂× θ̂ = r̂.Notemos que si invertimos el orden de las variables ϕ y θ, 
onsiderando 
omo nueva parame-triza
ión ~ϕ3(θ, ϕ) := ~ϕ1(ϕ, θ), podemos tomar ahora u = θ y v = ϕ para obtener 
omo 
ampode normales n̂ = θ̂ × ϕ̂ = −r̂, que resulta ser el opuesto al anterior.Ejemplo 2.1.4. Tomemos ahora el 
aso del manto (sin la tapa) de un 
ono invertido de radio

a > 0 y altura h > 0, 
on eje de simetría dado por el eje Z y vérti
e en el origen:
b t̂θ = θ̂

t̂ρn̂

h

a

y

x

z

Algunas posibles parametriza
iones son:
~ϕ1(x, y) = (x, y,

h

a

√
x2 + y2), (x, y) ∈ D(0, a),

~ϕ2(r, θ) =
1√

h2 + a2
(ra cos θ, ra sen θ, rh), r ∈ [0,

√
h2 + a2], θ ∈ [0, 2π),

~ϕ3(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sen θ, ρh/a) = ρρ̂+ (ρh/a)k̂, ρ ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π).Estas tres parametriza
iones se obtienen usando 
oordenadas 
artesianas, esféri
as y 
ilíndri
as,respe
tivamente. Notemos ~ϕ2 y ~ϕ3 son suaves in
luso en el vérti
e del 
ono, mientras que ~ϕ1 noes diferen
iable en di
ho punto. Sin embargo, ninguna de las tres parametriza
iones es regular



24 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSen el vérti
e, lo que es 
onsistente 
on nuestra idea intuitiva de que no es posible de�nir demanera úni
a un plano tangente en di
ho punto.Usemos ~ϕ3 = ~ϕ3(ρ, θ) para en
ontrar un 
ampo de normales al manto del 
ono ex
epto enel vérti
e, de modo que suponemos que ρ > 0. Es dire
to veri�
ar que en este 
aso los ve
torestangentes están dados por:
t̂ρ :=

ρ̂+ (h/a)k̂√
1 + (h/a)2

=
aρ̂+ hk̂√
a2 + h2

y t̂θ = θ̂.El le
tor observará que t̂ρ 6= ρ̂ en este 
aso. Finalmente, 
omo t̂ρ y t̂θ resultaron ser ortogonales(pues ρ̂, θ̂ y k̂ es un triedro ortonormal), el 
ampo de normales sobre el manto es
n̂ =

aρ̂× θ̂ + hk̂ × θ̂√
a2 + h2

=
ak̂ − hρ̂√
a2 + h2

.2.2. Super�
ies orientablesEs
oger una orienta
ión para un plano signi�
a de�nir una no
ión de movimiento positivo alo largo de las 
urvas 
erradas, regulares y simples 
ontenidas en di
ho plano (ver el apéndi
e A).De he
ho, dado un plano de ve
tor normal 
onstante dado, este último de�ne una orienta
iónque obede
e a la 
onven
ión popularmente 
ono
ida 
omo la regla de la mano dere
ha: seextiende la mano dere
ha de modo que el pulgar quede perpendi
ular a los restantes dedos,enton
es, si el pulgar indi
a el sentido del ve
tor normal al plano, al 
errar los otros dedos sobrela palma de la mano se obtiene la orienta
ión positiva.Por ejemplo, si 
onsideramos el plano XY de ve
tor normal 
onstante e idénti
amente iguala k̂, enton
es la regla de la mano dere
ha impone el es
oger la orienta
ión positiva 
omo aquellaobtenida al re
orrer la 
urva en sentido antihorario (i.e. 
ontrario a las mane
illas del reloj),tal 
omo se ilustra en la siguiente �gura:
+ −

Más generalmente, es
oger una orienta
ión sobre una super�
ie S en una ve
indad de unpunto p ∈ S 
orresponde a una no
ión de movimiento positivo para 
urvas 
erradas (regulares ysimples) su�
ientemente pequeñas de modo que pertenez
an a la ve
indad. Si es posible repetirlo anterior para todo punto p ∈ S de modo que las orienta
iones 
oin
idan en la interse

ión de
ualquier par de ve
indades, enton
es se di
e que la super�
ie es orientable. Esto último es una
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ará
ter global para la super�
ie. Intuitivamente, en una super�
ie orientable esposible distinguir dos 
aras: aquélla vista desde la orienta
ión positiva y la 
ara opuesta.Si la super�
ie S es regular, es natural indu
ir una orienta
ión lo
al sobre S en torno a unpunto p ∈ S a partir de la orienta
ión sobre el plano Tp(S) tangente a S en p, orienta
ión estaúltima que está dada por el ve
tor normal n̂(p) de a
uerdo a la regla de la mano dere
ha. Así,lo
almente el ve
tor normal permite distinguir entre las dos 
aras de un elemento de super�
ie.
b

n̂(p)

p
∆S

Tp(S)

Sin embargo, la regularidad de la super�
ie no es su�
iente para que sea automáti
amenteorientable en el sentido global.De�ni
ión 2.2.1 (Super�
ie regular orientable). Diremos que una super�
ie regular S estáorientada según el 
ampo de ve
tores normales n̂ : S → R3 
uando éste quede bien de�nidoglobalmente 
omo una fun
ión 
ontinua sobre toda la super�
ie.Ejemplo 2.2.2. El 
asquete esféri
o unitario es orientable. De he
ho, puede orientarse global-mente según r̂ (normal exterior a la esfera) o bien según −r̂ (normal interior a la esfera).
r̂

−r̂

x

y

z

b

Ejemplo 2.2.3. La banda de Möbius, que se muestra en la siguiente �gura, no es orientable.¾Puede expli
ar por qué?



26 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSCuando S sea una super�
ie 
errada y orientable, diremos que S está orientada según lanormal exterior si la normal apunta, para todo punto de la super�
ie, en dire

ión 
ontraria alvolumen en
errado por la super�
ie, y diremos que está orientada según la normal interior en
aso 
ontrario.2.3. Integral de �ujo de un 
ampo ve
torialConsideremos un �uido sometido a un 
ampo de velo
idades ~F y una super�
ie S inmersaen este �uido 
omo se muestra en la siguiente �gura:
Supondremos que S es una super�
ie regular orientable (ver de�ni
ión 2.2.1), 
uyo 
ampo deve
tores normales es denotado por n̂. Sea además ~ϕ : D ⊆ R2 → S una parametriza
iónregular de esta super�
ie S, enton
es la 
antidad ~F (~ϕ(u, v)) · n̂(u, v) representa la rapidez, enla dire

ión normal, 
on que las partí
ulas que pasan por el punto ~ϕ(u, v) ∈ S atraviesan S.Si esta rapidez es 
ero, signi�
a que la velo
idad sólo tiene una 
omponente tangen
ial a lasuper�
ie, en 
uyo 
aso las partí
ulas no pasan a través de ella en ese punto.De esta forma, en un pequeño lapso de tiempo ∆t, la 
antidad de volumen de líquido queatraviesa un pequeño elemento de super�
ie ∆S de área dada por ∆A, es aproximadamenteigual a

∆V ≃ [~F (~ϕ(u, v)) · n̂]∆t∆A.

~F∆t

∂~ϕ
∂v

∆v

∂~ϕ
∂u

∆uComo ∆A ≃ ‖∂~ϕ
∂u

× ∂~ϕ
∂v
‖∆u∆v, de la de�ni
ión del 
ampo normal n̂ obtenemos que

∆V ≃ ~F (~ϕ(u, v)) ·
[
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

]
∆u∆v∆t,
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uyo lado dere
ho no es otra 
osa que el volumen del paralelepípedo des
rito por los ve
tores
∂~ϕ
∂u

∆u, ∂~ϕ
∂v

∆v y ~F∆t. Formalmente, sumando sobre todos los elementos de super�
ie y pasando allímite se obtiene la siguiente fórmula para el 
audal (volumen por unidad de tiempo) instantáneoque atraviesa la super�
ie S en el sentido del 
ampo de normales dado por la parametriza
ión:Caudal instantáneo a través de S := ĺım
∆t→0

∆VTOTAL

∆t
=

∫∫

D

~F (~ϕ(u, v)) ·
[
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

]
dudvObservemos que 
on las identi�
a
iones

n̂ =
∂~ϕ
∂u

× ∂~ϕ
∂v∥∥∥∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

∥∥∥
y dA =

∥∥∥∥
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

∥∥∥∥ dudv,podemos enton
es es
ribir lo siguiente:Caudal instantáneo a través de S =

∫∫

S

~F · n̂ dA.De�ni
ión 2.3.1 (Integral de �ujo). Sean S una super�
ie regular orientable, n̂ : S → R3 un
ampo de normales 
ontinuo sobre S, y ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo ve
torial 
ontinuo de�nidosobre un abierto Ω que 
ontiene a S. De�nimos la integral de �ujo del 
ampo ~F a través de lasuper�
ie S orientada según n̂ mediante
∫∫

S

~F · d ~A :=

∫∫

S

~F · n̂ dA =

∫∫

D

~F (~ϕ(u, v)) ·
[
∂~ϕ

∂~u
(u, v) × ∂~ϕ

∂v

]
dudv, (2.2)donde ~ϕ : D ⊆ R2 → R3 es una parametriza
ión regular de S 
ompatible 
on la orienta
ión,esto es, tal que

n̂ =
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v
/

∥∥∥∥
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

∥∥∥∥ .Para interpretar 
orre
tamente el valor de la integral de �ujo es ne
esario espe
i�
ar el 
ampode normales n̂. Por ejemplo, si orientamos un 
asquete esféri
o usando la normal exterior n̂ = r̂,la integral de �ujo 
orresponde al �ujo neto que sale de la esfera a través del 
asquete. Si estevalor fuese negativo, signi�
a que lo que sale de la esfera no al
anza para 
ompensar lo queentra, y por lo tanto existe un 
audal neto positivo que entra a la esfera.Notemos que si la densidad del líquido no fuera uniforme sino que viniese dada por el 
ampoes
alar ̺(x, y, z), enton
es el �ujo masivo a través de la super�
ie S está dada por
Φm =

∫∫

S

̺~F · n̂dA =

∫∫

D

̺(~ϕ(u, v))F (~ϕ(u, v)) · [∂~ϕ
∂u

(u, v) × ∂~ϕ

∂v
(u, v)]dudv.Esto no es otra 
osa que la integral de �ujo a través de S orientada según n̂ del 
ampo ̺~F .
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ión 2.3.2. Si S es una super�
ie regular orientada según un 
ampo de normales n̂,y si S− es la misma super�
ie pero 
on la orienta
ión opuesta −n̂, enton
es se tiene que
∫∫

S−

~F · d ~A = −
∫∫

S

~F · d ~AEjemplo 2.3.3. Pro
ederemos a 
al
ular el �ujo del 
ampo elé
tri
o generado por una 
arga
Q en el origen, a través del manto de le esfera S(~0, R) orientado según la normal exterior.

r̂

x

yR

z

Q b

Re
ordemos que el 
ampo elé
tri
o produ
ido por la 
arga Q viene dado por
~E =

Q

4πε0

r̂

r2
,para una 
onstante universal ε0. De esta forma se obtiene el siguiente �ujo elé
tri
o Φ:

Φ =

∫∫

S

~E · n̂ dA =

∫∫

S

Q

4πε0

1

R2
dA =

2π∫

0

π∫

0

Q

4πε0

1

R2
R2 senϕdϕdθ =

Q

ε0

.Ejemplo 2.3.4. Pro
ederemos a 
al
ular el �ujo del 
ampo elé
tri
o generado por una 
arga
Q en el origen, sobre el plano in�nito z = 2.

2

QEn este 
aso la normal es 
onstante n̂ = k̂. Dado que
~E =

Q

4πε0

(x, y, z)
√
x2 + y2 + z2

3 ,
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tri
o Φ viene dado por
Φ =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

~E · k̂dxdy =
Q

2πε0

∞∫

−∞

∞∫

−∞

1
√
x2 + y2 + 4

3dxdy,y vía un 
ambio de variables a 
oordenadas polares se dedu
e que
Φ =

Q

2πε0

∞∫

0

2π∫

0

1
√
r2 + 4

3 rdθdr =
Q

2ε0

∞∫

0

(4 + r2)−3/2rdr =
Q

ε0

[−(4 + r2)−1/2]
∣∣∣
∞

0
=

Q

2ε0

.Ejemplo 2.3.5. Repitamos el ejemplo anterior pero ahora sobre el manto (sin las tapas) del
ilindro in�nito x2 + y2 = a2, z ∈ R.

x

y

z

a

Q b

Usaremos 
oordenadas 
ilíndri
as, de esta forma se tiene que n̂ = ρ̂ = (cos θ, sen θ, 0) y
~E =

Q

4πε0

~r

‖~r‖3
=

Q

4πε0

ρρ̂+ zk̂
√
z2 + ρ2

3 .Por lo tanto el �ujo elé
tri
o Φ se 
al
ula 
omo sigue:
Φ =

∞∫

−∞

2π∫

0

Q

4πε0
(
aρ̂+ zk̂
√
a2 + z2

3 · ρ̂)adθdz

=
Q

2ε0

∞∫

−∞

1
√

1 + ( z
a
)23

dz

a

=
Q

2ε0

∞∫

−∞

1
√

1 + u2
3du =

Q

2ε0

∞∫

−∞

1

cos h2(τ)
dτ =

Q

2ε0

tgh(τ)
∣∣∣
∞

−∞
=
Q

ε0

.Notemos que el último 
ambio de variables fue u = senh τ , obteniendo du = cosh τdτ . El le
tornotará que el resultado es independiente del valor de a > 0.



30 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSS2.4. El teorema de la divergen
ia de GaussEl teorema de la divergen
ia de Gauss es un resultado fundamental del 
ál
ulo ve
torial.Formalmente, 
onsiste en una expresión del tipo
∫∫

∂Ω

~F · d ~A =

∫∫∫

Ω

div(~F )dV (2.3)donde Ω ⊆ R3 y ∂Ω es una super�
ie 
errada regular por pedazos orientada según la normalexterior a la región Ω.La fórmula (2.3) extiende al 
aso ve
torial el Teorema Fundamental del Cál
ulo para fun-
iones de una variable, el 
ual estable
e que para una fun
ión derivable f : R → R se tiene
f(b) − f(a) =

b∫

a

f ′(x)dx.Antes de enun
iar 
on pre
isión el teorema de la divergen
ia, motivemos la obten
ión de laexpresión dada en (2.3) para un 
aso muy simple: un 
ubo de aristas paralelas a los ejes.Más pre
isamente, supongamos que el 
onjunto Ω viene dado por el 
ubo de lado a > 0 yvérti
e ~r0 = (x0, y0, z0):
Ω = Q = [x0, x0 + a] × [y0, y0 + a] × [z0, z0 + a], (2.4)
omo se ve en la siguiente �gura:

y

x

z

a

a

a

~r0

Llamemos Si a las 6 super�
ies regulares aso
iadas a las 
aras de este 
ubo, 
ara
terizando
ada super�
ie Si mediante la normal exterior a 
ada una de ellas 
omo sigue:
S1 : n̂ = ı̂; S2 : n̂ = ̂; S3 : n̂ = k̂; S4 : n̂ = −ı̂; S5 : n̂ = −̂; S6 : n̂ = −k̂. (2.5)De�namos la super�
ie 
errada y regular por pedazos siguiente:

S = ∂Q =

6⋃

i=1

Si, (2.6)
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ual asignaremos la orienta
ión dada por la normal exterior.Para todo 
ampo ve
torial ~F 
ontinuo en un dominio que 
ontenga al 
ubo Q se tiene
∫∫

∂Q

~F · d ~A =

6∑

i=1

∫∫

Si

~F · d ~A. (2.7)Anali
emos la integral anterior asumiendo que el 
ampo es 
ontinuamente diferen
iable y quese es
ribe 
omo
~F (x, y, z) = F1(x, y, z)̂ı+ F2(x, y, z)̂+ F3(x, y, z)k̂.Consideremos en parti
ular el 
aso de las super�
ies opuestas S3 y S6. Para la primera se tiene

∫∫

S3

~F · d ~A =

∫∫

S3

~F · k̂ dA =

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

F3(x, y, z0 + a)dydx,mientras que para la segunda tenemos
∫∫

S6

~F · d ~A =

∫∫

S6

~F · (−k̂) dA = −
x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

F3(x, y, z0)dydx.Sumando ambas integrales se obtiene:
∫∫

S3

~F · d ~A+

∫∫

S6

~F · d ~A =

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

[F3(x, y, z0 + a) − F3(x, y, z0)] dydx

=

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

z0+a∫

z0

∂F3

∂z
(x, y, z) dzdydz.donde en la última igualdad hemos usado el Teorema Fundamental del Cál
ulo. Repitiendoel pro
edimiento anterior para el resto de las super�
ies Si y sumando todos los resultadospar
iales se obtiene en de�nitiva que

∫∫

∂Q

~F · d ~A =

∫∫∫

Q

(
∂F1

∂x
+
∂F2

∂y
+
∂F3

∂z

)
dV =

∫∫∫

Q

div(~F ) dV, (2.8)que 
oin
ide exa
tamente 
on la expresión (2.3) apli
ada a esta situa
ión.Si (2.3) fuese válido sólo para 
ubos de aristas paralelas a los ejes, 
iertamente este resultadono tendría el mismo interés que si pudiésemos apli
arlo a otros tipos de volúmenes.El teorema de la divergen
ia de Gauss justamente estable
e que es posible apli
ar la mismafórmula para regiones mu
ho más generales que un 
ubo.



32 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSTeorema 2.4.1 (Gauss). Sea Ω ⊆ R3 un abierto a
otado 
uya frontera ∂Ω es una super�
ieregular por pedazos, orientada según la normal exterior. Sea ~F : U ⊆ R3 → R3 un 
ampove
torial de 
lase C1 sobre un abierto U ⊇ Ω = Ω ∪ ∂Ω. Enton
es
∫∫

∂Ω

~F · d ~A =

∫∫∫

Ω

div(~F )dV.Observa
ión 2.4.2. El teorema de la divergen
ia es también válido en dominios no a
otadossiempre que las integrales sean 
onvergentes.Finali
emos esta se

ión 
on un bosquejo de demostra
ión del teorema de Gauss. Comen
e-mos por dividir la región Ω del enun
iado en una unión �nita de 
ubos, 
on la ex
ep
ión quese da en la frontera de Ω, donde los pequeños volúmenes 
olindantes a ésta tienen algún ladoque no es verti
al (ver la �gura 2.1).
n̂

Ω

∂Ω

Figura 2.1: División de Ω en 
ubosLlamemos {Qi}n
i=1 a esta división. Notemos que enton
es

∫∫

∂Ω

~F · d ~A =

n∑

i=1

∫∫

∂Qi

~F · d ~A, (2.9)puesto que las integrales sobre las 
aras interiores se anulan mutuamente 
uando Qi es un 
ubo,en virtud de que las respe
tivas normales de dos 
ubos adya
entes son opuestas. Gra
ias a larela
ión (2.8) que es válida para todo Qi que sea 
ubo, se obtiene lo siguiente:
∫∫

∂Qi

~F · d ~A =

∫∫∫

Qi

(div ~F )dV, para todo Qi 
ubo. (2.10)En el 
aso que el volumen Qi no sea exa
tamente un 
ubo, ya que interse
ta la frontera de Ω,es posible argumentar rotando los ejes y es
ribiendo la parte de la frontera de Qi que no seaparalela a los ejes 
omo el grafo de fun
iones 
onvenientes, para dedu
ir que la rela
ión (2.10)también vale para estos Qi. Finalmente, en virtud de (2.9), se dedu
e la validez del teorema.En la se

ión 4.4, que el le
tor puede omitir en una primera le
tura de este apunte, sepresenta en detalle una variante de este esquema de demostra
ión.
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a
ión del teorema de GaussEn esta se

ión presentamos algunas apli
a
iones simples que ilustran la utiliza
ión delteorema de la divergen
ia de Gauss.Ejemplo 2.5.1. Apli
ando el teorema 2.4.1 al 
ampo ve
torial ~F (~r) = ~r = (x, y, z), se ob-tiene la siguiente expresión para el volumen de una región Ω que satisfa
e las 
ondi
iones delenun
iado de di
ho resultado:
Vol(Ω) =

1

3

∫∫

∂Ω

~r · d ~A.Es interesante ha
er notar que esta expresión ha
e intervenir sólo una integral doble sobre ∂Ωen lugar de una triple sobre todo Ω.Ejemplo 2.5.2. El teorema de la divergen
ia puede ser útil para 
al
ular indire
tamente �ujosa través de super�
ies que no ne
esariamente son 
erradas.A modo de ejemplo, supongamos que se desea 
al
ular el �ujo del 
ampo ve
torial ~F ≡ −~ka través del manto (sin la tapa) del 
ono invertido de radio a y altura h que se muestra en lasiguiente �gura:
MantoTapa

h

a

y

x

z

Si �tapamos� el 
ono in
luyendo la tapa, enton
es podemos apli
ar el teorema de la divergen
iade Gauss para obtener:
∫∫Manto ∪ Tapa−k̂ · d ~A =

∫∫∫Cono div(−k̂)dv =

∫∫∫Cono 0 dv = 0.Por lo tanto, por aditividad de la integral de �ujo, se obtiene para el manto orientado según lanormal exterior al 
ono que:
∫∫Manto−k̂ · d ~A = −

∫∫Tapa−k̂ · d ~A =

∫∫Tapa k̂ · k̂dA = πa2,donde usamos que el 
ampo de normales exteriores al 
ono sobre la tapa está dado por n̂ ≡ k̂.



34 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSEjemplo 2.5.3. Supongamos que la temperatura de una región Ω de R3 está dada por
T (x, y, z) = x2 + y2 + z2.Supongamos que di
ha región 
ontiene a la esfera S(~0, R) 
entrada en el origen y de radio R.Queremos 
al
ular el �ujo de 
alor que sale a través del 
asquete esféri
o ∂S(~0, R) en fun
iónde la 
ondu
tividad térmi
a κ > 0 del material. Para este 
aso se tiene que el 
ampo detemperaturas (instantáneo) aso
iado a este poten
ial queda de�nido 
omo

~J = −κ∇T.Enton
es, el �ujo de 
alor aso
iado es
Φ =

∫∫

∂S(~0,R)

~J · d ~A =

∫∫∫

S(~0,R)

div( ~J) dV = −
∫∫∫

S(~0,R)

κ∆T dV = −6κ

∫∫∫

S(~0,R)

dV = −8κπR3.Obtenemos un valor negativo, lo que es 
oherente 
on el he
ho de que la temperatura de
re
eha
ia el origen de modo que el �ujo neto de 
alor que �sale� de la esfera es negativo.Ejemplo 2.5.4. (Ley de Gauss para el �ujo elé
tri
o). Consideremos el 
ampo elé
tri
ogenerado por una 
arga puntual Q situada en el origen:
~E =

Q

4πε0

~r

‖~r‖3
, ~r 6= ~0.Sea Ω un abierto de R3 de frontera regular por pedazos ∂Ω orientada según la normal exterior.Supongamos que ~0 /∈ ∂Ω de modo que la integral de �ujo

Φ =

∫∫

∂Ω

~E · d ~Aestá bien de�nida. Queremos evaluar Φ en términos de Q y otros parámetros que puedanintervenir.Comen
emos por observar que ~E, por ser un 
ampo 
entral, es a divergen
ia nula en todo elespa
io salvo el origen. Para esto basta apli
ar el ejer
i
io 1.4.7 o bien 
al
ular la divergen
iade ~E usando, por ejemplo, la expresión de este operador en 
oordenadas esféri
as (1.12).Si el dominio no en
ierra al origen, esto es, 
uando ~0 /∈ Ω = Ω∪∂Ω enton
es podemos apli
ardire
tamente el teorema 2.4.1 para 
on
luir que
Φ =

∫∫∫

Ω

div( ~E)dV = 0.El 
aso interesante es pre
isamente 
uando ~0 ∈ Ω. En efe
to, el abierto más grande donde
~E es diferen
iable es U = R3 \ {~0}, y por lo tanto si ~0 ∈ Ω enton
es Ω " U y por lo tanto no se
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e la hipótesis sobre el dominio de diferen
iabilidad del 
ampo requerida por el teoremade la divergen
ia.La idea para abordar el 
aso ~0 ∈ Ω es redu
irse a 
al
ular el �ujo a través de un 
asqueteesféri
o donde el resultado se obtiene dire
tamente (ver el ejemplo 2.3.3). Para esto, pro
edemos
omo sigue: tomemos r0 > 0 su�
ientemente pequeño tal que B(~0, r0) ⊂ Ω y de�namos Ω′ =

Ω \ B(~0, r0), de modo tal que se tenga ~0 /∈ Ω′ ∪ ∂Ω′ (ver la �gura 2.2). Para el dominiomodi�
ado Ω′ estamos enton
es en la situa
ión anterior, y por lo tanto se tiene por el teoremade la divergen
ia que ∫∫

∂Ω′

~E · n̂dA = 0,donde n̂ es la normal exterior a Ω′.
∂ΩΩ

S−
0

Figura 2.2: Región de integra
ión para la Ley de GaussAhora observemos que
∂Ω′ = ∂Ω ∪ ∂B(~0, r0).Para simpli�
ar la nota
ión, es
ribamos S0 = ∂B(~0, r0). Esta super�
ie se puede orientar segúnla normal interior a la bola B(~0, r0) es de
ir −r̂, lo que denotamos por S−

0 , o bien según lanormal exterior r̂, en 
uyo 
aso es
ribimos S+
0 . Ahora bien, sobre S0 la normal exterior aldominio Ω′ es pre
isamente la interior a la bola B(~0, r0), es de
ir n̂ = −r̂ en S0.Lo anterior impli
a que

0 =

∫∫

∂Ω′

~E · n̂dA =

∫∫

∂Ω

~E · n̂dA+

∫∫

S−
0

~E · n̂dA,de donde dedu
imos que
Φ =

∫∫

∂Ω

~E · d ~A = −
∫∫

S−
0

~E · d ~A =

∫∫

S+
0

~E · d ~A =
Q

ε0
.Para la última igualdad utilizamos el 
ál
ulo dire
to sobre un 
asquete esféri
o orientado segúnla normal exterior a la esfera (ver ejemplo 2.3.3).



36 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSS2.6. Ejer
i
ios1. Cal
ular el �ujo del 
ampo ~F (x, y, z) = (x, y, z) a través del dis
o de�nido por las e
ua-
iones
x2 + y2 ≤ 25, z = 12,y orientado según la normal superior k̂.2. Cal
ule el �ujo del 
ampo ~F (x, y, z) = (x− y cos z, y − x, z − ey) a través de la super�
iedel toro de eje de simetría z, 
entrado en el origen y de radios R0 y r0 (R0 > r0).3. Cal
ular la integral de �ujo ∫∫

Σ

∇Φ · d ~A si Σ es el hemisferio superior del 
asqueteelipsoidal x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 orientado según la normal interior y Φ es el 
ampo es
alar

Φ(x, y, z) = (x+ 1)2 + 2(y − 1)2 + z2.4. Cal
ular la integral de �ujo del 
ampo ~F = 2xı̂ + yx̂ + zxk̂ a través del triángulo devérti
es (1, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 3). Pre
ise la orienta
ión.5. Cal
ular el �ujo del 
ampo ~F (x, y, z) = xzı̂ + k̂ a través del manto del paraboloide en
oordenadas 
ilíndri
as z = 4 − ρ2, 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π, orientado según la normalinterior.6. Cal
ule el �ujo del 
ampo ~F (x, y, z) =
(
ez sin y + xy2z, ex cos z + x2yz, x√

x2+y2

) a travésde la super�
ie lateral del 
ilindro de radio 1 que se en
uentra entre los planos z = −1 y
z = 1.Indi
a
ión: Cal
ule el �ujo total que sale del 
ilindro (in
luyendo las tapas y usando elteorema de la divergen
ia). Cal
ule el �ujo a través de las tapas dire
tamente.7. El empuje total que ejer
e el agua sobre un objeto de super�
ie S está dado por

G =

∫∫

S

~F · d ~A
on
~F (x, y, z) =

{
(0, 0, ρg(h− z)) si z ≤ h
(0, 0, 0) si z > hdonde g es el módulo de la a
elera
ión de gravedad, ρ es la densidad del agua y h es laaltura del nivel del agua. Demuestre que G es igual al peso del volumen de agua desplazadopor el objeto.8. Sea ~F (x, y, z) = (x+ cos(x+ y), y+ cos(x+ y),

√
x2 + y2 + 2z sin(x+ y)). Cal
ule el �ujode este 
ampo a través de la super�
ie de la semiesfera x2 +y2 + z2 = a2, z ≤ 0, orientadasegún la normal interior.



2.7. PROBLEMAS 379. Sea el 
ampo ~F (x, y, z) = (2x+2, 4y−4, 2z). Cal
ular el �ujo de ~F a través del hemisferiosuperior del 
asquete elipsoidal
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1orientado según la normal interior.10. Cal
ule el �ujo del 
ampo ~F (x, y, z) = (ez sen y + xy2z, ex cos z + x2yz, x2ez) a través delmanto del 
ilindro de la �gura, orientado según la normal exterior.

x

y

z

a

h

11. Cal
ule el �ujo del 
ampo ve
torial ~F = xy2ı̂ + yz2̂ + zx2k̂ a través de la super�
ie delsólido de�nido por las e
ua
iones: 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 5.12. Sea ~F el 
ampo ve
torial dado por
~F (x, y, z) =

(
zx+ sen(x− y), y − sen(x− y),

√
x2 + y2 − 1

2
z2 − 2z cos(x− y)

)
.Cal
ule el �ujo de ~F a través del 
asquete semi-esféri
o (sin tapa) dado por x2+y2+z2 = 1
on z > 0. Pre
ise el sentido de orienta
ión es
ogido para los 
ál
ulos.2.7. ProblemasProblema 2.1. Considere el 
ampo ~F : R3 → R3 de�nido por:

~F (x, y, z) = (yz, xz, xy)y la región Ω de�nida por: x ≥ 0, y ≥ 0, z ∈ [0, b] y x2 + y2 = a2, 
on a y b 
onstantes dadas,ambas positivas.(a) Evalúe las integrales de �ujo del 
ampo sobre 
ada una de las 5 
aras de la región. Hagaun bosquejo y 
onsidere la orienta
ión exterior.(a) Interprete físi
amente los 5 �ujos 
al
ulados, así 
omo el �ujo total a través de Ω.



38 CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE FLUJO Y EL TEOREMA DE GAUSSProblema 2.2. 3 Considere el 
ampo ve
torial dado en 
oordenadas 
ilíndri
as por
~F =

1

ρ
ρ̂+ e−θ2

k̂.(a) Determine el dominio de diferen
iabilidad de ~F y veri�que que div(~F ) = 0 sobre di
hodominio.(b) Sea Σ ⊂ R3 la super�
ie dada por la por
ión del 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = 4 quese en
uentra entre los planos z = −1 y z = 1 (sin 
onsiderar las tapas). Bosqueje Σ y
al
ule el �ujo de ~F a través de Σ orientada según la normal exterior a la esfera. Nota:Puede usar el teorema de la divergen
ia utilizando un volumen ade
uado. En tal 
asotenga espe
ial 
uidado en veri�
ar las hipótesis del teorema.(
) Interprete el resultado obtenido en (b).Problema 2.3. 4 Considere la super�
ie S ⊂ R3 formada por los puntos del 
asquete esféri
ounitario que están por en
ima del plano z = 2y. Es de
ir, S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 =
1, z ≥ 2y}.(a) Bosqueje S y en
uentre una parametriza
ión regular de esta super�
ie.(b) Cal
ule el �ujo del 
ampo

~F (x, y, z) = (x+ y2 + z2)̂ı + (e−x2 − 2)̂+ (2e−x2

+ 1)k̂sobre la super�
ie S orientada 
on la normal exterior a la esfera.Problema 2.4. 5 Considere el 
ampo ve
torial ~F (x, y, z) =
(

x
a2 ,

y
b2
, z

c2

) y sea S la super�
ie dela elipsoide de e
ua
ión
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.(a) Muestre que el ve
tor normal n̂ a la super�
ie S en un punto (x0, y0, z0) ∈ S es paraleloal 
ampo ~F .(b) Sea D(x0, y0, z0) la distan
ia desde el origen al plano tangente a la elipsoide en (x0, y0, z0).Pruebe que D = 1/~F · n̂ en S.(
) Demuestre que ∫ ∫

S

1

D
dA =

4π

3

(
bc

a
+
ac

b
+
ab

c

)
.Indi
a
ión: Re
uerde que el volumen de la elipsoide antes des
rita es igual a 4π

3
abc.3Control 1. Primavera 2000. Matemáti
as Apli
adas.4Control 1. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez5Control 1. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



2.8. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 39Problema 2.5. 6 Supongamos que un �uido está sometido a un 
ampo de velo
idades dadopor ~F (x, y, z) = (x− yz)̂ı + (y + xz)̂ + (z + 2xy)k̂. Sea S1 la por
ión del 
ilindro x2 + y2 = 2que está dentro de la esfera de e
ua
ión x2 + y2 + z2 = 4. Sea S2 la por
ión de la super�
ie dela esfera x2 + y2 + z2 = 4 que se en
uentra fuera del 
ilindro x2 + y2 = 2. Sea Ω el volumenlimitado por S1 y S2.(a) Cal
ule ∫ ∫
S1

~F · ~ndA 
on ~n la normal interior al 
ilindro. Interprete el resultado.(b) Utilizando el teorema de la divergen
ia, 
al
ule el �ujo neto que pasa a través de lasparedes de la región Ω.(
) Cal
ule dire
tamente el �ujo a través de S2 orientada según la normal exterior a la es-fera. Compare 
on lo obtenido en (a) y (b). En 
ada 
aso interprete los resultados yexpli
ite: el sistema de 
oordenadas y el 
orrespondiente ve
tor posi
ión que utiliza, laparametriza
ión, el 
ampo de normales y los elementos de super�
ie o volumen según
orresponda.Problema 2.6. 7 Considere la super�
ie del toro de 
entro 0, radio mayor R y radio menor a(a < R). Sea Σ la por
ión de la super�
ie del toro que se en
uentra fuera de la esfera de 
entro
0 y radio R.(a) Bosqueje la super�
ie Σ.(b) Cal
ular el �ujo del 
ampo

~F (x, y, z) = xı̂ + y̂+ zk̂a través de Σ orientada según la normal exterior al toro.Problema 2.7. 8 Considere el 
ampo ~F = r3r̂ + exp(ϕ cosh(r))ϕ̂ (
oordenadas esféri
as).(a) Cal
ule ∇ · ~F .(b) Cal
ule el �ujo del 
ampo ~F a través del 
ono z =
√
x2 + y2, z ≤ h (sin la tapa).2.8. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 2.1Re
ordamos la de�ni
ión de �ujo:

∫∫

∂Ω

~F · d ~A =

∫∫

S

~F (~σ(u, v)) · n̂
∥∥∥∥
∂~σ

∂u
× ∂~σ

∂v

∥∥∥∥ dudv6Control 2. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez7Control 1. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas.8Control 2. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas.
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1L

2L

1T

T2Con ∂Ω la super�
ie que en
ierra al volumen Ω, σ una parametriza
ión de esa super�
ie, ~F el
ampo y n̂ la normal en la que orientamos el 
ampo (
asi siempre usaremos la exterior).Pro
edemos enton
es a parametrizar 
onvenientemente 
ada 
ara de Ω de modo de 
al
ularel �ujo en 
ada 
ara:
L1: parametrizamos un re
tángulo, en y = 0:

~σ(x, z) = (x, 0, z) (x, z) ∈ [0, a] × [0, b]y nuestra normal exterior es n̂ = −̂, luego:
∫ a

0

∫ b

0

(0, xz, 0) · (−(0, 1, 0))dxdz =

∫ a

0

∫ b

0

−xzdxdz

= −
∫ a

0

x
b2

2
dx = −(

ab

2
)2Lo que signi�
a que dado 
omo orientamos el �ujo (exteriormente), a través de L1 estaentrando �ujo.

L2: parametrizamos un re
tángulo, en x = 0:
~σ(y, z) = (0, y, z) (y, z) ∈ [0, a] × [0, b]y nuestra normal exterior es n̂ = −ı̂, luego:

∫ a

0

∫ b

0

(yz, 0, 0) · (−(1, 0, 0))dydz =

∫ a

0

∫ b

0

−yzdydz

= −
∫ a

0

y
b2

2
dy = −(

ab

2
)2Lo que signi�
a que dado 
omo orientamos el �ujo (exteriormente), a través de L1 estaentrando �ujo también.
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T1: Usamos 
oordenadas 
ilíndri
as:

~σ(r, θ) = rρ̂+ bk̂ (θ, r) ∈ [0,
π

2
][0, a]y en este 
aso, nuestra normal exterior es k̂, enton
es nuestra integral:

∫ a

0

∫ π
2

0

r cos(θ)︸ ︷︷ ︸
x

r sen(θ)︸ ︷︷ ︸
y

r︸︷︷︸
‖‖

dθdr = −
∫ π

2

0

cos(θ) sen(θ)

2
a4dθEsto pues, las 
oordenadas del 
ampo en los ejes x e y se anulan al ha
er · 
on la normal,se sigue que:

= −a
4

4

∫ π
2

0

sen(2θ)dθ = −a
4

4
(
cos(2θ)

2

∣∣∣
π
2

0
) =

a4

8

T2: Usamos 
oordenadas 
ilíndri
as de nuevo:
~σ(r, θ) = rρ̂ (θ, r) ∈ [0,

π

2
] × [0, a]y en este 
aso, nuestra normal exterior es −k̂, enton
es nuestra integral, análogamente al
aso anterior:

−
∫ a

0

∫ π
2

0

r3 cos(θ) sen(θ)dθdr = −a
4

8Pues la integral es la misma salvo un signo. Este 
al
ulo podría haberse evitado, puesviendo los signos de ambos �ujos 
al
ulados, en T1 sale �ujo, mientras que en T2 entra�ujo, por lo tanto, en suma se anulan, y esto es porque en ambas super�
ies, que sonsimétri
as, el 
ampo también es simétri
o (pues no depende de z), luego solo diferirá lo
al
ulado por los signos de las normales por las 
uales orientamos el 
ampo para 
al
ular.Manto: Claramente, la buena idea es usar otra vez las 
oordenadas 
ilíndri
as:
~σ(θ, z) = aρ̂+ zk̂ (θ, z) ∈ [0,

π

2
] × [0, b]podemos ver que geométri
amente, la normal exterior al manto es ρ̂ (
al
ularlo explí
ita-mente), de este modo nuestra integral es:

∫ π
2

0

∫ b

0

(az sen θ, az cos θ, a2 sen θ cos θ) · (cos θ, sen θ, 0)adzdθ

∫ π
2

0

∫ b

0

2a2z sen(θ) cos(θ)dzdθ =

∫ π
2

0

a2b2 sen(2θ)dθ =
a2b2

2lo que signi�
a que por el Manto, sale �ujo, sumando a los �ujos que entran por L1 y L2,se obtiene que el �ujo total a través de Ω es 
ero!
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Capítulo 3Integral de trabajo y el teorema de StokesEn todo lo que sigue supondremos que el le
tor está familiarizado 
on las no
iones de 
urvasuave, parametriza
ión, 
urvas y parametriza
iones regulares, reparametriza
iones equivalentes,orienta
ión de una 
urva y otros 
on
eptos rela
ionados (ver el apéndi
e A).3.1. Integral de trabajo (o de línea)Se de�ne el trabajo realizado por una fuerza 
onstante ~F0 a lo largo de una traye
toriare
tilínea des
rita por un ve
tor desplazamiento ~d 
omo
W = ~F0 · ~d = ‖~F0‖‖~d‖ cos θ,donde θ es el ángulo entre estos ve
tores.

~F0

θ

~d

En el 
aso general de un 
ampo de fuerzas ~F (~r) que no es 
onstante y/o de una traye
toria
urvilínea Γ parametrizada por ~r : [a, b] → R3, el trabajo total realizado por el 
ampo de fuerzasa lo largo de la traye
toria se puede aproximar por la suma
W ≃

N−1∑

i=0

~F (~r(ti)) · (~r(ti+1) − ~r(ti)), (3.1)donde a = t0 < t1 < . . . < tN = b es una parti
ión del intervalo [a, b].43
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~r(t0)

~r(t1)

~F0

~F1

~F2

Intuitivamente, 
uando el paso de la parti
ión ∆({ti}) = máx0≤i≤N−1(ti+1−ti) tiende a 
ero,la suma anterior debería 
onverger a un valor que representa el trabajo realizado por la fuerzaa lo largo de la 
urva Γ parametrizada por ~r : [a, b] → R3.En efe
to, se puede demostrar que si la parametriza
ión es suave (de 
lase C1) y si el 
ampode fuerzas ~F es 
ontinuo sobre una abierto Ω que 
ontiene a Γ, enton
es la suma en (3.1)
onverge ha
ia el valor dado por la integral
W =

∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt.Esto nos motiva para introdu
ir la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 3.1.1 (Integral de trabajo o de línea). Sea Γ una 
urva simple y regular, y sea
~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo ve
torial 
ontinuo. De�nimos la integral de trabajo (o integral delínea) de ~F sobre la 
urva Γ ⊆ Ω por

∫

Γ

~F · d~r :=

∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt,donde ~r : [a, b] → R3 es una parametriza
ión regular de Γ.Si ~F = F1 ı̂+ F2̂+ F3k̂, se suele usar la nota
ión
∫

Γ

~F · d~r =

∫

Γ

F1dx+ F2dy + F3dz.Cuando la 
urva Γ es 
errada, enton
es se suele es
ribir
∮

Γ

~F · d~r,y esta integral re
ibe el nombre de 
ir
ula
ión de ~F a lo largo de Γ. Si ~F representa el 
ampode velo
idades de un �uido, la 
ir
ula
ión es la integral de la 
omponente tangen
ial de lavelo
idad a lo largo de la 
urva 
errada Γ, propor
ionando la 
antidad neta de giro del �uidoalrededor de Γ.
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ión 3.1.2. Es posible veri�
ar que la integral de trabajo no depende de la parametriza
iónregular ~r elegida, salvo por el 
ambio de signo que se produ
e 
uando se 
onsidera una parametriza
iónque invierte la orienta
ión de la 
urva Γ. Más pre
isamente, si denotamos por Γ− la misma
urva pero 
on la orienta
ión opuesta, ento
es se tiene:
∫

Γ−

~F · d~r = −
∫

Γ

~F · d~r.Observa
ión 3.1.3. Una 
urva Γ se dirá regular por pedazos si se puede des
omponer enla unión de un número �nito de 
urvas regulares Γ = ∪k
i=1Γi, donde 
ada par de segmentosdistintos a lo más tiene en 
omún los extremos. Notemos que la integral de trabajo puede sertrivialmente de�nida para una 
urva Γ = ∪k

i=1Γi regular por pedazos, de la manera siguiente:
∫

Γ

~F · d~r =
k∑

i=1

∫

Γi

~F · d~r.Cada segmento Γi debe ser re
orrido de manera 
onsistente 
on la orienta
ión de la 
urva.Ejemplo 3.1.4. Cal
ulemos la integral de trabajo del 
ampo dado por
~F = (3x+ 4y)̂ı+ (2x+ 3y2)̂,a lo largo de la 
ir
unferen
ia C de radio 2 
entrada en el origen y re
orrida 
on orienta
iónpositiva (en el sentido anti-horario).

x

y

z

Figura 3.1: Cír
ulo de radio 2 
on orienta
ión positiva (anti-horario)Una parametriza
ión posible es
~r(t) = 2 cos t ı̂+ 2 sen t ̂, t ∈ [0, 2π].Se obtiene que el trabajo realizado es

W =

∮

C

(3x+ 4y, 2x+ 3y2, 0) · d~r

=

∫ 2π

0

(6 cos t+ 8 sen t, 4 cos t+ 12 sen2 t, 0) · (−2 sen t, 2 cos t, 0) dt

=

∫ 2π

0

[−16 sen2 t+ 8 cos2 t]dt = −16π + 8π = −8π.



46 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKESEjemplo 3.1.5. Sea ~F : R3 → R3 el 
ampo dado por
~F (x, y, z) = (x,−y, z).Consideremos primero la misma 
urva C dada en el ejemplo anterior: la 
ir
unferen
ia de radio2 
entrada en el origen y re
orrida en sentido positivo. El trabajo resulta ser:

W =

∮

C

(x,−y, z) · d~r

=

∫ 2π

0

(2 cos t,−2 sen t, 0) · (−2 sen t, 2 cos t, 0) dt

=

∫ 2π

0

−8 sen t cos t dt = 0.Consideremos ahora los dos 
aminos Γ1 y Γ2 que van desde P = (1, 0, 0) hasta Q = (1, 0, 4) tal
omo se ilustra en la siguiente �gura :
Γ1 Γ2

P

Q

Sus parametriza
iones están dadas, respe
tivamente, por
Γ1 : ~r1(t) = P + t(Q− P ) = (1, 0, 4t), t ∈ [0, 1],

Γ2 : ~r2(t) = (cos(4πt), sen(4πt), 4t), t ∈ [0, 1].Los trabajos realizados son, respe
tivamente:
W1 =

∫

Γ1

~F · d~r =

∫ 1

0

(1, 0, 4t) · (0, 0, 4) dt =

∫ 1

0

16t dt = 8y
W2 =

∫

Γ2

~F · d~r

=

∫ 1

0

(cos(4πt),− sen(4πt), 4t) · (−4π sen(4πt), 4π cos(4πt), 4) dt

=

∫ 1

0

(−8π sen(4πt) cos(4πt) + 16t) dt =

∫ 1

0

16t dt = 8.



3.2. EL TEOREMA DEL ROTOR DE STOKES 473.2. El teorema del rotor de StokesEl teorema del rotor de Stokes rela
iona la integral de línea o 
ir
ula
ión de un 
ampove
torial alrededor de una 
urva 
errada simple Γ ⊂ R3, 
on la integral sobre una super�
ie
S de la 
ual Γ es su borde geométri
o. Aquí nos limitaremos a enun
iar este teorema sindemostra
ión. Un bosquejo de la demostra
ión seráTeorema 3.2.1 (Stokes). Sea S ⊆ R3 una super�
ie orientable y regular por pedazos, 
uyoborde ∂S es una 
urva 
errada, simple y regular por pedazos. Sea ~F : U ⊆ R3 → R3 un 
ampove
torial de 
lase C1 de�nido sobre un abierto U que in
luye la super�
ie S y su borde ∂S.Sea �nalmente n̂ : S → R3 un 
ampo de ve
tores normales que de�ne una orienta
ión sobre
S y supongamos que la 
urva 
errada ∂S es re
orrida 
on orienta
ión positiva 
on respe
to ala ele

ión de la normal n̂, es de
ir, respetando la regla de la mano dere
ha (ver �gura 3.2).Enton
es ∮

∂S

~F · d~r =

∫∫

S

rot(~F ) · n̂ dA.

Γ = ∂S

S

n̂

ı̂

̂

k̂

Figura 3.2: Con�gura
ión geométri
a del teorema de StokesEjemplo 3.2.2. Consideremos el 
ampo de fuerzas ~F : R3 → R3 del ejemplo 3.1.4. Tenemosque
rot ~F = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

3x+ 4y 2x+ 3y2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2k̂.Sea S la super�
ie del 
ír
ulo de radio 2 en el plano XY , 
entrado en el origen y orientadosegún la normal superior k̂, 
uyo borde geométri
o ∂S es justamente la 
in
unferen
ia C delejemplo 3.1.4 orientada en sentido anti-horario. En virtud del teorema de Stokes tenemos que

∮

C

~F · d~r =

∫∫

S

−2k̂ · k̂ dA = −2Area(Cír
ulo de radio 2) = −8π,que es exa
tamente el resultado que obtuvimos 
on el 
ál
ulo dire
to.



48 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKES3.3. El teorema de Green en el planoSe tiene el siguiente resultado para 
urvas y super�
ies en el plano XY .Teorema 3.3.1 (Teorema de Green en el plano). Sea S ⊂ R2 una región a
otada tal que sufrontera ∂S es una 
urva simple, 
errada y regular por pedazos, orientada en el sentido anti-horario. Consideremos dos 
ampos es
alares M = M(x, y) y N = N(x, y), ambos de 
lase C1en un abierto que 
ontiene a S y ∂S. Enton
es
∮

∂S

Mdx+Ndy =

∫∫

S

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
dxdy. (3.2)Este resultado es un 
aso espe
í�
o del teorema de Stokes apli
ado al 
ampo

~F (x, y, z) = (M(x, y), N(x, y), 0).En efe
to, por una parte tenemos que
rot ~F = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ı̂ ̂ k̂

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

M(x, y) N(x, y) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y

)
k̂.Por otro lado, si suponemos que la super�
ie S esta 
ontenida en el plano XY , la podemosorientar según la normal superior 
onstante e igual a k̂. Enton
es la igualdad (3.2) se puedees
ribir 
omo ∮

∂S

~F · d~r =

∫∫

S

rot(~F ) · k̂ dA,que 
oin
ide 
on el teorema de Stokes.Ejemplo 3.3.2. Apli
ando el teorema de Green a M = −y y N = x se dedu
e que
A(S) =

1

2

∮

∂S

x dy − y dx,donde A(S) es el área de la región S 
ontenida en el plano XY , y ∂S es el borde de S re
orrridoen sentido anti-horario. Esta fórmula nos permite 
al
ular un área en términos de una integralde línea. Por ejemplo, 
onsideremos la región x2/a2 + y2/b2 ≤ 1, 
uyo borde es una elipse desemi-ejes dados por a y b. Podemos parametrizar la elipse usando x(t) = a cos t e y(t) = b sen t,
t ∈ [0, 2π], y por lo tanto se obtiene

A(Elipse) =
1

2

2π∫

0

(xẏ − yẋ) dt =
1

2

2π∫

0

(ab cos2 t− (−ab sen2 t)) dt = πab.



3.4. CAMPOS CONSERVATIVOS 493.4. Campos 
onservativosNotemos que en el ejemplo 3.1.5 donde ~F (x, y, z) = (x,−y, z), la integral de trabajo es iguala 0 sobre la primera 
urva C que es 
errada, mientras que para las 
urvas Γ1 y Γ2 que unenambas a P 
on Q, el valor de las respe
tivas integrales de trabajo es el mismo. Esto no es una
oin
iden
ia sino que se debe a que en este 
aso ~F = −∇g, donde g : R3 → R3 está dadapor g(x, y, z) = (−x2 + y2 − z2)/2. En efe
to, si Γ es una 
urva regular parametrizada por
~r : [a, b] → R3, enton
es tenemos que

∫

Γ

~F · d~r =

∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt

= −
∫ b

a

∇g(~r(t)) · d~r
dt

(t) dt

= −
∫ b

a

d

dt
[g(~r(t))] dt = g(~r(a)) − g(~r(b)).Esta última 
antidad depende solamente de la diferen
ia de valores de g en los puntos extremosde la 
urva Γ y no de la forma espe
í�
a que ésta tenga. En parti
ular, si Γ es 
errada, enton
es

~r(a) = ~r(b) y el trabajo realizado es 0.En general, se di
e que un 
ampo ve
torial ~F : Ω ⊆ R3 → R3 es 
onservativo en Ω si derivade un poten
ial g : Ω ⊆ R3 → R en el sentido que ~F = −∇g sobre Ω. Tenemos el siguienteresultado:Proposi
ión 3.4.1. Sea ~F = ~F (~r) un 
ampo ve
torial 
ontinuo sobre un abierto 
onexo Ω de
R3. Enton
es las tres propiedades siguientes son equivalentes:(i) El 
ampo ~F es 
onservativo en Ω.(ii) Para toda 
urva Γ ⊂ Ω 
errada y regular por pedazos se tiene

∮

Γ

~F · d~r = 0.(iii) Para 
ualquier par de 
urvas regulares, Γ1 ⊂ Ω y Γ2 ⊂ Ω, 
on iguales puntos ini
ial y�nal, se tiene ∫

Γ1

~F · d~r =

∫

Γ2

~F · d~r.Demostra
ión. Probaremos la se
uen
ia de impli
an
ias (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(i).(i)⇒ (ii): Por el mismo 
ál
ulo del ejemplo anterior, para 
ualquier 
ampo 
onservativoen Ω el valor de la integral de trabajo a lo largo de una 
urva Γ ⊂ Ω está dado por ladiferen
ia de poten
ial entre los extremos de la 
urva. Si en parti
ular la 
urva es 
errada,enton
es la integral de trabajo resulta ser 0.(ii)⇒ (iii): Basta 
onsiderar la 
urva 
errada Γ = Γ1∪Γ−
2 y des
omponer el trabajo totalsobre Γ 
omo la suma de los trabajos sobre 
ada segmento.



50 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKES(iii)⇒ (i): Comenzamos por es
oger arbitrariamente un punto ~p0 ∈ Ω al 
ual le asignare-mos el valor de poten
ial 
ero (notemos que el poten
ial no es úni
o, basta 
on sumarleuna 
onstante para obtener otro poten
ial). Luego, dado 
ualquier punto ~p ∈ Ω de�nimos
g(~p) := −

∫ ~p

~p0

~F · d~rdonde ∫ ~p

~p0
representa la integral de trabajo sobre 
ualquier 
urva Γ ⊂ Ω regular porpedazos 
uyo origen es el punto ~p0 y 
uyo punto �nal es ~p.La 
onexidad de Ω asegura la existen
ia de Γ. Por otra parte, en virtud de (iii) sabemosque el valor de la integral de trabajo no depende de la forma espe
í�
a de Γ, por lo quela fun
ión g : Ω → R está bien de�nida.Sólo queda probar que efe
tivamente g es diferen
iable y que ∇g = −~F . En virtud de la
ontinuidad de ~F , basta probar que para todo ~p ∈ Ω y ~h ∈ R3,

ĺım
λ→0

g(~p+ λ~h) − g(~p)

λ
= −~F (~p) · ~h. (3.3)Fijemos ~p ∈ Ω y ~h ∈ R3 y tomemos λ su�
ientemente pequeño de modo que el segmentode re
ta [~p, ~p+ λ~h] esté 
ontenido en Ω. Por de�ni
ión de g podemos es
ribir

g(~p+ λ~h) − g(~p) =

∫

[~p,~p+λ~h]

(−~F ) · d~r = −λ
∫ 1

0

~F (~p+ tλ~h) · ~h dt,de donde se dedu
e fá
ilmente que (3.3) se 
umple.
�Supongamos ahora que el 
ampo ve
torial ~F es de 
lase C1 en Ω. Si es 
onservativo, enton
esel poten
ial 
orrespondiente g : Ω → R es de 
lase C2 y en 
onse
uen
ia se debe tener que

rot ~F = − rot∇g ≡ ~0 en Ω (3.4)Para los detalles ver la observa
ión 1.2.7. Es de
ir, para un abierto 
onexo general Ω, el queun 
ampo ve
torial ~F de 
lase C1 sea irrota
ional es una 
ondi
ión ne
esaria para que sea
onservativo en Ω.Ejemplo 3.4.2. Consideremos nuevamente el 
ampo de fuerzas ~F : R3 → R3 del ejemplo 3.1.4.Como vimos en el ejemplo 3.2.2, rot ~F = −2k̂ y en 
onse
uen
ia el 
ampo no es 
onservativoen R3. Esto es 
onsistente 
on los 
ál
ulos he
hos en los ejemplos 3.1.4 y 3.2.2 donde se obtuvoun valor no nulo para la integral de trabajo sobre un 
amino 
errado.En virtud del teorema de Stokes en 
onjunto 
on la proposi
ión 3.4.1, es natural 
onsiderar(3.4) 
omo una 
ondi
ión además su�
iente para que un 
ampo ve
torial sea 
onservativo. Sinembargo, esto presupone que es posible apli
ar el teorema de Stokes, para lo 
ual es ne
esarioimponer 
ondi
iones adi
ionales sobre el dominio Ω tal 
omo lo ilustra el siguiente ejemplo.



3.4. CAMPOS CONSERVATIVOS 51Ejemplo 3.4.3. (Un 
ampo irrota
ional que no es 
onservativo). Consideremos el 
ampove
torial
~F = − y

x2 + y2
ı̂ +

x

x2 + y2
̂que es de 
lase C∞ en el abierto 
onexo Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 > 0} = R3 \ Eje Z. Esdire
to veri�
ar que ~F satisfa
e (3.4), esto es, ~F es irrota
ional en todo R3 \ Eje Z. En efe
to,por de�ni
ión del rotor en este 
aso tenemos que

rot ~F =

(
∂F2(x, y)

∂x
− ∂F1(x, y)

∂y

)
k̂,pero

∂F2(x, y)

∂x
=

(x2 + y2) − 2x2

(x2 + y2)2
=

−x2 + y2

(x2 + y2)2mientras que
∂F1(x, y)

∂y
= −(x2 + y2) − 2y2

(x2 + y2)2
= − x2 − y2

(x2 + y2)2
=

−x2 + y2

(x2 + y2)2
.¾Podemos 
on
luir que ~F es 
onservativo en todo R3 \ Eje Z? La respuesta es negativa. Dehe
ho, si 
onsideramos la 
ir
unferen
ia C(a) de e
ua
ión x2 + y2 = a2 re
orrida en sentidoanti-horario, enton
es

∮

C(a)

~F · d~r =

2π∫

0

[F1(~r(θ))~̇r1(θ) + F2(~r(θ))~̇r2(θ)]dθ

=

2π∫

0

[−a sen θ

a2
(−a sen θ) +

a cos θ

a2
(a cos θ)]dθ =

2π∫

0

dθ = 2π,lo muestra que al menos para ese tipo de 
aminos 
errados la integral de trabajo no es 
ero.En el ejemplo anterior, si Γ es una 
urva 
errada y regular 
ontenida en R3 \Eje Z tal que esposible en
ontrar una super�
ie orientable S que esté 
ompletamente 
ontenida en R3 \ Eje Zy tal que ∂S = Γ, enton
es sí es posible apli
ar el teorema de Stokes para 
on
luir que
∮

Γ

~F · d~r =

∫∫

S

rot(~F ) · d ~A = 0.El problema 
on la 
ir
unferen
ia C(a) es que 
ualquier super�
ie regular por trozos S que lainterpole en el sentido que ∂S = C(a), ne
esariamente pasa por el Eje Z, y en 
onse
uen
ia no se
umple la hipótesis del teorema de Stokes sobre que la super�
ie tiene que estar 
ompletamente
ontenida en el dominio de diferen
iabilidad del 
ampo. Esto o
urre por el tipo de dominio queestamos 
onsiderando en este 
aso: Ω = R3 \ Eje Z.Por lo tanto, la 
on
lusión es que si el dominio Ω en 
uestión es tal que �siempre se puedeapli
ar el teorema de Stokes�, enton
es la 
ondi
ión (3.4) es también su�
iente para 
on
luirque el 
ampo es 
onservativo en di
ho dominio. El dominio más simple donde esto se asegura espre
isamente el espa
io 
ompleto, es de
ir, apelando al teorema de Stokes se tiene el siguienteresultado:



52 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKESProposi
ión 3.4.4. Sea ~F : R3 → R3 un 
ampo de 
lase C1. Enton
es:
~F es 
onservativo en R3 ⇔ rot ~F = ~0 en R3.Sin embargo, hay otros dominios que también permiten 
on
luir una 
ara
teriza
ión similar.Un dominio Ω se di
e estrellado si existe ~r0 ∈ Ω tal que para todo ~r ∈ Ω el segmento [~r0, ~r]está 
ontenido en Ω. Un dominio Ω se di
e 
onvexo si para todo par de puntos ~r1, ~r2 ∈ Ω elsegmento [~r1, ~r2] está 
ontenido en Ω. Se tiene que:Todo dominio 
onvexo es estrellado.

R3 \ Eje Z no es estrellado.Intuitivamente, un dominio estrellado no tiene agujeros por lo que dada una 
urva 
errada yregular por trozos en un dominio estrellado, siempre es posible en
ontrar una super�
ie ori-entable regular por trozos que la interpola y que está 
ompletamente 
ontenida por el dominio,de modo que se 
umple el siguiente resultado que generaliza al anterior:Proposi
ión 3.4.5. Sea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo de 
lase C1. Supongamos que Ω esestrellado. Enton
es:
~F es 
onservativo en Ω ⇔ rot ~F = ~0 en Ω.Existen además otros dominios que, sin ser estrellados, sí permiten interpolar una super�
iedada 
ualquier 
urva 
errada 
ontenida en ellos. Un ejemplo es Ω = R3 \ {~0}, para el 
ual se
umple que si Γ es una 
urva simple, regular por trozos y 
errada Γ que no pase por el origen,siempre es posible 
onstruir una super�
ie regular por trozos y orientable S ⊂ R3 \ {~0} tal que

∂S = Γ, por lo que también se tiene lo siguiente:Proposi
ión 3.4.6. Sea ~F : R3 \ {~0} → R3 un 
ampo de 
lase C1. Enton
es:
~F es 
onservativo en R3 \ {~0} ⇔ rot ~F = ~0 en R3 \ {~0}.Ejemplo 3.4.7. Consideremos un 
ampo 
entral expresado en 
oordenadas esféri
as ~F (~r) =

φ(r)r̂, r > 0, para alguna fun
ión φ : (0,∞) → R de 
lase C1. Usando la expresión del rotoren estas 
oordenadas (ver la se

ión 1.3.4 y también el ejer
i
io 1.4.7) se veri�
a dire
tamenteque rot ~F = ~0 en R3 \ {~0}. En virtud del último resultado, 
on
luimos que ~F es 
onservativoen R3 \ {~0}. Esto se puede veri�
ar dire
tamente en este 
aso usando la expresión del gradienteen 
oordenadas esféri
as (1.10), de donde se 
on
luye fá
ilmente que
g(r) = −

∫
φ(r)dr + C, r > 0,propor
iona un poten
ial para ~F en R3 \ {~0}, donde ∫ φ(r)dr es una primitiva de φ y C es una
onstante arbitraria.



3.5. EJERCICIOS 533.5. Ejer
i
ios1. Sea el 
ampo ve
torial ~F (x, y) = (2x+ y2)̂ı + (3y − 4x)̂. Cal
ular la integral de trabajo∫

Γ

~F · d~r donde Γ es la lenteja formada por las e
ua
iones x = y2 ; y = x2 ; x, y ≥ 0re
orrida en sentido anti-horario.2. Una partí
ula se mueve a lo largo de una traye
toria Γ sobre el manto del paraboloideinvertido de e
ua
ión x2 + y2 = −z de manera que la altura z y el ángulo θ en 
ilíndri
as
umplen la rela
ión z(θ) = −e−2θ, θ ≥ 0. Considere el 
ampo
~F (x, y, z) =

( 2xy

x2 + y2
+ x sen(x2),

−2xy

x2 + y2
− y2 cos(y3), ez

)Cal
ule el trabajo del 
ampo a lo largo de Γ.Indi
a
ión: ∫ ∞

0

e−x cos3(x)dx =
2

5
.3. Una partí
ula se desplaza sobre la esfera de 
entro (0, 0, 0) y radio a des
ribiendo unatraye
toria heli
oidal 
ara
terizada por las e
ua
iones r = a y ϕ = θ/2 (
oordenadasesféri
as) 
on θ variando desde 0 hasta 2π. Bosqueje esta traye
toria y 
al
ule el trabajorealizado por la fuerza ~F (x, y, z) = −yı̂+ x̂.4. Considere el 
ampo

~F (x, y, z) =
x√

x2 + y2
ı̂ +

y√
x2 + y2

̂+ zk̂y las 
urvas 
on sus respe
tivas parametriza
iones
C1 : ~Γ1(t) = (a cos(t), a sin(t), 0), t ∈ [π, 2π]

C2 : ~Γ2(t) = (1 − t)(a, 0, 0) + t(a, 0, a), t ∈ [0, 1]

C3 : ~Γ3(t) = (a cos(t), a sin(t), a), t ∈ [0, π]Bosqueje C = C1

⋃
C2

⋃
C3 y 
al
ule ∫

C

~F · d~r.5. Cal
ule la integral de trabajo ∫
Γ

~F · d~r para el 
ampo ve
torial
~F = (x2 − yz, y2 − xz, z2 − xy)sobre la héli
e Γ que une los puntos P = (1, 0, 0) y Q = (1, 0, 1) dando una sola vuelta.6. Sean φ, ψ : R3 → R dos fun
iones de 
lase C2. Sea Σ una super�
ie regular a trozos yorientable 
on borde geométri
o dado por C = ∂Σ, ambos orientados 
onsistentemente.Muestre que ∫∫

Σ

∇φ×∇ψ · d ~A =

∫

C

φ∇ψ · d~r.



54 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKES7. Dados dos 
ampos es
alares f, g : R3 → R de 
lase C2, pruebe que para toda 
urva simple
errada y regular por pedazos Γ se tiene
∮

Γ

f∇g · d~r +

∮

Γ

g∇f · d~r = 0.8. Sea S el hemisferio superior de la esfera x2 + y2 + (z− 1)2 = 1 orientado según la normalsuperior. Considere el 
ampo de�nido por
~F (x, y, z) = (z sen(x) − y3, z cos(y) + x3, cos(xy)).Cal
ule ∫∫

S

∇× ~F d ~A.9. Utili
e el teorema de Green en el plano para 
al
ular el área de la región en
errada por lahipo
i
loide x2/3 + y2/3 = 4. Ind.: 
onsidere la 
urva plana parametrizada por x = 8 cos3 θy y = 8 sin3 θ, θ ∈ [0, 2π].10. Utili
e el teorema de Stokes para 
al
ular la integral de trabajo del 
ampo ~G = (x−y)̂ı+
x2y̂+ zxk̂ a lo largo del 
ír
ulo x2 + y2 = 1 orientado en sentido antihorario.11. Sea Γ la 
urva de�nida por la interse

ión del plano x+ z = 2 y la esfera x2 + y2 + z2 =
2(x+z). Bosqueje la 
urva Γ. Es
oja una orienta
ión para Γ y utili
e el teorema de Stokespara 
al
ular la integral de trabajo ∮

Γ

~G · ~dr donde ~G(x, y, z) = (z, 2x, y).12. Use el Teorema de Stokes para 
al
ular ∮
C
[y2ı̂+ z2 ̂+ x2k̂] · d~r donde C es el triángulo devérti
es (0, 0, 0), (0, a, 0), (0, 0, a) re
orridos en di
ho orden.13. Sea Γ ⊂ R3 la 
urva de�nida por las e
ua
iones x2 + y2 + z2 = 1, z2(x2 + y2) = y2,

x, y, z ≥ 0. Cal
ule el trabajo de ~F (x, y, z) = x2

x2+y2 ı̂+
xy

x2+y2 ̂+ ezk̂.14. Sea ~F (x, y, z) = (6abz3y−20bx3y2, 6abxz3−10bx4y, 18abxyz2). Pruebe que es 
onservativoy determine el poten
ial aso
iado.15. Pruebe que el 
ampo ~F (x, y, z) = (x + y)̂ı + (x − y)̂ es 
onservativo. Cal
ule el trabajode ~F sobre la héli
e ~ϕ(θ) = cos θı̂+ sin θ̂+ θk̂, 0 ≤ θ ≤ 2π.16. Considere la región del plano R = [0, π]2 ⊂ R2. Se de�ne para n > 2 las siguientesfun
iones
Mn(x, y) = xyn−1 cosn(y) + ln(1 + xn)

Nn(x, y) = yxn−1 sinn(x) + yeyn(a) Cal
ule In =
∫

∂R

Mn(x, y)dx+Nn(x, y)dy.(b) Cal
ule ĺım
n→∞

I2n y ĺım
n→∞

I2n+1



3.6. PROBLEMAS 553.6. ProblemasProblema 3.1. Sea Ω ⊆ R3 un abierto no va
ío, ~F : Ω → R3 un 
ampo ve
torial y g : Ω → Run 
ampo es
alar, ambos de 
lase C1. Pruebe que si S ∪ ∂S ⊂ Ω, donde S es una super�
ieregular a pedazos, enton
es se tiene la fórmula de integra
ión por partes
∫∫

S

g rot(~F ) · d ~A =

∮

∂S

g ~F · d~r −
∫∫

S

∇g × ~F · d ~A,siempre que las orienta
iones de S y ∂S sean las ade
uadas (explique). ¾Qué puede de
ir 
uandoademás se tiene que ~F es 
onservativo en Ω?Problema 3.2. Considere la 
urva Γ sobre el plano XY des
rita por la siguiente e
ua
ión en
oordenadas polares
ρ = a (1 − cos (θ)) a > 0, θ ∈ [0, 2π](a) En
uentre una parametriza
ión para Γ y bosqueje esta 
urva.(b) Cal
ule el trabajo efe
tuado por el 
ampo ve
torial

~F =

(
2xy2 cos

(
x2y2

)
+

2x

x2 + y2 + 1
, 2x2y cos

(
x2y2

)
+

2y

x2 + y2 + 1

)al dar una vuelta 
ompleta a lo largo de la 
urva Γ en el sentido anti-horario.Problema 3.3. Dado h > 0, sea Γ la 
urva que se en
uentra sobre la super�
ie de�nida por
x2 + y2 =

z2

h2
,de forma tal que la altura z = z (θ) satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial

dz

dθ
= z

z (0) = hdonde z y θ representan las 
oordenadas 
ilíndri
as.(a) Bosqueje la 
urva.(b) Considere el 
ampo ve
torial
~F (x, y, z) =

(
1

x
,
1

y
,− 1

z2

)
.Sea Γ0 la restri

ión de Γ a θ ∈

[
π
6
, π

3
,
]. Cal
ule el trabajo realizado por el 
ampo ~F aldesplazar una partí
ula a través de Γ0.



56 CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE TRABAJO Y EL TEOREMA DE STOKESProblema 3.4. 1(a) Bosqueje la super�
ie de�nida por z2+x2 = 4+y2, y ≥ 0. Note que para y �jo, la e
ua
iónanterior representa una 
ir
unferen
ia.(b) Bosqueje la 
urva C obtenida al interse
tar la super�
ie anterior 
on el 
ilindro de e
ua
ión
x2 + y2 = 4.(
) Cal
ule la 
ir
ula
ión ∮

C
~F · d~r para el 
ampo (en 
oordenadas 
ilíndri
as)

~F (ρ, θ, z) = (ρ sin θ + z) ρ̂+
z

ρ
sin θ θ̂ + (z3 − ρ cos θ) k̂.Problema 3.5. 2 Sea Γ la 
urva que se obtiene de interse
tar la super�
ie z = x2 + y2 
on lasuper�
ie de la esfera unitaria. Considere Γ re
orrida en sentido antihorario.(a) Cal
ule la integral de trabajo del 
ampo ~F = (x2 + z) ı̂+ (y2 + x) ̂+ (z2 + y) k̂ a lo largode Γ.(b) Sea ~F = 1

ρ
θ̂+ zk̂ (en 
oordenadas 
ilíndri
as). Pruebe que rot ~F = ~0 para ρ > 0, pero quesin embargo ∮

Γ

~F ·d~r 6= 0. Explique esta aparente 
ontradi

ión 
on el teorema de Stokes.Problema 3.6. 3 Considere el 
ampo ~F (x, y, z) =
x2 − y

(x2 + y2)
ı̂ +

x

(x2 + y2) − 2y
̂.(a) Indique el dominio de de�ni
ión de ~F y pruebe que ∇× ~F = ~0 en di
ho dominio.(b) Cal
ule la integral de trabajo ∮

C
~F · d~r a lo largo de la 
ir
unferen
ia x2 + y2 = 1, z = 2re
orrida en sentido antihorario. ¾Contradi
e esto el teorema de Stokes? Explique.(
) Cal
ule el trabajo ∮

C
~F · d~r a lo largo de 
ualquier 
urva simple regular C 
ontenida en elplano z = 0 y que no pasa por el origen. Distinga según si la 
urva en
ierra o no el origen.

1Control 2. Primavera 1996. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti2Control 2. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti3Control 2. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas.



Capítulo 4Complementos sobre divergen
ia yteorema de Gauss
4.1. Cara
teriza
ión límite de la divergen
iaSea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo ve
torial de 
lase C1 donde Ω es un abierto no va
ío.Consideremos un punto arbitrario ~r0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω. Sea {Ωε}ε>0 ⊂ Ω una familia de abiertosa
otados 
ontenidos en Ω 
uyas fronteras {∂Ωε}ε>0 son super�
ies regulares por pedazos yorientadas según la normal exterior, y tales que se satisfa
e lo siguiente:(i) ∀ε > 0, ~r0 ∈ Ωε.(ii) diam(Ωε) := sup{‖x− y‖ | x, y ∈ Ωε} → 0 
uando ε→ 0.A modo de ejemplo podemos tomar el 
ubo

Ωε = (x0, x0 + ε) × (y0, y0 + ε) × (z0, z0 + ε),
uyo diámetro es ε√3 y que está 
ontenido en Ω, al menos para todo ε > 0 su�
ientementepequeño. En el 
aso general, notemos que 
omo 
onse
uen
ia de (ii), Vol(Ωε) → 0 
uando
ε → 0. Además, si para 
ada ε > 0 es
ogemos ~rε ∈ Ωε, por (i) 
ombinado 
on (ii) dedu
imosque ~rε → ~r0 
uando ε→ 0.En virtud primero del teorema de la divergen
ia de Gauss, y en segundo término del teoremadel valor medio para integrales múltiples, se tiene que para 
ada ε > 0:

∫∫

∂Ωε

~F · d ~A =

∫∫∫

Ωε

div(~F )dV = div(~F )(~rε) Vol(Ωε), (4.1)para algún ~rε ∈ Ωε. Como ~F es de 
lase C1, tenemos que div(~F ) : Ω → R es 
ontinuo y por lotanto div(~F )(~rε) → div(~F )(~r0) 
uando ε→ 0. De esta forma, a partir de (4.1) podemos inferirlo siguiente:
div(~F )(~r0) = ĺım

ε→0

1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

~F · d ~A = ĺım
ε→0

�ujo de ~F que sale de Ωεvolumen de Ωε

. (4.2)57



58 CAPÍTULO 4. COMPLEMENTOS SOBRE DIVERGENCIA Y TEOREMA DE GAUSSObserva
ión 4.1.1. La expresión (4.2) propor
iona una 
ara
teriza
ión del valor que toma
div(~F )(~r0) que no ha
e referen
ia explí
ita a ningún sistema de 
oordenadas en parti
ular, sinoque sólo depende del 
omportamiento límite del 
o
iente entre el �ujo que sale a través de ∂Ωεy el volumen del abierto Ωε.4.2. Fórmulas integrales de GreenLas siguientes fórmulas son del tipo integra
ión por partes y resultan 
omo 
onse
uen
iasdire
tas del teorema de la divergen
ia de Gauss.Proposi
ión 4.2.1 (Primera fórmula integral de Green). Sean f y g dos 
ampos es
alaresde 
lase C1 y C2, respe
tivamente, en un abierto no va
ío U ⊆ R3. Consideremos un abierto
Ω ⊆ R3 
uya super�
ie ∂Ω es 
errada, regular por pedazos y orientada según la normal exterior
n̂. Supongamos que Ω ⊂ U . Enton
es

∫∫∫

Ω

f∆g dV =

∫∫

∂Ω

f
∂g

∂n
dA−

∫∫∫

Ω

∇f · ∇g dV, (4.3)donde ∂g

∂n
= ∇g · n̂ denota la derivada normal de g.Demostra
ión. Consideremos el 
ampo ve
torial de�nido por ~F = f ∇g, que por hipótesisresulta ser de 
lase C1 en U . Notemos que

div ~F = div(f ∇g) = f ∆g + ∇f · ∇g.Además, se tiene
~F · n̂ = f

∂g

∂nEnton
es la igualdad (4.3) se dedu
e de apli
ar el teorema de la divergen
ia al 
ampo ~F . �Un 
orolario inmediato de la proposi
ión anterior que tiene una expresión más simétri
a en
uanto a los roles de f y g es el siguiente resultado.Proposi
ión 4.2.2 (Segunda fórmula integral de Green). Sean f y g dos fun
iones es
alaresde 
lase C2 en un abierto no va
ío U ⊆ R3. Consideremos un abierto Ω ⊆ R3 
uya super�
ie
∂Ω es 
errada, regular por pedazos y orientada según la normal exterior n̂. Enton
es

∫∫∫

Ω

(f∆g − g∆f)dV =

∫∫

∂Ω

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dA. (4.4)Demostra
ión. La igualdad (4.4) se dedu
e dire
tamente al apli
ar dos ve
es la proposi
iónanterior a f y g, pero 
on la salvedad que la segunda vez se inter
ambian los roles de 
adafun
ión para luego restar a (4.3) la e
ua
ión 
orrespondiente donde los roles de f y g fueroninter
ambiados. �



4.3. DIVERGENCIA EN COORDENADAS ORTOGONALES 594.3. Divergen
ia en 
oordenadas ortogonalesEn esta se

ión veremos 
ómo obtener la fórmula (1.11) para la divergen
ia en 
oordenadasortogonales, a partir de es
oger apropiadamente la familia de abiertos {Ωε}ε>0 ⊂ Ω en (4.2).Sea ~r : D ⊆ R3 → R3 un sistema de 
oordenadas ortogonales. Consideremos el ve
tor
~r0 = ~r(u0, v0, w0) y para 
ada ε > 0 su�
ientemente pequeño de�namos el abierto

Ωε = {~r(u, v, w) | u0 < u < u0 + ε, v0 < v < v0 + ε, w0 < w < w0 + ε}. (4.5)Es fá
il ver que esta ele

ión para la familia de abiertos {Ωε}ε>0 satisfa
e las 
ondi
iones es-table
idas en la se

ión 4.1 y que aseguran la validez de (4.2).Sea también ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampo de 
lase C1 en el abierto Ω 
on ~r0 ∈ Ω. De�namos
Fu = Fu(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · û(u, v, w),

Fv = Fv(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · v̂(u, v, w),

Fw = Fw(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · ŵ(u, v, w).De este modo, podemos es
ribir
~F (~r(u, v, w)) = Fu(u, v, w)û(u, v, w) + Fv(u, v, w)v̂(u, v, w) + Fw(u, v, w)ŵ(u, v, w),o más simplemente

~F = Fuû+ Fvv̂ + Fwŵ,donde hemos omitido las dependen
ias explí
itas en (u, v, w) para simpli�
ar la nota
ión.Notemos que podemos des
omponer la super�
ie ∂Ωε en la unión de 6 super�
ies regulares,
ada una 
orrespondiente a la imagen vía el 
ambio de 
oordenadas ~r = ~r(u, v, w) de una 
aradel 
ubo [u0, u0 + ε] × [y0, y0 + ε] × [z0, z0 + ε] pertene
iente al espa
io donde se mueven las
oordenadas (u, v, w).Por ejemplo, si llamamos S1
ε a la imagen vía ~r de la 
ara 
orrespondiente a u = u0 + ε,enton
es S1

ε es la super�
ie parametrizada por
~ϕ(v, w) = ~r(u0 + ε, v, w), (v, w) ∈ [y0, y0 + ε] × [z0, z0 + ε],en 
uyo 
aso es fá
il ver que la normal exterior a la región Ωε está dada por

n̂ = û(u0 + ε, v, w),mientras que el diferen
ial de área 
orrespondiente (ver el apéndi
e B) es
dA = (hvhw)(u0 + ε, v, w).Aquí

hu =
∂~r

∂u
/‖∂~r
∂u

‖, hv =
∂~r

∂v
/‖∂~r
∂v

‖ y hw =
∂~r

∂w
/‖ ∂~r
∂w

‖son los fa
tores es
alares aso
iados a 
ada 
omponente del sistema de 
oordenadas ~r.



60 CAPÍTULO 4. COMPLEMENTOS SOBRE DIVERGENCIA Y TEOREMA DE GAUSSDe esta forma, tenemos que para esa super�
ie el �ujo según la normal exterior se puedeexpresar 
omo
∫∫

S1
ε

~F · d ~A =

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

(Fuhvhw)(u0 + ε, v, w)dwdvPro
ediendo de manera análoga 
on las otras 5 super�
ies y 
onservando siempre la orienta
ióndada por la normal exterior al abierto en 
ada 
aso, se dedu
e que:
∫∫

∂Ωε

~F · d ~A =

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

[Fwhuhv(u, v, w0 + ε) − Fwhuhv(u, v, w0)]dvdu

+

u0+ε∫

u0

w0+ε∫

w0

[Fvhuhw(u, v0 + ε, w) − Fvhuhv(u, v0, w)]dwdu

+

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

[Fuhvhw(u0 + ε, v, w)− Fvhuhw(u0, v, w)]dwdv

=

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

[ ∂
∂u

(Fuhvhw) + ∂
∂v

(Fvhuhw) + ∂
∂w

(Fwhuhv)]

huhvhw
huhvhwdwdvdu,Denotando

Γ(u, v, w) =
∂
∂u

(Fuhvhw) + ∂
∂v

(Fvhuhw) + ∂
∂w

(Fwhuhv)

huhvhw
,y usando la expresión del diferen
ial de volumen (ver el apéndi
e C)

dV = huhvhwdwdvdujunto 
on el teorema del valor medio para integrales múltiples, se obtiene
∫∫

∂Ωε

~F · d ~A = Γ(uε, vε, wε)

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

dV = Γ(uε, vε, wε) Vol(Ωε),para 
iertos uε ∈ [u0, u0 + ε], vε ∈ [v0, v0 + ε], y wε ∈ [w0, w0 + ε]. Esta última igualdad junto
on (4.2) impli
a que
div(~F )(~r0) = Γ(u0, v0, w0),es de
ir,

div ~F =
1

huhvhw

[
∂

∂u
(Fuhvhw) +

∂

∂v
(huFvhw) +

∂

∂w
(huhvFw)]que es exa
tamente (1.11).



4.4. **DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE GAUSS 614.4. **Demostra
ión del teorema de GaussEl objetivo de esta se

ión es propor
ionar una demostra
ión 
ompleta del teorema de ladivergen
ia de Gauss. Comenzaremos por probar algunas a�rma
iones. La primera es que el op-erador de divergen
ia es invariante bajo rota
iones de los ejes. Para ha
er pre
isa esta a�rma
iónes
ribamos
~F = (F1, F2, F3) =

3∑

i=1

Fieidonde e1, e2, e3 forman la base 
anóni
a de R3. Consideremos una base ortonormal v1, v2, v3 de
R3. Enton
es ~F =

∑3
i=1 F̃ivi donde F̃i = 〈~F , vi〉. Introduz
amos el 
ambio de variables x = Rydonde

x =



x1

x2

x3


 R = [v1, v2, v3] y =



y1

y2

y3


 ,es de
ir, R es la matriz de 3 × 3 
uyas 
olumnas son los ve
tores v1, v2, v3. Notemos que al serestos ve
tores ortonormales se tiene

RTR = I = RRT .Enton
es en las variables y y usando la base v1, v2, v3 el 
ampo se puede expresar 
omo
F̃ (y) =

3∑

i=1

F̃i(y)vi F̃i(y) = 〈~F (Ry), vi〉Lema 4.4.1. Con la nota
ión anterior se tiene
div ~F =

3∑

i=1

∂Fi

∂xi

=
3∑

i=1

∂F̃i

∂yiDemostra
ión. Utilizando la de�ni
ión de F̃i y la regla de la 
adena tenemos
3∑

i=1

∂F̃i

∂yi

=
3∑

i=1

〈∂F (Ry)

∂yi

, vi〉 =
3∑

i=1

3∑

j=1

〈 ∂F
∂xj

∂xj

∂yi

, vi〉Pero la rela
ión x = Ry se puede es
ribir 
omponente por 
omponente xj =
∑3

i=1Rjiyi lo quenos da ∂xj

∂yi
= Rji. Por lo tanto

3∑

i=1

∂F̃i

∂yi
=

3∑

i=1

3∑

j=1

〈 ∂F
∂xj

Rji, vi〉Por otro lado, los ve
tores vi pueden expresarse en términos de R y la base 
anóni
a vi =∑3
k=1Rkiek por lo que

3∑

i=1

∂F̃i

∂yi
=

3∑

i=1

3∑

j=1

3∑

k=1

Rji〈
∂F

∂xj
, Rkiek〉 =

3∑

j=1

3∑

k=1

(
3∑

i=1

RjiRki

)
〈 ∂F
∂xj

, ek〉



62 CAPÍTULO 4. COMPLEMENTOS SOBRE DIVERGENCIA Y TEOREMA DE GAUSSPero al ser R una matriz ortonormal, es de
ir, RTR = RRT = I tenemos
3∑

i=1

RjiRki = 
omponente jk del produ
to RRT = δjkdonde
δjk =

{
1 si j = k

0 si j 6= k.Por lo tanto obtenemos
3∑

i=1

∂F̃i

∂yi

=
3∑

j=1

3∑

k=1

δjk〈
∂F

∂xj

, ek〉 =
3∑

j=1

〈 ∂F
∂xj

, ej〉 =
3∑

j=1

∂Fj

∂xj

.

�El segundo paso para probar el teorema de la divergen
ia 
onsiste en obtener una versiónlo
al de este, es de
ir, una versión del teorema donde además se supone que el 
ampo ~F es 
erofuera de una bola su�
ientemente pequeña.Lema 4.4.2. (Versión lo
al del teorema de la divergen
ia) Para 
ualquier x0 ∈ Ω existe un
R > 0 (pequeño, que depende de x0) tal que si ~F es un 
ampo C1 que se anula fuera de BR(x0)enton
es

∫∫

∂Ω

~F · d ~A =

∫∫∫

Ω

div(~F )dV. (4.6)Demostra
ión.El 
aso x0 ∈ ∂Ω. Gra
ias al Lema 4.4.1 vemos que la fórmula (4.6) es invariante bajo rota
iónde los ejes. Efe
tuando una rota
ión 
onveniente podemos suponer enton
es que n̂(x0) =
(1, 1, 1)/

√
3. Usando la de�ni
ión de super�
ie regular y el teorema de la fun
ión inversa pode-mos a�rmar que existe R > 0 tal que la super�
ie ∂Ω ∩ BR(x0) es el grafo de fun
iones C1

ϕi : Ui → R 1 ≤ i ≤ 3 es de
ir
∂Ω ∩ BR(x0) = {(x1, x2, x3) : x1 = ϕ1(x2, x3), (x2, x3) ∈ U1}

= {(x1, x2, x3) : x2 = ϕ2(x1, x3), (x1, x3) ∈ U2}
= {(x1, x2, x3) : x3 = ϕ3(x1, x2), (x1, x2) ∈ U3}donde U1, U2, U3 son abiertos de R2. Es
ribamos

∫∫∫

Ω

div ~F dV =

∫∫∫

Ω∩BR(x0)

div ~F dV =

∫∫∫

Ω∩BR(x0)

[
∂F1

∂x1
+
∂F2

∂x2
+
∂F3

∂x3

]
dVy anali
emos el último término. Vemos que se puede elegir 0 < r < R tal que si ~F se anulafuera de Br(x0) enton
es

∫∫∫

Ω∩BR(x0)

∂F3

∂x3

dV =

∫∫

U3

∫ ϕ3(x1,x2)

x̄3

∂F3

∂x3

dx3 dx1dx2
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∫∫∫

Ω∩BR(x0)

∂F3

∂x3
dV =

∫∫

U3

F3(x1, x2, ϕ3(x1, x2))dx1dx2.Como ∂Ω ∩BR(x0) se puede parametrizar por ~r(x1, x2) = (x1, x2, ϕ3(x1, x2)) tenemos
∂~r

∂x1

× ∂~r

∂x2

=

[
−∂ϕ3

∂x2

,−∂ϕ3

∂x1

, 1

]Luego, si ~F se anula fuera de Br(x0)

∫∫

∂Ω

(0, 0, F3) · n̂ dS =

∫∫

U3

F3(x1, x2, ϕ3(x1, x2))dx1dx2y dedu
imos que
∫∫∫

Ω

∂F3

∂x3

dV =

∫∫

∂Ω

(0, 0, F3) · n̂ dS.Similarmente, utilizando la parametriza
ión ~r(x1, x3) = (x1, ϕ2(x1, x3), x3) se en
uentra
∫∫∫

Ω

∂F2

∂x2

dV =

∫∫

∂Ω

(0, F2, 0) · n̂ dS.y análogamente ∫∫∫

Ω

∂F1

∂x1
dV =

∫∫

∂Ω

(F1, 0, 0) · n̂ dS.Sumando las fórmulas anteriores dedu
imos la validez de (4.6) en el 
aso que x0 ∈ ∂Ω y ~F seanula fuera de Br(x0).El 
aso x0 ∈ Ω. En este 
aso basta en
ontrar un 
ubo Q de 
entro x0 
ontenido en Ω y luegoelegir R > 0 pequeño tal que BR(x0) ⊆ Q.Podemos apli
ar enton
es el 
ál
ulo en el 
aso de un 
ubo y obtener
∫∫∫

Ω

div ~F =

∫∫∫

Q

div ~F =

∫∫

∂Q

~F · n̂ dS = 0Notando que ∫∫

∂Ω

~F · n̂ dS = 0obtenemos (4.6) en este 
aso.
�



64 CAPÍTULO 4. COMPLEMENTOS SOBRE DIVERGENCIA Y TEOREMA DE GAUSSVeamos ahora 
ómo se dedu
e la versión general del teorema de la divergen
ia.Demostra
ión (
aso general). Tenemos que para 
ada x ∈ Ω existe un Rx > 0 tal que si ~Fse anula fuera de BRx(x) enton
es vale la fórmula del teorema de la divergen
ia.Usando la 
ompa
idad de Ω (
errado y a
otado) podemos en
ontrar una familia �nita depuntos xi, 1 ≤ i ≤ m 
on sus respe
tivos Ri = Rxi
> 0 tales que

Ω se puede 
ubrir por la unión ∪m
i=1BRi

(xi),y para 
ualquier bola BRi
(xi), si ~F se anula fuera de BRi

(xi) enton
es vale el teorema.Para 
ada bola BRi
(xi) podemos en
ontrar una fun
ión η̃i : R3 → R, de 
lase C1 tal que η̃i > 0en BRi

(xi) y η̃i se anula fuera de la bola.Para x ∈ Ω de�namos
ηi(x) =

η̃i(x)∑m
j=1 η̃j(x)Enton
es

ηi es C1 en una ve
indad de Ω

ηi se anula fuera de BRi
(xi)para 
ualquier x ∈ Ω: ∑m

i=1 ηi(x) = 1.Consideremos un 
ampo ~F de 
lase C1. Como ∑m
i=1 ηi(x) = 1 podemos des
omponer ~F dela forma

~F =

m∑

i=1

(ηi
~F ).Cada fun
ión ηi

~F es un 
ampo C1 que se anula fuera de BRi
(xi) por lo que podemos apli
ar laversión lo
al del teorema de la divergen
ia

∫∫

∂Ω

ηi
~F · n̂ dS =

∫∫∫

Ω

div(ηiF ) dVSumando
∫∫

∂Ω

~F · n̂ dS =

∫∫

∂Ω

m∑

i=1

ηi
~F · n̂ dS =

∫∫∫

Ω

m∑

i=1

div(ηi
~F ) dV

=

∫∫∫

Ω

div

[
m∑

i=1

ηi
~F

]
dV =

∫∫∫

Ω

div ~F dV

�



Capítulo 5Complementos sobre rotor y teorema deStokes
5.1. Cara
teriza
ión límite del rotorDado un 
ampo ve
torial ~F : Ω ⊆ R3 → R3 de 
lase C1 sobre el abierto no va
ío Ω y un puntoarbitrario ~r0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω, 
onsideramos una familia {Ωε}ε>0 ⊂ Ω que satisfa
e las mismas
ondi
iones que las usadas en la se

ión 4.1 para la 
ara
teriza
ión límite de la divergen
ia. Esposible probar enton
es que

rot(~F )(~r0) = ĺım
ε→0

1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

n̂× ~F dA, (5.1)donde n̂ es la normal exterior a 
ada super�
ie ∂Ωε. En efe
to, dado ε > 0 y ~v ∈ R3, se tiene
~v ·


 1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

(n̂× ~F ) dA


 =

1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

~v · (n̂× ~F ) dA =
1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

(~F × ~v) · n̂ dA.En virtud de 4.2, dedu
imos que la expresión del lado dere
ho 
onverge a div(~F × ~v), es de
ir
ĺım
ε→0

~v ·


 1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

(n̂× ~F ) dA


 = div(~F × ~v). (5.2)Dado que ~v ∈ R3 es arbitrario, esta última fórmula impli
a que el límite existe y más aún, alreemplazar ~v = ı̂, ~v = ̂ y ~v = k̂, nos permite obtener la expresión:

ĺım
ε→0

1

Vol(Ωε)

∫∫

∂Ωε

n̂× ~F dA = div(~F × ı̂) ı̂+ div(~F × ̂) ̂+ div(~F × k̂) k̂ = rot ~F .Para la última igualdad usamos una identidad que es fá
il de veri�
ar (ver el ejer
i
io 1.4.5).65



66 CAPÍTULO 5. COMPLEMENTOS SOBRE ROTOR Y TEOREMA DE STOKES5.2. Interpreta
ión físi
a del rotorLa interpreta
ión físi
a que se le da al rotor aso
iado a un 
ampo ~F es la propor
ionar, salvouna 
onstante, la velo
idad angular lo
al de éste, la 
ual se produ
e 
uando el �uido en el puntoestudiado �rota� sobre sí mismo. Para ver esto, 
onsideremos una rueda de altura h y aspas deradio ρ, y 
uyo 
entro esta ubi
ado en el punto (x, y, z). Esta se sumerge en un �uido de 
ampode velo
idades dado por ~F 
omo muestra la �gura:

ρ̂

θ̂

ω̂

La velo
idad tangen
ial de los puntos ubi
ados en el borde de la rueda es ~F · θ̂, de modo quela rapidez angular media w̄ se puede estimar de la siguiente manera
ρw̄ = v̄T =

1

2πh

h 2π∫∫

0 0

(~F · θ̂) dθdz =
1

2πρh

∫∫

S

(~F · θ̂) dA,donde S denota el borde de la rueda (o manto del 
ilindro que ésta forma) y v̄T denota larapidez tangen
ial media. Usando propiedades del produ
to 
ruz y el he
ho que θ̂ = ŵ × ρ̂ seobtiene que ~F · θ̂ = ~F · (ŵ × ρ̂) = ŵ · (ρ̂× ~F ), lo que impli
a
w̄ =

1

2πρ2h
ŵ ·
∫∫

S

(ρ̂× ~F ) dA =
1

2πρ2h
ŵ ·
∫∫

S

(n̂× ~F ) dA,ya que la normal exterior a la super�
ie S es pre
isamente n̂ = ρ̂. Ahora, la normal exterior alas tapas del 
ilindro que forma la rueda es un fa
tor de ŵ, el produ
to entre ŵ y la integral desobre las tapas se anula. De esta forma obtenemos
w̄ =

1

2πρ2h
ŵ ·
∫∫

Ch,ρ

(n̂× ~F ) dA =
1

2
ŵ ·




1

Vol(Ch,ρ)

∫∫

Ch,ρ

(n̂× ~F ) dA


 ,donde Ch,ρ denota el 
ilindro de radio ρ y altura h formado por la rueda. Ha
iendo tender h y

ρ a 
ero, se obtiene por (5.1) que
w(x, y, z) =

1

2
ŵ · rot(~F )(x, y, z). (5.3)



5.2. INTERPRETACIÓN FÍSICA DEL ROTOR 67Es de
ir, el rotor rot(~F ) 
oin
ide 
on la velo
idad angular del �ujo ~F en el punto (x, y, z), salvopor el fa
tor 1
2
, tal 
omo lo habíamos anun
iado.Ejemplo 5.2.1. Un 
uerpo sólido gira en torno al eje k̂ 
on velo
idad angular 
onstante iguala ωk̂. Sabemos que la velo
idad de un punto en la posi
ión ~r es

~v = ω × ~r,vale de
ir, el 
ampo de velo
idades está dado por
~v(x, y, z) = ωk̂ × (xı̂+ y̂+ zk̂) = −ωyı̂+ ωx̂

ω

~r

̂

~v

k̂

ı̂Usando la de�ni
ión diferen
ial del rotor se obtiene:
rot~v = ∇× ~v =

(
ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

)
× (−ωyı̂+ ωx̂) = 2ωk̂ = 2~ω.Observa
ión 5.2.2. Si ~F representa el 
ampo de velo
idades de un �uido, la 
ondi
ión rot ~F =

0 signi�
a que el �uido no rota sobre si mismo, es de
ir, una pequeña rueda sumergida en el�ujo puede desplazarse en una traye
toria 
urvilínea pero no rotará sobre si misma.
∇× ~F = 0 ∇× ~F 6= 0



68 CAPÍTULO 5. COMPLEMENTOS SOBRE ROTOR Y TEOREMA DE STOKES5.3. Bosquejo de la demostra
ión del teorema de StokesSupongamos que estamos bajo las 
ondi
iones del enun
iado del teorema de Stokes. Enesta se

ión daremos una idea de 
ómo se puede demostrar este resultado apelando a la 
a-ra
teriza
ión límite del rotor dada por (5.1). Comenzamos por des
omponer la super�
ie S enpequeños �
uadrados� Si de área ∆Ai y normal n̂i (siguiendo la dire

ión dada por n̂) 
omo semuestra en la �gura:
∆Ai

n̂i

S

Sea ∂Si la 
urva 
errada de�nida 
omo la frontera de la super�
ie Si, orientada de mane-ra 
oherente 
on la normal n̂i. Además, a 
ada una de estas super�
ies Si le aso
iamos unparalelepípedo Ωi
h de base ∆Ai y altura h 
omo se muestra en la siguiente �gura

n̂i

S

∆Ai h∆Ai

Para 
ada i �jemos un punto ~ri ∈ Ωi
h. Debido a (5.1), se tiene que

rot ~F (~ri) ≃
1

h∆Ai

∫∫

∂Si

n̂× ~F dA. (5.4)Dado que la normal a las tapas superior e inferior del paralelepípedo Ωi
h es n̂ = n̂i y n̂ =

−n̂i, respe
tivamente, notamos que el produ
to n̂i ·
∫∫

n̂ × ~F dA es 
ero 
uando la integral desuper�
ie en 
uestión es 
al
ulada en estas tapas. Además, para los 
uatro lados restantes delparalelepípedo Ωi
h se tiene que

n̂i · (n̂× ~F ) = −n̂i · (~F × n̂) = ~F · (n̂i × n̂) = ~F · T̂ ,donde T̂ es el ve
tor tangente a la 
urva ∂Si. Enton
es, re
ordando que d~r = T̂ dr, de la e
ua
ión(5.4) se obtiene
rot ~F (~ri) · n̂i ≃

1

h∆Ai

∫ h

0

(∮

∂Si

~F · d~r
)
dh.



5.4. ROTOR EN COORDENADAS ORTOGONALES 69La última igualdad es válida para toda altura h su�
ientemente pequeña, por lo que al ha
ertender h a 
ero se in�ere que
rot ~F (~ri) · n̂i ∆Ai ≃

∮

∂Si

~F · d~r.Sumando esta expresión para todas las super�
ies Si, se dedu
e lo siguiente
∑

i

rot ~F (~ri) · n̂i ∆Ai ≃
∑

i

∮

∂Si

~F · d~r =

∮

∂S

~F · d~r. (5.5)Notemos que en la última igualdad en (5.5) hemos usado que las integrales aso
iadas a los ladosinternos de los paralelepípedos Ωi
h se anulan entre sí. Finalmente, se 
on
luye notando que ellado izquierdo de (5.5) 
onverge a la integral ∫∫

S

rot(~F ) · d ~A 
uando la malla se ha
e 
ada vezmás �na.Para que esta demostra
ión sea rigurosa, falta justi�
ar que los errores en las aproxima
ionesrealizadas pueden ha
erse arbitrariamente pequeños y por lo tanto se anulan en el límite.5.4. Rotor en 
oordenadas ortogonalesSea ~r : D ⊆ R3 → R3 un sistema de 
oordenadas ortogonales ~r = ~r(u, v, w) 
uyo triedro û, v̂y ŵ satisfa
e la regla de la mano dere
ha. Utilizaremos las mismas nota
iones de la se

ión 4.3.En parti
ular, 
onsideramos la familia {Ωε}ε>0 dada por (4.5) y ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un 
ampode 
lase C1, de�nido en un abierto Ω que satisfa
e que ~r0 = ~r(u0, v0, w0) ∈ Ωε ⊆ Ω para todo
ε > 0 pequeño.Expresamos el 
ampo ve
torial en las 
oordenadas ortogonales 
omo

~F = Fuû+ Fvv̂ + Fwŵ.Para obtener rot(~F )(~r0) expresado en las 
oordenadas dadas por ~r, usaremos la es
ritura
rot ~F = (rot(~F ) · û)û+ (rot(~F ) · v̂)v̂ + (rot(~F ) · ŵ)ŵ,donde todos los términos están evaluados en ~r0. Para esto, daremos una 
ara
teriza
ión límitedel rotor válida en este 
ontexto, alternativa a (5.1), que proviene de utilizar apropiadamenteel teorema de Stokes.Comen
emos por 
onsiderar la super�
ie S1

ε = {~r(u0, v, w) | v0 ≤ v ≤ v0 + ε, w0 ≤ w ≤
w0 + ε}, que es exa
tamente la misma de la se

ión 4.3, y la 
urva 
errada Γε = ∂S1

ε que
orresponde a la frontera de S1
ε . Re
ordemos que el 
ampo de normales sobre la super�
ie S1

ε ,exteriores a Ωε, está dado por n̂ = û(u0, v, w), (v, w) ∈ (v0, v0 +ε)× (w0, w0 +ε). Re
orramos Γεen sentido positivo respe
to a la orienta
ión dada por el 
ampo de normales. En 
onse
uen
ia,por el teorema de Stokes se tiene que
∮

Γε

~F · d~r =

∫∫

S1
ε

rot(~F ) · d ~A =

∫∫

S1
ε

rot(~F ) · û dA = [rot(~F ) · û](~rε)A(S1
ε ),



70 CAPÍTULO 5. COMPLEMENTOS SOBRE ROTOR Y TEOREMA DE STOKESdonde para la última igualdad usamos el teorema de valor medio para integrales múltiples demodo que ~rε = ~r(u0, vε, wε) para algún par (vε, wε) ∈ (v0, v0 + ε) × (w0, w0 + ε). Por lo tanto,por 
ontinuidad de las derivadas de ~F , se sigue que
[rot(~F ) · û](~r0) = ĺım

ε→0

1

A(S1
ε )

∮

Γε

~F · d~r. (5.6)Ahora bien, al des
omponer la integral de trabajo del numerador en 
uatro integrales, 
adauna aso
iada a uno de los segmentos que 
onstituyen Γε y que son aristas de un lado de S1
ε ,obtenemos, 
on algo de abuso de nota
ión, que

∮

Γε

~F · d~r =

v0+ε∫

v0

~F · d~r +

w0+ǫ∫

w0

~F · d~r +

v0∫

v0+ε

~F · d~r +

w0∫

w0+ǫ

~F · d~r

=

v0+ε∫

v0

~F (~r(u0, v, w0)) ·
∂~r

∂v︸ ︷︷ ︸
Fv(u0,v,w0)hv(u0,v,w0)

dv +

w0+ǫ∫

w0

Fw(u0, v0 + ε, w)hw(u0, v0 + ε, w)dw

−
v0+ε∫

v0

Fv(u0, v, w0 + ε)hv(u0, v, w0 + ε)dv −
w0+ε∫

w0

Fw(u0, v0, w)hw(u0, v0, w)dw,que gra
ias al teorema fundamental del 
ál
ulo impli
a
∮

Γε

~F · d~r =

w0+ε∫

w0

v0+ε∫

v0

∂

∂v
(Fwhw)(u0, v, w)dvdw−

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

∂

∂w
(Fvhv)(u0, v, w)dwdv

=

w0+ε∫

w0

v0+ε∫

v0

[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)](u0, v, w)dvdw

=

∫∫

S1
ε

1

hvhw

[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)] dA.Luego, por (5.6), se tiene

[rot(~F ) · û](~r0) = ĺım
ε→0

1

A(S1
ε )

∫∫

S1
ε

1

hvhw
[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)] dA.Utilizando una vez más el teorema del valor medio para integrales múltiples y ha
iendo ε → 0se dedu
e �nalmente que

rot(~F ) · û =
1

hvhw
[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)].Argumentos análogos para las otras dos 
omponentes permiten obtener expresiones similarespara rot(~F ) · v̂ y rot(~F ) · ŵ, probando así la fórmula (1.13).



Problemas de re
apitula
iónProblema 1. 1(a) Dado ~F ∈ C2(Ω; R3) 
on Ω ⊆ R3 un abierto, pruebe que div(∇× ~F ) = 0.(b) Sea ~F (x, y, z) = (ez − x2y)̂ı+ (z + xy2)̂+ y2
√

1 + z4k̂. Cal
ule ∇× ~F .(
) Sea S la super�
ie del 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = 4, que se en
uentra en la región
z ≥ 1 y que se orienta según la normal superior (exterior a la esfera). Cal
ule el �ujo de
∇× ~F a través de S donde ~F es el 
ampo ve
torial de la parte (b).Problema 2. 2 En lo que sigue denotamos Ω = {(x, y, z) : x2 + y2 6= 0}.(a) Sea ~F : Ω → R3 el 
ampo ve
torial dado por ~F = 1

ρ
ρ̂+ ρk̂ (
oordenadas 
ilíndri
as). Sea

S la por
ión del 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = a2 que se en
uentra fuera del 
ilindro
x2 + y2 ≤ a2/4. Bosqueje S y 
al
ule el �ujo de ~F a través de la super�
ie S orientadasegún la normal exterior al 
ubo.(b) Sea ~F : Ω → R3 el 
ampo ve
torial dado por ~F = cos(ϕ) θ̂ (
oordenadas esféri
as). Utili
eel Teorema de Stokes para 
al
ular el trabajo de ~F a lo largo de la 
urva que resulta deinterse
tar el 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = 2 
on el plano x = 1. Haga un bosquejoindi
ando la orienta
ión de la 
urva y de la normal es
ogida.Problema 3. 3 Sea ~r el 
ampo ve
torial dado por ~r(x, y, z) = (x, y, z). Dada una super�
ieregular S y un ve
tor �jo ~v0 ∈ R3, demuestre que

∫∫

S

~v0 · d ~A =





1

2

∫

∂S

(~v0 × ~r) · d~r si S tiene borde ∂S 6= ∅

0 si S es una super�
ie 
erradadonde S y ∂S tienen orienta
iones 
ompatibles (explique).Problema 4. 4 Sea ~v un 
ampo de�nido por
~v(x, y, z) = zı̂ + x̂+ yk̂.1Examen. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: F. Álvarez, R. Correa, P. Gajardo2Examen. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti3Control 1. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez4Control 1. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: R. Correa, P. Gajardo71



72 PROBLEMAS DE RECAPITULACIÓNConsidere las siguientes regiones del espa
io
H1 = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0, y ≥ 0}
H2 = {(x, y, z) ∈ R3 : y = 2z}
D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = a2}(a) Dibuje la 
urva C = (H1

⋃
H2)

⋂
D y la super�
ie S que ella de�ne.(b) Cal
ule dire
tamente ∫∫

S

rot~v · n̂ dA(
) Veri�que el resultado anterior mediante el Teorema de Stokes.Problema 5. 5 Sea el 
ampo ve
torial ~F : R2 \ {(0, 0)} → R2 de�nido por
~F (x, y) =

( −y
x2 + y2

,
x

x2 + y2

)Dada una 
urva Γ ⊂ R2 \ {(0, 0)} se de�ne n(Γ) :=
1

2π

∫

Γ

~F · d~r.(a) Para las siguientes parametriza
iones, bosqueje la 
urva 
orrespondiente y 
al
ule el valorde n(Γ).(i) ~ϕ(t) = (r cos(t), r sin(t)), t ∈ [0, 2π].(ii) ~ϕ(t) = (r cos(t),−r sin(t)), t ∈ [0, 2π].(iii) ~ϕ(t) = (r cos(t), r sin(t)), t ∈ [0, 4π].(iv) Γ es la frontera del 
uadrado [−1, 1]× [−1, 1] re
orrida en el sentido de las mane
illasdel reloj. Pregunta: ¾ Es ~F un 
ampo 
onservativo en todo R2 \ {(0, 0)} ?. Dada Γ
urva 
errada en torno al origen (0,0), se le llama a n(Γ) el número de enrollamientoanti-horario de Γ. Justi�que esta terminología.(b) Considere la 
urva Γ parametrizada por ~ϕ(t) = (2r − r cos(t), r sin(t)), t ∈ [0, 2π]. Para
al
ular n(Γ) pruebe que existe g : R ⊂ R2 → R tal que ~F (x, y) = ∇g(x, y) en unre
tánguloR que 
ontiene a la 
urva Γ. Deduz
a el valor de n(Γ) para toda 
urva 
ontenidaen di
ho re
tángulo.Ind.: Busque g de la forma g(x, y) = f( y
x
) (re
uerde que d

dt
(arctg)(t) =

1

1 + t2
).(
) ¾ Hay alguna 
ontradi

ión entre los resultados obtenidos en las partes (a) y (b) ? Justi-�que.Problema 6. Sea ~r = (x, y, z), r = ||~r|| y la super�
ie Σ = ∂{~r ∈ R3 | a ≤ r ≤ b} orientadaha
ia el exterior. Sean ~F : R3 → R3 y f : R → R ambas de 
lase C1 tales que:

~F (~r) = f(r2)~r.5Control 1. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



PROBLEMAS DE RECAPITULACIÓN 73(a) Veri�
ar que
r2 div ~F (~r) =

d

dr
(r3f(r2)).(b) Con
luir que ∫∫

Σ

~F · ~dS = 4π(b3f(b2) − a3f(a2)).(
) Con la misma nota
ión, sea C una 
urva de extremos O = (0, 0, 0) y A = (0, 0, a), regularpor pedazos, re
orrida desde O hasta A. Veri�
ar que
∫

C

~F · d~r =
1

2

a∫

0

f(t)dt.Indi
a
ión: Cal
ular rot ~F .Problema 7. 6 Sea Σ la parte de la super�
ie del toro de radios R, a (R > a) en
errada porla esfera de radio R. Considere Σ orientada según la normal exterior al toro. Cal
ule:(a) El �ujo a través de Σ del 
ampo elé
tri
o debido a una 
arga puntual q en el orígen.(b) ∫∫
Σ

∇× ~F · d ~A para el 
ampo
~F (x, y, z) = (x, y, exp(xy)).Problema 8. 7 Considere el volumen Ω ⊂ R3 de�nido por las ine
ua
iones:
{

|z| ≤ 2 − x2 − y2

(x− 1)2 + y2 ≤ 1(a) Bosqueje la región Ω.(b) Use el teorema de la divergen
ia para 
al
ular el �ujo del 
ampo ~F = ρρ̂ (en 
oordenadas
ilíndri
as) a través de ∂Ω orientada según la normal exterior.(
) Cal
ular el trabajo del 
ampo ~F = ρρ̂ a lo largo de la 
urva que se obtiene al interse
tarlas super�
ies z = 2−x2 − y2 
on (x− 1)2 + y2 = 1 (pre
isar la orienta
ión es
ogida parala 
urva).Problema 9. 8 Sea S ⊂ R3 la super�
ie regular de�nida por las e
ua
iones x2 + y2 − z2 = 0,
x2 + y2 − 2ay ≤ 0 (a > 0), x ≥ 0 y z ≥ 0(a) Bosqueje y en
uentre una parametriza
ión de la super�
ie S.6Examen. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti7Control 1. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti8Control 1. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



74 PROBLEMAS DE RECAPITULACIÓN(b) Es
oja una orienta
ión para S y 
al
ule el �ujo a través de S del 
ampo ve
torial en
oordenas 
ilíndri
as: ~F = ρρ̂+ cos2 θecos
3 θθ̂.(
) Cal
ule el trabajo del 
ampo ~F de la parte (b) al re
orrer la 
urva que se obtiene 
omointerse

ión de las super�
ies z =

√
x2 + y2 y x2 + y2 − 2ay = 0. Haga un bosquejo deesta 
urva y pre
ise el sentido de re
orrido.Problema 10. 9 Sea S ⊂ R3 la super�
ie 
ara
terizada por x2 + y2 − 2z = 0, x2 + y2 − 4y ≤ 0.(a) En
uentre una parametriza
ión regular de S y obtenga un 
ampo de normales a S. Bosque-je S en un grá�
o.(b) Cal
ule el �ujo a través de S orientada según el 
ampo de normales obtenido en (a), parael 
ampo ~F (x, y, z) = x√

x2+y2
ı̂+ y√

x2+y2
̂+ k̂.Problema 11. 10 En lo que sigue denotamos Ω = {(x, y, z) : x2 + y2 6= 0}.(a) Sea ~F : Ω → R3 el 
ampo ve
torial dado por ~F = 1

ρ
ρ̂+ ρk̂ (
oordenadas 
ilíndri
as). Sea

S la por
ión del 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = a2 que se en
uentra fuera del 
ilindro
x2 + y2 ≤ a2/4. Bosqueje S y 
al
ule el �ujo de ~F a través de la super�
ie S orientadasegún la normal exterior al 
ubo.(b) Sea ~F : Ω → R3 el 
ampo ve
torial dado por ~F = cos(ϕ) θ̂ (
oordenadas esféri
as). Utili
eel Teorema de Stokes para 
al
ular el trabajo de ~F a lo largo de la 
urva que resulta deinterse
tar el 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = 2 
on el plano x = 1. Haga un bosquejoindi
ando la orienta
ión de la 
urva y de la normal es
ogida.Problema 12. 11 Sea ~F = 1

ρ2 ρ̂+e−ρ2
θ̂+zk̂ (en 
oordenadas 
ilíndri
as) y S el 
asquete esféri
ode e
ua
ión x2 + y2 + z2 = 4.(a) Cal
ule el �ujo de ~F a través de la por
ión de S que se en
uentra en la región x2 + y2 ≥ 1(orientar S según la normal exterior).(b) Cal
ule rot(~F ) y el trabajo de ~F a lo largo de la 
urva obtenida al interse
tar S 
onla super�
ie de e
ua
ión x = y2 + z2 (es
oja una orienta
ión para la 
urva, indi
ándolamediante un bosquejo).Problema 13. 12 De a
uerdo a la teoría de Yukawa para las fuerzas nu
leares, la fuerza deatra

ión entre un neutrón y un protón tiene 
omo poten
ial U(r) = Ke−αr/r (
oordenadasesféri
as) para 
iertas 
onstantes K < 0 y α > 0.(a) En
uentre la fuerza ~F = −∇U en R3 \ {~0}.9Control 1. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez10Examen. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti11Control 2. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas.12Control 2. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



PROBLEMAS DE RECAPITULACIÓN 75(b) Cal
ule dire
tamente el �ujo de ~F a través del 
asquete esféri
o r = a (a > 0) orientadosegún la normal exterior.(
) Pruebe que ∆U = α2U en R3 \ {~0} (re
uerde que ∆u = div∇u).(d) Demuestre que si Ω ⊂ R3 es un abierto a
otado que 
ontiene al origen, 
uya frontera ∂Ωes una super�
ie regular a trozos y orientada según la normal exterior, enton
es
∫∫

∂Ω

~F · d ~A = 4πK − α2

∫∫∫

Ω

UdV.¾Contradi
e este resultado el teorema de la divergen
ia de Gauss? Explique.Problema 14. 13 Sean Ω ⊂ Ω′ dos abiertos a
otados en R3. Suponga que ∂Ω es una super�
ieregular por pedazos y sea u ∈ C2(Ω; R) tal que
{

∆u = f en Ω
∇u · n̂ = g sobre ∂Ωdonde f, g ∈ C(Ω′; R) y n̂ es la normal exterior a Ω. Pruebe que para todo v ∈ C1(Ω; R)

∫∫∫

Ω

∇u · ∇vdV =

∫∫

∂Ω

vgdA−
∫∫∫

Ω

vfdV.Muestre que si f(x, y, z) = 1/x y g ≡ 0 enton
es
∫∫∫

Ω

∂u

∂x
dV = −Vol(Ω),donde en este 
aso Ω no interse
ta el plano Y Z (de e
ua
ión x = 0).

13Control 2. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez
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Capítulo 6El plano 
omplejoEn este 
apítulo re
ordaremos algunas de�ni
iones y propiedades bási
as de los números
omplejos. El le
tor familiarizado 
on estos 
on
eptos puede pasar dire
tamente al 
apítulo 7.6.1. Estru
tura algebrai
a del plano 
omplejoLa estru
tura algebrai
a usual de R2 es la de espa
io ve
torial sobre el 
uerpo1 de los númerosreales de�nida por las opera
iones de adi
ión
(a, b) + (c, d) = (a + c, b+ d)y multipli
a
ión por es
alar

λ(a, b) = (λa, λb),donde a, b, c, d, λ ∈ R. Desde el punto de vista algebrai
o, el plano 
omplejo C no es otra 
osaque R2 dotado de la opera
ión adi
ional produ
to de�nida por
(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).Este produ
to 2 entre ve
tores de R2 puede es
ribirse matri
ialmente 
omo

(
a
b

)
·
(
c
d

)
=

(
a −b
b a

)(
c
d

)
=

(
ac− bd
ad+ bc

)
.Es fá
il veri�
ar que (R2,+, ·) resulta ser un 
uerpo 
onmutativo, el 
ual se denota simple-mente por C. Por otra parte, C 
ontiene una 
opia isomorfa del 
uerpo de los números reales

R. Más pre
isamente, la fun
ión
h : R → C

a → h(a) = (a, 0)1Para las de�ni
iones de espa
io ve
torial y de 
uerpo, el le
tor puede ver el apunte del 
urso de Álgebra.2No debe 
onfundirse la opera
ión · 
on el produ
to interno estándar, también 
ono
ido 
omo produ
toes
alar, y que se de�ne 
omo 〈(a, b), (c, d)〉 = ac + bd. 79



80 CAPÍTULO 6. EL PLANO COMPLEJOes un isomor�smo que permite identi�
ar R 
on el eje {(a, 0) ∈ C : a ∈ R}.Históri
amente, los números 
omplejos fueron introdu
idos 
on el �n de resolver e
ua
ionesalgebrai
as que no tienen solu
ión en los números reales. El ejemplo 
anóni
o es la e
ua
ión
x2 = −1.Consideremos el 
omplejo (0, 1), el 
ual satisfa
e

(0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).Denotando i = (0, 1) e identi�
ando (−1, 0) 
on −1 vía el isomor�smo h, podemos es
ribir
i2 = −1,de modo tal que i es una solu
ión de la e
ua
ión anterior3.Notemos además que las identi�
a
iones anteriores permiten es
ribir

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a · 1 + b · i = a+ ib,donde el produ
to entre i y b se denota simplemente ib. De ahora en adelante, el número
omplejo z = (a, b) será denotado a + ib, y diremos que su parte real es a y que su parteimaginaria es b, lo que se es
ribe a = Re(z) y b = Im(z) respe
tivamente.El 
omplejo 
onjugado de z = a + ib se de�ne por
z = a− ib,y geométri
amente 
orresponde a re�ejar z 
on respe
to al eje horizontal aso
iado a los númerosreales. Notemos que:

∀z1, z2 ∈ C, z1 + z2 = z1 + z2.
∀z1, z2 ∈ C, z1 · z2 = z1 · z2.

z = z ssi z ∈ R.
∀z ∈ C, (z) = z, y además z · z = a2 + b2 si z = a+ ib.
Re(z) = 1

2
(z + z).

Im(z) = 1
2i

(z − z).Sea z = a + ib 6= 0; para determinar su inverso z−1 multipli
amos por z a ambos lados dela e
ua
ión z · z−1 = 1, obteniendo así (z · z)z−1 = z. Pero la 
ondi
ión z 6= 0 impli
a que
z · z = a2 + b2 > 0, por lo tanto

z−1 =
1

z · z z =
a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
.3Los números 
omplejos son muy útiles en Ingeniería Elé
tri
a, donde el símbolo i se reserva para denotarla 
orriente mientras que se usa j para el 
omplejo (0, 1); nosotros utilizaremos i para denotar este último.



6.2. ESTRUCTURA MÉTRICA DEL PLANO COMPLEJO 81Ahora bien, dados z = a + ib 6= 0 y w = c + id, para 
al
ular w/z utilizamos las siguientesidentidades:
w

z
= w · z−1 =

w · z
z · z =

ac+ bd

a2 + b2
+ i

ad − bc

a2 + b2
.A partir de lo anterior se dedu
en todas las reglas usuales del álgebra de los números 
omplejos,las 
uales se dejan al le
tor 
omo ejer
i
io.6.2. Estru
tura métri
a del plano 
omplejoDado z = a + ib ∈ C, su módulo se de�ne 
omo

|z| =
√
zz =

√
a2 + b2,y la distan
ia entre dos números 
omplejos z1, z2 ∈ C se de�ne 
omo

d(z1, z2) = |z1 − z2|.Tenemos las siguientes propiedades:
∀z ∈ C, |z| ≥ 0, |z| = |z|, |Re(z)| ≤ |z| y |Im(z)| ≤ |z|.
|z| = 0 ssi z = 0. En términos de la fun
ión distan
ia: d(z1, z2) = 0 ssi z1 = z2.
∀z1, z2 ∈ C, |z1z2| = |z1||z2|.
∀z1, z2 ∈ C, |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|. En términos de la fun
ión distan
ia, se obtiene 
omo
onse
uen
ia la desigualdad triangular:

∀z1, z2, z3 ∈ C, d(z1, z2) ≤ d(z1, z3) + d(z3, z2).Observemos que |a + ib| 
oin
ide 
on la norma eu
lidiana ‖(a, b)‖ del ve
tor (a, b) ∈ R2, ypor lo tanto 
orresponde a la distan
ia entre el punto (a, b) y el origen del plano 
artesiano. Deeste modo, C y R2 tienen la misma estru
tura topológi
a, lo que signi�
a que las no
iones deve
indad, 
onjunto abierto, 
onjunto 
errado, 
ompa
idad y 
onvergen
ia son las mismas.En 
onse
uen
ia:1. Un 
onjunto A ⊆ C se di
e abierto si para todo punto z0 ∈ A existe un radio ρ > 0 talque el dis
o
D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| < ρ}está 
ontenido en A (ver �gura 6.1).2. Un 
onjunto A ⊆ C se di
e 
errado si su 
omplemento Ac = C \A es abierto. Ejemplo: eldis
o 
errado de�nido por
D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ ρ}
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A

b

Abierto

z0

ρ

A
Cerrado

b

Figura 6.1: Conjunto abierto y 
erradoes un 
onjunto 
errado pues tiene 
omo 
omplemento al 
onjunto
D(z0, ρ)

c = {z ∈ C : |z − z0| > ρ},y es fá
il veri�
ar que este último es abierto.3. Un 
onjunto A ⊆ C se di
e a
otado si existe un radio ρ0 > 0 tal que A ⊆ D(0, ρ0).4. Un 
onjunto se di
e 
ompa
to si es 
errado y a
otado.5. Una su
esión de números 
omplejos zn = an + ibn se di
e que 
onverge al 
omplejo
z = a+ ib, y se es
ribe zn → z, si se tiene que

ĺım
n→∞

|zn − z| = 0,o, equivalentemente, si se tiene que an → a y bn → b 
omo su
esiones de números reales.Propiedad. Si (zn) ⊂ C es una su
esión a
otada enton
es admite una subsu
esión 
onvergente.Demostra
ión. Es dire
to de la 
ompa
idad de su
esiones en R2. �Finalmente, re
ordemos que un 
onjunto A se di
e 
onexo (o también 
onexo por 
aminos),si dados dos puntos 
ualesquiera del 
onjunto existe una 
urva regular por trozos que los une yque está 
ompletamente 
ontenida en A.6.3. Representa
ión polar y raí
es de la unidadSea z = x + iy un número 
omplejo, que 
omo sabemos 
orresponde a un punto P de
oordenadas 
artesianas x e y. Pero P también puede des
ribirse en 
oordenadas polares r y θ.Más pre
isamente, tenemos
z = x+ iy = r cos θ + ir sen θ,donde r =

√
x2 + y2 = |z| y θ es el ángulo en radianes entre el eje OX y el segmento que uneel origen 
on P ; se di
e que θ es el argumento de z.



6.3. REPRESENTACIÓN POLAR Y RAÍCES DE LA UNIDAD 83Una 
ara
terísti
a importante de θ que puede llevar a 
onfusión es que no está úni
amentedeterminado, pues si θ es un valor para el ángulo enton
es para 
ualquier entero k ∈ Z, el valor
θ+2kπ también es válido para des
ribir el mismo punto. Para evitar esta ambigüedad, se suelerestringir el valor de θ al intervalo ] − π, π], en 
uyo 
aso se di
e que θ es el valor prin
ipal delargumento de z y se es
ribe

θ = arg z.En la se

ión 8.2.1 veremos que es posible dar un sentido a la fun
ión exponen
ial evaluada en
arg z ∈ (−π, π]

z

Figura 6.2: Valor prin
ipal del argumentoun número 
omplejo, a partir de lo 
ual es posible obtener la fórmula de Euler
eiθ = cos θ + i sen θ.Esto permite es
ribir
z = reiθ = |z|ei arg(z).Más aún, si z1 = r1e

iθ1 y z2 = r2e
iθ2 enton
es

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2);si r2 > 0 enton
es z1/z2 = (r1/r2)e

i(θ1−θ2).Así,
arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 2π),y en parti
ular se tiene que multipli
ar un 
omplejo por eiθ 
orresponde a rotar el segmentoque lo une 
on el origen en θ radianes. Además, 
omo (eiθ)n = eiθ · · · eiθ = ei(θ+···+θ) = einθ, sededu
e la fórmula de Moivre

(cos θ + i sen θ)n = cosnθ + i sen nθ.Por otra parte, dado k ∈ N , las raí
es k-ésimas de la unidad son aquellos 
omplejos quesatisfa
en zk = 1. Utilizando la representa
ión polar z = reiθ se tiene:
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bb

−1 = eiπ
1

k=2 Nota: se tiene la identidad 
élebre eiπ + 1 = 0.
Figura 6.3: Raí
es 
uadradas de la unidad

zk = 1 ⇔ rkeikθ = 1 ⇔ rk = 1, kθ = 0 (mod 2π)

⇔ r = 1, θ = 0, (
2π

k
), 2(

2π

k
), . . . , (k − 1)(

2π

k
)

⇔ z = 1, ei 2π
k , e2i 2π

k , . . . , e(k−1)i 2π
k

b

b

b

ei 2π
3

ei 4π
3

1

k=3
Figura 6.4: Raí
es 
úbi
as de la unidad



Capítulo 7Continuidad y deriva
iónEn todo lo que sigue, f : Ω → C es una fun
ión de�nida sobre un 
onjunto abierto Ω ⊆ C.7.1. Fun
iones 
ontinuasDe�ni
ión 7.1.1. Diremos que f es 
ontinua en z0 ∈ Ω si para toda su
esión (zn)n≥1 ⊆ Ω talque zn → z0 se tiene que f(zn) → f(z0), lo que se es
ribe de forma 
ompa
ta 
omo
ĺım
z→z0

f(z) = f(z0),o de manera equivalente
ĺım
z→z0

|f(z) − f(z0)| = 0.Si lo anterior es 
ierto para todo z0 ∈ Ω, de
imos simplemente que f es 
ontinua en Ω yes
ribimos f ∈ C(Ω).Por otra parte, dado z ∈ C, f(z) tiene una parte real y otra imaginaria; en 
onse
uen
ia, sepuede es
ribir
f(z) = u(z) + iv(z),o bien

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy,donde las fun
iones1 u = u(x, y) y v = v(x, y) son a valores en R. Es dire
to veri�
ar que
f = u+ iv es 
ontinua en z0 = x0 + iy0 ssi u : Ω → R y v : Ω → R son 
ontinuas en (x0, y0). Enparti
ular, las opera
iones de suma, produ
to, pondera
ión por es
alar, 
omposi
ión y 
uo
iente(
uando está bien de�nido) de fun
iones 
ontinuas preservan la 
ontinuidad.Ejemplos 7.1.2.1. Si f(z) = z2 enton
es

f(z) = x2 − y2 + i2xy,1El dominio de u = u(x, y) y v = v(x, y) es igual a Ω, visto este último 
omo sub
onjunto de R2.85



86 CAPÍTULO 7. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓNde modo tal que
u(x, y) = x2 − y2y
v(x, y) = 2xy.Dado que u y v son 
ontinuas en R2, f(z) = z2 es 
ontinua en C.2. Si f(z) = 1/z enton
es

f(z) =
x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
,y esta fun
ión es 
ontinua en C \ {0}.7.2. Derivada 
ompleja: 
ondi
iones de Cau
hy-RiemannPor analogía al 
aso de una variable real, se introdu
e la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 7.2.1. Sea Ω ⊆ C un 
onjunto abierto y f : Ω → C una fun
ión.Diremos que f es derivable en z0 ∈ Ω, si existe el límite

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
,
uyo valor f ′(z0) lo llamaremos la derivada de f en z0,Si f es derivable en todo z0 ∈ Ω diremos que es holomorfa en Ω.El 
onjunto de todas las fun
iones holomorfas en Ω se denota H(Ω), es de
ir

H(Ω) := {f : Ω → C|f es holomorfa en Ω}.Notemos que si f es derivable en z0 enton
es
f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(z − z0),donde

ĺım
h→0

o(h)

h
= 0.En parti
ular, si f es derivable en z0 enton
es f es 
ontinua en z0.Supongamos que f = u+ iv : Ω ⊆ C → C es derivable en z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. A 
ontinua
iónrela
ionaremos la derivada f ′(z0) 
on las derivadas par
iales de u = u(x, y) y v = v(x, y) en

(x0, y0). Comen
emos por tomar z = z0 + h, 
on h ∈ R. Tenemos enton
es que
f(z) − f(z0)

z − z0
=
f(z0 + h) − f(z0)

h

=
u(x0 + h, y0) + iv(x0 + h, y0)

h
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

h
.



7.2. DERIVADA COMPLEJA: CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 87Luego
f(z) − f(z0)

z − z0
=
u(x0 + h, y0) − u(x0, y0)

h
+ i

v(x0 + h, y0) − v(x0, y0)

h
.Se tendrá en parti
ular que

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).Del mismo modo, es posible repetir un análisis similar al anterior para z = z0 + ih 
on h ∈ R.En tal 
aso tendremos

f(z) − f(z0)

z − z0
=
f(z0 + ih) − f(z0)

ih

=
u(x0, y0 + h) + iv(x0, y0 + h)

ih
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

ih

=
−iu(x0, y0 + h) + v(x0, y0 + h)

h
− −iu(x0, y0) + v(x0, y0)

h
.De donde

f(z) − f(z0)

z − z0
=
v(x0, y0 + h) − v(x0, y0)

h
− i

u(x0, y0 + h) − u(x0, y0)

h
.Así,

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=
∂v

∂y
(x0, y0) − i

∂u

∂y
(x0, y0)Por uni
idad del límite en la de�ni
ión de derivada, debe 
umplirse la igualdad de las dosexpresiones re
ién 
al
uladas para f ′(z0). De este modo, igualando las partes real e imaginariase obtiene

(C-R)





∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0),que se 
ono
en 
omo las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann. Cabe señalar que este desarrollosólo asegura que estas 
ondi
iones son ne
esarias para la existen
ia de la derivada de f en z0.Veremos a 
ontinua
ión que en realidad estas igualdades resultan ser 
ondi
iones ne
esariasy su�
ientes para la derivabilidad de una fun
ión en un punto. Para ello, notemos que, demanera equivalente, f es derivable en z0 si existe algún 
omplejo f ′(z0) = a + ib tal que

ĺım
z→z0

|f(z) − f(z0) − (a+ ib)(z − z0)|
|z − z0|

= 0.Expresando el produ
to (a+ ib)(z − z0) en forma matri
ial 
omo
(
a −b
b a

)(
x− x0

y − y0

)
,



88 CAPÍTULO 7. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓNvemos que la derivabilidad de f en z0 equivale a
ĺım

(x,y)→(x0,y0)

∥∥∥∥
(
u(x, y)
v(x, y)

)
−
(
u(x0, y0)
v(x0, y0)

)
−
(
a −b
b a

)(
x− x0

y − y0

)∥∥∥∥
∥∥∥∥
(
x− x0

y − y0

)∥∥∥∥
= 0,lo que prueba el siguiente resultado.Teorema 7.2.2. Una fun
ión de variable 
ompleja f : Ω ⊆ C → C es derivable en z0 ∈ Ω ssi esFré
het-derivable en (x0, y0) 
omo fun
ión de R2 en R2 y además se satisfa
en las 
ondi
ionesde Cau
hy-Riemann

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)En tal 
aso,

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).Ejemplos 7.2.3.1. Consideremos

f(z) = z2 = x2 − y2 + 2ixy.Las fun
iones u(x, y) = x2 − y2 y v(x, y) = 2xy son (Fré
het)-derivables en todo R2 puestodas sus derivadas par
iales son 
ontinuas en R2. Más aún, es dire
to veri�
ar que se
umplen las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann en todo R2:
∂u
∂x

= 2x = ∂v
∂y
,

∂u
∂y

= −2y = −∂v
∂x
.Luego

f ′(z0) = 2x0 + i2y0 = 2z0.2. Sea
f(z) = z3 = (x3 − 3y2x, 3x2y − y3).Nuevamente por Cau
hy-Riemann:

∂u
∂x

= 3(x2 − y2) = ∂v
∂y
,

∂u
∂y

= −6xy = −∂v
∂x
.Luego

f ′(z0) = 3(x2
0 − y2

0) + i6x0y0 = 3z2
0 .



7.3. PROPIEDADES BÁSICAS DE LA DERIVADA COMPLEJA 893. Tomemos ahora
f(z) = zk,
on k > 0 un entero �jo. Veremos por de�ni
ión que

f ′(z0) = kzk−1
0 .En efe
to,

|(z0 + h)k − zk
0 − kzk−1

0 h| =

∣∣∣∣∣
k∑

l=2

(
k

l

)
zk−l
0 hl

∣∣∣∣∣

= |h2|
∣∣∣∣∣
k−2∑

j=0

(
k

j + 2

)
zk−2−j
0 hj

∣∣∣∣∣

≤ |h|2
k−2∑

j=0

k!

(j + 2)!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j|h|j

≤ |h|2k(k − 1)

k−2∑

j=0

(k − 2)!

j!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j|h|j

= |h|2k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2.Luego ∣∣∣∣
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

∣∣∣∣ ≤ |h| · k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2 → 0.Las reglas usuales para la deriva
ión de sumas, produ
tos, 
uo
ientes, pondera
ión por es
alary 
omposi
ión de fun
iones son válidas. A 
ontinua
ión enun
iamos estas propiedades, 
uyasdemostra
iones quedan 
omo ejer
i
io al le
tor.7.3. Propiedades bási
as de la derivada 
omplejaReglas de deriva
ión:1. Sean f, g : Ω → C dos fun
iones derivables en z0 y sea α ∈ C, enton
es la fun
ión
h = αf + g también es derivable en z0 y se tiene

h′(z0) = (αf + g)′(z0) = αf ′(z0) + g′(z0).2. Si f, g : Ω → C son derivables en z0 enton
es el produ
to fg es derivable en z0 y se tiene
(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g

′(z0).3. Si f, g : Ω → C son derivables en z0 
on g(z0) 6= 0 enton
es el 
uo
iente f/g es derivableen z0 y se tiene (
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0) − f(z0)g
′(z0)

g(z0)2
.



90 CAPÍTULO 7. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN4. Si f : Ω → C es derivable en z0 y g : D → C es derivable en f(z0) ∈ D enton
es la
omposi
ión g ◦ f es derivable en z0 y se tiene
(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) · f ′(z0).En parti
ular, todo polinomio
p(z) = c0 + c1z + . . .+ ckz

kes holomorfo en C 
on
p′(z0) = c1 + 2c2z0 + . . . kckz

k−1.Similarmente,
f(z) =

1

zkes holomorfa en C \ {0} 
on
f ′(z0) = − k

zk+1
0

, ∀z0 6= 0.Por otra parte, es evidente que si f ≡ C 
on C ∈ C una 
onstante enton
es f ′ ≡ 0. Para lare
ípro
a se tiene:Proposi
ión 7.3.1. Sea f : Ω ⊆ C → C una fun
ión holomorfa 
on Ω un 
onjunto abierto y
onexo. Si f ′ ≡ 0 en Ω enton
es f es 
onstante en Ω.Demostra
ión. Sea f = u+ iv ∈ H(Ω) tal que f ′ ≡ 0 en Ω. Por Cau
hy-Riemann, se tiene
∀(x, y) ∈ Ω,

∂u

∂x
(x, y) =

∂u

∂y
(x, y) =

∂v

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) = 0.Como Ω es 
onexo, se dedu
e que existen dos 
onstantes reales C1 y C2 tales que u ≡ C1 y

v ≡ C2, y en 
onse
uen
ia f ≡ C1 + iC2 en Ω. �Diremos que una fun
ión holomorfa F : Ω → C es una primitiva de f : Ω → C si
∀z ∈ Ω, F ′(z) = f(z).Corolario 7.3.2. Sean F,G ∈ H(Ω) dos primitivas de una fun
ión f : Ω ⊆ C → C, donde Ωes un abierto 
onexo. Enton
es ∃C ∈ C tal que ∀ z ∈ Ω, F (z) = G(z) + C.Demostra
ión. Basta apli
ar la Proposi
ión 7.3.1 a la fun
ión H = F −G. �



7.4. EJERCICIOS 917.4. Ejer
i
ios1. Para las siguientes fun
iones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y 
al
ulesu derivada:a) f(z) = z.b) f(z) = ex(cos y − i sen y), z = x+ iy.
) f(z) = e−x(cos y − i sen y), z = x+ iy.d) f(z) = (z3 + 1)e−y(cosx+ i sen x), z = x+ iy.2. Sea f : Ω ⊆ C → R. Pruebe que si f es diferen
iable en z0 ∈ Ω (en el sentido 
omplejo)enton
es f ′(z0) = 0.3. Sean Ω ⊆ C un abierto 
onexo por 
aminos y f : Ω → C una fun
ión holomorfa. Pruebeque si |f | es 
onstante en Ω enton
es f también es 
onstante. Indi
a
ión: 
onsidere |f |2.4. Sean u, v : Ω ⊆ R2 → R. Pruebe que si u + iv y v + iu son holomorfas en Ω 
omosub
onjunto de C, enton
es u+ iv es 
onstante.5. Sea z0 ∈ C y de�namos f(z) = (z − z0)|z − z0|, z ∈ C. Pruebe que f es diferen
iable sóloen z0.6. Sea f(z) = u(x, y) + i v(x, y) una fun
ión holomorfa para la 
ual existen 
onstantes
a, b, c ∈ IR no nulas tales que a u(x, y) + b v(x, y) = c. Probar que f es 
onstante.7. Sea u = u(x, y) una fun
ión de 
lase C2 en R2. Pruebe que si u es armóni
a, i.e. ∆u = 0,enton
es existe una fun
ión v = v(x, y) tal que f = u+ iv es holomorfa en C. Indi
a
ión:veri�que que el 
ampo ~F = −∂u

∂y
ı̂+ ∂u

∂x
̂ es 
onservativo.8. Se sabe que u(x, y) = ln(x2 + y2) + x − 2y 
orresponde a la parte real de una fun
iónholomorfa f(z). En
uentre la parte imaginaria v(x, y) sabiendo que f(1) = 1 − i.7.5. ProblemasProblema 7.1. De�namos los operadores diferen
iales ∂

∂z
y ∂

∂z
mediante las fórmulas

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)(a) Pruebe que f = u+ iv satisfa
e las e
ua
iones de Cau
hy-Riemann si y sólo si ∂f
∂z

= 0.(b) Si f ∈ H(Ω), muestre que ∀z ∈ Ω, f ′(z) =
∂f

∂z
(z).



92 CAPÍTULO 7. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN(
) Expli
ite en términos de u y v a qué 
orresponde la e
ua
ión ∂2f

∂z∂z
= 0.(d) Dada una fun
ión f = u+ iv 
on u y v de 
lase C2, se de�ne el lapla
iano de f mediante

∆f = ∆u+ i∆v,y si ∆f = 0 en Ω enton
es se di
e que f es armóni
a en Ω. Deduz
a que si f ∈ H(Ω)enton
es f es armóni
a en Ω. Pruebe que f ∈ H(Ω) si y sólo si f(z) y zf(z) son armóni
asen Ω.Problema 7.2. Sean u(x, y) y v(x, y) dos fun
iones de 
lase C1 en R2. Considere los 
amposen R3 de�nidos por ~w(x, y, z) = u(x, y)̂ı+ v(x, y)̂ y ~w1(x, y, z) = v(x, y)̂ı− u(x, y)̂.(a) Pruebe que ~w y ~w1 son 
onservativos si y sólo si u y v satisfa
en las 
ondi
iones deCau
hy-Riemann, en 
uyo 
aso de
imos que u y v son fun
iones 
onjugadas.(b) Pruebe que si u(x, y) y v(x, y) son 
onjugadas y de 
lase C2 enton
es ∆u = ∆v = 0(de
imos que u y v son armóni
as) y además ∇u · ∇v = 0.(
) Pruebe que si u(x, y) es armóni
a enton
es existe una fun
ión v(x, y) 
onjugada de u. In-di
a
ión: note que lo anterior es equivalente a probar que un 
ierto 
ampo es 
onservativo.Problema 7.3. Sea f : Ω ⊆ C → C , 
on Ω abierto no va
ío. Supongamos que en 
oordenadas
artesianas z = x + iy, f(z) = û(x, y) + iv̂(x, y), y que en 
oordenadas polares z = reiθ,
f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ) 
on u y v diferen
iables.Veri�que que u(r, θ) = û(r cos θ, r sen θ) y v(r, θ) = v̂(r cos θ, r sen θ), y pruebe que f esholomorfa en Ω si y sólo si 




1

r

∂v

∂θ
=

∂u

∂r

1

r

∂u

∂θ
= −∂v

∂rEstas se 
ono
en 
omo las e
ua
iones de Cau
hy-Riemann en 
oordenadas polares. Veri�queque de tenerse estas 
ondi
iones enton
es
f ′(z) =

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
e−iθ, z = reiθ.



Capítulo 8Fun
iones en serie de poten
iasHemos visto que las fun
iones algebrai
as, entendidas 
omo sumas (�nitas), produ
tos, 
uo-
ientes y poten
ias de polinomios en z, son fun
iones holomorfas en todo C. En este 
apítuloextenderemos varias fun
iones tras
endentes de una variable real al plano 
omplejo utilizandosus expresiones en series de poten
ias, obteniendo así nuevas fun
iones holomorfas.8.1. De�ni
iones y propiedades bási
asSea (ck)k≥0 ⊆ C una su
esión de números 
omplejos y a ∈ C un punto dado. Dado z ∈ Cde�nimos la suma par
ial
SN(z) =

N∑

k=0

ck(z − a)k.Re
ordemos que dada una su
esión de números reales (an), se de�ne el límite superior de lasu
esión 
omo
ĺım sup

n→∞
an ≡ ĺım

n→∞
sup
k≥n

ak ∈ (0,+∞].El ĺım sup an es el supremo de los puntos de a
umula
ión de la su
esión.Teorema 8.1.1. Sea
R = 1/ ĺım sup

k→∞

k
√
|ck|,
on la 
onven
ión 1/0 = ∞. Enton
es1. SN(z) 
onverge si |z − a| < R y diverge si |z − a| > R. Al número R se le llama radio de
onvergen
ia de la serie .2. La serie S(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k es holomorfa en D(a,R) = {z ∈ C : |z − a| < R} 
on
S ′(z) =

∞∑

k=1

kck(z − a)k−1.93



94 CAPÍTULO 8. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASDemostra
ión. Supongamos para simpli�
ar que a = 0, el 
aso general se ha
e igual.Si |z| < R ⇒ k
√

|ck||z| ≤ ε < 1 para todo k su�
ientemente grande, luego
|SN+m(z) − SN (z)| ≤

N+m∑

k=N+1

|ck||z|k

≤
∞∑

k=N+1

( k
√

|ck||z|︸ ︷︷ ︸
≤ε

)k

≤ εN+1

1 − ε
→ 0 
uando N → ∞.Luego, (SN (z))N≥1 es de Cau
hy en C, y por lo tanto es 
onvergente.Supongamos que |z| > R. Por una parte, tenemos que |SN(z) − SN−1(z)| = |cN ||z|N .. Si

SN(z) 
onverge enton
es ne
esariamente |SN(z)−SN−1(z)| → 0. Es
ojamos una subsu
e-sión Nk tal que
Nk

√
|cNk

| → 1/R.En parti
ular, dado ε > 0 se tendrá que para todo k su�
ientemente grande Nk

√
|cNk

| >
1/(R + ε), y en 
onse
uen
ia

|cNk
||z|Nk > [|z|/(R + ε)]Nk .Es
ogiendo ε > 0 tal que R + ε < |z| (esto es posible pues hemos supuesto que |z| > R),se dedu
e que

|cNk
||z|Nk > θNk 
on θ > 1.Luego, |SNk

(z) − SNk−1(z)| ≥ θNk → ∞, y por lo tanto SN(z) no 
onverge.Demostremos ahora que la serie S(z) es derivable término a término tal 
omo se estable
een el enun
iado. Comen
emos por notar que 
omo ĺım supk
k−1
√
k|ck| = ĺım supk

k
√

|ck|, enton
esambas series tienen el mismo radio de 
onvergen
ia. Sea z0 ∈ D(0, R) y h ∈ C pequeño demodo tal que |z0| + |h| ≤ R− ε. Enton
es
∣∣∣∣∣
S(z0 + h) − S(z0)

h
−

∞∑

k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=2

ck

[
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

]∣∣∣∣∣

≤ |h|
∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(|z0| + |h|)k−2

≤ |h| ·
[ ∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(R− ε)k−2

]

︸ ︷︷ ︸
onvergente a un M<+∞

= M |h| → 0 
uando h→ 0.

�



8.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 95Observa
ión. Si |z − a| = R enton
es puede o no haber 
onvergen
ia, lo que dependerá de
ada serie en parti
ular.Corolario 8.1.2. Bajo las 
ondi
iones del teorema anterior, la serie
S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − a)k,tiene derivadas de todos los órdenes en D(a,R), lo que es
ribimos S ∈ C∞(D(a,R)), y másaún
∀n ∈ N, S(n)(z) =

∞∑

k=n

k(k − 1) · · · (k − n + 1)ck(z − a)k−n.En parti
ular,
∀k ∈ N, ck =

S(k)(a)

k!
.8.2. Ejemplos de fun
iones en serie de poten
ias8.2.1. La fun
ión exponen
ialDe�nimos la exponen
ial 
ompleja de z ∈ C mediante la serie de poten
ias

exp(z) =

∞∑

k=0

zk

k!
.El radio de 
onvergen
ia de esta serie es

R = 1/ ĺım
k→∞

k

√
1

k!
= 1/0 = ∞,de modo que la exponen
ial queda bien de�nida para todo z ∈ C, es de
ir

exp : C → C.Veamos algunas propiedades bási
as de la fun
ión exponen
ial.Propiedades.
∀x ∈ R, exp(x) = ex.
∀y ∈ R, exp(iy) = cos y + i sen y.En efe
to, desarrollando la serie de poten
ias e identi�
ando sus partes real e imaginariase obtiene

exp(iy) =

∞∑

k=0

(iy)k

k!

= [1 − y2

2!
+
y4

4!
− y6

6!
+ . . .] + i[y − y3

3!
+
y5

5!
− y7

7!
+ . . .]

= cos y + i sen y.
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∀z1, z2 ∈ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2).En efe
to,

exp(z1 + z2) =

∞∑

k=0

(z1 + z2)
k

k!

=
∞∑

k=0

1

k!

k∑

j=0

(
k

j

)
zk−j
1 zj

2 =
∞∑

k=0

k∑

j=0

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!

=

∞∑

j=0

∞∑

k=j

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!
= exp(z1) exp(z2).

∀x, y ∈ R,
exp(x+ iy) = ex(cos y + i sen y).

∀z0 ∈ C, exp′(z0) = exp(z0).Ejer
i
io: veri�
arlo usando Cau
hy-Riemann.
∀z ∈ C, exp(z) = exp(z + 2kπi), es de
ir exp(·) es 2πi-periódi
a.
exp(·) no tiene 
eros; más aún, si z ∈ C es tal que z = x+ iy, enton
es

| exp(z)| = ex 6= 0 ∀x ∈ R.8.2.2. Fun
iones hiperbóli
asUna vez de�nida la fun
ión exponen
ial, podemos de�nir las fun
iones 
oseno y seno hiper-bóli
o de una variable 
ompleja de manera similar a 
omo se de�nen las fun
iones hiperbóli
asde una variable real.El 
oseno hiperbóli
o es la fun
ión holomorfa en C

cosh : C → Cde�nida por
cosh(z) =

exp(z) + exp(−z)
2

= 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+
z6

6!
+ . . .

= cosh(x) cos y + i senh(x) sen y.El seno hiperbóli
o es la fun
ión holomorfa en C

senh : C → C
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senh(z) =

exp(z) − exp(−z)
2

= z +
z3

3!
+
z5

5!
+
z7

7!
+ . . .

= senh(x) cos y + i cosh(x) sen y.Propiedades.
cosh(−z) = cosh(z) (fun
ión par).
senh(−z) = − senh(z) (fun
ión impar).Ambas son 2πi-periódi
as.
cosh′(z) = senh(z).
senh′(z) = cosh(z).
cosh2(z) − senh2(z) = 1.
cosh(z) = 0 ⇔ z = (π

2
+ kπ)i, k ∈ Z.

senh(z) = 0 ⇔ z = kπi, k ∈ Z.8.2.3. Fun
iones trigonométri
asPor analogía 
on el 
aso real, las fun
iones trigonométri
as 
oseno y seno de una variable
ompleja se de�nen a partir de sus series de poten
ias1El 
oseno es la fun
ión holomorfa en C

cos : C → Cde�nida por
cos(z) = 1 − z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ . . .

=
exp(iz) + exp(−iz)

2
= cosh(iz)

= cosh(y) cosx− i senh(y) senx.El seno es la fun
ión holomorfa en C

sen : C → C1Las series de poten
ias del seno y del 
oseno tienen ambas radio de 
onvergen
ia igual a in�nito.
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sen(z) = z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ . . .

=
exp(iz) − exp(−iz)

2i

=
1

i
senh(iz)

= cosh(y) sen x+ i senh(y) cosx.Propiedades.
cos(−z) = cos(z) (fun
ión par).
sen(−z) = − sen(z) (fun
ión impar).Ambas son 2π-periódi
as.
cos′(z) = − sen(z).
sen′(z) = cos(z),
cos2(z) + sen2(z) = 1.
cos(z) = 0 ⇔ z = (π

2
+ kπ), k ∈ Z.

sen(z) = 0 ⇔ z = kπ, k ∈ Z.8.2.4. Fun
ión logaritmoAunque nos gustaría de�nir la fun
ión logaritmo de un número 
omplejo log(z) simplemente
omo la fun
ión inversa de exp(z), hay dos in
onvenientes que nos lo impiden:1. exp(z) no es epiye
tiva pues exp(z) 6= 0 para todo z ∈ C.2. exp(z) no es inye
tiva pues es 2πi-periódi
a.La primera di�
ultad es simple de resolver pues basta restringir el dominio del logaritmo alrango de la exponen
ial, esto es, C \ {0}. Aunque el segundo in
onveniente es más deli
ado,veremos a 
ontinua
ión que sí es posible de�nir
log : C \ {0} → Cde modo tal que se tenga la propiedad

∀z ∈ C \ {0}, exp(log(z)) = z.En efe
to, sea z = reiθ 
on r = |z| > 0 de modo que z ∈ C \ {0}. Para resolver la e
ua
ión
exp(w) = z tomemos w = x + iy de modo que exp(w) = exeiy, y así la e
ua
ión exeiy =
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reiθ tiene 
omo solu
ión x = ln r, y = θ(mod 2π). Luego, el 
onjunto solu
ión está dado por
{ln |z| + i(arg z + 2kπ)|k ∈ Z}, donde arg z ∈ (−π, π] es el valor prin
ipal del argumento de zde�nido en la se

ión 6.3.Así, para 
ada k ∈ Z tenemos la determina
ión k-ésima de la fun
ión logaritmo logk :
C \ {0} → C de�nida por logk(z) = ln |z| + i(arg z + 2kπ). La determina
ión prin
ipal dellogaritmo 
omplejo es la fun
ión

log : C \ {0} → Cde�nida por
log(z) = ln |z| + i arg z.Como la fun
ión arg z es dis
ontinua en R− pues pasa de −π a π, no podemos esperar que

log(z) sea holomorfa en todo C \ {0}.Propiedades.
exp(log(z)) = eln |z|ei arg z = z.

log(z1z2) = log(z1) + log(z2) (mod 2πi).

log(z) es dis
ontinua en R−.
log(z) es holomorfa en C \ R−, y más aún

log′(z0) =
1

z0
.En efe
to,

log(z0 + h) − log(z0)

h
=

1

z0

log(1 + h
z0

)

( h
z0

)

=
1

z0

w

exp(w) − exp(0)
→ 1

z0

1

exp′(0)
=

1

z0donde w = log(1 + h
z0

) → 0 
uando h→ 0.Desarrollo en serie en torno a a = 1:Como
1

z
=

∞∑

k=0

(1 − z)k si |z − 1| < 1enton
es
log′(z) =

∞∑

k=0

(1 − z)k si |z − 1| < 1,y dado que log(1) = ln 1 + i0 = 0, en virtud del 
orolario 7.3.2 se tiene
log(z) =

∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
(z − 1)k+1siempre que |z − 1| < 1.



100 CAPÍTULO 8. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASDesarrollo en serie en torno a z0 /∈ R−:Como
z0
z

=
∞∑

k=0

(1 − z

z0
)ksiempre que |z− z0| < |z0| enton
es para todo z en la 
omponente 
onexa por 
aminos del
onjunto D(z0, |z0|) \ R− que 
ontiene a z0 se tiene

log(z) = log(z0) +
∞∑

k=0

(−1)k

(k + 1)zk+1
0

(z − z0)
k+1.8.2.5. Otras fun
ionesLa tangente hiperbóli
a es la fun
ión de�nida por

tanh(z) =
senh(z)

cosh(z)que resulta ser holomorfa en Ω = C \ {(π
2

+ kπ)i : k ∈ Z}La tangente es la fun
ión de�nida por
tan(z) =

sen(z)

cos(z)que resulta ser holomorfa en Ω = C \ {π
2

+ kπ : k ∈ Z}.Dado λ ∈ C, el valor prin
ipal de la fun
ión poten
ia está dado por
zλ = exp(λ log(z)),el 
ual es una fun
ión holomorfa en Ω = C\R−. Un 
aso parti
ular importante es el valorprin
ipal de la raíz 
uadrada:

√
z = z1/2 =

√
|z|ei arg(z/2).



8.3. EJERCICIOS 1018.3. Ejer
i
ios1. Sabiendo que la serie S(z) =
∑
ck(z−z0)k tiene radio de 
onvergen
ia R0 > 0, determineel radio de 
onvergen
ia de las siguientes series de poten
ias:

∑
ck(z − z0)

2k,
∑

c2k(z − z0)
k,

∑
c2k(z − z0)

k.2. Pruebe que:
1
z2 = 1 +

∞∑
k=1

(k + 1)(z + 1)k, 
uando |z + 1| < 1.
1
z2 = 1

4
+ 1

4

∞∑
k=1

(−1)k(k + 1)
(

z−2
2

)k, 
uando |z − 2| < 2.3. Pruebe que:
sen(iz) = i senh(z).
senh(iz) = i sen(z).
cos(iz) = cosh(z).
cosh(iz) = cos(z).
sen(z) = sen(z)

cos(z) = cos(z).
ĺım
y→∞

e−y sen(x+ iy) = 1
2
[sen x+ i cosx].

ĺım
y→∞

tan(x+ iy) = i.4. Demostrar que
f(z) = exp(z2) + cos(z)es holomorfa en todo el plano 
omplejo y en
ontrar su serie de poten
ias en torno a 0.5. Considere la serie S(z) =

∑∞
k=0 akz

k 
on ak = 2 si k es par y ak = 1 si k es impar.Determine el radio de 
onvergen
ia R de esta serie y pruebe que ella 
onverge para |z| < Ry diverge para |z| ≥ R. Compruebe que para |z| < R se tiene
S(z) =

2 + z

1 − z2
.6. Determine la serie de poten
ias en torno a 0 de la fun
ión f(z) =

z2

(1 + z)2
indi
ando suradio de 
onvergen
ia.



102 CAPÍTULO 8. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS8.4. ProblemasProblema 8.1. Determine el radio de 
onvergen
ia de las siguientes series:(i) ∑(log (n))2xn,(ii) ∑(
n

n+1

)n2

xnProblema 8.2. Sea Sn(z) = z + 2z2 + 3z3 + . . .+ nzn y Tn(z) = z + z2 + z3 + . . .+ zn(i) Mostrar que Sn(z) = Tn(z)−nzn+1

1−z
.(ii) Determinar el radio de 
onvergen
ia de la serie ∞∑

n=1

nzn, y usando (a) 
al
ular la suma dedi
ha serie.Problema 8.3. Sea f : C → C de�nida por f(z) = e−z2. Determine la serie de poten
ias de fen torno al origen y su radio de 
onvergen
ia.Problema 8.4. Dado λ ∈ C, de�nimos pλ : C \ {0} → C por
pλ(z) = exp(λ log(z)), z 6= 0.(i) Veri�que que para todo k ∈ Z, pk(z) = zk. Muestre que pλ(z) = pλ(z) para 
ualquier

λ ∈ C.(ii) Dados λ, µ ∈ C, veri�que que pλ+µ(z) = pλ(z) ·pµ(z). Determine además el dominio donde
pλ es holomorfa y pruebe que (pλ)′ = λpλ−1.(iii) Todo lo anterior justi�
a que la fun
ión pλ se llame fun
ión poten
ia generalizada y que sedenote más simplemente por pλ(z) = zλ. Muestre que si α, β son reales y t > 0 enton
es

tα+iβ = tα[cos(β log t) + i sin(β log t)].Pruebe también que
ii = e−π/2.8.5. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 8.1(i) En esta o
asión utilizaremos el 
riterio del 
uo
iente, re
ordando que el 
uo
iente de unaserie se de�ne por

1

R
= ĺım sup

n→∞

|an+1|
|an|

.



8.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 103Se deja al le
tor ver que su
ede 
uando se apli
a el 
riterio de la raíz enésima.Desarrollamos el 
uo
iente de la serie y obtenemos
1

R
= ĺım sup

n→∞

(log(n+ 1))2

(log n)2
=

[
ĺım sup

n→∞

log(n+ 1)log n ]2

.Utilizando l'H�pital se llega a
1

R
=

[
ĺım sup

n→∞

1/(n+ 1)

1/n

]2

==

[
ĺım sup

n→∞

1

1 + 1/n

]2

= 1.Con
luyendo que el radio es R = 1.(ii) En este 
aso usaremos el 
riterio de la raíz enésima
1

R
= ĺım sup

n→∞
n
√
|an| = ĺım sup

n→∞

n

√(
n

n+ 1

)n2

= ĺım sup
n→∞

(
n

n + 1

)n

= ĺım sup
n→∞

(
1 +

1

n

)−n

=

[
ĺım sup

n→∞

(
1 +

1

n

)n]−1

= e−1.Con
luimos así que R = e.Solu
ión Problema 8.2(i) Usamos que
(1 − z) · Sn(z) = (1 − z)(z + 2z2 + . . .+ nzn)

= (z + 2z2 + 3z3 + . . .+ nzn) − (z2 + 2z3 + 3z4 + . . .+ nzn+1)

= z + (2z2 − z2) + (3z3 − 2z3) + . . .+ (nzn − n− 1)zn) − nzn+1

= z + z2 + z3 + . . .+ zn − nzn+1

= Tn(z) − nzn+1,obteniendo que Sn(z) = Tn(z)−nzn+1

1−z
.(ii) Utilizaremos el 
riterio de la raíz enésima:
1/R = ĺım sup

n→∞
n
√
n.Apli
amos logaritmo a ambos lados de la igualdad

log

(
1

R

)
= ĺım sup

n→∞
logn1/n = ĺım sup

n→∞

1

n
log n.Usando l'H�pital se llega a

log

(
1

R

)
= ĺım sup

n→∞

1/n

1
= 0,



104 CAPÍTULO 8. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASobteniendo que 1/R = 1, i.e. R = 1, que equivale a de
ir que ∑n∈N
nzn < +∞ si |z| < 1.Cal
ulemos ahora ∑nzn:

∑

n∈N

nzn = ĺım
n→∞

Sn 
on Sn =
Tn − nzn+1

1 − zNotemos que
Tn = z + z2 + . . .+ zn = z(1 + z + z2 + . . .+ zn−1) = z

n−1∑

i=0

zi = z
(1 − zn)

1 − z
,
onverge a z/(1 − z) 
uando n→ ∞ y |z| < 1.Por otra parte, si 0 < |z| < 1, se obtiene apli
ando l'H�pital lo siguiente

ĺım
n→∞

n|z|n+1 = ĺım
n→∞

n

1/|z|n+1
= ĺım

n→∞

−|z|n+1

ln |z| = 0.y si z = 0,
ĺım

n→∞
n|z|n+1 = 0.Luego ∑

n∈N

nzn = ĺım
n→∞

Sn =
1

1 − z
ĺım

n→∞
(Tn − nzn+1) =

z

(1 − z)2
.Solu
ión Problema 8.3Dado que en R se tiene que ez =

∞∑
n=0

zn

n!
, para f se obtiene

e−z2

=

∞∑

n=0

(−z2)n

n!
=

∞∑

n=0

z2n

n!
(−1)n =

∞∑

n=0

anz
ndonde,

an =

{
(−1)

n
2

n
2
!

si n es par
0 si n es imparEstudiemos su radio de 
onvergen
ia:Primero notamos que el 
riterio del 
uo
iente no se apli
a dire
tamente, dado que al ha
er el
uo
iente este eventualmente se inde�ne. Por otro lado f(z) se obtiene 
omo la 
omposi
ión de

ez (que tiene radio de 
onvergen
ia in�nito) y −z2, así para 
ualquier z ∈ C, se tiene que −z2esta dentro del dis
o de 
onvergen
ia de ez, por lo tanto la serie de f(z) 
onverge para 
ualquier
z ∈ C, es de
ir el radio de 
onvergen
ia de f(z) es R = +∞.



Capítulo 9Integral en el plano 
omplejo
9.1. De�ni
iónUn 
amino Γ en C es una 
urva regular por trozos parametrizada por una fun
ión 
ontinuay diferen
iable por trozos γ : [a, b] → C. Se di
e que el 
amino Γ es 
errado si γ(a) = γ(b).En algunas o
asiones, denotaremos por γ∗ a la 
urva Γ 
omo 
onjunto imagen de [a, b] vía laparametriza
ión γ, es de
ir

γ∗ = γ([a, b]) = {γ(t) : a ≤ t ≤ b}.Sea Ω ⊆ C un 
onjunto abierto y f : Ω → C una fun
ión 
ontinua. Dado un 
amino Γ ⊆ Ωparametrizado por γ : [a, b] → Ω, de�nimos la integral 
ompleja de f sobre Γ mediante
∫

Γ

f(z)dz :=

b∫

a

f(γ(t))γ̇(t)dt.Cuando Γ es un 
amino 
errado se suele es
ribir∮

Γ

f(z)dz,para denotar la integral de f sobre Γ.Más explí
itamente, tenemos que si γ(t) = x(t)+ iy(t) y f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), z = x+ iy,enton
es se tiene
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẋ(t) − v(x(t), y(t))ẏ(t)]dt

+ i

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẏ(t) + v(x(t), y(t))ẋ(t)]dt.Luego
∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∫

Γ

(
v
u

)
· d~r.105



106 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOEsto muestra que ∫
Γ

f(z)dz se 
al
ula a partir de dos integrales de trabajo sobre Γ, vista estaúltima 
omo una 
urva en R2.En parti
ular resulta que la integral 
ompleja es invariante bajo reparametriza
iones regu-lares de Γ que preservan la orienta
ión; en 
aso que dos parametriza
iones regulares del 
amino
Γ lo re
orran en sentido opuesto, el valor de la integral sólo 
ambia de signo.9.2. Propiedades y ejemplosLa siguiente proposi
ión resume algunas de las prin
ipales propiedades de la integral 
om-pleja.Proposi
ión 9.2.1. Sea Ω ⊆ C un 
onjunto abierto y Γ ⊆ Ω un 
amino parametrizado por
γ : [a, b] → Ω. Se tiene:1. ∀α, β ∈ C, ∀f, g ∈ C(Ω)

∫

Γ

[αf(z) + βg(z)]dz = α

∫

Γ

f(z)dz + β

∫

Γ

g(z)dz.2. ∀f ∈ C(Ω) ∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ L(Γ) sup

z∈Γ
|f(z)|,donde L(Γ) =

b∫
a

|γ̇(t)|dt es la longitud del 
amino Γ.3. Si f ∈ C(Ω) admite primitiva, i.e. ∃F ∈ H(Ω) tal que F ′(z) = f(z), enton
es
∫

Γ

f(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)),y en 
onse
uen
ia el valor de la integral sólo depende de los extremos del 
amino pero node la traye
toria re
orrida. En parti
ular, si Γ es un 
amino 
errado enton
es
∮

Γ

f(z)dz = 0.



9.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 107Demostra
ión.1. Dire
to.2. Comen
emos por observar que si H(t) = U(t) + iV (t) enton
es
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

U(t)dt+ i

b∫

a

V (t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|H(t)|dt.En efe
to, sean r0 y θ0 tales que r0eiθ0 =
b∫

a

H(t)dt, de modo que r0 =

∣∣∣∣
b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣. Luego,
r0 = e−iθ0

b∫

a

H(t)dt =

b∫

a

e−iθ0H(t)dt,y dado que r0 es real,
r0 = Re

b∫

a

e−iθ0H(t)dt =

b∫

a

Re[e−iθ0H(t)]dt ≤
b∫

a

|Re[e−iθ0H(t)]|dt

≤
b∫

a

|e−iθ0H(t)|dt =

b∫

a

|H(t)|dt,donde hemos usado que |e−iθ0 | = 1, probando así nuestra primera a�rma
ión. Utilizandolo anterior, se obtiene
∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(γ(t))| · |γ̇(t)|dt ≤ sup
z∈Γ

|f(z)|
b∫

a

|γ̇(t)|dt

= sup
z∈Γ

|f(z)|L(Γ).3. Sea F tal que F ′ = f . Enton
es
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

F ′(γ(t))γ̇(t)dt =

b∫

a

d

dt
[F (γ(t))]dt = F (γ(b)) − F (γ(a)).

�Como 
onse
uen
ia tenemos el siguiente resultado:Corolario 9.2.2. Si Γ es un 
amino 
errado en C y z0 /∈ Γ enton
es
∮

Γ

(z − z0)
kdz = 0 para todo k 6= −1.



108 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJODemostra
ión. Basta 
on observar que si k 6= −1 enton
es F ′(z) = (z − z0)
k 
on

F (z) =
1

k + 1
(z − z0)

k+1.

�En el 
aso k = −1 se tiene un problema 
uando el 
amino en
ierra al punto z0 pues log(z−z0)es primitiva de (z − z0)
−1 pero sólo para z ∈ C \ {z0 + R−} y por lo tanto no podemos apli
arla proposi
ión 9.2.1 
uando Γ ∩ {z0 + R−} 6= ∅ 
omo en la �gura 9.1.

Γ·z0

Figura 9.1: Camino 
errado en torno a un puntoEn el 
aso de una fun
ión que es expresable 
omo una serie de poten
ias en un dis
o se tiene:Corolario 9.2.3. Para una serie de poten
ias
S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − z0)
k
on radio de 
onvergen
ia R se tiene

∮

Γ

S(z)dz = 0para todo 
amino 
errado Γ 
ontenido en D(z0, R).
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ión. Basta 
on observar que la serie de poten
ias S(z) tiene 
omo primitiva en
D(z0, R) a la fun
ión

F (z) =

∞∑

k=0

ck
k + 1

(z − z0)
k+1.

�Resultados 
omo el 
orolario 9.2.3 pueden ser muy útiles para evaluar integrales reales enbase a métodos de variable 
ompleja. El siguiente ejemplo es una ilustra
ión 
élebre de esta
lase de té
ni
a.Ejemplo 9.2.4. [Integrales de Fresnel℄Las siguientes identidades se 
ono
en 
omo las integrales de Fresnel:
∞∫

−∞

cos(x2)dx =

∞∫

−∞

sen(x2)dx =

√
π

2
. (9.1)Para probar (9.1) tomemos R > 0 y 
onsideremos el 
amino

Γ(R) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3tal 
omo se ilustra en la �gura 9.2.
RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

π/4Figura 9.2: Camino para las integrales de FresnelConsideremos la fun
ión
f(z) = exp(iz2).Como se trata de la fun
ión exponen
ial, la 
ual se de�ne 
omo una serie de poten
ias de radiode 
onvergen
ia in�nito, 
ompuesta 
on el polinomio p(z) = iz2, se dedu
e que f(z) admite undesarrollo en serie de poten
ias, 
uyo radio de 
onvergen
ia también es in�nito.Luego, ∮

Γ(R)

exp(iz2)dz = 0. (9.2)
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∮

Γ(R)

exp(iz2)dz =

∫

Γ1

exp(iz2)dz +

∫

Γ2

exp(iz2)dz +

∫

Γ3

exp(iz2)dz.Estudiemos el 
omportamiento de 
ada una de estas integrales 
uando R → ∞:Tenemos
∫

Γ1

exp(iz2)dz =

R∫

0

exp(ix2)dx =

R∫

0

cos(x2)dx+ i

R∫

0

sen(x2)dx,luego
∫

Γ1

exp(iz2)dz →
∞∫

0

cos(x2)dx+ i

∞∫

0

sen(x2)dx, 
uando R→ ∞.Tenemos
∫

Γ3

exp(iz2)dz =

0∫

R

exp(ir2eiπ/2)eiπ/4dr = −eiπ/4

R∫

0

e−r2

dr,luego ∫

Γ3

exp(iz2)dz → −eiπ/4

√
π

2
= −1

2
(

√
π

2
+ i

√
π

2
), 
uando R → ∞.Finalmente

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ2

exp(iz2)dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

exp(iR2e2iθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣

= R

∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

eiR2(cos 2θ+i sen 2θ)eiθdθ

∣∣∣∣∣∣

≤ R

π/4∫

0

e−R2 sen 2θdθ

≤ R

π/4∫

0

e−R2 2
π

2θdθ

= − π

4R
e
−
(

4R2θ
π

)∣∣∣∣
π/4

0

=
π

4R
[1 − e−R2

] → 0, 
uando R → ∞.Para la segunda desigualdad hemos usado que
∀α ∈ [0, π/2], senα ≥ 2α/π.



9.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 111Por lo tanto, ha
iendo R → ∞ en (9.2) se obtiene
∞∫

0

cos(x2)dx =

∞∫

0

sen(x2)dx =
1

2

√
π

2y por un argumento de paridad se dedu
e que se tiene (9.1).De�ni
ión 9.2.5. Dado z0 /∈ Γ 
on Γ un 
amino 
errado, se de�ne la indi
atriz de Γ en z0mediante
IndΓ(z0) =

1

2πi

∮

Γ

dz

z − z0
.Para evaluar IndΓ(z0), parametri
emos Γ en 
oordenadas polares relativas a un origen en elpunto z0 mediante

γ(t) = z0 + r(t)eiθ(t), t ∈ [a, b],para algunas fun
iones t ∈ [a, b] 7→ r(t) > 0 y t ∈ [a, b] 7→ θ(t) ∈ R. Luego
IndΓ(z0) =

1

2πi

b∫

a

1

r(t)eiθ(t)
[ṙ(t)eiθ(t) + r(t)ieiθ(t)θ̇(t)]dt

=
1

2πi




b∫

a

ṙ(t)

r(t)
dt+ i

b∫

a

θ̇(t)dt




=
1

2πi

[
ln
( r(b)
r(a)

)
+ i[θ(b) − θ(a)]

]Como la 
urva es 
errada r(a) = r(b) de modo que ln(r(b)/r(a)) = ln(1) = 0 y así
IndΓ(z0) =

θ(b) − θ(a)

2π
= número de vueltas de Γ en torno a z0 en sentido antihorario.Un ejemplo de los valores que puede tomar la indi
atriz de una 
urva 
errada se ilustra enla �gura 9.3

−1

21
0

Figura 9.3: Fun
ión indi
atriz de una 
urva 
errada



112 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJO9.3. El teorema de Cau
hy-GoursatUna pregunta interesante es saber si un resultado similar al 
orolario 9.2.3 es 
ierto pero sólobajo el supuesto que f es holomorfa en un dominio Ω, sin saber a priori si es o no expresable
omo una serie de poten
ias. Un resultado fundamental de la teoría de fun
iones de variable
ompleja estable
e que esto es así siempre que se asuma una propiedad adi
ional sobre eldominio.De�ni
ión 9.3.1. Un sub
onjunto Ω ⊆ C abierto y 
onexo por 
aminos se di
e que es simple-mente 
onexo si todo 
amino 
errado 
ontenido en Ω en
ierra solamente puntos de Ω.Di
ho de otra forma, un 
onjunto simplemente 
onexo no tiene agujeros.De�ni
ión 9.3.2. Un 
amino 
errado simple es un 
amino que genera dos 
onjuntos disjuntosabiertos y 
onexos, uno a
otado y el otro no a
otado, y ambos 
onjuntos tienen al 
amino 
omofrontera.En otros términos, un 
amino 
errado simple es aquél que siendo 
errado no se 
orta a símismo.Teorema 9.3.3 (Cau
hy-Goursat). Si f es una fun
ión holomorfa en un abierto simplemente
onexo Ω enton
es ∮

Γ

f(z)dz = 0para todo 
amino 
errado, regular por trozos y simple Γ 
ontenido en Ω.Demostra
ión. Para simpli�
ar, sólo daremos la demostra
ión en el 
aso en que se suponeademás que f ′(z) es 
ontinua1 en Ω. SeaD ⊆ C la región en
errada por el 
amino Γ. Si f = u+iventon
es se tiene que
∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∮

Γ

(
v
u

)
· d~r.

=

∫∫

D

[
∂(−v)
∂x

− ∂u

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy + i

∫∫

D

[
∂u

∂x
− ∂v

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy,esto último en virtud del teorema de Green en el plano (suponiendo que Γ se re
orre en sentidoantihorario), el 
ual se puede apli
ar pues las derivadas par
iales de u y v son 
ontinuas.Finalmente, de las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann se dedu
e que los integrandos de las dosintegrales dobles son nulos en D, lo que prueba el resultado. �Observa
ión 9.3.4. El teorema 9.3.3 fue demostrado originalmente por A. Cau
hy bajo lahipótesis adi
ional de que f ′(z) es 
ontinua en Ω, lo que asumimos en la demostra
ión sólo parasimpli�
ar el análisis pues nos permite apli
ar dire
tamente el teorema de Green en el plano.1Para una demostra
ión en el 
aso general el le
tor puede referirse por ejemplo a Teoría de Fun
iones deVariable Compleja, R.V. Chur
hill, M
Graw-Hill, New York, 1966.



9.3. EL TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT 113Es generalmente re
ono
ido que el primero en dar una demostra
ión sin asumir la 
ontinuidadde f ′(z) fue E. Goursat. Esto último es muy importante pues nos permitirá probar que todafun
ión holomorfa es expresable, al menos lo
almente, 
omo una serie de poten
ias (ver elteorema 10.2.1).El resultado anterior puede extenderse a situa
iones más generales. Un ejemplo lo 
onstituyeel siguiente teorema:Teorema 9.3.5. Sea Ω ⊆ C un 
onjunto abierto y 
onexo, y 
onsideremos
f : Ω \ {p1, p2, ..., pn} −→ Cuna fun
ión holomorfa, donde {p1, p2, ..., pn} ⊆ Ω. Sea Γ ⊆ Ω un 
amino 
errado, regular portrozos, simple y re
orrido en sentido antihorario y sea D la región en
errada por Γ. Supongamosque {p1, p2, · · · , pn} ⊆ D ⊆ Ω y es
ojamos ε > 0 su�
ientemente pequeño de modo tal que losdis
os 
errados D(pj, ε) estén 
ontenidos en D y no se interse
ten entre sí. Sea γj(t) = pj +εeit
on t ∈ [0, 2π]. Enton
es ∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dzDemostra
ión. Para ε > 0 
omo en el enun
iado, de�namos
Dε = D \

n⋃

i=1

D(pj, ε).

b

b

b

Γ

Dε

γ∗j

Figura 9.4: Curva 
errada que en
ierra 
ir
unferen
iasIntroduz
amos un segmento re
tilíneo L1 ⊆ Dε, o en 
aso de ser ne
esario una 
adena
ontinua y �nita de tales segmentos, que una el 
amino Γ 
on γ∗1 . Similarmente, sea L2 ⊆ Dεotro segmento (o 
adena) re
tilíneo que una γ∗1 
on γ∗2 , y así su
esivamente hasta Ln+1 uniendo
γ∗n 
on Γ.



114 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJODe este modo, podemos dividir Dε en dos subdominios simplemente 
onexos D′
ε y D′′

ε donde
f es holomorfa, los 
uales 
orresponden a regiones en
erradas por los segmentos Lj y ar
os de
Γ y γ∗j . Sobre ambos dominios podemos apli
ar el teorema de Cau
hy-Goursat para f , paradedu
ir que ∮

∂D′
ε

f(z)dz = 0 =

∮

∂D′′
ε

f(z)dz,donde ∂D′
ε y ∂D′′

ε denotan los 
aminos que en
ierran a D′
ε y D′′

ε respe
tivamente. En parti
u-lar, la suma de estas integrales es nula, y si ambos 
aminos se re
orren en sentido antihorarioenton
es las integrales en sentidos opuestos a lo largo de los segmentos Lj se 
an
elan mutua-mente.Luego, si denotamos por (γ∗j )
− el 
amino γ∗j re
orrido en sentido horario, se tiene que

0 =

∮

∂D′
ε

f(z)dz +

∮

∂D′′
ε

f(z)dz

=

∮

Γ

f(z)dz +
n∑

j=1

∮

(γ∗
j )−

f(z)dz + Integrales sobre los Lj 's
=

∮

Γ

f(z)dz −
n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz,lo que prueba el teorema. �9.4. Ejer
i
ios1. Cal
ule dire
tamente el valor de las siguientes integrales:
∫

[0,z0]

Re(z)dz,

∫

|z|=1

Im(z)dz,

∫

|z|=2

dz

z2 + 1
,

∫

|z|=1

zndz2. Pruebe que la fun
ión z → z log(z) tiene una primitiva en C \R−, y 
al
ule el valor de laintegral ∫

[0,i]

z log(z)dz3. Pruebe que
ĺım

R→∞

∫

|z|=R

z

z3 + 1
dz = 0, ĺım

R→∞

∫

[−R,−R+i]

z2 exp(z)

z + 1
dz = 04. Sea Γ ⊂ C un 
amino 
errado simple re
orrido en sentido antihorario y que en
ierra unaregión D ⊆ C. Pruebe que

Area(D) =
1

2i

∮

Γ

zdz.



9.5. PROBLEMAS 1155. Pruebe que
∞∫

−∞

e−x2

Im(e−2ixp(x+ i))dx = 0para 
ualquier polinomio p(z) a 
oe�
ientes reales.Indi
a
ión: Considere f(z) = exp(−z2)p(z).9.5. ProblemasProblema 9.1. ∫
γ
|z|z̄dz 
on γ la frontera del semi
ír
ulo { z ∈ C : |z| ≤ 1, Imz ≥ 0} .Problema 9.2. ∫

γ
|z|2dz donde γ es el 
uadrado de vérti
es 0, 1, 1 + i e i.Problema 9.3. ∫

γ
|z|

|1−z|2 |dz| donde γ es la 
ir
unferen
ia de radio r (0 < r < 1 ) y 
entro elorigen.Indi
a
ión: Pruebe previamente que si 0 ≤ r < R, se tiene:
1

R2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=1

(
r

R
)n cos(nt))y use que ∑∞

n=1 r
n 
onverge uniformemente a r

1−r

on |r| < 1 (r ∈ C).Problema 9.4. Cal
ule ∫

γ
z̄dz, siendo γ:(a) γ(t) = t2 + it 
on 0 ≤ t ≤ 2(b) la línea poligonal que 
one
ta los puntos 0 
on 2i, y 2i 
on 4 + 2i.Problema 9.5. Cal
ule ∫

γ
dz
z̄2 , siendo γ:(a) γ(t) = ei(π−t) 
on 0 ≤ t ≤ π(b) γ(t) = eit 
on π ≤ t ≤ 2πProblema 9.6. Sea f : C → C de�nida por f(z) = e−z2 y b > 0. Pruebe que
∫ ∞

0

e−x2

cos(2bx)dx = e−b2

∞∫

0

e−x2

dx

∫ ∞

0

e−y2

sin(2by)dy = e−b2
∫ b

0

ey2

dyIndi
a
ión: Integre f(z) = exp(−z2) en un 
ontorno re
tangular ade
uado.



116 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOProblema 9.7. (a) Pruebe que para b ∈] − 1, 1[ se tiene
∞∫

0

1 − b2 + x2

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

π

2Indi
a
ión: Integre f(z) =
1

1 + z2
en un 
ontorno re
tangular ade
uado.(b) Si además b 6= 0, pruebe que

∞∫

0

x

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

1

4b
ln

1 + b

1 − bProblema 9.8. Sea f : C → C una fun
ión holomorfa.(a) Dado θ0 ∈]0, 2π[, pruebe que si
ĺım

R→+∞
R

∫ θ0

0

|f(Reiθ)|dθ = 0 (9.3)enton
es se tiene
eiθ0

∫ ∞

0

f(eiθ0x)dx =

∫ ∞

0

f(x)dx.(b) Pruebe que f(z) = exp(−z2) satisfa
e (9.3) para todo θ0 ∈]0, π/4].(
) Sabiendo que ∫∞
−∞ e−x2

dx =
√
π, 
al
ule el valor de las siguientes integrales impropias:

∫ ∞

0

e−x2

cos(x2)dx,

∫ ∞

0

e−x2

sin(x2)dx.Indi
a
ión: sin(π
8
) =

√
2−

√
2

2
, cos(π

8
) =

√
2+

√
2

2
.9.6. Resolu
ión de ProblemasSolu
ión Problema 9.1La 
urva se 
ompone de la semi
ir
unferen
ia de radio 1 que se parametriza mediante γ1(t) = eit
on t ∈ [0, π], y del segmento [−1, 1] que se parametriza poniendo γ2(t) = t 
on t ∈ [−1, 1](este segmento no se 
onsidera, pues 
orresponde a una integral de una fun
ión impar en unintervalo simétri
o respe
to al origen, o sea da 
ero).Luego, ∫

γ

|z|z̄dz =

∫ π

0

e−itieitdt+

∫ 1

−1

|t|tdt = i

∫ π

0

= πiSolu
ión Problema 9.2 Los 
uatro �lados� de γ pueden parametrizarse poniendo:
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γ1(t) = t, t ∈ [0, 1]

γ2(t) = 1 + it, t ∈ [0, 1]

γ3(t) = (1 − t) + i, t ∈ [0, 1]

γ4(t) = (1 − t)i, t ∈ [0, 1]Por lo tanto:
∫

γ

|z|2dz =

∫ 1

0

t2dt+

∫ 1

0

(1 + t2)idt−
∫ 1

0

(1 + (1 − t)2)dt−
∫ 1

0

(1 − t)2idt

=

∫ 1

0

(2t− 2 + 2ti)dt = i− 1Solu
ión Problema 9.3Probemos en primer lugar que si 0 ≤ r < R,
1

R2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=1

(
r

R
)n cos(nt))siendo la 
onvergen
ia de la serie uniforme en t ∈ [0, 2π]. En efe
to, observemos primero que

1

R2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − rR(eit + e−it) + r2
=

1

(R− reit)(R− re−it)Pero si |z| = r, por fra

iones par
iales, obtenemos que :
1

(R− z)(R − z̄)
=

z

(R− z)(Rz − r2)
=

1

R2 − r2
(

R

R− z
+

r2

Rz − r2
)por lo que poniendo z = reit y usando la segunda parte de la indi
a
ión, se tiene que:

1

R2 − 2rR cos t+ r2
=

1

R2 − r2
(

1

1 − ( r
R
)eit

+
( r

R
)e−it

1 − ( r
R
)e−it

)

=
1

R2 − r2
(

∞∑

n=0

(
r

R
)neint + (

r

R
)e−it

∞∑

n=0

(
r

R
)ne−int)

=
1

R2 − r2
(

∞∑

n=0

(
r

R
)neint +

∞∑

n=1

(
r

R
)ne−int)
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=

1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=0

(
r

R
)n cos(nt)).uniformemente en t ∈ [0, 2π].Por tanto, puesto que la 
onvergen
ia uniforme permite inter
ambiar los signos deintegral y de suma, usando la indi
a
ión 
on R = 1, tenemos que:

∫

γ

|z|
|1 − z|2 |dz| =

∫ 2π

0

r

|1 − reit|2 rdt = r2

∫ 2π

0

dt

(1 − r cos(t))2 + r2 sen2(t)
= r2

∫ 2π

0

dt

1 − 2r cos(t) + r2

=
r2

1 − r2

∫ 2π

0

(1 + 2

∞∑

n=0

rn cos(nt))dt =
r2

1 − r2
[t+ 2

∞∑

n=1

rn sen(nt)

n
]t=2π
t=0 =

2πr2

1 − r2
.Solu
ión Problema 9.4(a) Por de�ni
ión, tenemos que:

∫

γ

z̄dz =

∫ 2

0

(t2 − it)(2t+ i)dt =

∫ 2

0

(2t3 − it2 + t)dt

= [
t4

2
− i

t3

3
+
t2

2
]t=2
t=0 = 10 − 8

3
i.(b) Nuevamente por de�ni
ión tenemos que:

∫

γ

z̄dz =

∫ 2

0

(−it)idt+

∫ 4

0

(t+ 2i)dt

= [
t2

2
]t=2
t=0 + [

t2

2
+ 2it]t=4

t=0 = 10 + 8i.Solu
ión Problema 9.5(a) Por de�ni
ión:
∫

γ

dz

z̄2
=

∫ π

0

−iei(π−t)

e−2i(π−t)
dt = −i

∫ π

0

e3i(π−t)dt =
1

3
[e3i(π−t)]t=π

t=0 =
2

3(b) por de�ni
ión:
∫

γ

dz

z̄2
=

∫ 2π

π

ieit

e−2it
dt = i

∫ 2π

π

e3itdt =
1

3
[e3it]t=2π

t=π =
2

3



9.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 119Solu
ión Problema 9.6Primero notamos que la fun
ión f es holomorfa en todo C, lo que impli
a que ∫
γ
f(z)dz = 0para 
ualquier 
urva γ 
errada y simple en C.Consideremos γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 donde

γ1 : x; x ∈ [0, R], γ2 : R + iy; y ∈ [0, b], γ3 : x+ ib; x ∈ [R, 0], γ4 : iy; y ∈ [b, 0].Así, de la igualdad∑4
i=1

∫
γi
f(z)dz = 0 se obtiene

R∫

0

e−x2

dx+

b∫

0

e−(R+iy)2 idy −
R∫

0

e−(x+ib)2dx−
b∫

0

ey2

idy = 0. (9.4)Además
ĺım

R→∞

R∫

0

e−x2

dx =

+∞∫

0

e−x2

dx,y por otro lado se dedu
e la igualdad
ĺım

R→∞

R∫

0

e−x2

e−2xibeb2dx = ĺım
R→∞

R∫

0

eb2e−x2

(cos(2xb) − i sen(2bx))dx

=

∞∫

0

eb2e−x2

(cos(2xb) − i sen(2bx))dx.Para la parte real del segundo término de (9.4) (luego de fa
torizar apropiadamente) se tiene
∣∣∣∣∣∣

b∫

0

e−R2

ey2

cos(2yR)dy

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

0

|e−R2 · ey2

cos(2yR)|dy

≤ e−R2

b∫

0

ey2 | cos(2yR)|dy ≤ e−R2

b∫

0

ey2

dy −−→
R→∞

0y para la parte imaginaria del segundo término de (9.4), lo mismo
∣∣∣∣∣∣

b∫

0

e−R2

ey2

sen(2yR)dy

∣∣∣∣∣∣
≤ e−R2

b∫

0

ey2

dy −−→
R→∞

0.Además se tiene
ĺım

R→∞

b∫

0

e−y2

dy =

b∫

0

e−y2

dy



120 CAPÍTULO 9. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOIgualando enton
es, tanto la parte real 
omo la imaginaria a 0 en (9.4), �nalmente se obtiene:Real: ∞∫

0

e−x2

dx−
∞∫

0

eb2e−x2

cos(2xb)dx = 0,
on
luyendo que ∞∫
0

e−x2
cos(2xb)dx = e−b2

∞∫
0

e−x2
dx.Imaginaria:

∞∫

0

eb2e−x2

sen(2bx)dx−
b∫

0

ey2

dy = 0,
on
luyendo que ∞∫
0

e−y2
sen(2by)dy = e−b2

b∫
0

ey2
dy



Capítulo 10Fórmula de Cau
hy y primeras
onse
uen
ias
10.1. La fórmula de Cau
hyEl siguiente resultado, que bási
amente es una 
onse
uen
ia del teorema 9.3.3 de Cau
hy-Goursat, es fundamental para el desarrollo de la teoría de fun
iones de variable 
ompleja.Teorema 10.1.1. Sea f : Ω ⊆ C → C 
ontinua en Ω y holomorfa en Ω \ {p}. Sea r > 0 talque D(p, r) ⊆ Ω. Enton
es, para todo z0 ∈ D(p, r) se tiene la fórmula integral de Cau
hy:

f(z0) =
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz, (10.1)donde ∂D(p, r) es la 
ir
unferen
ia de 
entro p y radio r > 0 re
orrida en sentido antihorario.Demostra
ión. Supongamos z0 6= p (el 
aso z = p es análogo y se deja 
omo ejer
i
io alle
tor). En virtud del teorema 9.3.5, que a su vez es una 
onse
uen
ia del teorema 9.3.3, paratodo ε > 0 su�
ientemente pequeño se tiene

∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz =

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz +

∮

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz. (10.2)La primera integral del lado dere
ho tiende a 0 
uando ε → 0; en efe
to, por la Proposi
ión9.2.1 se tiene ∣∣∣∣

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz

∣∣∣∣ ≤ 2πε sup
z∈∂D(p,ε)

|f(z)|
|z − z0|

≤ 2πMε,donde M = sup{|f(z)|/|z − z0| : z ∈ ∂D(p, ε)} es �nito debido a la 
ontinuidad de f y a que
z0 no pertene
e al 
onjunto 
errado ∂D(p, ε) de modo que ∃α > 0, ∀z ∈ ∂D(p, ε), |z − z0| ≥ α.121



122 CAPÍTULO 10. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASPor otra parte, para la segunda integral del lado dere
ho en (10.2) se obtiene
∫

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz =

2π∫

0

f(z0 + εeit)

εeit
εieitdt

=

2π∫

0

f(z0 + εeit)idt.De la 
ontinuidad de f se dedu
e que
ĺım
ε→0

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt = 2πf(z0). (10.3)En efe
to, dado η > 0, la 
ontinuidad de f en z0 permite asegurar que existe δ > 0 tal que si
|z − z0| ≤ δ enton
es |f(z) − f(z0)| < η. Luego, si ε ≤ δ enton
es |z0 + εeit − z0| = ε ≤ δ y en
onse
uen
ia ∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt− 2πf(z0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

[f(z0 + εeit) − f(z0)]dt

∣∣∣∣∣∣

≤
2π∫

0

|f(z0 + εeit) − f(z0)|dt

≤ 2πη,y 
omo η > 0 es arbitrario, esto impli
a que se tiene (10.3).Finalmente, observando que el lado izquierdo en (10.2) no depende de ε y ha
iendo ε → 0en esta igualdad se obtiene ∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0),lo que prueba el resultado. �10.2. Desarrollo en serie de TaylorTeorema 10.2.1. Sea f : Ω ⊆ C → C una fun
ión 
ontinua en un abierto Ω y holomorfa en

Ω\{p}. Sea r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω. Enton
es existe una su
esión de 
onstantes c0, c1, c2, . . . ∈
C tales que

f(z) =

∞∑

k=0

ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p, r),y más aún
ck =

1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw,donde ∂D(p, r) está parametrizado en sentido antihorario.



10.3. OTRAS CONSECUENCIAS 123Demostra
ión. Dado z ∈ D(p, r), en virtud de la fórmula de Cau
hy se obtiene
f(z) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)
· 1

1 − z−p
w−p

dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

∞∑

k=0

(z − p)k

(w − p)k+1
dw

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw

)
(z − p)k

=
∞∑

k=0

ck(z − p)k.El inter
ambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�
a 
omo sigue

∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=0

( %) −
N∑

k=0

∮

∂D

( %)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=N+1

( %)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(z − p)k

(w − p)k+1

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

|f(w)|
︸ ︷︷ ︸

M

·
∞∑

N+1

|z − p|k
rk+1

≤ 2πM
∞∑

N+1

( |z − p|
r

)k

−→ 0 
uando N → ∞.Esto último se tiene pues se trata de la 
ola de la serie geométri
a∑ ak 
on a = |z − p|/r < 1pues z ∈ D(p, r).Finalmente, la igualdad f (k)(p) = k!ck es 
onse
uen
ia de que la serie se puede derivartérmino a término y luego evaluar en z = p de manera iterativa (ver el teorema 8.1.1 y el
orolario 8.1.2). �Corolario 10.2.2. Si f : Ω ⊆ C → C es 
ontinua en un abierto Ω, y holomorfa en Ω salvoen a lo más un número �nito de puntos, enton
es f es holomorfa en todo Ω y, más aún, f esin�nitamente derivable en Ω.10.3. Otras 
onse
uen
iasCorolario 10.3.1 (Desigualdades de Cau
hy). Sea Ω abierto, f ∈ H(Ω), p ∈ Ω y r > 0tal que D(p, r) ⊆ Ω. Si de�nimos
Mr = sup

∂D(p,r)

|f(z)|enton
es
∀k ≥ 0, |f (k)(p)| ≤ k!Mr

rk



124 CAPÍTULO 10. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASDemostra
ión. Del teorema 10.2.1, se dedu
e que
1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dwde modo que:

|f (k)(p)| ≤ k!

2π

∮

∂D(p,r)

|f(w)|
rk+1

|dw|

=
k!

2π

2π∫

0

|f(p+ reiθ)|
rk+1

|rieiθ|dθ

≤ k!

2π

1

rk

2π∫

0

|f(p+ reiθ)|dθ

≤ k!

2π

1

rk
Mr2π =

k!Mr

rk
.

�Corolario 10.3.2 (Teorema de Liouville). Si f ∈ H(C) es una fun
ión a
otada enton
es f
onstante en C.Demostra
ión. Por hipótesis, existe una 
onstante M > 0 tal que ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ M . Sea
z0 ∈ C. Dado r > 0, obviamente D(z0, r) ⊆ C que es la región en donde f es holomorfa. Por el
orolario anterior, se tiene que para k = 1, |f ′(z0)| ≤M/r, pues Mr = supz∈∂D(z0,r) |f(z)| ≤M .Como r > 0 es arbitrario, podemos ha
er r → ∞ para dedu
ir que |f ′(z0)| = 0, y 
omo z0también es arbitrario, tenemos que f ′ ≡ 0 en C, de donde se sigue que f es 
onstante. �Corolario 10.3.3 (Teorema de d'Alembert o Teorema Fundamental del Algebra). Si
f es un polinomio no 
onstante enton
es existe z0 ∈ C tal que f(z0) = 0. En 
onse
uen
ia, todopolinomio de grado n ≥ 1 tiene exa
tamente n raí
es.Demostra
ión. La demostra
ión de este resultado mediante métodos puramente algebrai
oses algo di�
ultosa. Sin embargo, puede dedu
irse 
on relativa fa
ilidad a partir del teorema deLiouville.Argumentando por 
ontradi

ión, supongamos que ∀z ∈ C, f(z) 6= 0 
on f(z) = a0 + a1z +
. . .+anz

n, n ≥ 1 y an 6= 0. Obviamente f ∈ H(C) y además podemos de�nir g ∈ H(C) mediante
g(z) = 1/f(z). Si g fuese a
otada enton
es, por el teorema de Liouville, se tendría g ≡ C paraalguna 
onstante C ∈ C. Pero en tal 
aso, f también sería 
onstante, lo que 
ontradi
e lahipótesis. Veamos ahora que efe
tivamente g es una fun
ión a
otada bajo la 
ondi
ión ∀z ∈ C,
f(z) 6= 0; en efe
to

g(z) =
1

f(z)
=

1

a0 + a1z + . . .+ anzn

=
1

anzn

(
1

b0
zn + b1

zn−1 + . . .+ bn−1

z
+ 1

)



10.4. EJERCICIOS 125donde bi = ai/an, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n−1}. Notemos que |g(z)| → 0 
uando |z| → ∞. En parti
ular,
∃r > 0 tal que |z| > r ⇒ |g(z)| ≤ 1. Para |z| ≤ r, notemos que g es 
ontinua de modo quees a
otada en el 
ompa
to D(0, r). Tomando M = máx{1, supz∈D(0,r) |g(z)|} < ∞ se tiene que
∀z ∈ C, |g(z)| ≤ M .El resto de la demostra
ión es algebrai
a. Sea f : C → C un polinomio de grado n ≥ 1.Como f no es 
onstante, se tiene que ∃z0 ∈ C tal que f(z0) = 0. Así, resulta que (z−z0) dividea f luego podemos es
ribir f(z) = (z−z0)f1(z). Notemos que f1 : C → C es ne
esariamente unpolinomio de grado n−1. Si n−1 > 0, podemos apli
ar el mismo razonamiento, para obtener un
z1 ∈ C tal que f1(z1) = 0. Ahora bien, (z−z1) divide a f1, de donde se tiene que f1 = (z−z1)f2,y por 
onsiguiente f(z) = (z− z0)(z− z1)f2(z). Repetimos el argumento n ve
es, hasta obteneruna se
uen
ia {zi}i∈{0,1,...,n−1} tal que f(z) = (z − z0)(z − z1) . . . (z − zn−1)fn(z). Notando que
fn es de grado 0, es de
ir fn ≡ 
onstante, se 
on
luye el teorema. �10.4. Ejer
i
ios1. Pruebe que para todo k ∈ R,

π∫

0

ek cos θ cos(k sin θ)dθ = π.2. Desarrollar f(z) = senh z en serie de Taylor en torno al punto z = πi.3. Usando la fórmula integral de Cau
hy apropiadamente, 
al
ule
∮

Γ

sen(πz2) + cos(πz2)

(z − 1)(z − 2)
dz,donde Γ = ∂D(0, 3) es la 
ir
unferen
ia de 
entro 0 y radio 3, re
orrida en sentido anti-horario.10.5. ProblemasProblema 10.1. Pruebe que si f ∈ H(D(z0, R)) enton
es para todo r ∈]0, R[ se tiene

f(z0) =
1

2π

2π∫

0

f(z0 + reiθ)dθ.Deduz
a que para 0 < r < 1
2π∫

0

log(1 + reiθ)dθ = 0,



126 CAPÍTULO 10. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASy por lo tanto
π/2∫

0

ln(sen x)dx = −π
2

ln 2.Problema 10.2. Sea f ∈ H(Ω \ {0}) ∩ C(Ω) 
on Ω un 
onjunto abierto tal que D(0, r) ⊆ Ωpara algún r > 0. Suponga que existe una su
esión (zn)n≥0 ⊆ Ω\{0} tal que zn → 0 y f(zn) = 0para todo n ≥ 0. Pruebe que f ≡ 0.Problema 10.3. En
uentre el desarrollo en serie de poten
ias Σckz
k en torno a z0 = 0, parala fun
ión

f(z) = 1/(1 − z − z2).Pruebe además que ck es la su
esión de Fibona

i (c0 = c1 = 1, ck+2 = ck + ck+1).Indi
a
ión: puede servirle separar en fra

iones par
iales.Problema 10.4. 1 Demuestre que para todo par de enteros n > k ≥ 1,
(
n

k

)
=

1

2πi

∮

Γ

(z + 1)n

zk+1
dz,donde Γ ⊂ C \ {0} es 
ualquier 
amino 
errado y simple que en
ierra al origen, y que se re
orreen sentido antihorario. Usando lo anterior, pruebe que

∞∑

n=0

(
2n

n

)
1

5n
=

√
5.Problema 10.5. 2 Cal
ule la integral real ∫ ∞

0

1

1 + x4
dx.Indi
a
iónes:1. Para R > 0, sea D = {z ∈ C : |z| ≤ R, 0 ≤ arg(z) ≤ π/2.}, y sea Γ = ∂D (el borde de

D). Pruebe que ∫
Γ

1
1+z4dz = (1− i)

√
2π/4. Sugeren
ia: Le ayudará en
ontrar las raí
es de

z4 + 1 = 0.2. Si ΓR = {z : |z| = R, 0 ≤ arg(z) ≤ π/2}, pruebe que ∫
ΓR

1
1+z4dz → 0 si R → ∞.3. Con
luya.10.6. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 10.5Siguiendo las indi
a
iones del enun
iado, 
al
ulamos las raí
es de z4 + 1 = 0. Las mismas1Control 3. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Salomón Alar
ón y Felipe Álvarez2Control 2. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado



10.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 127son {e iπ
4 , e

3iπ
4 , e

5iπ
4 , e

7iπ
4 }. Observamos que si R < 1 ninguna de las raí
es pertene
e al
onjunto D. Si R > 1 sólo la raíz e iπ

4 está dentro de D (si R = 1 no podemos integrar lafun
ión 1
z4+1

sobre Γ = ∂D pues la misma no estaría bien de�nida en el punto e iπ
4 ∈ Γ).Nos interesan las valores grandes de R dado que nuestro razonamiento in
luye ha
er

R → ∞.Fa
torizando z4 + 1 se tiene que
∫

Γ

1

z4 + 1
dz =

∫

Γ

1

(z − e
3iπ
4 )(z − e

5iπ
4 )(z − e

7iπ
4 )

1

z − e
iπ
4

dzAhora 
onsideramos la fun
ión g(z) = 1

(z−e
3iπ
4 )(z−e

5iπ
4 )(z−e

7iπ
4 )

que es holomorfa en un 
on-junto abierto Ω que in
luye la 
urva Γ y todos los puntos que Γ rodea, (de he
ho
g ∈ H(C \ {e 3iπ

4 , e
5iπ
4 , e

7iπ
4 })). Enton
es podemos usar la fórmula de Cau
hy, que nosdi
e que

∫

Γ

1

z4 + 1
dz = 2πi g(e

iπ
4 ) =

2πi

(
√

2)(
√

2(1 + i))(i
√

2)
=

2πi

2
√

2(1 + i)
=
π(1 − i)

2
√

2Lo que prueba el primer punto de la indi
a
ión.Probaremos ahora que ĺımR→∞
∫
ΓR

1
1+z4dz = 0.

∣∣∣∣
∫

ΓR

1

1 + z4
dz

∣∣∣∣ ≤ L(ΓR) sup
z∈ΓR

∣∣∣∣
1

z4 + 1

∣∣∣∣

=
πR

2
sup

θ∈[0,π/2]

1

|R4ei4θ + 1| =
Rπ

2(R4 − 1)
−→R→∞ 0Para 
on
luir observamos que

∫

Γ

1

z4 + 1
dz =

∫ R

0

1

x4 + 1
dx+

∫

ΓR

1

z4 + 1
dz +

∫ R

0

1

y4 + 1
(−i)dy (10.4)El lado izquierdo de (10.4) no depende de R y permane
e igual a π

√
2(1−i)
4


uando ha
emos
R → ∞. Mientras que al tomar límite al lado dere
ho obtenemos

∫ ∞

0

1

x4 + 1
dx+ 0 +

∫ ∞

0

1

y4 + 1
(−i)dy = (1 − i)

∫ ∞

0

1

x4 + 1
dxLo que nos permite 
on
luir que

∫ ∞

0

1

x4 + 1
dx =

√
2π

4
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Capítulo 11Teorema de los residuos
11.1. Puntos singulares, polos y residuosSea f(z) una fun
ión de variable 
ompleja. Se di
e que p ∈ C es un punto singular aisladode f(z) si existe un radio R > 0 tal que f ∈ H(D(p, R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.Ejemplo 11.1.1. El 
omplejo p = 0 es un punto singular aislado de la fun
ión

f(z) =
sen z

z
.

2Se di
e que p es un punto singular evitable si, junto 
on ser punto singular aislado, el siguientelímite existe
L0(p) = ĺım

z→p
f(z).Notemos que en este 
aso podemos extender la de�ni
ión de f a todo el dis
o D(p, R) de lasiguiente forma:

f̂(z) =

{
f(z) si z ∈ D(p, R) \ {p},
L0(p) si z = p.La fun
ión f̂ así de�nida 
oin
ide 
on f en D(p, R) \ {p} y evidentemente es 
ontinua en todo

D(p, R). Como f ∈ H(D(p, R) \ {p}), por el 
orolario 10.2.2 se tiene f̂ ∈ H(Ω). Esto justi�
ala terminología de punto singular evitable.Ejemplo 11.1.2. El 
omplejo p = 0 es un punto singular evitable de la fun
ión
f(z) =

sen z

z
,pues de la serie de poten
ias de sen z se dedu
e que

ĺım
z→0

sen z

z
= 1.129



130 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSDe este modo, la fun
ión f̂ : C → C de�nida por
f̂(z) =





sen z

z
si z 6= 0,

1 si z = 0.es holomorfa en todo C. Por otra parte, p = 0 es un punto singular no evitable de la fun
ión
f(z) =

cos z

z
.Se di
e que p ∈ C es un polo de f(z) si p es un punto singular aislado de f(z) y ademásexiste un entero m ≥ 1 tal que el límite

Lm(p) = ĺım
z→p

(z − p)mf(z)existe y es no nulo, i.e. Lm(p) 6= 0. El menor m ≥ 1 
on di
ha propiedad se llama orden delpolo p. Diremos que p es un polo simple 
uando sea un polo de orden m = 1.Ejemplo 11.1.3. El 
omplejo p = 0 es un polo simple de la fun
ión
f(z) =

cos z

z
,pues

L1(0) = ĺım
z→0

(z − 0)
cos z

z
= ĺım

z→0
cos z = cos(0) = 1.Sea Ω ⊆ C un 
onjunto abierto, p un punto en Ω y supongamos que f ∈ H(Ω \ {p}).Si p es un polo de f(z) enton
es p no puede ser un punto singular evitable de f(z), pues en
aso 
ontrario se tendría

ĺım
z→p

(z − p)mf(z) = ĺım
z→p

(z − p)m ĺım
z→p

f(z) = 0L0 = 0,para todo entero m ≥ 1, lo que 
ontradi
e la de�ni
ión de polo. Luego, un polo es una verdaderasingularidad de la fun
ión en el sentido que no es posible repararla en p por 
ontinuidad.Supongamos que p es un polo de f(z) de orden m ≥ 1. Si 
onsideramos
g(z) = (z − p)mf(z)enton
es p resulta ser un punto singular evitable de g(z) y en 
onse
uen
ia la fun
ión

ĝ(z) =

{
(z − p)mf(z) si z ∈ Ω \ {p},

ĺım
z→p

(z − p)mf(z) si z = p.es holomorfa en todo Ω.
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uerdo al teorema 10.2.1, si r > 0 es tal que D(p, r) ⊆ Ω enton
es ĝ(z) admite unaexpansión en serie de Taylor en D(p, r) y en parti
ular se tiene
∀z ∈ D(p, r) \ {p}, (z − p)mf(z) =

∞∑

k=0

ĉk(z − p)k,donde
ĉk =

ĝ(k)(p)

k!

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

ĝ(w)

(w − p)k+1
dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k−m+1
dw,
on lo 
ual se obtiene para f(z) el siguiente desarrollo en serie de poten
ias (
on poten
iasnegativas) para todo z ∈ D(p, r) \ {p}:

f(z) =
ĉ0

(z − p)m
+

ĉ1
(z − p)m−1

+ . . .+
ĉm−1

(z − p)
+ R(z), (11.1)donde el resto

R(z) =
∞∑

k=m

ĉk(z − p)k−mes una fun
ión holomorfa en D(p, r) por tratarse de una serie de poten
ias usual.El desarrollo (11.1) puede es
ribirse 
omo
f(z) = c−m(z − p)−m + . . .+ c−1(z − p)−1 + c0 + c1(z − p) + . . .

=

∞∑

k=−m

ck(z − p)k,donde para todo k ≥ −m se tiene
ck = ĉk+m =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw.Esto se trata de un 
aso parti
ular de lo que se 
ono
e 
omo expansión en serie de Laurentde f(z) que veremos en la se

ión 11.4, la 
ual 
onstituye una generaliza
ión de la serie deTaylor al 
aso de fun
iones 
on singularidades aisladas.En el 
aso más general, la serie de Laurent puede admitir in�nitos términos no nulos aso
iadosa poten
ias negativas (en lugar de sólo un número �nito 
omo o
urre en el 
aso de un polo),en 
uyo 
aso de
imos que se trata de una singularidad esen
ial de f(z). En este apunte, noabordaremos mayormente el 
aso de singularidades esen
iales.



132 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSComo veremos en la siguiente se

ión, el 
oe�
iente ĉm−1 (o equivalentemente, el 
oe�
iente
c−1) en el desarrollo de Laurent (11.1) de f(z) en torno a p juega un rol muy importante en lateoría de fun
iones de variable 
ompleja. A este 
oe�
iente se le llama residuo de f en p y sedenota por Res(f, p). Tenemos que

Res(f, p) =
ĝ(m−1)(p)

(m− 1)!
=

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)dw.Una expresión para Res(f, p) que es muy útil en 
ál
ulos espe
í�
os se obtiene al notar quetodas las derivadas de ĝ son 
ontinuas de modo tal que, re
ordando que
ĝ(z) = (z − p)mf(z), z 6= p,se tiene

Res(f, p) = ĺım
z→p

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
[(z − p)mf(z)] (11.2)donde dm−1

dzm−1 denota la derivada de orden m− 1.11.2. El teorema de los residuosSea f ∈ H(Ω\{p}). Supongamos primero que p es un punto singular evitable de f , de modoque la extensión f̂ de f a todo Ω por 
ontinuidad satisfa
e f̂ ∈ H(Ω). Si Ω es simplemente
onexo y Γ ⊆ Ω \ {p} es un 
amino 
errado simple enton
es podemos apli
ar el teorema 9.3.3de Cau
hy-Goursat a f̂ para dedu
ir que
∮

Γ

f(z)dz = 0, (11.3)donde hemos usado que f̂ 
oin
ide 
on f en Ω \ {p} y que el 
amino Γ no pasa por p.Supongamos ahora que p es un polo de f de orden m. Como en este 
aso no es posibleextender f a todo Ω de modo que la extensión sea 
ontinua, nada asegura que (11.3) sea válido.De he
ho, si suponemos que el 
amino 
errado simple Γ está 
ontenido en D(p, r)\{p} 
on r > 0de modo tal que el desarrollo (11.1) es válido para todo z ∈ D(p, r) \ {p}, enton
es tenemos
∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

[
ĉ0

(z − p)m
+ . . .+

ĉm−1

(z − p)
+R(z)

]
dz

= ĉm−1

∮

Γ

1

z − p
dz

= Res(f, p)2πiIndΓ(p)

= 2πiRes(f, p),siempre que Γ se re
orra en sentido antihorario. Esta propiedad expli
a el nombre de residuodado al 
oe�
iente ĉm−1, y puede extenderse a situa
iones más generales. Introduz
amos primerola siguiente de�ni
ión.
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ión 11.2.1. Una fun
ión f se di
e meromorfa en un abierto Ω si existe un 
onjunto
P ⊆ Ω �nito o numerable tal que(1) f ∈ H(Ω \ P ).(2) f tiene un polo en 
ada punto p ∈ P .(3) P no posee puntos de a
umula
ión.Teorema 11.2.2 (Teorema de los residuos de Cau
hy). Sea f una fun
ión meromorfa en unabierto Ω y sea P el 
onjunto de todos sus polos. Sea Γ un 
amino simple y 
errado, re
orridoen sentido antihorario, que en
ierra una región D ⊆ Ω y tal que Γ∩P = ∅. Enton
es Γ en
ierraun número �nito de polos de f , digamos P ∩D = {p1, . . . , pn} y más aún

∮

Γ

f(z)dz = 2πi
n∑

j=1

Res(f, pj). (11.4)Demostra
ión. Comen
emos por notar que si bien P puede ser in�nito, sabemos que D esa
otado, y 
omo P no tiene puntos de a
umula
ión en Ω se sigue que P ∩ D es �nito. Ahorabien, de a
uerdo 
on el teorema 9.3.5, para ε > 0 pequeño se tiene
∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz, γj(t) = pj + εeit, 0 ≤ t ≤ 2π.En torno a 
ada polo pj la fun
ión f admite un desarrollo del tipo (11.1) de modo tal que
∮

γj

f(z)dz =

∮

γ∗
j

[
cj−mj

(z − pj)
−mj + . . .+ cj−1(z − pj)

−1 +Rj(z)
]
dz

= cj−1

∮

γ∗
j

1

z − pj
dz

= 2πiRes(f, pj),lo que prueba el resultado. �11.3. EjemplosUna primera regla de 
ál
ulo sen
illa para evaluar el residuo de una fun
ión de la forma
f(z) =

g(z)

h(z)que tiene un polo simple en p, donde g(p) 6= 0 y h(p) = 0 
onsiste en la fórmula
Res

(
g(z)

h(z)
, p

)
=

g(p)

h′(p)
. (11.5)La demostra
ión de (11.5) es dire
ta de la de�ni
ión de residuo 
on orden m = 1 por ser p unpolo simple.



134 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSEjemplo 11.3.1. Cal
ular: ∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz.Solu
ión Comen
emos por notar que los polos de

f(z) =
1

1 + z2
=

1

(z + i)(z − i)están dados por
p1 = i, p2 = −i,y ambos son polos simples y están en
errados por ∂D(0, 2).

b

b

i

−i

Figura 11.1: Cir
unferen
ia 
entrada en el origenLos residuos 
orrespondientes son:
Res(f, i) =

1

2i
,y

Res(f,−i) = − 1

2i
.Luego ∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i
− 1

2i

]
= 0.Por otra parte, si 
onsideramos la 
ir
unferen
ia 
entrada i y de radio 1, enton
es

∮

∂D(i,1)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i

]
= π.

2Antes de ver otro ejemplo, demostremos el siguiente resultado que es bastante útil para el
ál
ulo de polos y residuos.



11.3. EJEMPLOS 135Proposi
ión 11.3.2 (Regla de l'H�pital). Sean f, g ∈ H(Ω), p ∈ Ω y n ≥ 1 tales que
g(p) = . . . = g(n−1)(p) = 0 6= g(n)(p).Enton
es

ĺım
z→p

f(z)

g(z)
=





no existe si f (k)(p) 6= 0 para algún k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}.
f (n)(p)

g(n)(p)
si f (k)(p) = 0 para todo k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}Demostra
ión. Consideremos el desarrollo de Taylor de g en torno a p

g(z) =
∑

k≥n

g(k)(p)

k!
(z − p)k =

g(n)(p)

n!
(z − p)n +

g(n+1)(p)

(n+ 1)!
(z − p)n+1 + . . .Luego

ĺım
z→p

f(z)

g(z)
= ĺım

z→p

∞∑
k=0

f(k)(p)
k!

(z − p)k−n

g(n)(p)
n!

+ g(n+1)(p)
(n+1)!

(z − p) + . . .El denominador tiende ha
ia g(n)(p)
n!

. El numerador sólo 
onverge 
uando f (k)(p) = 0 para todo
k < n, y en tal 
aso tiende a f(n)(p)

n!
, lo que permite 
on
luir. �Ejemplo 11.3.3. Evaluar ∮

Γ

dz

z sen z
,donde Γ es el 
amino de la �gura 11.2.

1−1

i

−i

Γ

Figura 11.2: Cuadrado 
entrado en el origen
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ión La fun
ión
f(z) =

1

z sen ztiene 
omo 
andidatos a ser polos todos los puntos del tipo pk = kπ, k ∈ Z.Si k = 0 enton
es p0 = 0 es polo de orden 2; en efe
to
ĺım
z→0

z2f(z) = ĺım
z→0

z

sen z
= ĺım

z→0

1

cos z
= 1,mientras que el limite

ĺım
z→0

zf(z) = ĺım
z→0

1

sen zno existe. Si k 6= 0 enton
es pk no pertene
e a la región en
errada por Γ, y por lo tanto estospuntos no son relevantes para el 
ál
ulo de la integral.Residuo:
Res(f, 0) = ĺım

z→0

1

1!

d1

dz1
(z2f(z)) = ĺım

z→0

d

dz

( z

sen z

)

= ĺım
z→0

sen z − z cos z

sen2 z
= ĺım

z→0

cos z − cos z + z sen z

2 sen z cos z
= 0.Luego ∮

Γ

dz

z sen z
= 0.Notemos que en este 
aso el residuo resultó ser 0, lo que no es posible 
uando el polo es simple.

2Ejemplo 11.3.4. Cal
ular ∮

Γ

z3

e3iz − 3eiz + 2
dz,donde Γ es el 
amino de la �gura 11.3.

R−R ε−εFigura 11.3: Camino que evita al origen
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ión Para determinar los polos de la fun
ión
f(z) =

z3

e3iz − 3eiz + 2
,veamos donde se anula el denominador:

e3iz − 3 eiz
︸︷︷︸

w

+2 = 0 ⇔ w3 − 3w + 2 = 0

⇔ (w − 1)2(w + 2) = 0

⇔ w = 1 o bien w = −2

⇔ iz = log(1) o bien iz = log(−2) = ln 2 + iπ

⇔ z = 0 o bien z = π − i ln 2.Como ninguno de estos puntos está en
errado por Γ, enton
es
∮

Γ

f(z)dz = 0.Si en lugar del 
amino anterior se 
onsidera la 
ir
unferen
ia 
entrada en el origen y de radio
R > 0 su�
ientemente grande, enton
es ambos puntos son relevantes.
• p = 0: desarrollando las exponen
iales en serie de poten
ias se tiene

f(z) =
z3

(1 + (3iz) + (3iz)2

2!
+ (3iz)3

3!
+ . . .) − 3(1 + iz + (iz)2

2!
+ (iz)3

3!
+ . . .) + 2

=
z3

(−9
2
z2 − 27

6
iz3 + . . .) − (−3

2
z2 − iz3

6
+ . . .)

=
z3

−3z2 + o(z2)
→ 0 ⇒ p = 0 no es polo.

• p = π − i ln 2:
f(z) =

z3

(eiz − 1)2(eiz + 2)
=

z3

(eiz − 1)2

1

eiz − eip
,luego

ĺım
z→p

z3

(eiz − 1)2

z − p

eiz − eip
=

p3

(eip − 1)2

1

ieip
=
p3

9

1

i(−2)
=
i(π − i ln 2)3

18
6= 0,de modo que p = π− i ln 2 es un polo simple. En este 
aso, el residuo 
oin
ide 
on el límite quea
abamos de 
al
ular, es de
ir

Res(f, p) = ĺım
z→p

(z − p)f(z) =
i(π − i ln 2)3

18
,y en 
onse
uen
ia ∮

∂D(0,R)

f(z)dz = −π
9

(π − i ln 2)3.

2Una 
onse
uen
ia interesante del teorema de los residuos es la siguiente:
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ión 11.3.5. Sea f : Ω ⊆ C → C holomorfa y Γ una 
urva simple, 
errada y re
orridaen sentido antihorario la 
ual en
ierra una región D ⊆ Ω. Si f tiene un número �nito de 
erosal interior de D y no tiene 
eros en Γ enton
es
Indf(Γ)(0) =

1

2πi

∮

Γ

f ′(z)

f(z)
dz = número total de 
eros de f en D,donde en este número se in
luye la multipli
idad de los 
eros.Demostra
ión. Tenemos que f(Γ) es una 
urva 
errada que por hipótesis no pasa por 0, yque si Γ está parametrizada por γ : [a, b] → Γ enton
es f(Γ) lo está por f ◦ γ. Luego,

Indf(Γ)(0) =
1

2πi

∮

f(Γ)

1

z
dz =

1

2πi

b∫

a

1

f(γ(t))
f ′(γ(t))

dγ

dt
(t)dt =

1

2πi

∮

Γ

f ′(z)

f(z)
dz.Por otra parte, de�namos

g(z) =
f ′(z)

f(z)y sea p un 
ero de f . Como f es holomorfa, podemos en
ontrar r > 0, m ≥ 1 y una fun
ión
f0(z) holomorfa en D(p, r) tales que para todo z ∈ D(p, r), f(z) = (z− p)mf0(z) 
on f0(p) 6= 0(m es la multipli
idad de p). De este modo, para z ∈ D(p, r) podemos es
ribir

g(z) =
m(z − p)m−1f0(z) + (z − p)mf ′

0(z)

(z − p)mf0(z)
=

m

z − p
+
f ′

0(z)

f0(z)
,y en 
onse
uen
ia p es un polo simple de g y más aún Res(g, p) = m. Repitiendo esto para 
adauno de los 
eros de f , dedu
imos del teorema de los residuos que

1

2πi

∮

Γ

g(z)dz =
∑

p∈D

mp = número total de 
eros de f en D.
�11.4. Series de LaurentUna serie de Laurent es una serie de la forma

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k (11.6)donde a ∈ C es un punto dado y (ck)k; k ∈ Z es una familia de números 
omplejos indexadapor los enteros. Observemos que a diferen
ia de una serie de poten
ias, en la serie de Laurentintervienen tanto poten
ias positivas 
omo negativas de (z − a).



11.4. SERIES DE LAURENT 139De�namos la parte positiva y negativa de (11.6) mediante
P (z) =

∞∑

k=0

ck(z − a)k, N(z) =
−1∑

k=−∞
ck(z − a)k.Observemos que P (z) es una serie de poten
ias y que N(z) se puede rees
ribir de la siguientemanera

N(z) =

∞∑

k=1

c−k((z − a)−1)k,que es una serie de poten
ias en la variable (z − a)−1.Dado z 6= a diremos que la serie de Laurent (11.6) 
onverge si P (z) y N(z) 
onvergen.Teorema 11.4.1. Sean
R1 = ĺım sup

k→∞

k
√
|c−k|,y

R2 = 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|ck|
on la 
onven
ión 1/0 = ∞.Si R1 < R2 enton
es L(z) =

∑∞
k=−∞ ck(z − a)k 
onverge para todo z en la región anular

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}y de�ne una fun
ión holomorfa en A.Demostra
ión. Dado z ∈ C re
ordemos que P (z) =
∑∞

k=0 ck(z−a)k 
onverge si |z−a| < R2 ydiverge si |z−a| > R2. Además, si R2 > 0 enton
es P (z) es holomorfa en {z ∈ C : |z−a| < R2}.Por otro lado observemos que dado w ∈ C, g(w) =
∑∞

k=1 c−kw
k 
onverge si

|w| < 1/ ĺım sup
k→∞

k
√

|c−k|mientras que diverge si |w| > 1/ ĺım sup
k→∞

k
√

|c−k|. Tomando w = (z − a)−1 vemos que N(z)
onverge si |z− a| > R1 y diverge si |z− a| < R1. En síntesis, la serie de Laurent L(z) 
onvergesi R1 < |z − a| < R2 y diverge si |z − a| < R1 o |z − a| > R2.Para 
on
luir notemos que si R1 < ∞ enton
es N(z) es una fun
ión holomorfa en {z ∈ C :
|z − a| > R1}, ya que es la 
omposi
ión de g 
on la fun
ión z 7→ (z − a)−1. Luego L(z) esholomorfa en A. �Observa
ión 11.4.2. Si R1 ≥ R2 no se puede garantizar la 
onvergen
ia de la serie de Laurentpara ningún z ∈ C.Como en el 
aso de las series de poten
ias, si |z − a| = R1 o |z − a| = R2 puede o no haber
onvergen
ia de la serie de Laurent, lo que dependerá de 
ada 
aso parti
ular.
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r1r2

γ1

γ2Figura 11.4: 
ír
ulos de radio r1 < r2Teorema 11.4.3. Sean a ∈ C un punto dado, 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞ y A la región de�nida por
A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.Si f : A→ C es una fun
ión holomorfa, enton
es existen 
onstantes (ck)k∈Z tales que
f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k, ∀z ∈ A.Más aún,

ck =
1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw,para 
ualquier r tal que R1 < r < R2, donde ∂D(a, r) está parametrizado en sentido antihorario.Demostra
ión. Primero observemos que

1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dwno depende de r. En efe
to, sean R1 < r1 < r2 < R2 y usemos la nota
ión γ1 = ∂D(a, r1),

γ2 = ∂D(a, r2), parametrizadas en sentido antihorario. Enton
es por el teorema de Cau
hyapli
ado a la fun
ión w 7→ f(w)
(w−a)k+1 , que es holomorfa en A, y al 
amino de la �gura:se dedu
e que ∮

γ1

f(w)

(w − a)k+1
dw =

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
.Consideremos ahora un punto z ∈ A 
ualquiera y es
ojamos r1 y r2 de modo que

R1 < r1 < |z − a| < r2 < R2.Por la fórmula de Cau
hy en el 
amino de la �gura (11.4) obtenemos
f(z) =

1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw.



11.4. SERIES DE LAURENT 141El primer término del lado dere
ho en la fórmula anterior es igual a
1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − a
· 1

1 − z−a
w−a

dw

=
1

2πi

∮

γ2

f(w)
∞∑

k=0

(z − a)k

(w − a)k+1
dw

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
dw

)
(z − a)k

=

∞∑

k=0

ck(z − a)k,donde el inter
ambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�
a exa
tamente del mismo modo que en la de-mostra
ión del Teorema 10.2.1, utilizando que para w ∈ γ2

∣∣∣∣
z − a

w − a

∣∣∣∣ =
|z − a|
r2

< 1.Para la segunda integral tenemos
1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw = − 1

2πi

∮

γ1

f(w) · 1

z − a
· 1

1 − w−a
z−a

dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

∞∑

k=0

(w − a)k

(z − a)k+1
dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)
∞∑

k=1

(w − a)k−1

(z − a)k
dw

= −
∞∑

k=1

(
1

2πi

∮

γ1

f(w)

(w − a)−k+1
dw

)
(z − a)−k

= −
∞∑

k=1

c−k(z − a)k,En esta o
asión el inter
ambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�
a 
omo sigue

∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=0

( %) −
N∑

k=0

∮

γ1

( %)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=N+1

( %)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 sup
w∈γ1

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(w − a)k−1

(z − a)k

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 · sup
w∈γ1

|f(w)| ·
∞∑

N+1

rk−1
1

|z − a|k

≤ 2πM
∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

,



142 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSdonde M = supw∈γ1
|f(w)|. Notemos que

∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

−→ 0 
uando N → ∞,ya que se trata de una serie geométri
a∑ ak 
on a = r1/|z − a| < 1. �Observa
ión 11.4.4. El teorema anterior a�rma que f se puede representar por una serie deLaurent en el anillo A. Notemos que la fórmula explí
ita para los 
oe�
ientes en términos de fgarantiza que esta representa
ión es úni
a.Revisemos el 
on
epto de singularidad aislada de una fun
ión f(z). Supongamos p ∈ C esun punto singular aislado de f(z), es de
ir, existe un radio R > 0 tal que f ∈ H(D(p, R) \ {p})pero f no es holomorfa en p. Gra
ias al Teorema 11.4.3 dedu
imos que
f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p, R) \ {p},donde ck ∈ C. Podemos a�rmar enton
es que:i) si ck = 0 para todo k < 0 enton
es p es un punto singular evitable,ii) si existe m ≥ 1 tal que ck = 0 para todo k < −m pero c−m 6= 0 enton
es p es un polo deorden m,iii) en 
aso 
ontrario el número de índi
es k < 0 para los 
uales ck 6= 0 es in�nito y a p se lellama una singularidad esen
ial.El siguiente es un ejemplo de una singularidad esen
ial.Ejemplo 11.4.5. Consideremos f(z) = e1/z , z ∈ A donde A = {z ∈ C : |z| > 0}. Notemos quepara z 6= 0

e1/z =
∞∑

n=0

(1/z)n

n!Enton
es la serie de Laurent de f en torno a 0 es
f(z) =

∞∑

k=−∞
ckz

k,donde
ck =

{
0 si k > 0

1
(−k)!

si k ≤ 0.Observa
ión 11.4.6. Los 
oe�
ientes del desarrollo en serie de Laurent de una fun
ión holo-morfa dependen 
ru
ialmente de 
ual es el anillo 
on respe
to al 
ual se ha
e la expansión.In
luso anillos distintos pero 
entrados en el mismo punto produ
en series de Laurent difer-entes.



11.5. EJERCICIOS 143Ejemplo 11.4.7. Sea f(z) = 1
z−i

y en
ontremos su serie de Laurent en los anillos A1 = {z ∈
C : |z − 1| <

√
2} y A2 = {z ∈ C : |z − 1| >

√
2}.Primero observemos que efe
tivamente f es holomorfa en ambos anillos. Si |z − 1| <

√
2utilizando la serie geométri
a obtenemos

1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

1 − i
· 1

z−1
1−i

+ 1

=
1

1 − i
· 1

1 − z−1
i−1

=
1

1 − i

∞∑

k=0

(z − 1

i− 1

)k

= −
∞∑

k=0

(z − 1)k

(i− 1)k+1
,y la serie 
onverge si | z−1

i−1
| < 1, es de
ir si |z− 1| <

√
2. Esta es la serie de Laurent de f en A1.Si |z − 1| >

√
2

1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

z − 1
· 1

1 + 1−i
z−1

=
1

z − 1
· 1

1 − i−1
z−1

=
1

z − 1

∞∑

k=0

( i− 1

z − 1

)k

=

∞∑

k=0

(i− 1)k

(z − 1)k+1
,lo que 
orresponde a la serie de Laurent de f en A2.11.5. Ejer
i
ios1. Probar que si f(z) = (ekz − 1)/z 
uando z 6= 0 y f(0) = k enton
es f ∈ H(C).2. Suponga que f y g tienen polos de orden m y n respe
tivamente en z0. ¾Que puede de
irsesobre las singularidades de f + g, f · g y f

g
en z0?.3. Cal
ule las singularidades de las siguientes fun
iones:(i) 1

z4+z2 , (ii) 
otanz, (iii) 
ose
z, (iv) exp( 1
z2 )

z−1
.4. Determine los 
in
o primeros términos de la serie de Laurent de

f(z) =
ez

z(z2 + 1)en torno a z0 = 0.



144 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOS5. Explique por qué el residuo en un polo simple no puede ser 0.6. Sea p ∈ C un polo de g(z) y h(z) y 
onsidere f(z) = g(z) + h(z). Pruebe que
Res(f, p) = Res(g, p) + Res(h, p).7. Cal
ular ∮

γ∗
f(z)dz
on γ(θ) = e−iθ, θ ∈ [0, 2π[ para:a) f(z) = cos z

z3 (Resp.: 0).b) f(z) = (1−e2z)
z4 (Resp.: 8πi

3
).
) f(z) = ez

2(z−1)2
(Resp.: −πie).d) f(z) = z2

(1−z4)
(Resp.: −πi

2
).8. En
ontrar la serie de Laurent de la fun
ión indi
ada en el anillo indi
ado:a) 1

z2+9
en {z ∈ C : |z − 4| < 5},b) 1

z2+9
en {z ∈ C : |z − 4| > 5},
) ez + e1/z en {z ∈ C : |z| > 0}.9. Desarrolle 
ada una de las siguientes fun
iones en una serie de Laurent 
onvergente parala región 0 ≤ |z − z0| < R, y determine la región pre
isa de 
onvergen
ia.(i) f(z) = cosh(2z)/z, z0 = 0, (ii) f(z) = 8−2z

4z−z3 , z0 = 0, (iii) f(z) = z cos(1/z), z0 = 0,(iv) f(z) = z−5e1/z2 , z0 = 0, (v) f(z) = cos(z)/(z − π)3, z0 = π,(vi) f(z) = z4

z+2i
, z0 = −2i, (vii) f(z) = sen(z)/(z − 1

4
π)3, z0 = π/4.10. Muestre que si f es holomorfa en z 6= 0 y f(−z) = −f(z) enton
es todos los términospares en su expansión de Laurent sobre z = 0 son iguales a 
ero.11. En
uentre la expansión en serie de Laurent de:(i) 1

z4+z2 , sobre z = 0, (ii) exp(1/z2)
z−1

, sobre z = 0, (iii) 1
z2−4

, sobre z = 2.12. Cal
ular el desarrollo en series de Laurent en la región se�nalada.a) f(z) =
1

z(z − 1)(z − 2)
en:

(i) 0 < |z| < 1 (ii) 1 < |z| < 2 (iii) |z| > 2.b) f(z) =
1

cos(z)
en a = 0. Cuál es el radio de 
onvergen
ia?
) f(z) = sen

(
1

z

) en a = 0.



11.6. PROBLEMAS 145d) f(z) =
1

z(z2 + 1)
en:

(i) 0 < |z| < 1 (ii) 1 < |z|.e) f(z) =
1

z2 + z3
en a = 0.f ) f(z) =

(
1

1 − z

)3 en:
(i) |z| < 1 (ii) 1 < |z| (iii) |z + 1| < 2 (iv) 0 < |z − 1| <∞.13. Clasi�que las singularidades de las siguientes fun
iones. Se�nale 
uáles son singularidadesaisladas, y de éstas indique los polos, determine el orden y 
al
ule el residuo en 
ada uno.

a) f(z) =
z2

(z4 + 16)2
. b) f(z) =

ez2

z − 1

c) f(z) =
z

ez − z + 1
. . d) f(z) =

1

z2(sen z)

e) f(z) =
1

cos(1/z)
.

f) f(z) =
z2 − π2

sen2(z)
.11.6. ProblemasProblema 11.1. Considere una fun
ión de la forma

f(z) =
g(z)

h(z)y asuma que f(z) tiene un polo en p ∈ C 
on g(z) y h(z) fun
iones holomorfas en una ve
indadde p. Suponga que
g(p) 6= 0, h(p) = h′(p) = 0, h′′(p) 6= 0.Veri�que que ne
esariamente f(z) tiene un polo de orden dos en p y pruebe que

Res(f, p) =
2g′(p)

h′′(p)
− 2

3

g′(p)h′′′(p)

h′′(p)2
.Problema 11.2. En
ontrar el desarrollo en serie de Taylor ó de Laurent 
on 
entro 0, ydeterminar las regiones donde éstas 
onvergen, para las siguientes fun
iones:(i) f(z) = z−5 sen z, (ii) f(z) = z2e1/z , (iii) f(z) = 1/(z3 − z4), (iv) f(z) = −2z+3

z2−3z+2
.Compare las regiones donde estas series 
onvergen 
on las regiones que se obtienen a partirde los distintos teoremas de 
onvergen
ia de series vistos en 
lases.



146 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSProblema 11.3. Cal
ule ∫ 2π

0
cos(nx)/[1 + a2 − 2a cos(x)] dx 
on a ∈ (0, 1) y n ∈ N.Indi
a
ión: integre la fun
ión f(z) = [zn + 1/zn][ 1

z−a
− 1

z−1/a
] sobre el 
ír
ulo unitario.Problema 11.4. En
ontrar la serie de Taylor o la serie de Laurent de la fun
ión f(z) =

1/(1 − z2) en la región(i) 0 ≤ |z| < 1, (ii) |z| > 1, (iii) 0 ≤ |z − 1| < 2.Problema 11.5.En
uentre la serie de Laurent de las fun
iones(i) f(z) = 1
(z2+3)2/(z)(ii) f(z) = 1
z2(1−z)

para 0 < |z| < 1 y |z − 1| < 1.Problema 11.6. En
ontrar el desarrollo en serie de Taylor ó de Laurent 
on 
entro 0, ydeterminar las regiones donde éstas 
onvergen, para las siguientes fun
iones:(i) f(z) = z−5 cos z, (ii) f(z) = ze1/z2 , (iii) f(z) = 1/(z3 − z4).Problema 11.7. (i) Sea f(z) = π cot(πz)
z2 . Indique donde f es holomorfa en
uentre sus polosy determine sus ordenes 
orrespondientes.(ii) Cal
ule los resíduos de los polos de f .(iii) Considere el borde del 
uadrado CN de vérti
es (N + 1

2

)
(−1−i),

(
N + 1

2

)
(1−i),

(
N + 1

2

)
(1+

i) y (
N + 1

2

)
(−1 + i), 
on N ∈ N. Cal
ule ∮

CN
f(z)dz y 
on
luya el valor de ∞∑

n=1

1
n2 .Problema 11.8. 1Considere la fun
ión de variable 
ompleja f(z) =

eiz

z(z − z1)2(z − z2)2
, donde z1, z2 ∈ C \ {0}son dos números 
omplejos, distintos y no nulos.(i) Identi�que los polos de f 
on sus respe
tivos órdenes. Pruebe que

Res(f ; 0) =
1

z2
1z

2
2

, Res(f ; z1) =
eiz1

z1(z1 − z2)2

(
i− 3z1 − z2

z1(z1 − z2)

)
.(ii) Considere los valores z1 = 1 y z2 = −5, y sea ΓR la 
ir
unferen
ia de radio R, 
entrada enel origen y 
on orienta
ión positiva. Cal
ule la integral ∮

ΓR

f(z)dz para R = 1/2 y R = 2.Problema 11.9. (a) Cal
ule la expresión en Serie de Poten
ia de Log(1 − z).(b) En
uentre la Serie de Laurent de Log( z(2−z)
1−z

) e indique el anillo de validez1Examen. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



11.6. PROBLEMAS 147Problema 11.10. 2Sea f una fun
ión meromorfa en la región D (es de
ir, f es analíti
a en D, ex
epto en unnúmero �nito de polos). Sea Γ una 
urva simple, 
errada, regular y orientada en sentido anti-horario que no interse
ta polos ni 
eros de f . Denotemos:
C = número de 
eros de f al interior de Γ, 
ontados según multipli
idad.
P = número de polos de f al interior de Γ, 
ontados según su orden.(es de
ir, un polo -o un 
ero - de orden m 
uenta m ve
es.)Demostrar que

1

2πi

∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz = C − PPara esto, probar 
ada uno de los siguientes puntos:1. Si p ∈ D es un 
ero de orden k de f enton
es p es polo simple (i.e. de orden 1) de f ′/f ,
on residuo k.2. Si p ∈ D es polo de orden k de f enton
es p es polo simple de f ′/f , 
on residuo −k.Indi
a
ión: Para 
ada p, fa
tori
e f(z) y represente f ′(z)/f(z) de manera ade
uada.3. Muestre que f ′/f no tiene ningún otro polo además de los puntos men
ionados en a) yen b), y 
on
luya.Problema 11.11. 3 Cal
ule el desarrollo de Laurent de la fun
ión f(z) =

1

z2 + z3
en 
ada unode los anillos:a) A1 = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}b) A2 = {z ∈ C | |z| > 1}Problema 11.12. Sea f analíti
a en Ω, 
onD(a,R) = {z ∈ C : |z−a| ≤ R} ⊂ Ω. Supongamosque f(z) tiene un sólo 
ero z0 en D(a,R). Demuestre que

z0 =
1

2πi

∫

∂D(a,R)

zf ′(z)

f(z)
dzIndi
a
ión: Considere f(z) = (z − z0)ϕ(z).Problema 11.13. Sea f una fun
ión entera tal que f(z) → ∞ 
uando z → ∞. Pruebe que fes un polinomio.Indi
a
ión: Muestre que f(1/z) tiene un polo de orden �nito en z = 0.Problema 11.14. Sean g y h analíti
as en z0 tales que g(z0) = 0, g′(z0) 6= 0, h(z0) = h′(z0) =

h′′(z0) = 0 y h′′′(z0) 6= 0. Demuestre que g/h tiene un polo de segundo orden en z0, 
on
Res

(g
h
, z0

)
=

3g′′(z0)

h′′′(z0)
− 3g′(z0)h

(iv)

2(h′′′(z0))22Control 3. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado3Control 3. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado



148 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSProblema 11.15. 4 Sea Γ = {z ∈ C : |z| = 1}, y sea f una fun
ión holomorfa en A = {z ∈
C : 0 < |z| < 2} tal que ∫

Γ

znf(z)dz = 0para todo n ≥ 0. Pruebe que z = 0 es una singularidad evitable de f .Hint: Considere el desarrollo de Laurent de f(z) en A y el teorema de los residuos.11.7. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 11.4(i) Notemos que para 0 ≤ |z| < 1 se 
umple que la serie ∑ zk es 
onvergente y ∑ zk =
1

1−z
por lo tanto la serie de Taylor en 0 ≤ |z| < 1 
orresponde a ∑ z2k.(ii) Para |z| > 1, f(z) puede ser es
rita de modo equivalente 
omo f(z) = − 1

z2
1

(1− 1
z2 )
.Análogamente al item anterior la serie ∑(

1
z

)k es 
onvergente para |z| > 1 y se
umple∑(
1
z2

)k
= 1

1− 1
z2
. Por lo tanto la serie de Laurent de f para |z| > 1 está dadapor
f(z) = − 1

z2

∑

k≥0

1

z2k
= −

∑

k≥0

1

z2(k+1)(iii) Finalmente notemos que 1
1−z2 = 1

(1−z)(1+z)
. La fun
ión 1

(1+z)
= 1

(2+(z−1)
puede serexpresada en serie de Laurent en torno a al punto z0 = 1 
omo

1

(1 + z)
=

1

(2 + (z − 1))
=

1

2

1

1 − (−z−1
2

)
=

1

2

∑

k≥0

(−1)k(z − 1)k

2kesta serie es 
onvergente en |z− 1| < 2. Con
luimos enton
es que la serie de Laurentde f para |z − 1| < 2 está dada por
f(z) =

1

2(1 − z)

∑

k≥0

(−1)k (z − 1)k

2k
= −

∑

k≥0

(−1)k (z − 1)k−1

2k+1
=
∑

k≥−1

(−1)k (z − 1)k

2k+2Solu
ión Problema 11.5(i) Desarrollando el numerador queda
f(z) = (z4 + 6z2 + 9)/z = z3 + 6z +

9

zque 
orresponde a la expresión en serie de Laurent.4Control 3. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado
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f(z) =
1

z2

(
1

1 − z

)

=
1

z2

∑
zk =

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 + z3 + · · ·Si |z − 1| < 1.

f(z) = − 1

z2

1

z − 1

= − 1

(z − 1 + 1)2

1

z − 1pero
1

z2
=

d

dz

(−1

z

)

= − d

dz

(
1

1 − (1 − z)

)
= − d

dz

∑

k≥0

(1 − z)k

= − d

dz

∑

k≥0

(−1)k(z − 1)k = −
∑

k≥0

(−1)kk(z − 1)k−1.Por lo tanto
f(z) =

1

z − 1

∑

k≥0

(−1)kk(z−1)k−1 =
∑

k≥0

(−1)kk(z−1)k−2 =
∑

k≥−2

(−1)k(k+2)(z−1)kSolu
ión Problema 11.6Re
ordemos que dada una serie de Laurent
∞∑

k=−∞
ck(z − a)klos radios de 
onvergen
ia son de la forma:

R1 = ĺım sup
k→∞

k
√
|c−k|,y

R2 = 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|ck|Si R1 < R2 enton
es L(z) =

∑∞
k=−∞ ck(z − a)k 
onverge para todo z en la región anular

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.



150 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOS(i) Notemos que
cos z

z5
=

1

z5

(
1 − z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ ...

)

cos z

z5
=

(
1

z5
− 1

2!z3
+

1

4!z
− z

6!
+
z3

8!
− z5

10!
+ ...

)Claramente se tiene que R1 = 0 y R2 = ∞, luego, A = C \ {0}.(ii) Tenemos que
z exp

(
1

z2

)
= z

(
1 +

1

1!z2
+

1

2!z4
+

1

3!z6
+ ...

)

= z +
1

z
+

1

2!z3
+

1

3!z5
+ ...Luego se dedu
e que R2 = ∞ y R1 = 0.(iii) Hay 2 
asos, si |z| < 1 o |z| > 1. Si |z| < 1:

1

z3 − z4
=

1

z3

1

1 − z

=
1

z3

∞∑

k=0

zk =

∞∑

k=0

zk−3

=
1

z3
+

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 + ...donde R1 = 0 y R2 = 1, lo que impli
a que A = D(0, 1) \ {0}.Para |z| > 1:

1

z3 − z4
=

1

z4

1
1
z
− 1

=
1

z4

−1

1 − 1
z

=
1

z4

(
−

∞∑

k=0

1

zk

)
= −

∞∑

k=0

1

zk+4

= − 1

z4
− 1

z5
− 1

z6
− ...donde R1 = 1 y R2 = ∞, 
on A = C \D(0, 1).Solu
ión Problema 11.7(i) Para f(z) = π cos(πz)

z2 sen(πz)
, bus
amos donde sen(πz) = 0, i.e. sen(πz) = eiπz−e−iπz

2i
= 0.Esto su
ede si eiπz = e−iπz enton
es |e2iπz| = 1. Si z = x + iy esto quiere de
ir que

|e2πi(x+iy)| = |e2πix| · |e−2πy| = 1.Si y 6= 0, no se 
umple la igualdad, por lo que ne
esariamente Im(z) = 0 para todo
z que es raíz.Por otro lado e2πix = 0 si y sólo si x ∈ Z, por lo que f(z) es holomorfa en C \ Z.Luego, los polos son los enteros, todos de orden 1, ex
epto z = 0, que posee multi-pli
idad 3.



11.7. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 151(ii) Como son fun
iones (no polinomios), vemos el límite de (z− p0)
α · f(z), donde p0 esun polo de multipli
idad α.Para z = 0 se tiene que

ĺım
z→0

π cosπz

z2 sin πz
(z − 0)3 = ĺım

z→0
πz

cosπz

sen πz
,pero ĺım

z→0
cosπz = 1 y

ĺım
z→0

sen πz

z
= ĺım

z→0

sen πz − sen 0

z − 0
=

d

dz
sin(πz) |z=0 = π cosπz |z=0 = π,obteniendo

ĺım
z→0

πz
cosπz

sen πz
= 1 = z3f(z) |z=0Para p0 = n ∈ Z se tiene

ĺım
z→n

f(πz)(z − n) = ĺım
z→n

π cos(πz)

z2 sen πz
(z − n) = ĺım

z→n

cosπz

z2
ĺım
z→n

π(z − n)

sen(πz)
,pues ambos limites existen. Pero sen(π(z−n)) = sen(πz) cos(πn)+cos(πz) sen(πn) =

(−1)n sen(πz), obteniéndose
ĺım
z→n

f(πz)(z − n) =
[cos πn

n2

]
·
[
ĺım
z→n

π(z − n) · (−1)n

sen(π(z − n))

]

=
(−1)n

n2
· (−1)n

[
ĺım
z→n

π(z − n)

sen(π(z − n))

]
=

(−1)2n

n2
=

1

n2
.Luego Res (f, n) =

1

n2
,Res (f, 0) = ĺım

z→0

1

2!

d2

dz2
(f(z) · z3) = ĺım

z→0

1

2

d2

dz2

(
π cotg(πz)

z2
z3

)

= ĺım
z→0

d

dz
(cotg(πz) − cosec2(πz) · π · z)

=
π

2
ĺım
z→0

[−2 cosec2(πz) · π + 2 cosec2(πz) cotg(πz)π2z]

= π2 ĺım
z→0

[
π cos(πz) · z

sen3(πz)
− 1

sen2(πz)

]

= π2 ĺım
z→0

[
πz cos πz − sen(πz)

sen3(πz)

]

= π2 ĺım
z→0

[−π2z sen πz + π cosπz − π cos πz

3 sen2(πz) cos(πz) · π

]

=
−π2

3
ĺım
z→0

[
πz

sen(πz)
· 1

cos(πz)

]
=

−π2

3
.



152 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOS(iii) Apli
ando el Teorema de los Residuos
∮

∂CN

f(z)dz = 2πi



−π2

3
+

n=N∑

n−N
n6=⊘

1

n2




= 2π

[
−π2

3
+ 2

N∑

n=1

1

n2

]Apli
ando límite a ambos lados, anali
emos al lado izquierdo
∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∮ ∣∣∣∣π

cotg(πz)

z2

∣∣∣∣ dz = π

∮ | cotg(πz)|
|z|2 dzpero | cotg(πz)| < M ∀z ∈ ∂CN , N ∈ N, luego

∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ πM

∮

∂CN

1

|z|2dz ≤
πM

(
N + 1

2

)2
∮

∂CN

|dz|,pues |z| ≥ (N + 1
2

), y 
omo ∮
∂CN

es el largo de la 
urva el 
ual es igual a 8
(
N + 1

2

),se obtiene
ĺım

N→∞

∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ĺım
N→∞

8πM(
N + 1

2

) = 0.Es de
ir
ĺım

N→∞
2πi

[
−π

2

3
+ 2

N∑

n=1

1

n2

]
= 0,lo que impli
a que ∞∑

n=1

1
n2 = π2

6
.Solu
ión Problema 11.101. Sea p ∈ D es un 
ero de orden k de f .Enton
es existe R > 0 tal que
f(z) = (z − p)kg(z)en D(p, R) 
on g holomorfa en D(p, R) y g(p) 6= 0.Enton
es

f ′(z) = k(z − p)k−1g(z) + (z − p)kg′(z)y por tanto, en una ve
indad de p se tiene:
f ′(z)

f(z)
=
k(z − p)k−1g(z) + (z − p)kg′(z)

(z − p)kg(z)

=
k

z − p
+
g′(z)

g(z)
.



11.7. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 153Además se tiene que g′(z)
g(z)

es holomorfa en p. Por lo tanto en el desarrollo de f ′/fen p el úni
o término singular es k

z − p
, por lo que p es polo de orden 1 de f ′/f , ysu residuo es el 
oe�
iente de di
ho término, es de
ir k.2. Sea p ∈ D un polo de orden k de f . Enton
es existe R > 0 tal que

f(z) = (z − p)−kg(z)en D(p, R) 
on g holomorfa en D(p, R) y g(p) 6= 0.Enton
es
f ′(z) = −k(z − p)−k−1g(z) + (z − p)−kg′(z)y por tanto, en una ve
indad de p se tiene:
f ′(z)

f(z)
=

−k(z − p)−k−1g(z) + (z − p)−kg′(z)

(z − p)−kg(z)

=
−k
z − p

+
g′(z)

g(z)
.Por el mismo razonamiento que en a), se tiene que p es polo de orden 1 de f ′/f , ysu residuo es −k. (0.5 ptos.)3. Sea p ∈ D que no es polo ni 
ero de f . Enton
es f ′ es holomorfa en una ve
indad de

p (pues f lo es). dado que f(p) 6= 0, se tiene que 1/f también es holomorfa en unave
indad de p. Por lo tanto p no es polo de f/f ′.Para 
on
luir, por el teorema de los residuos y las preguntas a) y b) se tiene:
1

2πi

∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑

p polo de f ′/f

Res(f ′/f, p)

=
∑

p 
ero def k(p) +
∑

p polo de f

(−k(p))

= C − P(Donde k(p) denota el orden del polo o del 
ero p, según 
orresponda).Solu
ión Problema 11.11a)
f(z) = 1

z2(1+z)
= 1

z2(1−(−z))
= 1

z2

∑∞
n=0(−z)ndonde la última igualdad es válida si y sólo si 0 < |z| < 1 ⇐⇒ z ∈ A1Es de
ir que f(z) =

∑∞
n=0(−z)n−2 = 1

z2 − 1
z

+ 1 − z + z2 − z3 . . .Los 
oe�
ientes son
c−n = 0 n ≥ 3

c−2 = 1

c−1 = −1

cn = (−1)n ∀n ∈ N



154 CAPÍTULO 11. TEOREMA DE LOS RESIDUOSY los radios de 
onvergen
ia son
R1 = ĺım sup

k→∞

k
√

|c−k| = 0

R2 = 1/ ĺım sup
k→∞

k
√

|ck| = 1b)
f(z) = 1

z2(1+z)
= 1

z3( 1
z
+1)

= 1
z3

∑∞
n=0(−1

z
)ndonde la última igualdad es válida si y sólo si 0 < |1

z
| < 1 ⇐⇒ z ∈ A2Es de
ir que f(z) =

∑∞
n=0(−1)n(z)−n−3 = 1

z3 − 1
z4 + 1

z5 − 1
z6 + 1

z7 . . .Los 
oe�
ientes son
c−n = (−1)n+1 n ≥ 3

c−2 = 0

c−1 = 0

cn = 0 ∀n ∈ NY los radios de 
onvergen
ia son
R1 = ĺım sup

k→∞

k
√

|c−k| = 1

R2 = 1/ ĺım sup
k→∞

k
√

|ck| = 1/0 = ∞Solu
ión Problema 11.15Sea Γ = {z ∈ C : |z| = 1}, y sea f una fun
ión holomorfa en A = {z ∈ C : 0 < |z| < 2}tal que ∫

Γ

znf(z)dz = 0para todo n ≥ 0. Pruebe que z = 0 es una singularidad evitable de f .Dado que f ∈ H(D(0, 2)), se tiene que z0 = 0 es singularidad aislada de f . Por el teoremade series de Laurent, se tiene que f tiene un desarrollo en z0 = 0. Es de
ir,
f(z) =

∞∑

−∞
akz

kpara todo z ∈ A.Enton
es se tiene
znf(z) =

∞∑

−∞
akz

k+n =
∞∑

−∞
ak−nz

k. (11.7)



11.7. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 155Por otra parte, para todo n ≥ 0 la fun
ión znf(z) no tiene singularidades fuera de z0 = 0,y este punto es en
errado por la 
urva simple Γ. Enton
es, el teorema de los residuosimpli
a que ∫

Γ

znf(z)dz = 2πiRes(znf(z), 0) (11.8)y teniendo en 
uenta la hipótesis sobre f se sigue que
Res(znf(z), 0) = 0 (11.9)Por el teorema de series de Laurent, se tiene que Res(znf(z), 0) es igual al 
oe�
iente deltérmino z−1 en la serie de znf(z).Teniendo en 
uenta el desarrollo (11.7) se sigue que Res(znf(z)) = a−n−1 para todo n ≥ 0.Gra
ias a 11.9 se 
on
luye que a−n−1 = 0 para todo n ≥ 0. Es de
ir, an = 0 para todo

n < 0.Por lo tanto
f(z) =

∞∑

0

akz
kpara todo z ∈ A, y enton
es ĺımz→0 f(z) = a0 y por tanto z0 = 0 es una singularidadevitable.
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Capítulo 12Evalua
ión de integrales vía residuos
12.1. Integrales de fun
iones trigonométri
asConsideremos una integral de�nida del tipo:

2π∫

0

p(cos θ, sen θ)

q(cos θ, sen θ)
dθ, (12.1)donde p y q son polinomios.La resolu
ión de este tipo de integrales mediante el uso de las té
ni
as del 
ál
ulo en R resultaa menudo bastante engorrosa dado que apare
en 
uo
ientes de polinomios en sen θ y cos θ. Sinembargo, el uso del teorema de los residuos simpli�
a de manera sustan
ial el tratamiento deestas expresiones, 
omo veremos a 
ontinua
ión.Proponemos el siguiente 
ambio de variables:

z = eiθ, dz = eiθidθ.Notando que
sen θ =

eiθ − e−iθ

2i
=
z − z−1

2i

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=
z + z−1

2
onvertimos el integrando original en un 
uo
iente de polinomios, esta vez en z, de modo que(12.1) se transforma en una integral de 
ontorno en el plano C, la que puede evaluarse utilizandoel teorema de los residuos.Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo:Ejemplo 12.1.1. Cal
ular
I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
.157



158 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSSolu
ión Utilizando el 
ambio de variables propuesto, se tiene:
I =

∮

|z|=1

dz
iz

2 + z−z−1

2i

=

∮

|z|=1

2dz

z2 + 4iz − 1
.La fra

ión

f(z) =
2

z2 + 4iz − 1tiene 
omo polos simples a las raí
es de la e
ua
ión z2 + 4iz − 1 = 0, las que resultan ser
z1 = −i(2 +

√
3),

z2 = −i(2 −
√

3).Como
| − i(2 +

√
3)| = 2 +

√
3 > 1y por otra parte

0 < | − i(2 −
√

3)| = 2 −
√

3 < 1,sólo z2 está en
errado por la 
urva |z| = 1.Veamos 
uánto vale Res(f, z2) :

Res(f, z2) = ĺım
z→z2

(z − z2)f(z) = ĺım
z→z2

2

z + i(2 +
√

3)

=
2

−i(2 −
√

3) + i(2 +
√

3)
=

2

2i
√

3

= − i√
3Finalmente, por el teorema de los residuos

I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
= 2πiRes(f, z2) = 2πi

−i√
3

=
2π√

3
.

2El argumento anterior también es válido 
uando se integran 
o
ientes de polinomios en cos nθy sen nθ para n > 1 dado que estos pueden expresarse en términos de sumas de poten
ias de
z = eiθ:

sennθ =
einθ − e−inθ

2i
=
zn − z−n

2i
,

cosnθ =
einθ + e−inθ

2
=
zn + z−n

2
.Ilustremos lo anterior mediante un ejemplo:



12.1. INTEGRALES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 159Ejemplo 12.1.2. Cal
ular
I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ.Solu
ión Ha
emos las sustitu
iones:

sen θ =
eiθ − e−iθ

2i
=
z − z−1

2i
,

cos 2θ =
ei2θ + e−i2θ

2
=
z2 + z−2

2
.Así, tenemos

I =

∮

|z|=1

z2+z−2

2

5 − 2
i
(z − z−1)

· dz
iz

=

∮

|z|=1

(z4 + 1)dz

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)Es 
laro que en z = 0 tenemos un polo de orden 2. Cal
ulemos las raí
es de 2iz2 + 5z − 2i = 0.

z1 =
−5 +

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 +
√

25 − 16

4i
=
i

2

z2 =
−5 −

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 −
√

25 − 16

4i
= 2iComo |z1| = 1

2
< 1 y |z2| = 2 > 1, sólo nos interesa el residuo R1 aso
iado a z1.Veamos 
uánto vale R1:

R1 = ĺım
z→ i

2

(z − i

2
)

z4 + 1

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)

= ĺım
z→ i

2

z4 + 1

2iz2 · 2i(z − 2i)

=
( i

2
)4 + 1

2i( i
2
)2 · 2i( i

2
− 2i)

=
17
16
−3i
2

=
17

16
· 2

−3i
=

17i

24
.Luego, por el teorema de los residuos:

I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ = 2πi(R1) = 2πi

(
17i

24

)
=

−17π

12
.

2



160 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOS12.2. Integrales impropias sobre dominios no a
otadosEn esta se

ión nos interesaremos en el problema de evaluar integrales impropias del tipo
∞∫

−∞

f(x)dx = ĺım
R→∞

R∫

−R

f(x)dx,donde f : R → R, o más generalmente f : R → C. Esta de�ni
ión para la integral de −∞a ∞, 
omo el límite 
uando R → ∞ de las integrales de�nidas sobre los intervalos simétri
os
[−R,R], se 
ono
e 
omo valor prin
ipal de Cau
hy de la integral impropia.En lo que sigue, supondremos que la fun
ión a integrar f : R → C admite una extensiónde�nida sobre todo el plano 
omplejo mediante una fun
ión meromorfa(11.2.1), 
uya restri

ióna R 
oin
ide 
on la fun
ión original, y que denotamos simplemente por f : C → C.De�namos el semiplano superior mediante

H = {z ∈ C : Im(z) ≥ 0},
uyo interior está dado por
Int(H) = {z ∈ C : Im(z) > 0}.El siguiente teorema es un primer resultado que permite evaluar una gran variedad de integralesimpropias.Teorema 12.2.1. Sea f : C → C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es de
ir, R ∩ P = ∅.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H)∩ P es un 
onjunto �nito.(
) Existen 
onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 1 tales que
|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Enton
es
∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z).Demostra
ión. Dado R > 0, denotemos por CR el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizadopor γ(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π], tal 
omo se ilustra en la �gura 12.1, de modo que su largo es
L(CR) = πR.Por (a) y (b), para R > 0 su�
ientemente grande el 
amino CR no pasa por ningún polo de
f y, por (
), tenemos además la siguiente estima
ión:

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

z∈CR

|f(z)| · L(CR) ≤ K

|Reiθ|pπR =
Kπ

Rp−1
.
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R−R

CR

Figura 12.1: Ar
o de semi
ir
unferen
iaComo p > 1, dedu
imos que
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.Por otra parte, apli
ando el teorema de los residuos 11.2.2 al 
amino 
errado y simple dado por
ΓR = [−R,R]∪CR para R su�
ientemente grande de modo tal que ΓR en
ierre todos los polosde f en Int(H), se dedu
e

2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z) =

∫

ΓR

f(z)dz =

R∫

−R

f(x)dx+

∫

CR

f(z)dz.Finalmente, tomando límite 
uando R → ∞ se obtiene
2πi

∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z) = ĺım
R→∞




R∫

−R

f(x)dx+

∫

CR

f(z)dz


 =

∞∫

−∞

f(x)dx,lo que demuestra el teorema. �Un 
aso interesante para el 
ual es fá
il veri�
ar que se tienen las hipótesis del teorema12.2.1 está dado por el siguiente resultado:Corolario 12.2.2. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene 
eros reales yademás se tiene
grado(q) ≥ grado(p) + 2. (12.2)Enton
es:

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)



162 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSDemostra
ión. Sea la fun
ión ra
ional de�nida por f(z) = p(z)/q(z). Dado que p y q sonprimos entre sí, los polos de f(z) 
orresponden a los 
eros de q, los que por hipótesis no sonreales. Para apli
ar el teorema 12.2.1, basta veri�
ar que f satisfa
e la 
ondi
ión de de
aimiento(
). Para ver que esto es 
ierto, denotemos n = grado(p) y m = grado(q) y es
ribamos
p(z)

q(z)
=
a0 + a1z + . . .+ anz

n

b0 + b1z + . . .+ bmzm
=

zn( a0

zn + . . .+ an−1

z
+ an)

zm( b0
zm + . . .+ bm−1

z
+ bm)Pero ĺım|z|→∞

∣∣an + an−1

z
+ . . .+ a0

zn

∣∣ = |an|, y similarmente ĺım|z|→∞

∣∣∣bm + bm−1

z
+ . . .+ b0

zm

∣∣∣ =

|bm|. Luego, para |z| su�
ientemente grande, digamos |z| ≥ M para una 
onstante M > 0apropiada, se tiene ∣∣an + an−1

z
+ . . .+ a0

zn

∣∣ ≤ 2|an| y ∣∣∣bm + bm−1

z
+ . . .+ b0

zm

∣∣∣ ≥ 1
2
|bm|, de dondese dedu
e que ∣∣∣∣

p(z)

q(z)

∣∣∣∣ ≤
4|an|
|bm|︸ ︷︷ ︸

K

· 1

|z|r
on r := m− n ≥ 2 en virtud de (12.2).
�Ejemplo 12.2.3. Cal
ular

∞∫

0

x2

1 + x4
dx.Solu
ión En este 
aso, el integrando

f(x) =
x2

1 + x4es el 
o
iente de los polinomios p(z) = z2 y q(z) = 1 + z4 evaluados en la variable real x.En primer lugar, la raíz de p(z) es 0 de multipli
idad 2, mientras que las raí
es de q(z) estándadas por las solu
iones de la e
ua
ión z4 = −1, es de
ir, por los 
omplejos eiπ/4, ei3π/4, e−iπ/4y e−i3π/4, de los 
uales ninguno es real y sólo los dos primeros se en
uentran en el semiplanosuperior H . Como p(z) y q(z) no tienen raí
es 
omunes, éstos son primos entre sí y además
grado(q) = 4 = grado(p) + 2. De este modo, se satisfa
en las hipótesis del 
orolario 12.2.2.Dedu
imos que

∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx = 2πiRes

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
+ 2πiRes

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
.En este 
aso es fá
il ver que f(z) = (z2/1 + z4) tiene polos simples en eiπ/4 y ei3π/4 de modoque los residuos pueden 
al
ularse mediante la fórmula (11.5) para obtener:

Res

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
=

ei2π/4

4ei3π/4
=

1

4
e−iπ/4,
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Res

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
=

1

4
e−i3π/4En 
onse
uen
ia

∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx =

2πi

4
[cos(π/4) + cos(3π/4) − i(sen(π/4) + sen(3π/4))]

=
2πi

4

[
1√
2
− 1√

2
− i(

1√
2

+
1√
2
)

]
=

π√
2
.Finalmente, 
omo f(x) = x2/(1 + x4) es una fun
ión par, dedu
imos que

∞∫

0

x2

1 + x4
dx =

π

2
√

2
.

2Para estudiar qué o
urre 
uando el integrando f(z) admite polos reales, ne
esitamos elsiguiente resultado preliminar.Proposi
ión 12.2.4. Sea f meromorfa en un abierto Ω y a ∈ Ω un polo simple de f . Sea
Cε,θ1,θ2 la parametriza
ión del ar
o de 
ir
unferen
ia de radio ε > 0 
entrado en a 
uyos límitesson los ángulos θ1 y θ2, es de
ir

Cε,θ1,θ2(θ) = a + εeiθ, θ ∈ [θ1, θ2],tal 
omo se ilustra en la �gura 12.2.
ba θ1

θ2

Cε,θ1,θ2

ε

Figura 12.2: Segmento de ar
o de 
ir
unferen
iaEnton
es
ĺım
ε→0

∫

C∗
ε,θ1,θ2

f(z)dz = i(θ2 − θ1) Res(f, a).



164 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSDemostra
ión. Como f tiene un polo simple en a, enton
es en torno a ese punto admite undesarrollo en serie de Laurent de la forma
f(z) =

c−1

z − a
+

∞∑

k=0

ck(z − a)k

︸ ︷︷ ︸
f1(z)

, |z − a| < ρ,para algún radio ρ > 0 su�
ientemente pequeño y algunos 
oe�
ientes (ck) ⊆ C. Para 0 < ε < ρ,se tiene
∫

Cε,θ1,θ2

f(z)dz = c−1

θ2∫

θ1

1

εeiθ
εieiθdθ +

∫

Cε,θ1,θ2

f1(z)dz

︸ ︷︷ ︸
Aε

= i(θ2 − θ1) Res(f, a) + Aεdonde
|Aε| ≤M · L(Cε,θ1,θ2) = Mε(θ2 − θ1),para alguna 
onstante M > 0 que a
ota a f1(z) en una ve
indad del punto a, esta 
onstanteexiste pues f1(z) es holomorfa en D(a, ρ). Luego, ha
iendo ε → 0 se tiene Aε → 0 y se dedu
eel resultado. �Teorema 12.2.5. Sea f : C → C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es de
ir,

R ∩ P = {a1, . . . , as}
on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H)∩ P es un 
onjunto �nito.(
) Existen 
onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 1 tales que
|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Enton
es ∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z) + πi

s∑

j=1

Res(f, aj).Demostra
ión. La demostra
ión es análoga a la del teorema 12.2.1 tomando ahora un 
aminoque evita los polos reales tal 
omo se ilustra en la �gura 12.3.Por el teorema de los residuos, tenemos que para R su�
ientemente grande y ε > 0 pequeño:
∫

I(R,ε)

f(x)dx+

s∑

j=1

∫

Cj(ε)

f(z)dz +

∫

CR

f(z)dz = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z), (12.3)
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R−R

CR

b b b

C1(ε)

a1 a2 as

C2(ε) Cs(ε)

Figura 12.3: Camino que evita los polos realesdonde
I(R, ε) = [−R,R] \

s⋃

j=1

]aj − ε, aj + ε[,el 
amino Cj(ε) es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por γj(t) = aj + εei(π−t), t ∈
[0, π] y CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por γ(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π]. Por laproposi
ión 12.2.4

ĺım
ε→0

∫

Cj(ε)

f(z)dz = −πiRes(f, aj),y por el mismo argumento que en el teorema 12.2.1,
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.Luego, ha
iendo ε→ 0 y R → ∞ en (12.3), se dedu
e que
∞∫

−∞

f(x)dx− πi
s∑

j=1

Res(f, aj) + 0 = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z),de donde se sigue el resultado. �Una 
onse
uen
ia de este último resultado es el siguiente:Corolario 12.2.6. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que los 
eros de q sobre eleje real, de existir, son simples, y se tiene además
grado(q) ≥ grado(p) + 2.Enton
es

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p

q
, a

)
.



166 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSPor otra parte, 
uando se trata de evaluar integrales impropias de la forma
∞∫

−∞

f(x) cos sxdxo bien
∞∫

−∞

f(x) sen sxdxpara s > 0 en general no es posible apli
ar dire
tamente los resultados anteriores a las fun-
iones f(z) cos sz y f(z) sen sz respe
tivamente pues estas suelen no satisfa
er la 
ondi
ión dede
aimiento.Esto se debe a que, por ejemplo, si expli
itamos cos sz en términos de exponen
iales
cos sz =

1

2
(eisz + e−isz) =

1

2
(e−sy+isx + esy−isx)vemos que 
uando R → ∞, las 
oordenadas imaginarias y de los puntos z = x + iy ∈ CRdonde CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia 
onsiderado anteriormente (ver �guras 12.1 y 12.3),divergen a ∞ y en 
onse
uen
ia el término esy si s > 0 
re
e exponen
ialmente.Luego, para que f(z) cos sz satisfaga la 
ondi
ión de de
aimiento, la fun
ión f(z) debe de
aera 0 más rápido que una exponen
ial, lo que deja fuera a todas las fun
iones ra
ionales que seobtienen 
omo 
uo
ientes de polinomios.Notemos que este in
onveniente es 
onse
uen
ia del término e−isz que apare
e en cos sz,pues el otro término eisz = e−sy+isx es muy favorable ya que de
ae exponen
ialmente a 0
uando y → ∞.Por otra parte, si en lugar de 
onsiderar f(z) cos sz (resp. f(z) sen sz), tomamos

f(z)eisz,que para una gran variedad de fun
iones f(z) sí satisfa
e la 
ondi
ión de de
aimiento ne
esariapara que la integral de f(z)eisz sobre CR tienda a 0 gra
ias al buen 
omportamiento de eisz,enton
es podemos 
al
ular
∞∫

−∞

f(x)eisxdx,lo que resuelve el problema original pues
∞∫

−∞

f(x)eisxdx =

∞∫

−∞

f(x) cos sxdx+ i

∞∫

−∞

f(x) sen sxdx.Más pre
isamente, tenemos el siguiente resultado:
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ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es de
ir, R ∩ P = ∅.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H)∩ P es un 
onjunto �nito.(
) Existen 
onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 0 tales que
|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Enton
es, para todo s > 0 se tiene
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)eiszdz = 0, (12.4)donde CR es el ar
o de semi
ir
unferen
ia parametrizado por γ(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π], y en
onse
uen
ia ∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(eiszf(z), w).Demostra
ión. Una vez veri�
ado (12.4), la demostra
ión es esen
ialmente la misma que ladel teorema 12.2.1. Para probar (12.4), 
omen
emos por a
otar la integral para R > M :
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

π∫

0

eisReiθ

f(Reiθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣

≤
π∫

0

|eisReiθ | · K
Rp
Rdθ

=
KR

Rp

π∫

0

e−sR sen θdθ =
2KR

Rp

π
2∫

0

e−sR sen θdθ.Por otra parte, sabemos que sen θ
θ

≥ 2
π
, 0 ≤ θ ≤ π

2
, y por lo tanto

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
≤ 2KR

Rp

π
2∫

0

e−
2sR

π
θdθ

=
2KR

Rp

[ −π
2sR

e−
2sR

π
θ

]π
2

0

=
2KR

Rp

π

2sR

[
1 − e−sR

]

≤ πK

sRp
.Como p > 0, se dedu
e (12.4). �



168 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSObserva
ión 12.2.8. En el teorema anterior basta 
on p > 0, a diferen
ia del teorema 12.2.1que requiere p > 1. Esto se debe a que el buen de
aimiento aportado por el término 
orrespon-diente a eisz permite ser menos restri
tivo sobre la fun
ión f(z).Corolario 12.2.9. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene 
eros reales yademás se tiene
grado(q) ≥ grado(p) + 1. (12.5)Enton
es para todo s > 0 se tiene

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
.Ejemplo 12.2.10. Dado s ≥ 0, 
al
ular

∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx, a > 0.Solu
ión De�namos h : C → C mediante

h(z) =
eisz

z2 + a2Notemos que h es de la forma
h(z) =

p(z)

q(z)
eisz
on p(z) = 1 y q(z) = z2 + a2. Los 
eros de q(z) son simples y están dados por {ai,−ai} * R.Además, grado(q) = 2 > 0 + 1 = grado(p) + 1. Luego, se satisfa
en las hipótesis del 
orolario12.2.9 y por lo tanto, para el 
aso s > 0 se tiene

∞∫

−∞

h(x)dx =

∞∫

−∞

1

x2 + a2
· eisxdx

= 2πiRes(h, ai) = 2πi
e−sa

2ai
=
π

a
e−sa,pues

Res(h, ai) =
eisia

2ai
=
e−sa

2ai
.El 
aso s = 0 se puede 
al
ular dire
tamente

∞∫

−∞

1

x2 + a2
dx =

1

a
arc tg

(x
a

)∣∣∣
∞

−∞
=
π

a
.
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on
lusión, para todo s ≥ 0 se tiene
∞∫

−∞

eisx

x2 + a2
dx =

π

a
e−sa.Por lo tanto ∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx =

π

a
e−say además

∞∫

−∞

sen sx

x2 + a2
dx = 0.Notemos que esta última identidad es inmediata pues se trata del valor prin
ipal de una integralimpropia de −∞ a ∞ de un integrando dado por una fun
ión impar. 2Para �nalizar, enun
iemos los resultados análogos al teorema 12.2.5 y al 
orolario 12.2.6:Teorema 12.2.11. Sea f : C → C una fun
ión meromorfa en C y denotemos por P el 
onjuntode los polos de f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es de
ir,

R ∩ P = {a1, . . . , as}
on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es de
ir, Int(H)∩ P es un 
onjunto �nito.(
) Existen 
onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 0 tales que
|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Enton
es para todo s > 0 se tiene:
∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(f(z)eisz, w) + πi

s∑

j=1

Res(f(z)eisz, aj).Corolario 12.2.12. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que los 
eros de q sobre eleje real, de existir, son simples, y se tiene además
grado(q) ≥ grado(p) + 1.Enton
es para todo s > 0 se tiene:

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, a

)
.



170 CAPÍTULO 12. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOS12.3. Ejer
i
ios1. Pruebe que:a) 2π∫

0

dθ

a+ cos θ
=

2π√
a2 − 1

, a > 1.b) 2π∫

0

cos2 3θ

1 − 2a cos 2θ + a2
dθ = π

1 − a + a2

1 − a
, 0 < a < 1.
) 2π∫

0

cosnθ

cosh a+ cos θ
dθ = 2π(−1)n e−na

senh a
, n ≥ 0 es un entero y a > 0.d) π/2∫

−π/2

sen θ

5 − 4 sen θ
dθ =

π

6
.2. Pruebe que:a) ∞∫

−∞

dx

1 + x6
=

2π

3
.b) ∞∫

0

x sen x

x2 + a2
dx =

π

2
e−a, 
on a > 0.
) ∞∫

0

cosλx

x2 + a2
dx =

π

2a
e−λa, donde λ ∈ R y a > 0.d) ∞∫

0

ln x

(1 + x2)n+1
dx = −nπ

4
, para n = 0 y n = 1 (
onsidere ambos 
asos separada-mente).e) ∞∫

0

sen x

x(x2 + a2)
dx =

π

2a2
(1 − e−a), a > 0.3. Cal
ule

∞∫

0

dx

x100 + 14. Cal
ular la Integral ∫ ∞

−∞

x sin(x)dx

x2 + a2



12.4. PROBLEMAS 1715. Cal
ule las siguientes integrales:
a)

∫ ∞

0

x sen(mx)

1 + x2 + x4
dx b)

∫ ∞

0

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
dx

c)

∫ 2π

0

sen2(t)

2 + cos(t)
dt d)

∫ ∞

−∞

x sen(αx)

(x2 + 1)(x+ 2)
dx

e)

∫ ∞

0

cos(mx)

(x2 + a2)2
dx f)

∫ ∞

−∞

sen(x)

x(x+ 1)(x2 + 1)
dx

g)

∫ 2π

0

1

a+ cos(sx)
dx, 
on a ∈ R, |a| > 112.4. ProblemasProblema 12.1. Cal
ular las siguientes integrales(i) ∫ 2π

0

√
sen(2θ)

3−5 cos θ
dθ, (ii) ∫ +∞

−∞
x sen(2x)

(x−4)(x2+3)
dx.Problema 12.2. Cal
ule

2π∫

0

cosnx

1 + a2 − 2a cosx
dx
on a ∈ (0, 1).Problema 12.3. Sea D = {x+ iy : x > 0, y > 0} y f : D ⊆ C → C 
ontinua en D y holomorfaen D. Suponga que existe una 
onstante M ≥ 0 tal que |f(z)| ≤ M/|z|2 para todo z ∈ D,

|z| ≥ 1.1. Pruebe que para todo θ ∈ [0, π/2] se tiene
∞∫

0

f(x)dx = eiθ

∞∫

0

f(eiθx)dx.2. Utili
e lo anterior 
on f(z) = exp(iz)/(1 + z)2 y θ = π/2 para demostrar que
∞∫

0

cos(x)

(1 + x)2
dx+

∞∫

0

exp(−x)
1 + x2

dx = 1.Problema 12.4. Demuestre que
∞∫

0

xm

xn + 1
dx =

π

n sen[π(m+ 1)/n]
,donde m y n son enteros positivos distintos de 
ero tales que n−m ≥ 2.Indi
a
ión: puede ser útil 
onsiderar un 
amino 
omo el de la �gura 12.4.
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RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

2π/nFigura 12.4: Camino 
erradoProblema 12.5. (a) Sea f(z) una fun
ión holomorfa en C tal que f(z) /∈ R− para todo z ∈ C,pruebe que
∆ log|f(z)| = 0.(b) Si suponemos ahora que |f(z)| es el produ
to de una fun
ión de x y una fun
ión de y,muestre que

|f(z)| = ep(x)+q(y), donde p y q son dos polinomios de grado 2.Finalmente 
on
luya que
f(z) = exp(αz2 + βz + γ), donde α, β y γ son 
onstantes 
omplejas.Indi
a
ión: utili
e la fun
ión logarítmi
a 
ompleja, la 
ual es holomorfa en C \ R−.(
) Mostrar que la parte (a) es también 
ierta 
uando f(z) es holomorfa en C y sólo satisfa
eque f(z) 6= 0 para todo z ∈ C.Problema 12.6. 1 Sea f ∈ H(C \ P ) donde P = {p1, ..., pl} es el 
onjunto de los polos de

f . Supongamos que ∃M,R > 0, ∃p > 1 tales que ∀z ∈ C, |z| ≥ R se tiene |f(z)| ≤ M/|z|p.De�namos además la fun
ión auxiliar g(z) = π cot(πz)f(z).(i) Dado N ≥ 1, 
onsidere el 
amino CN de la �gura.
b b

N N+ 1CN

−i(N + 1

2
)

i(N + 1

2
)

1Control 3. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



12.4. PROBLEMAS 173Demuestre que
ĺım

N→∞

∮

CN

g(z)dz = 0.(ii) Pruebe que
∞∑

n=−∞
n6=pj

f(n) = −
l∑

j=1

Res(π cot(πz)f(z), pj).(iii) Usando lo anterior, demuestre que
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.Problema 12.7. Muestre que ∫ ∞

−∞

sen x

x(x2 + 1)2
dx = π

(
1 − 3

2e

) .Problema 12.8. Pruebe que ∫ ∞

−∞

eaz

ex + 1
=

π

sin(πa)Hint: integrar eaz

ez+1
en el re
tángulo de verti
es ±R y ±R + 2πiProblema 12.9. 2 Sea P (z) un polinomio de grado n ≥ 2 
on n raí
es distintas z1, . . . , zn.1. Pruebe que para R > 0 su�
ientemente grande, se tiene ∫

∂D(0,R)

1

P (z)
dz = 2πi

n∑

j=1

1

P ′(zj)
.2. Deduz
a que ∑n

j=1
1

P ′(zj)
= 0.Problema 12.10. 3 Pruebe que
∫ ∞

−∞

cosx

ex + e−x
dx =

π

eπ/2 + e−π/2Indi
a
iones:1. Sea ΓR el re
tángulo de vérti
es −R, R, R + πi y −R + πi 
on R > 0. Sea f(z)la fun
ión estudiada en el in
iso a). Pruebe que ΓR en
ierra sólo un polo de f y que∫

ΓR

f(z)dz = πe−π/2.2. Pruebe que ĺım
R→∞

∫

ΓR,2

f(z)dz = ĺım
R→∞

∫

ΓR,4

f(z)dz = 0, donde ΓR,2 y ΓR,4 son los ladosverti
ales de ΓR2Examen. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado3Control 3. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado
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luya.Problema 12.11. 4 Sean a > 0 y b > 0. Cal
ule la integral
∫ ∞

0

cos(x)

(x2 + a2)(x2 − b2)
dx.12.5. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 12.1(i) Ha
iendo el 
ambio de variable sen 2θ = z2−z−2

2i
y cos θ = z+z−1

2
, 
on z = eiθ, laintegral queda de la forma:

∫ 2π

0

√
sen 2θ

3 − 5 cos θ
dθ =

∫

|z|=1

√
z2−z−2

2i

3 − 5 z+z−1

2

dz

iz

= −1

i

√
2

i

∫

|z|=1

√
z4 − 1

z(5z2 − 6z + 5)
dz

= −1

i

√
2

i

∫

|z|=1

√
z4 − 1

z(z − (3+4i
5

))(z − (3−4i
5

))
dzLos polos de f(z) =

√
z4−1

z(z−( 3+4i
5

))(z−( 3−4i
5

))
son {0, 3+4i

5
, 3−4i

5
}, todos simples. Solo se
onsideran los que están en D(0, 1) (abierto), es de
ir, {0}.Res(f(z), 0) = ĺım

z→0

√
z4 − 1

(5z2 − 6z + 5)

=
i

5Por lo tanto, la integral vale 2πi−1
i

√
2
i

(
i
5

).(ii) Se 
onsidera la fun
ión f(z) = zei2z

(z−4)(z2+3)
, 
uyo polo en el semiplano superior es

{i
√

3} y en el eje real {4}.Res(f(z), i
√

3) = ĺım
z→i

√
3

zei2z

(z − 4)(z + i
√

3)
=

i
√

3e−2
√

3

(i
√

3 − 4)(2i
√

3)
,Res(f(z), 4) = ĺım

z→4

zei2z

(z2 + 3)
=

4ei8

19
.Por lo tanto, la integral vale:

2πi i
√

3e−2
√

3

(i
√

3−4)(2i
√

3)
+ πi4ei8

19
.4Control 3. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado



12.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 175Solu
ión Problema 12.9 Sea P (z) un polinomio de grado n ≥ 2 
on n raí
es distintas
z1, . . . , zn.1. Dado que 
ada zj es un 
ero de orden 1 de P , se tiene que zj es un polo de orden

1 de 1/P . En parti
ular P ′(zj) 6= 0, y se 
omprueba (
on l'h�pital, o fa
torizando
P (z) por z − zj), que

Res

(
1

P (z)
, zj

)
=

1

P ′(zj)Ahora, si R > 0 es tal que {z1, . . . , zn} ⊂ D(0, R), por el teorema de los residuos ylo anterior se tiene que ∫
∂D(0,R)

1

P (z)
dz = 2πi

n∑

j=1

1

P ′(zj)
.2. Dado que el grado de P (z) es mayor o igual que 2, se tiene que

∣∣∣∣
∫

∂D(0,R)

1

P (z)
dz

∣∣∣∣→ 0 
uando R → ∞De esto y el in
iso a) se tiene n∑

j=1

1

P ′(zj)
= ĺım

R→∞

(
2πi

∫

∂D(0,R)

1

P (z)
dz

)
= 0.Solu
ión Problema 12.101. La 
urva ΓR sólo en
ierra puntos 
uya parte imaginaria está en (0, π). El úni
o znque 
umple esto es 1

2
πi.Además ΓR no interse
ta ningún zn, por lo que el teorema de los residuos impli
aque ∫

ΓR

f(z)dz = 2πiRes(f, 1
2
πi)Por último, el polo es de primero orden, por lo que 
al
ulando el residuo se tiene que

2πiRes(f, 1
2
πi) = 2πiRes( eiz

2 cos(iz)
,
1

2
πi)

= 2πi
e−

1
2
π

−2 sen(−1
2
π)i

= 2π
e−

π
2

−2(−1)

= πe−π/22. Sea ΓR,2 el segmento entre R y R + πi. Enton
es una parametriza
ión de ΓR,2 estádada por γ(t) = R + it, 
on t ∈ [0, π].Enton
es ∫

ΓR,2

f(z)dz =

∫ 1

0

ei(R+it)

eR+it + e−R−it
idt
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=

∫ π

0

ie−t+iR

eR+it + e−R−it
dty por tanto ∣∣∣∣∣

∫

ΓR,2

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ π

0

∣∣∣∣
ie−t+iR

eR+it + e−R−it

∣∣∣∣ dt

≤
∫ 1

0

1

|eR+it + e−R−it|dtAhora, para el denominador se tiene que
|eR+it + e−R−it| = eR|eit + e−2Re−it|y además

1 = |eit| ≤ |eit + e−2Re−it| + |e−2Re−it|
= |eit + e−2Re−it| + e−2Rpor lo que

|eit + e−2Re−it| ≥ 1 − e−2R ≥ 1

2para R grande. (i.e. para R ≥ R0).De lo anterior se tiene que
∫ π

0

1

|eR+it + e−R−it|dt ≤
∫ π

0

e−Rdt = πe−R → 0y por tanto
ĺım

R→∞

∫

ΓR,2

f(z)dz = 0Para la 
urva ΓR,4 entre los puntos −R y −R + πi, se puede parametrizar por
γ(t) = −R + ti , por lo que el numerador del integrando también está a
otado(apare
e e−Ri−t), y el denominador es el mismo, por lo que la prueba resulta análoga.3. Sean ΓR,1 y ΓR,3 los lados inferior y superior de ΓR, respe
tivamente. Se puedenparametrizar por

γ1(t) = t

γ3(t) = t+ iπ
on t ∈ [−R,R] (notar que ΓR,3 esta parametrizada en sentido inverso al que le
orresponde en la 
urva Γ).Enton
es
∫

ΓR,1

f(z)dz =

∫ R

−R

eit

et + e−t
dt
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ΓR,3

f(z)dz =

∫ R

−R

eit−π

et+iπ + e−t−iπ
dt

= e−π

∫ R

−R

eit

eteiπ + e−te−iπ
dt

= −e−π

∫ R

−R

eit

et + e−t
dt

= −e−π

∫

ΓR,1

f(z)dzTeniendo en 
uenta que ∫
ΓR

f(z)dz =

4∑

j=1

∫

ΓR,j

f(z)dz, del in
iso 2) (y teniendo en
uenta la orienta
ión de Γ), se sigue que
ĺım

R→∞

∫

ΓR

f(z)dz = (1 + e−π)

∫ ∞

−∞
f(z)dzy por el in
iso 1) tenemos que

(1 + e−π)

∫ ∞

−∞
f(z)dz = πe−π/2de donde se tiene ∫ ∞

−∞
f(z)dz =

πe−π/2

1 + e−π
=

π

eπ/2 + e−π/2Por último, dado que eix = cos(x) + i sen(x), se tiene que la integral que se pide es laparte real de la que re
ién 
al
ulamos, de donde se 
on
luye.Solu
ión Problema 12.11 De�nimos la fun
ión
f(z) = eiz 1

(z2 + a2)(z2 − b2)Enton
es f es de la forma eiz p
q
, 
on p y q polinomios de grado 0 y 4 respe
tivamente. Los
eros de q (y por tanto polos de f) son {−ia, ia,−b, b.}, 
ada uno de primer orden.Apli
ando el teorema visto en 
lase sobre integrales de este tipo de fun
iones se tiene que

∫

R

eix 1

(x2 + a2)(x2 − b2)
= 2πiRes(f, ia) + πi (Res(f,−b) + Res(f, b))pues ia pertene
e al semiplano superior y los dos polos restantes a la re
ta real.Cal
ulando 
ada límite, se tiene que
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Res(f, ia) = ĺım

z→ia
(z−ia)f(z) = ĺım

z→ia
eiz 1

(z + ia)(z2 − b2)
= e−a 1

(2ia)(−a2 − b2)
= e−a +i

2a(a2 + b2)
,

Res(f, b) = ĺım
z→b

(z−b)f(z) = ĺım
z→b

eiz 1

(z2 + a2)(z + b)
= eib 1

(b2 + a2)2b
= (cos(b)+i sen(b))

1

2b(a2 + b2)yRes(f,−b) = ĺım
z→−b

(z+b)f(z) = ĺım
z→−b

eiz 1

(z2 + a2)(z − b)
= e−ib 1

(b2 + a2)(−2b)
= (cos(b)−i sen(b))

−
2b(a2Teniendo en 
uenta que cos(x) = Re(eix) para todo x ∈ R, se tiene que

∫

R

cos(x)

(x2 + a2)(x2 − b2)
dx = Re ∫

R

eix 1

(x2 + a2)(x2 − b2)

= Re [2πiRes(f, ia) + πi (Res(f,−b) + Res(f, b))]
= −2πe−a 1

2a(a2 + b2)
− π sen(b)

1

2b(a2 + b2)
− π sen(b)

1

2b(a2 + b2)Por último, teniendo en 
uenta que el integrando es una fun
ión par, se 
on
luye que
∫ ∞

0

cos(x)

(x2 + a2)(x2 − b2)
dx = −πe−a 1

2a(a2 + b2)
− π sen(b)

1

2b(a2 + b2)
.
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Capítulo 13Series de Fourier
13.1. De�ni
iónResulta fundamental, para el posterior análisis de e
ua
iones en derivadas par
iales, la no
iónde lo que es una serie de Fourier.De�ni
ión 13.1.1. Sea f : [−ℓ, ℓ] → R una fun
ión 
ontinua (basta 
ontinua por trozos).Diremos que f admite un desarrollo en serie de Fourier en [−ℓ, ℓ] si existen es
alares a0, a1, ...y b1, b2, ... tales que

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

[
an cos

(nπx
ℓ

)
+ bn sen

(nπx
ℓ

)]
, ∀x ∈ [−ℓ, ℓ]

=
a0

2
+ ĺım

N→+∞

N∑

n=1

[
an cos

(nπx
ℓ

)
+ bn sen

(nπx
ℓ

)]
, ∀x ∈ [−ℓ, ℓ]Este tipo de Series surge 
omo respuesta a la siguiente pregunta: ¾Podemos expresar una fun
ión
ontinua 
omo una 
ombina
ión lineal (eventualmente, 
omo una serie in�nita) de fun
ionessinusoidales de fre
uen
ia 
ada vez mayor? Si esto es posible, ¾
ómo se obtienen los 
oe�
ientesen términos de f(x)?Para responder a esta última pregunta, supongamos que f admite desarrollo en serie deFourier y es
ribamos la serie en forma 
ompleja. Re
ordemos que

cosα =
eαi + e−αi

2

senα =
eαi − e−αi

2iLuego si f(x) admite un desarrollo en serie de Fourier, enton
es podemos rees
ribir este desar-181
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omo
f(x) =

a0

2
+

∞∑

n=1

[1
2
(an − ibn)e

inπx
ℓ +

1

2
(an + ibn)e

−inπx
ℓ

]

=

∞∑

k=−∞
Cke

ikπx
ℓ

(13.1)donde C0 = a0

2
y

Ck =

{
1
2
(ak − ibk) si k ≥ 1

1
2
(ak + ibk) si k ≤ −1Para determinar los 
oe�
ientes 
omplejos, podemos pro
eder, al menos formalmente, 
omosigue: �jamos k0 ∈ Z y multipli
amos la e
ua
ión (13.1) por e− ik0πx

ℓ e integramos en el intervalo
[−ℓ, ℓ] para obtener

∫ ℓ

−ℓ

f(x)e−
ik0πx

ℓ dx =
∞∑

k=−∞
Ck

∫ ℓ

−ℓ

e
ikπx

ℓ e−
ik0πx

ℓ dx

= 2ℓCk0 +

∞∑

k=−∞
k 6=k0

Ck

∫ ℓ

−ℓ

e
i(k−k0)πx

ℓ dxpero notemos que para k 6= k0

∫ ℓ

−ℓ

e
i(k−k0)πx

ℓ =
ℓ

i(k − k0)π
e

i(k−k0)πx

ℓ

∣∣∣
ℓ

−ℓ
= 0,donde hemos usado el he
ho que sen(kπ) = 0, y por lo tanto

Ck0 =
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)e
−ik0πξ

ℓ dξAhora podemos regresar a los 
oe�
ientes reales. Primero, es 
laro que
a0 = 2C0 =

1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x)dxSi n ≥ 1 enton
es:
Cn =

1

2
(an − ibn)y en 
onse
uen
ia

an = 2Re(Cn) =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) cos
(nπx

ℓ

)
dx

bn = −2 Im(Cn) =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) sen
(nπx

ℓ

)
dx



13.1. DEFINICIÓN 183Observemos que de las rela
iones de ortogonalidad
ℓ∫

−ℓ

e
inπx

ℓ e−
imπx

ℓ dx =

{
0 si n 6= m

2ℓ si n = mse dedu
en las 
orrespondientes rela
iones
ℓ∫

−ℓ

sen(
nπx

ℓ
) sen(

mπx

ℓ
)dx =

{
0 si n 6= m

ℓ si n = m

ℓ∫
−ℓ

cos(
nπx

ℓ
) cos(

mπx

ℓ
)dx =

{
0 si n 6= m

ℓ si n = m

ℓ∫
−ℓ

sen(
nπx

ℓ
) cos(

mπx

ℓ
)dx = 0 ∀n,m ∈ ZRe
apitulando, si f es expresable en serie de Fourier enton
es

f(x) =

∞∑

k=−∞

[
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)eikπξ/ℓdξ

]
eikπx/ℓ

=
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)dξ +

∞∑

n=1

{[
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ) cos

(
nπξ

ℓ

)
dξ

]
cos
(nπx

ℓ

)
+

+

[
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ) sen

(
nπξ

ℓ

)
dξ

]
sen
(nπx

ℓ

)}Dadas dos fun
iones integrables f, g : [−ℓ, ℓ] → C que supondremos además de 
uadradointegrable, es de
ir ℓ∫
−ℓ

f 2(t)dt <∞ y lo mismo para g, de�nimos
〈f, g〉L2 ≡

∫ ℓ

−ℓ

f(x)g(x)dxNotemos, que dada la de�ni
ión anterior, se 
umple que
〈f, f〉L2 =

∫ ℓ

−ℓ

f(x)f(x)dx =

∫ ℓ

−ℓ

|f(x)|2 dx ≥ 0.De esta forma tiene sentido de�nir
‖f‖L2 ≡

√
〈f, f〉ℓ2 =

(∫ ℓ

−ℓ

|f(x)|2 dx
)1/2

.En el 
aso de la exponen
ial 
ompleja de la serie de Fourier
‖e ikπx

ℓ ‖L2 =

(∫ ℓ

−ℓ

e
ikπx

ℓ e
−ikπx

ℓ dx

)1/2

=
√

2ℓ



184 CAPÍTULO 13. SERIES DE FOURIERLuego, los 
oe�
ientes de Fourier (en su forma 
ompleja) pueden rees
ribirse 
omo
Ck =

1

‖e ikπx
ℓ ‖L2

〈
f, e

ikπx
ℓ

〉
L2y por lo tanto, la des
omposi
ión de f viene dada por

f(x) =

∞∑

n=1

〈
f, e

ikπx
ℓ

〉
L2

‖e ikπx
ℓ ‖L2

· e
ikπx

ℓ

‖e ikπx
ℓ ‖L2Además, se tiene que para k 6= j

〈
e

ikπx
ℓ , e

ijπx
ℓ

〉
L2

=

∫ ℓ

−ℓ

e
i(k−j)πx

ℓ dx = 0.Notemos la analogía 
on Rn al momento de des
omponer un ve
tor ~x en una base ortogonal
{e1, . . . , en}

~x =
n∑

k=1

〈~x, ek〉
‖ek‖

ek

‖ek‖donde la base 
umple
〈ek, ej〉 = 0, ∀k 6= j.Así, la serie de Fourier de f ,en forma 
ompleja, se puede interpretar 
omo una generaliza
iónde la des
omposi
ión en una base ortogonal, pero apli
ada a fun
iones en lugar de ve
tores.13.2. Convergen
iaAunque supusimos que f es 
ontinua, en realidad basta que sea integrable para que los
oe�
ientes de Fourier estén bien de�nidos. Dada una fun
ión f integrable en [−ℓ, ℓ], de�namos
Sf(x) = ĺım

N→∞
SN

f (x),
uando el límite exista, 
on
SN

f (x) =
a0

2
+

N∑

n=1

an cos(
nπx

ℓ
) + bn sen(

nπx

ℓ
),donde los 
oe�
ientes se 
al
ulan 
omo antes, es de
ir

an =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) cos
(nπx

ℓ

)
dx,

bn =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) sen
(nπx

ℓ

)
dx.Bajo 
ondi
iones apropiadas, es posible asegurar la 
onvergen
ia de la serie.



13.2. CONVERGENCIA 185Ejemplo 13.2.1. Consideremos el 
aso parti
ular de una fun
ión f(x) 
on periodo 2π (i.e.
ℓ = π) que es 
ontinua 
on primera y segunda derivadas ambas 
ontinuas. Al integrar porpartes el término an se tiene lo siguiente:

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx)dx =
f(x) sen(nx)

nπ

∣∣∣
π

−π
− 1

nπ

∫ π

−π

f ′(x) sen(nx)dxEl primer término del segundo miembro es 
ero. Al integrar otra vez por partes se obtiene
an =

f ′(x) cos(nx)

n2π

∣∣∣
π

−π
− 1

n2π

∫ π

−π

f ′′(x) cos(nx)dxEl primer término del segundo miembro es 
ero debido a la periodi
idad y la 
ontinuidad de
f ′(x). Puesto que f ′′ es 
ontinua en el intervalo de integra
ión, se tiene

|f ′′(x)| ≤M,para alguna 
onstante M ade
uada. Además, | cos(nx)| ≤ 1. Se sigue que
|an| =

1

n2π

∣∣∣
∫ π

−π

f ′′(x) cos(nx)dx
∣∣∣ ≤ 1

n2π

∫ π

−π

M dx =
2M

n2De manera similar, |bn| ≤ 2M
n2 para todo n. Por lo tanto, tenemos que para todo x y para 
adapar N ≥ 1, M ≥ 1,

|SN+M
f (x) − SN

f (x)| ≤ 4M

(
1

(N + 1)2
+

1

32
+ · · · + 1

(N +M)2

)
.Como∑ 1

n2 <∞, de aquí se dedu
e que (SN
f (x))N≥1 es de Cau
hy y por lo tanto 
onvergente.
onvergente.Una vez que se tiene la 
onvergen
ia de la serie de Fourier Sf(x) ∈ R, la pregunta naturales si podemos asegurar que Sf(x) = f(x) para 
ualquier x ∈ [−ℓ, ℓ]. Una respuesta 
ompletaa esta pregunta va más allá del al
an
e de este apunte. Nos 
ontentaremos 
on enun
iar sindemostra
ión algunos resultados que abordan este punto al menos en forma par
ial.Un primer resultado que estable
e una rela
ión asintóti
a entre la fun
ión f(x) y las sumaspar
iales de su serie de Fourier es el siguiente:Proposi
ión 13.2.2. Si f es de 
uadrado integrable, se tiene que SN

f → f en media 
uadráti
a:
ℓ∫

−ℓ

[f(x) − SN
f (x)]2dx→ 0 
uando N → ∞.El resultado anterior no permite rela
ionar dire
tamente el valor de Sf(x), si existe, 
on f(x)para un punto x dado. Un resultado bastante general en este sentido es el siguiente:



186 CAPÍTULO 13. SERIES DE FOURIERTeorema 13.2.3. Si una fun
ión f(x) es 
ontinua por trozos en el intervalo [−ℓ, ℓ] y 
onderivada por la izquierda y por la dere
ha en todo punto de (−ℓ, ℓ), 
on derivada por la izquierdaen x = ℓ y por la dere
ha en x = −ℓ, enton
es la serie de Fourier de f(x) es 
onvergente para
ada x ∈ [−ℓ, ℓ]. En los extremos del intervalo se tiene
Sf (ℓ) = Sf (−ℓ) =

1

2
[f(ℓ) + f(−ℓ)].Para x ∈ (−ℓ, ℓ), el valor de la serie es f(x), salvo en algún punto x0 en el que f(x) esdis
ontinua, donde el valor de la serie es el promedio de los límites por la izquierda y por ladere
ha de f(x) en x0.Cuando la fun
ión f(x) es su�
ientemente regular, es posible asegurar 
onvergen
ia uniforme:Proposi
ión 13.2.4. Si f es derivable en [−ℓ, ℓ] y f(ℓ) = f(−ℓ) enton
es f = Sf en [−ℓ, ℓ].Si además f ′ es de 
uadrado integrable la 
onvergen
ia de SN

f ha
ia f es uniforme.Corolario 13.2.5. Si f : R → R es 2ℓ-periódi
a de 
lase C1 enton
es f = Sf en R y SN
f
onverge uniformemente ha
ia f .13.3. Propiedades y ejemplosComen
emos por notar que si g : [−ℓ, ℓ] → R es una fun
ión impar, enton
es:

ℓ∫

−ℓ

g(x)dx =

0∫

−ℓ

g(x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx = −
0∫

−ℓ

g(−x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx

=

ℓ∫

0

g(−x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx =

ℓ∫

0

[g(−x) + g(x)]dx = 0Luego:(1) Si f es par enton
es f(x) sen(nπx
ℓ

) es impar de donde bn = 0, ∀n ≥ 1.Luego, para un fun
ión par se tiene
Sf(x) =

a0

2
+

∞∑

n=1

an cos
nπx

ℓ
.(2) Si f es impar enton
es f(x) cos(nπx

ℓ
) es impar de donde an = 0, ∀n ≥ 0.Luego, para una fun
ión impar se tiene

Sf(x) =
∞∑

n=1

bn sen
nπx

ℓ
.



13.3. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 187Ejemplo 13.3.1. Desarrollo en serie de Fourier de f(x) = x en [−π, π]. Como f es impar
an = 0 ∀n ∈ N, de donde

Sf(x) =
∑

n≥1

bn sennxy los 
oe�
ientes bn vienen dados por
bn =

1

π

π∫

−π

x sen nx dx =
1

π
− x

n
cosnx|π−π +

1

π

π∫

−π

1 − cos nx

n
dx = −2

n
(−1)nAsí, para los primeros 
oe�
ientes se tiene

b1 = 2, b2 =
−2

2
, b3 =

2

3
, b4 =

−2

4
, . . .Es de
ir

Sf(x) = 2 sen x− sen 2x+
2

3
sen 3x+ . . .En virtud de la regularidad de f , se tiene f(x) = Sf(x). En parti
ular, se dedu
e lo siguiente

π

2
= f(

π

2
) = 2

[
1 − 1

3
+

1

5
− ...

]
,lo que prueba la siguiente identidad:

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.Ejemplo 13.3.2. Serie de Fourier de f(x) = x2 en [−1, 1]Como f es par enton
es bn = 0. Luego Sf(x) = a0

2
+

∞∑
n=1

an cos(nπx) donde
a0 =

1∫

−1

x2dx =
2

3y
an =

1∫

−1

x2 cos(nπx)dx

= x2 sen(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

− 2

nπ

1∫

−1

x sen(nπx)dx

=
−2

nπ


−x cos(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

+

1∫

−1

cos(nπx)

nπ
dx



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ir
an =

2

(nπ)2
[cosnπ + cos(−nπ)] =

4

(nπ)2
(−1)n.En 
onse
uen
ia

x2 =
1

3
+

4

π2

[
− cos(πx) +

1

4
cos(2πx) − 1

9
cos(3πx) +

1

16
cos(4πx) − 1

25
cos(5πx) + . . .

]
.Un 
orolario interesante de la fórmula anterior es

1 =
1

3
+

4

π2

[
1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ . . .

]es de
ir ∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.De la misma forma se puede observar que

4 =
1

3
+

4

π2

[
−1 +

1

4
− 1

9
+

1

16
− 1

25
+ . . .

]Por lo tanto ∞∑

n=1

(−1)n

n2
=

11π2

12
.13.4. Ejer
i
ios1. En
uentra la serie de Fourier de las siguientes fun
iones:(a) f(x) = |x| en [−π, π].(b) f(x) = ax en [−π, π](
) f(x) = ax2 en [−π, π].(d) f(x) = ax2 en [0, 2π].(e) f(x) = eαx en [−π, π].(f) f(x) = | sen x| en [−π, π].(e)

f(x) =

{
a si − π < x < 0
b si 0 < x < π.2. Desarrolle en serie de Fourier la fun
ión

f(x) =

{
0 si − π < x < 0
sen(x) si 0 < x < π.



13.5. PROBLEMAS 1893. Dada la fun
ión f(x) = |x|, en
uentre:(i) Su serie de Fourier en el intervalo [0, 2].(ii) Su serie de Fourier en el intervalo [−1, 1].(iii) Su desarrollo en series de senos en [0, 1](iv) Su desarrollo en series de 
osenos en [0, 1]Indi
a
ión: Para (iii) y (iv) primero extender f de manera ade
uada (par o impar) alintervalo [−1, 1].13.5. ProblemasProblema 13.1. 1 Cal
ular la serie de Fourier en [−π, π] de la fun
ión
f(x) =

{
2 − π < x < 0

6 0 ≤ x < πSeñale el límite de la serie en 
ada punto de [−π, π], y justi�que. Deduz
a que 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . =

π

4Indi
a
ión: Para 
al
ular la serie des
rita arriba evalúe la serie de Fourier en un puntoade
uado.Problema 13.2.Desarrolle en serie de Fourier la fun
ión
f(x) =

{
0 si − π < x < 0
x si 0 < x < π.Aplique el teorema de 
onvergen
ia para dedu
ir:

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8Problema 13.3. Sea f ∈ C1, 2π-periodi
a, tal que ∫ 2π

0
f(x)dx = 0.(a) Probar la identidad de Parseval, esto es:

∫ 2π

0

f 2(x)dx = π

∞∑

n=1

(a2
n + b2n)1Control 3. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado
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a que
∫ 2π

0

f ′2(x)dx = π

∞∑

n=1

(n2a2
n + n2b2n)(
) Pruebe la desigualdad de Wirtinger.

∫ 2π

0

f ′2(x)dx ≥
∫ 2π

0

f 2(x)dx (13.2)(d) Pruebe que se da la igualdad en (13.2) si y sólo si f(x) = a cos(nx) + b sen(nx).Problema 13.4. (a) Demuestre que la fun
ión f(x) = cos(x), x ∈ (0, π), admite el siguientedesarrollo en serie:
f(x) =

∞∑

n=1

8

π
(

n

4n2 − 1
) sen(2nx)indi
a
ión:

2 cos(α) sen(β) = sen(α + β) − sen(α− β)

2 cos(α) cos(β) = cos(α + β) + cos(α− β)(a) Pruebe que:
π
√

2

16
=

1

22 − 1
− 3

62 − 1
+

5

102 − 1
− 7

142 − 1
+ . . .13.6. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 13.1

a0 = 1
π

∫ π

−π
f(x)dx = 1

π

[ ∫ 0

−π
2dx+

∫ π

0
6dx
]

= 1
π

[
2π + 6π

]
= 8

an = 1
π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx = 1

π

[ ∫ 0

−π
2 cos(nx)dx+

∫ π

0
6 cos(nx)dx

]

= 1
nπ

[
2(sin(0) − sin(−nπ)) + 6(sin(nπ) − sin(0))

]
= 0

bn = 1
π

∫ π

−π
f(x) sin(nx)dx = 1

π

[ ∫ 0

−π
2 sin(nx)dx+

∫ π

0
6 sin(nx)dx

]

= −1
nπ

[
2(cos(0) − cos(−nπ)) + 6(cos(nπ) − cos(0))

]

= −1
nπ

[
2(1 − (−1)n) + 6((−1)n − 1)

]
= 4

nπ

[
1 − (−1)n

]

=

{
8

nπ
si n impar

0 si n par



13.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 191Por lo tanto la serie de Fourier es:
Sf(x) = 4 +

∞∑

i=1

8

(2i− 1)π
sin
(
(2i− 1)x

)Como la fun
ión f(x) tiene derivada 
ontinua en todo el intervalo ex
epto en un sólopunto, sabemos que se tiene la igualdad siguiente
Sf (x) =

f(x−) + f(x+)

2
∀x ∈ (−π, π)donde f(x−) y f(x+) representan los límites por izquierda y por dere
ha respe
tivamente.Y además

Sf(−π) = Sf (π) =
f(−π+) + f(π−)

2En nuestro 
aso parti
ular tenemos que
Sf (x) =





4 x = −π
2 x ∈ (−π, 0)
4 x = 0
6 x ∈ (0, π)
4 x = πEvaluando en x = π

2
tenemos

6 = 4 +
∑∞

i=1
8

(2i−1)π
sin
(
(2i− 1)π/2

)

6 = 4 + 8
π

∑∞
i=1

1
2i−1

(−1)i+1

π

4
=

∞∑

i=1

1

(2i− 1)
(−1)i+1 = 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . .
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Capítulo 14La transformada de Fourier
14.1. De�ni
ión y el teorema de inversiónSea f : R → R una fun
ión 
ontinua. Es posible demostrar que en este 
aso, dado ℓ > 0, setiene que para todo x ∈] − ℓ, ℓ[

f(x) = ĺım
N→+∞

N∑

k=−N

Cke
i kπx

ℓ =
∞∑

k=−∞
Cke

i kπx
ℓdonde

Ck =
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)e−i kπξ
ℓ dξ, Ck ∈ C.¾Qué o
urre 
uando ℓ→ +∞?Rees
ribamos lo anterior de la siguiente manera

f(x) =

∞∑

k=−∞

1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(y)ei(x−y)kπ
ℓ dy ∀x ∈ [−ℓ, ℓ].De�nimos

gx,ℓ(s) =

∫ ℓ

−ℓ

f(y)ei(x−y)sdy.De esta forma, f se es
ribe
f(x) =

1

2π

∞∑

k=−∞
gx,ℓ

(kπ
ℓ

)π
ℓ

=
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,ℓ

(kπ
ℓ

)[
(k + 1)

π

ℓ
− k

π

ℓ

]
.Esta última expresión puede verse 
omo la suma de Riemann de la fun
ión gx,ℓ sobre (−∞,∞)
on un paso ∆ = π

ℓ
. Es 
laro que si ℓ → ∞ enton
es el paso de la parti
ión ∆ = π

ℓ
tiende a193



194 CAPÍTULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIER
ero. Por otra parte, se tiene que:
gx,ℓ(s) → gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy.Se razonable esperar que las sumas de Riemann de gx,ℓ se aproximen a la integral ∫∞

−∞ g(s) ds.De este modo dedu
imos que
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
gx(s) ds donde gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy (14.1)Lo anterior no se hizo rigurosamente pues las sumas de Riemann 
orresponden a fun
iones quedependen de ℓ y no a una fun
ión �ja. Sin embargo, bajo 
iertas 
ondi
iones se puede demostrarque la 
onvergen
ia gx,ℓ → gx 
uando l → ∞ es tal que permite justi�
ar lo anterior de manerarigurosa. Esto va más allá de este apunte.Así, formalemente tenemos que:

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy

]
ds

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eixs
[ ∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs
[ 1√

2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds (14.2)Este desarrollo motiva las siguientes de�ni
iones:De�ni
ión 14.1.1. Sea f : R → C una fun
ión integrable (i.e ∫∞

−∞|f(y)|dy <∞). Se de�ne latransformada de Fourier de la fun
ión f 
omo
f̂ : R → C

s→ f̂(s) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

(14.3)Sea g : R → C otra fun
ión integrable. Se de�ne la antitransformada de Fourier de g 
omo
ǧ : R → C

x→ ǧ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(s)eixsds

(14.4)Nota
ión. Otras nota
iones habitualmente usadas para la transformada de Fourier f̂(s) sonlas siguientes: Tf(s) y Ff(s). Del mismo modo, para la antitransformada se usa además de
ǧ(x): T−1g(x) y F−1g(x).A
eptaremos sin demostra
ión lo siguiente:Teorema 14.1.2. Sea f : R → C una fun
ión integrable, enton
es su transformada de Fourier
Tf = f̂ está bien de�nida y resulta ser una fun
ión 
ontinua.



14.2. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 195En términos de esta de�ni
iones, la fórmula (14.1) puede expresarse de a
uerdo al siguienteresultado:Teorema 14.1.3 (de inversión). Sea f : R → C una fun
ión integrable y supongamos ademásque Tf = f̂ : R → C es integrable. Enton
es se tiene que si f es 
ontinua:
f(x) = T−1

(
Tf
)
(x) =

ˇ̂
f(x)es de
ir

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds (14.5)Corolario 14.1.4. Si f, g : R → C son 
ontinuas, integrables y f̂ = ĝ, enton
es f = g.Observa
ión 14.1.5. T y T−1 son lineales. Esto se desprende dire
tamente de la linealidad dela integral.14.2. Propiedades fundamentales14.2.1. La transformada de una derivadaProposi
ión 14.2.1. Sea f : R → C una fun
ión integrable 
on derivada f ′ : R → C tambiénintegrable (o sea f y f ′ poseen transformada de Fourier). Enton
es

f̂ ′(s) = isf̂(s) (14.6)Demostra
ión. Para demostrar la proposi
ión anterior, primero es ne
esario probar lo sigu-iente:Lema 14.2.2. Si f es 
ontinua en R y tal que f, f ′ son integrables en R, enton
es
ĺım

x→±∞
f(x) = 0Demostra
ión.Lo ha
emos para x→ +∞. Como f ′ es integrable, la integral ∫∞

0
f ′(x)dx también 
onverge.Esto nos permite a�rmar que f(x) 
onverge 
uando x→ +∞. En efe
to, se tiene

ĺım
x→∞

f(x) = ĺım
x→∞

(f(x) − f(0)) + f(0) = ĺım
x→∞

∫ x

0

f ′(t)dt+ f(0) ∈ CPor otra parte, si el ĺım
x→∞

|f(x)| > 0, f no podría ser integrable en R. Luego ne
esariamente
ĺım

x→∞
f(x) = 0

�



196 CAPÍTULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIERContinuando 
on la demostra
ión de la proposi
ión, en prin
ipio tenemos
f̂ ′(s) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−isxdx = ĺım

L,M→+∞

1√
2π

∫ L

−M

f ′(x)e−isxdxIntegrando esta última integral por partes y teniendo en 
uenta la 
ontinuidad de f , resulta
∫ L

−M

f ′(x)e−isxdx = f(x)e−isx
∣∣L
−M

+

∫ L

−M

f(x)ise−isxdx

=
(
f(L)e−isL − f(−M)eisM

)
+ is

∫ L

−M

f(x)e−isxdxEl lema anterior garantiza que lo que está entre paréntesis tiende a 
ero mientras que la integraldel segundo sumando 
onverge a f̂(s)
√

2π. De esta forma queda probada la proposi
ión.
�Corolario 14.2.3. Sea f : R → C una fun
ión integrable, k ve
es derivable, tal que f (k) : R → Ctambién es integrable, es de
ir f , f ′, f ′′,...., f (k) poseen transformada de Fourier. Enton
es

f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)Ejemplo 14.2.4. [Resolu
ión de una EDO℄ Consideremos la e
ua
ión diferen
ial ordinaria:
3y′′ + 2y′ + y = f(x), (14.7)donde f(x) es una fun
ión 
ono
ida, 
ontinua e integrable en R.Apliquemos transformada de Fourier

3ŷ′′ + 2ŷ′ + ŷ = f̂(s)

(−3s2 + 2is+ 1)ŷ(s) = f̂(s)y 
on
luimos que
ŷ(s) =

f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1
.Apli
ando antitransformada

y(x) = T−1(ĝ(s))

= T−1
( f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1

)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eisx f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1
ds. (14.8)Para una fun
ión f = f(x) parti
ular se ha
e el 
ál
ulo explí
ito de esta integral 
uando seaposible.



14.2. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 19714.2.2. El teorema de 
onvolu
iónDe�ni
ión 14.2.5. Dadas f, g integrables, de�nimos el produ
to de 
onvolu
ión de f y g me-diante
(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞
g(x− y)f(y)dyTeorema 14.2.6 (de 
onvolu
ión). Sean f, g : R → C fun
iones integrables. Enton
es se 
umpleque

f̂ ∗ g(s) = f̂(s)ĝ(s)
√

2π (14.9)o bien en forma inversa
T−1

(
f̂(s)ĝ(s)

)
(x) =

1√
2π

(f ∗ g)(x) (14.10)Demostra
ión. Un 
ál
ulo dire
to propor
iona:
f̂ ∗ g(s) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy(f ∗ g)(y)dy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy

∫ ∞

−∞
f(y − ξ)g(ξ)dξdyApli
ando el teorema de Fubini para inter
ambiar el orden de integra
ión se obtiene

f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isξg(ξ)

∫ ∞

−∞
e−is(y−ξ)f(y − ξ)dy

︸ ︷︷ ︸
√

2πf̂(s)

dξ

= f̂(s)

∫ +∞

−∞
e−isξg(ξ)dξ =

√
2πf̂(s)ĝ(s)

�14.2.3. Compendio de propiedades de la transformada de FourierLinealidad
̂αf + βg = αf̂ + βĝTrasla
ión en espa
io

̂f(x− x0)(s) = e−isx0 f̂(s)Trasla
ión en fre
uen
ia
̂eis0xf(x)(s) = f̂(s− s0)Modula
ión

̂f(x) cos(w0x)(s) =
1

2
[f̂(s− wo) + f̂(s+ wo)]

̂f(x) sen(w0x)(s) =
1

2i
[f̂(s+ wo) − f̂(s− wo)]



198 CAPÍTULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIERCambio de es
ala
f̂(ax)(s) =

1

|a| f̂(
s

a
) a 6= 0Inversión del espa
io (o del tiempo)̂

f(−x)(s) = f̂(−s)Convolu
ión
f̂ ∗ g(s) =

√
2πf̂(s)ĝ(s)Deriva
ión

f̂ ′(x)(s) = isf̂(s)de esto último se dedu
e que
f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)14.3. EjemplosEjemplo 14.3.1. Cal
ular la transformada de Fourier de
f(x) = e−x2Tenemos que f(x) es integrable más aún ∫∞

−∞ f(x)dx =
√
π y es una fun
ión positiva. Porde�ni
ión

f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2

e−isxdx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2
)2− s2

4 dx

=
e−

s2

4√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2
)2dx.Llamemos I a la integral I =

∫∞
−∞ e(x+ is

2
)2dx. Para 
al
ularla 
onsideremos el siguiente 
amino(ver �gura 14.1) y la fun
ión de�nida en el plano 
omplejo f(z) = e−z2 la 
ual es holomorfa porser 
omposi
ión de fun
iones holomorfas. Enton
es

0 =

∮

CR
e−z2

dz =

4∑

j=1

∫

Cj
R

e−z2

dz.Para 
ada uno de los segmentos de este 
amino tenemos:
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R

iR

i s
2 R + i s

2
−R + i s

2

R−R

C1
R

C2
R

C3
R

C4
R

Figura 14.1: Camino de integra
ión para 
al
ular ê−x21.
∫

C1
R

e−z2

dz =

∫ −R

R

e−(x+i s
2
)2dx

= −
∫ R

−R

e−(x+i s
2
)2dx2.

∫

C2
R

e−z2

dz =

∫ 0

s
2

e−(−R+iy)2 idy

= −i
∫ s

2

0

e−(−R+iy)2dy3.
∫

C3
R

e−z2

dz =

∫ R

−R

e−x2

dx4.
∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2dyNotemos que
∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2 − e−(−R+iy)2dy

= ie−R2

∫ s
2

0

ey2
[
e−i2Ry − ei2Ry

]
dy

= 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

sen(2Ry)dy.



200 CAPÍTULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIEREsta última igualdad impli
a que
∣∣∣∣
∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

dy
R→∞−−−→ 0.Tomando límite 
uando R → ∞ en ∮CR e−z2

dz se dedu
e que
−
∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2
)2dx+

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 0y por lo tanto
I =

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2
)2dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π.En 
onse
uen
ia

f̂(s) =
e−

s2

4√
2π
I =

1√
2
e−

s2

4 .Ejemplo 14.3.2. Si a ∈ R \ {0} y g(x) = f(ax) enton
es
ĝ(s) =

1

|a| f̂(
s

a
) (14.11)Demostra
ión.

ĝ(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxg(x)dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxf(ax)dxHa
iendo el 
ambio de variables y = ax

ĝ(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−is y

af(y)
1

a
dy

=

{
1
a

1√
2π

∫∞
−∞ e−is y

af(y)dy si a > 0
1
a

1√
2π

∫ −∞
∞ e−is y

af(y)dy si a < 0

=

{
1
a
f̂( s

a
) si a > 0

−1
a
f̂( s

a
) si a < 0

=
1

|a| f̂(
s

a
)

�Observa
ión 14.3.3. Tomando a = 1√
2
y f(x) = e−x2 tenemos

g(x) = f(ax) = e−
x2

2



14.4. EJERCICIOS 201y luego
ĝ(s) =

√
2f̂(

√
2s)

=
√

2
1√
2
e−

(
√

2s)2

4

= e−
s2

2Algunas transformadas de Fourier se resumen en la tabla 14.3.
f(x) f̂(s)1 {

e−x x ≥ 0

0 x < 0
1√
2π

1
1+is2 e−a|x|, a > 0

√
2
π

a
a2+s23 e−ax2

, a > 0 1√
2a
e−

s2

4a4 1
a2+x2 , a > 0

√
π
2

1
a
e−a|s|5 {

−k |x| ≤ a

0 |x| > a

√
2
π
k sen(as)

sCuadro 14.1: Algunas transformadas de Fourier14.4. Ejer
i
ios1. Cal
ule la transformada de Fourier de f(x) = cos(πx)/[x3 − x2 + 4x− 4].2. Sea f(x) = exp(−a|x|), pruebe que la transformada de Fourier de f viene dada por
f̂(s) =

√
2

π

a

a2 + s2
.14.5. ProblemasProblema 14.1. Cal
ule la transformada de Fourier de f(x) = cos(πx)/[x3 − x2 + 4x− 4].Problema 14.2. En 
ada 
aso, demuestre que la transformada de Fourier es la fun
ión indi-
ada:1. f(x) = e−x2 ⇒ f̂(s) =

1√
2
e−

s2

4 .2. f(x) =

{
e−x si 0 ≤ x
0 si x < 0.

⇒ f̂(s) =
1√
2π

1

1 + is
.



202 CAPÍTULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIER3. f(x) = −a|x|, a > 0 ⇒ f̂(s) =

√
2

π

a

a2 + s2
.4. f(x) =

{
−k si |x| ≤ a
0 si |x| > a.

⇒ f̂(s) =

√
2

π

k sen(sa)

s
.5. f(x) =

1

1 + x2
⇒ f̂(s) = πe−|s|.Problema 14.3. [Identidades de Plan
herel y de Parseval℄(a) Demuestre, usando transformada de Fourier, la identidad de Plan
herel:

∫ ∞

−∞
f(y)g(y)dy =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(s)ĝ(s)ds(b) Deduz
a la identidad de Parseval:

∫ ∞

−∞
|f(y)|2dy =

1√
2π

∫ ∞

−∞
|f̂(s)|2dsSuponga que las fun
iones f , g, f̂ , ĝ de
aen lo su�
ientemente rápido en in�nito de modoque todas las integrales que aparez
an sean 
onvergentes.Problema 14.4. [Teorema de Shannon℄Una fun
ión f se di
e de banda limitada en s0, si:

f̂ = 0, ∀s, |s| > s0 > 0Teorema (Shannon): Sea f una fun
ión tal que existen su transformada y antitransformadade Fourier, 
ontinua, de banda limitada a |s| < s0 y si L = π
s0

enton
es:
f(x) =

∞∑

n=−∞
f(nL)

sen s0(x− nL)

s0(x− nL)Demuéstrelo, usando los siguientes pasos:(a) Considere la familia de fun
iones φ̂n dadas por
φ̂n(s) =

{
0 si |s| > s0

2s
− 1

2
0 e

−inπs
s0 si |s| ≤ s0y demuestre que la Transformada inversa para 
ada una de estas fun
iones esta dada por:

φn(x) =

√
2s0

2π

sen(s0x− nπ

s0x− nπ(b) Demuestre que la familia {φ̂n(s)} es una familia de fun
iones ortonormales, es de
ir, queel produ
to interno para fun
iones 
omplejas entre φ̂n(s) y φ̂m(s) es 
ero si n 6= m y esuno si n = m.(
) Muestre que la familia {φ̂n(s)} permite es
ribir la fun
ión f 
omo una serie de Fourier,
uyos 
oe�
ientes están en fun
ión de muestras de la fun
ión en intervalos de largo L, y
on
luya.
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Capítulo 15E
ua
iones lineales de segundo orden
15.1. E
ua
iones parabóli
as y fenómenos de difusión15.1.1. Condu

ión del 
alor en una barra unidimensionalConsideraremos el problema de la difusión de 
alor en una barra delgada que se en
uentraperfe
tamente aislada por su super�
ie lateral.Si la barra es lo su�
ientemente delgada 
omo para suponer que la temperatura es 
onstantesobre 
ualquier se

ión transversal, el estado del sistema está des
rito por una fun
ión es
alar
u = u(t, x), la 
ual propor
iona el valor de la temperatura de la barra al instante t y en laposi
ión longitudinal x.Supondremos que u(t, x) y todas las otras fun
iones que utilizaremos son tan regulares 
omosea ne
esario para que 
iertas expresiones que involu
ran sus derivadas estén bien de�nidas.Es bien sabido que, en un 
uerpo térmi
amente 
ondu
tor, el 
alor �uye desde las zonas demayor temperatura ha
ia las de menor temperatura. Más aún, de a
uerdo a la ley de Fourier,la rapidez a la 
ual el 
alor �uye entre zonas 
ontiguas es propor
ional a la diferen
ia detemperaturas por unidad de longitud, y el fa
tor de propor
ionalidad depende de las propiedades
ondu
toras del 
uerpo en 
uestión.Así, en el instante t, la rapidez 
on que el 
alor Q �uye desde un punto x ha
ia uno a sudere
ha, digamos x+ δx 
on δx≪ 1, puede aproximarse por

dQ

dt
≈ k(x)

u(t, x) − u(t, x+ δx)

δx
,donde k = k(x) > 0 es un 
oe�
iente de 
ondu
tividad térmi
a que depende del material del
ual está he
ho la barra. En el límite se obtiene

dQ

dt
= k(x)

(
− ĺım

δx→0

u(t, x+ δx) − u(t, x)

δx

)
= −k(x)∂u

∂x
(t, x).Notemos que dQ/dt > 0 
uando ∂u

∂x
(t, x) < 0. Esto es 
onsistente pues si ∂u

∂x
(t, x) < 0 enton
esla temperatura es (lo
almente) de
re
iente, de modo que su valor es menor a la dere
ha del205
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alor �uye ha
ia la dere
ha. Análogamente, si ∂u
∂x

(t, x) > 0 enton
esel valor de la temperatura es mayor a la dere
ha del punto x, y por lo tanto el 
alor �uye ha
iala izquierda, esto es, dQ/dt < 0.Sea (x1, x2), 
on x1 < x2, un intervalo de observa
ión 
orrespondiente a una se

ión longi-tudinal de la barra. Sea (t1, t2), 
on t1 < t2, un intervalo 
orrespondiente a un lapso de tiempo.Como la barra está térmi
amente aislada por su super�
ie lateral, el inter
ambio de 
alor sóloo
urre a través de los puntos extremos x1 y x2 del intervalo (x1, x2). En virtud de lo anterior,la 
antidad neta de 
alor Q1 que entra a la se

ión (x1, x2) en el lapso (t1, t2) está dada por
Q1 =

∫ t2

t1

[−k(x1)
∂u

∂x
(t, x1) + k(x2)

∂u

∂x
(t, x2)]dt.Pero, usando el teorema fundamental del 
ál
ulo, podemos es
ribir

k(x2)
∂u

∂x
(t, x2) − k(x1)

∂u

∂x
(t, x1) =

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dx,y en 
onse
uen
ia

Q1 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dxdt.Al interior de la barra puede haber una fuente de 
alor, 
uya tasa de produ

ión de 
alorpor unidad de tiempo y de longitud está dada por una fun
ión F = F (t, x). Por lo tanto, la
antidad neta de 
alor produ
ida en el segmento (x1, x2) durante el lapso (t1, t2) está dada por

Q2 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

F (t, x)dxdt.Por otra parte, la 
antidad de 
alor que entra al segmento (x1, x2), junto 
on el que se produ
een su interior, provo
ará un 
ambio en la distribu
ión de temperatura sobre di
ho segmento enel lapso de tiempo que va de t1 a t2. La 
antidad de 
alor por unidad de longitud ne
esaria paraun 
ambio δu = u(t2, x) − u(t1, x) de la temperatura en el punto x está dada por
c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)],donde el fa
tor de propor
ionalidad c = c(x) > 0 es la 
apa
idad 
alorí�
a espe
í�
a1. Luego,la 
antidad de 
alor total ne
esaria para el 
ambio de temperatura en el segmento (x1, x2) es

Q3 =

∫ x2

x1

c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)]dx =

∫ x2

x1

c(x)

∫ t2

t1

∂u

∂t
(t, x)dtdx,y éste debe ser igual a la 
antidad neta de 
alor que entra y que se produ
e en el segmento

(x1, x2) durante el lapso (t1, t2), esto es,
Q3 = Q1 +Q2.1Densidad de 
apa
idad 
alorí�
a por unidad de longitud.
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itamente,
∫ t2

t1

∫ x2

x1

c(x)
∂u

∂t
(t, x)dxdt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
+ F (t, x)

]
dxdt.De la arbitrariedad de los puntos x1 < x2 y t1 < t2, un argumento 
lási
o de lo
aliza
ión2permite 
on
luir que u = u(t, x) ne
esariamente satisfa
e la e
ua
ión en derivadas par
iales

c(x)
∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x

]
+ F (t, x).Si la barra es de material homogéneo, es de
ir, k(x) = k y c(x) = c se obtiene

ut = αuxx + f(t, x), (15.1)donde α = k/c, f = F/c, y, 
on el �n de simpli�
ar la nota
ión, hemos utilizado las nota
iones
ut :=

∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
.Al 
oe�
iente α > 0 se le llama difusividad térmi
a del material.15.1.2. Condu

ión del 
alor en un 
uerpoEn esta se

ión dedu
iremos la e
ua
ión del 
alor en el 
aso general de un material o
upandouna 
ierta región Ω ⊂ R3, que suponemos abierta y no va
ía. Denotemos por u(t, x, y, z) latemperatura del material en el punto (x, y, z) ∈ Ω y el tiempo t. Supondremos que la fun
ión

u : [0, T ] × Ω → Res su�
ientemente regular.Un modelo sen
illo pero válido en mu
has situa
iones, 
ono
ido 
omo la ley de Fourier,supone que la 
antidad de 
alor δQ que atraviesa un elemento de super�
ie δA orientada segúnel 
ampo de normales n̂, en un lapso de tiempo δt viene dado por
δQ

δt
= −k∇u · n̂ δA,donde
∇u =




∂u
∂x
∂u
∂y
∂u
∂z


 ,es de
ir∇u es el gradiente de u 
on respe
to a las variables espa
iales. k > 0 denota el 
oe�
ientede 
ondu

ión térmi
a del material. Observemos que dado que k es positivo, el 
alor �uye dezonas de alta temperatura a zonas de baja temperatura, pues −∇u es la dire

ión de máximodes
enso de la fun
ión u.2Por ejemplo, 
onsidere t2 y x2 
omo variables y derive la expresión 
on respe
to a t2 y x2 su
esivamente,�eliminando" así la integral temporal primero y la espa
ial después.
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Frío Calor

Sea ω ⊂ Ω, es de
ir, ω = ω ∪ ∂ω ⊂ Ω, y reali
emos un balan
e de 
alor en esta zona,suponiendo ini
ialmente que no hay fuentes de 
alor dentro del 
uerpo. De a
uerdo a la ley deFourier, la 
antidad de 
alor que �uye a través de la frontera de ω ha
ia el exterior (�ujo netode 
alor que sale de ω) viene dado por
δQ

δt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · n̂ dA

= −
∫∫

∂ω

k∇u · d~S,y ha
iendo δt→ 0
dQ

dt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.Por otra parte existe una rela
ión entre la 
antidad de 
alor q alma
enada en el elemento devolumen δV y la temperatura en esta región:
q = c u ρ δV,donde c es el 
alor espe
í�
o y ρ es la densidad del material. Derivando 
on respe
to a t sededu
e que la varia
ión de la 
antidad de 
alor por unidad de tiempo en δV es
∂q

∂t
= c ρ

∂u

∂t
δV.De este modo la varia
ión de 
alor alma
enado en ω por unidad de tiempo es

dQ

dt
=

∫∫∫

ω

∂q

∂t
dV =

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV.Si no hay fuentes de 
alor en Ω enton
es la varia
ión de 
alor en ω por unidad de tiempo esigual a la 
antidad de 
alor que entra en ω por unidad de tiempo. De lo anterior se obtiene

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV =

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.Por el teorema de la divergen
ia de Gauss
∫∫

∂ω

k∇u · d~S =

∫∫∫

ω

div(k∇u) dV,
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e que ∫∫∫

ω

(
cρ
∂u

∂t
− div(k∇u)

)
dV = 0.Esto último es válido para todo ω ⊂⊂ Ω. Por un argumento de lo
aliza
ión, si todas las fun
ionesen el integrando son 
ontinuas, se 
on
luye

cρ
∂u

∂t
− div(k∇u) = 0 sobre [0, T ] × Ω,que es la e
ua
ión del 
alor para un 
uerpo general. Si el 
uerpo es homogéneo, es de
ir

c(x, y, z) = c0, ρ(x, y, z) = ρ0 y k(x, y, z) = k0 enton
es
∂u

∂t
− k0

c0ρ0
div(∇u) = 0.De�niendo α = k0

c0ρ0
y re
ordando que

div(∇u) = ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
,llegamos a la e
ua
ión del 
alor para un 
uerpo homogéneo

∂u

∂t
− α∆u = 0 sobre [0, T ] × Ω, (15.2)donde α > 0 es una 
onstante. Aquí ∆ el operador Lapla
iano 
on respe
to a las variablesespa
iales.La e
ua
ión del 
alor se 
omplementa 
on 
ondi
iones de borde adi
ionales, que serán ex-pli
itadas en la se

ión 15.4.Cuando en el interior del 
uerpo hay fuentes distribuidas generadoras de 
alor, esto suelemodelarse mediante una fun
ión densidad por unidad de volumen
f : [0, T ] × Ω → R,

(t, x, y, z) → f(t, x, y, z),de modo que el 
alor instantáneo generado en una subregión ω ⊂ Ω está dado por
∫∫∫

ω

f(t, ~r) dV (~r).Suponiendo que f es 
ontinua y retomando lo que se hizo anteriormente, se dedu
e que
ρc
∂u

∂t
− div(k∇u) = f en [0, T ] × Ω,en el 
aso general no homogéneo. En el 
aso homogéneo

∂u

∂t
− α∆u =

f

c0ρ0

en [0, T ] × Ω.



210 CAPÍTULO 15. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN15.1.3. Expansión de un gas en un medio isótropo y homogéneoSupongamos que una gas o
upa una región porosa Ω ⊂ R3 en la 
ual se mueve de puntosde alta 
on
entra
ión a baja 
on
entra
ión, pro
eso que se denomina difusión. Denotemos por
u(t, x, y, z) la 
on
entra
ión del gas en el instante t y el punto (x, y, z). Enton
es bajo la leyde Nernst y suponiendo que el material es homogéneo e isotrópi
o, se puede veri�
ar que usatisfa
e

ut = a2∆u en Ω, (15.3)donde a es una 
onstante. La ley de Nernst es análoga a la ley de Fourier para la 
ondu

iónde 
alor.15.2. E
ua
iones hiperbóli
as y fenómenos os
ilatorios15.2.1. Os
ila
iones de una 
uerdaConsideremos una 
uerda elásti
a de longitud L sometida a una 
ierta tensión y 
uyomovimiento se 
on�na a un plano. Modelaremos la 
uerda 
omo una 
urva y por simpli
i-dad supondremos que ésta se puede representar en 
ada instante t 
omo el grafo de una fun
ión
u(t, ·) : [0, L] → R, es de
ir, u es una fun
ión de dos variables

u : [0, T ] × [0, L] → R.Con el objeto de simpli�
ar la deriva
ión de la e
ua
ión que satisfa
e u haremos los siguientessupuestos:1. las os
ila
iones de la 
uerda son pequeñas y 
ada punto de ésta se mueve verti
almente,2. la 
uerda está sometida a una tensión 
uya 
omponente horizontal τ > 0 es 
onstante yuniforme3. las fuerzas de fri

ión pueden ser despre
iadas,4. en una primera aproxima
ión despre
iaremos el efe
to de fuerzas externas 
omo la gravedad.Dado x ∈ (0, L) y δx > 0 denotemos por α el ángulo entre la 
uerda y el eje x en el punto
(x, u(x)) y por α′ el ángulo en (x + δx, u(x + δx)). Llamemos τ1 a la tensión de la 
uerda en
(x, u(x)) y τ2 a la tensión en (x+δx, u(x+δx)). Reali
emos un balan
e de fuerza en el segmentode 
uerda 
orrespondiente a (x, x + δx). Como suponemos que el movimiento de la 
uerda esverti
al no hay a
elera
ión horizontal, es de
ir

τ1 cosα = τ2 cosα′ = τ. (15.4)Por otro lado, en la dire

ión verti
al
τ2 sinα′ − τ1 sinα = ρ δl

∂2u

∂t2
,
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uerda, que supondremos 
onstantes, y δl es lalongitud de ésta entre x y x+ δx. Dividiendo ambos lados por τ y utilizando (15.4) obtenemos
tanα′ − tanα =

ρ

τ
δl
∂2u

∂t2
. (15.5)Pero tanα = ∂u

∂x
|x y tanα′ = ∂u

∂x
|x+δx, por lo que, dividiendo la e
ua
ión anterior por δx yha
iendo δx→ 0 en
ontramos

∂2u

∂x2
=
ρ

τ

∂2u

∂t2
,donde hemos utilizado δl

δx
→ 1 
uando δx → 1. Si se quiere in
orporar el efe
to de fuerzasexternas, de manera análoga se puede veri�
ar que u satisfa
e

utt = c2uxx + F (t, x), (15.6)donde c =
√

τ
ρ
> 0, F (t, x) = 1

τ
f(x, t) y f(x, t) es la densidad lineal de fuerzas externas.Las 
ondi
iones adi
ionales naturales para 
omplementar esta e
ua
ión son de dos tipos:1. Condi
iones ini
iales en un instante t = 0 que des
riben la posi
ión y velo
idad de la
uerda en 
ada punto x ∈ [0, L]. Es de
ir,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],y
ut(0, x) = v0(x) ∀x ∈ [0, L].2. Condi
iones de borde sobre los puntos 0 y L.Observemos que a diferen
ia de las e
ua
iones parabóli
as, desde un punto de vista físi
o almenos, es ne
esario en las e
ua
iones hiperbóli
as imponer 
ondi
iones ini
iales sobre u y ut.Las 
ondi
iones de borde deben re�ejar las 
ondi
iones físi
as a las que está sujeta la 
uerday pueden ser de varios tipos. Por ejemplo, una 
ondi
ión de borde de la forma
u(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ]quiere de
ir que el extremo x = 0 de la 
uerda está �jo a una altura 0. Otro ejemplo es
ux(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ] (15.7)que signi�
a que el extremo x = 0 está libre. En efe
to, retomando (15.5) 
on x = 0 y sisuponemos que la 
omponente verti
al de la fuerza neta en x = 0 vale 
ero, vemos que
τ2 senα′ = ρ δl

∂2u

∂t2
.Usando que τ2 senα′ ∼ τ ∂u

∂x

∣∣
δx

y ha
iendo δx→ 0 resulta (15.7).



212 CAPÍTULO 15. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENUna ter
era posibilidad es
u(t, 0) =

1

h
ux(t, 0) ∀t ∈ [0, T ] (15.8)que modela la situa
ión en que el extremo x = 0 está sujeto a un resorte de 
onstante elásti
a

k = hτ . En esta situa
ión
τ2 senα− (fuerza ejer
ida por el resorte en x = 0) = ρ δl

∂2u

∂t2
,es de
ir

τ2 senα− ku|x=0 = ρ δl
∂2u

∂t2
.Nuevamente, ha
iendo δx→ 0 en
ontramos (15.8)15.2.2. Os
ila
iones de una membranaEl 
aso de las os
ila
iones de una membrana es muy similar al de las os
ila
iones de una
uerda. Veamos brevemente 
ómo en
ontrar la EDP en esta situa
ión.La membrana se modela 
omo una super�
ie en R3 y por simpli
idad supondremos que estasuper�
ie se puede representar mediante una fun
ión

u(t, x, y) : [0, T ] × Ω → R,de modo tal que en 
ada instante t la membrana 
orresponde a la super�
ie parametrizada por
(x, y) 7→ u(t, x, y). Nuevamente suponemos1. las os
ila
iones de la membrana son pequeñas y 
ada punto de ésta se mueve verti
almente,2. la membrana está sometida a una tensión super�
ial τ > 0 
onstante y uniforme3. las fuerzas de fri

ión pueden ser despre
iadas,4. en una primera aproxima
ión despre
iaremos el efe
to de fuerzas externas 
omo la gravedad.Sean (x, y) ∈ Ω y δx > 0, δy > 0. Estudiemos las fuerzas que a
túan sobre la por
ión dela membrana sobre el 
uadrado [x, x + δx] × [y, y + δy]. Ha
iendo un balan
e de las fuerzasverti
ales y utilizando las mismas aproxima
iones que en la se

ión 15.2.1 podemos es
ribir(
ontribu
ión de las aristas paralelas al eje x) = τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)(
ontribu
ión de las aristas paralelas al eje y) = τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)Luego por la ley de Newton
ρδxδy

∂2u

∂t2
= τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)
+ τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)
,
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ial de masa. Dividiendo por δxδy y ha
iendo δx → 0 y δy → 0en
ontramos
utt = c2(uxx + uyy) = c2∆udonde c =

√
τ/ρ y ∆u = uxx + uyy es el Lapla
iano de u 
on respe
to a las 
oordenadasespa
iales.Si hay fuerzas externas a
tuando en la membrana, análogamente se en
uentra

utt = c2∆u+ F (t, x, y) (15.9)donde F (t, x, y) = 1
τ
f(t, x, y) y f(t, x, y) es la densidad super�
ial de fuerzas externas a
tuandosobre la membrana.15.2.3. Vibra
iones longitudinales de una barraConsideremos una barra delgada de un material elásti
o de longitud L y supongamos queel origen está ubi
ado en uno de los extremos. Las deforma
iones longitudinales de esta barralas des
ribimos mediante una fun
ión u : [0, L] × [0, T ] → R de modo tal que si una partí
ulaque o
upa ini
ialmente (en una situa
ión de equilibrio) la posi
ión x ∈ [0, L], en el instante tse sitúa en x+ u(x, t).Modelando la barra 
omo una familia de N resortes 
on masas y 
onstantes elásti
as idén-ti
as, y luego 
onsiderando N → ∞, es posible dedu
ir que u satisfa
e la siguiente EDP

utt = c2uxx + f(x, t) x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),donde c > 0 depende de las propiedades de la barra (densidad de masa y 
onstante elásti
a), y
f es (ex
epto por una 
onstante) una densidad lineal de fuerzas externas.15.3. E
ua
iones elípti
as y fenómenos esta
ionarios15.3.1. Membrana en reposoRetomando la se

ión 15.2.2, si la membrana está en reposo de (15.9) vemos que la fun
ión
u : Ω ⊂ R2 → R debe satisfa
er la e
ua
ión

∆u+ F (x, y) = 0 en Ω (15.10)que se 
ono
e 
omo la e
ua
ión de Poisson.En el 
aso parti
ular 
uando F = 0, se obtiene la e
ua
ión de Lapla
e
∆u = 0 en Ω. (15.11)Una fun
ión que es solu
ión de la e
ua
ión de Lapla
e se di
e una fun
ión armóni
a.
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ial de 
ampo elé
tri
oEn esta se

ión es
ribiremos ~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3). El 
ampo elé
tri
o generadopor una 
antidad �nita de 
argas qj 
on ubi
adas en los puntos ~yj viene dada por
~E(~x) =

N∑

j=1

qi
4πε0

· ~x− ~yj

‖~x− ~yj‖3
,donde ε0 la permitividad del va
ío.Es fá
il veri�
ar que ~∇× ~E = 0 y por lo tanto existe una fun
ión es
alar ϕ : R3 → R tal que

~E = −∇ϕ.Cuando las 
argas se distribuyen 
ontinuamente de a
uerdo a una densidad volumétri
a ρ(~y)el 
ampo elé
tri
o en un punto ~x 
ualquiera se puede es
ribir
E(~x) =

1

4πε0

∫∫∫

R3

ρ(~y)
~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~y. (15.12)Para dar sentido a esta integral supondremos que ρ : R3 → R es una fun
ión 
ontinua y que

ρ(~y) = 0 si ‖~y‖ ≥ R0, donde R0 > 0 es una 
onstante. Notemos que se trata de una integralimpropia pero 
onvergente (el integrando se inde�ne en ~y = ~x).El 
ampo elé
tri
o (15.12) también proviene de un poten
ial, es de
ir,
~E = −∇φ. (15.13)Más aún, se puede dar una fórmula explí
ita para φ

φ(~x) =
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)
1

‖~x− ~y‖ d~y.Sea ω ⊂ R3 un 
onjunto abierto a
otado no va
ío 
uya frontera ∂ω es una super�
ie regular.Queremos 
al
ular el �ujo de ~E a través de ∂ω, es de
ir
∫∫

∂ω

~E · d~S(~x) =
1

4πε0

∫∫

∂ω



∫∫∫

R
3

ρ(~y)
~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~y


 d~S(~x)

=
1

4πε0

∫∫∫

R3

ρ(~y)



∫∫

∂ω

~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~S(~x)


 d~y.Utilizando apropiadamente el teorema de Gauss se puede probar que

∫∫

∂ω

~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~S(~x) =

{
4π si ~y ∈ ω

0 si ~y 6∈ ω.
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∂ω

~E · d~S(~x) =
1

ε0

∫∫∫

ω

ρ(~y) d~y.Apli
ando el teorema de la divergen
ia al 
ampo ~E y re
ordando (15.13) obtenemos
∫∫∫

ω

~∇ · ~EdV − 1

ε0

∫∫∫

ω

ρdV = 0es de
ir ∫∫∫

ω

(
∆φ+

1

ε0
ρ

)
dV = 0.Como lo anterior se tiene para todo ω, se 
on
luye que el integrando debe ser nulo, es de
ir

−∆φ =
1

ε0

ρ. (15.14)Notemos que esta e
ua
ión es una Poisson (15.10) y en ausen
ia de 
arga ésta última queda
omo
∆φ = 0la 
ual resulta ser una e
ua
ión de Lapla
e (15.11).Hemos visto que estas dos últimas e
ua
iones modelan diversos sistemas físi
os. Lo quediferen
ia un problema de otro es el signi�
ado físi
o de las variables y las 
ondi
iones ini
ialesy de bordexs, tema a tratar en la siguiente se

ión.15.4. Condi
iones ini
iales y de bordeEn esta se

ión veremos 
ómo 
omplementar las e
ua
iones en derivadas par
iales antesmen
ionadas, es de
ir, daremos 
ondi
iones que de�nen y 
ara
terizan los problemas.En todos los ejemplos anteriores, la situa
ión físi
a se des
ribe mediante una variable deestado o fun
ión u que puede ser es
alar o ve
torial y que depende de variables espa
iales

x ∈ Ω ⊂ Rn (n = 1, 2 o 3) y en algunos 
asos u depende de una variable adi
ional t que seinterpreta 
omo el tiempo. Este es el 
aso en los problemas que llamamos de evolu
ión 
omo lase
ua
iones parabóli
as de la se

ión 15.1 y las hiperbóli
as de se

ión 15.2. En esta situa
iónsupondremos que t ∈ [t0, T ].Las EDP's se 
omplementan bási
amente 
on dos tipos de 
ondi
iones adi
ionales:Condi
iones de bordeEstas 
ondi
iones apare
en tanto en problemas de evolu
ión 
omo en e
ua
iones esta-
ionarias. Hay diversas alternativas según el sistema físi
o que se esté modelando.
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• Condi
ión de borde tipo Diri
hletSupongamos, para �jar ideas, que Ω ⊆ R3 y denotemos por ∂Ω la frontera de este
onjunto. De esta forma, en el 
aso en que u no depende de t la 
ondi
ión de bordede tipo Diri
hlet viene dada por

u(x, y, z) = g(x, y, z) para todo (x, y, z) ∈ ∂Ωy si u depende de t
u(t, x, y, z) = g(x, y, z) para todo (x, y, z) ∈ ∂Ω y todo t ∈ [t0, T ],donde

g : ∂Ω → R es una fun
ión 
ono
idaEn el 
aso más general g puede depender del tiempo.
• Condi
iones de borde de tipo NeumannLas 
ondi
iones de este tipo se 
ara
terizan por venir representadas de la forma

∇u · n̂ =
∂u

∂n̂
(t, ·) = h(·) sobre ∂Ω ∀t ∈ [t0, T ]donde n̂ representa la normal exterior a Ω y donde h : ∂Ω → R es una fun
ión
ono
ida (dato). En un 
aso más general h puede depender del tiempo.

• Condi
iones mixtasEsta 
lase de 
ondi
iones vienen 
ara
terizadas por 
ombina
iones de 
ondi
ionesdel tipo Diri
hlet y Neumann sobre por
iones de la frontera.Condi
iones ini
ialesEn lo que respe
ta a las 
ondi
iones ini
iales, éstas tienen sentido sólo en problemas deevolu
ión y se dan en un instante t0 
on el objeto de des
ribir el 
ampo tratado (
ampode temperaturas, 
ampo elé
tri
o, et
.) en t0 sobre todo Ω. La 
ondi
ión ini
ial vienetípi
amente dada por algo del tipo
u(t0, x, y, z) = u0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ω,donde u0 : Ω → R es dato.Cabe desta
ar que habrá que imponer tantas 
ondi
iones ini
iales 
omo el orden de laderivada temporal de u en la e
ua
ión, es de
ir, si en la e
ua
ión que des
ribe el pro
esoestudiado apare
e la segunda derivada temporal de u, se tendrá que imponer dos 
ondi-
iones ini
iales. Una de estas será 
omo la antes men
ionada y la segunda usualmentetendrá rela
ión 
on la primera derivada temporal de la fun
ión en el instante t0, porejemplo
∂u

∂t
(t0, x, y, z) = v0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ωy así su
esivamente, donde la fun
ión v0 es dato.
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aso de la 
ondu

ión del 
alor en una región Ω de R3 (ver la se

ión15.1.2),donde u representa la distribu
ión de temperaturas, la 
ondi
ión de borde tipo Diri
hlet 
orre-sponde al 
aso en que esta distribu
ión se 
ono
e sobre la frontera del dominio. Por otro lado,en la 
ondi
ión de borde tipo Neumann es el �ujo de 
alor puntual el que 
onstituye un dato.Más pre
isamente, re
ordemos que el �ujo de 
alor por unidad de área y tiempo está dado por
−k∇u · n̂ = −k∂u

∂n̂
= −kh,donde h : ∂Ω → R es una fun
ión 
ono
ida y k representa la 
ondu
tividad térmi
a.15.5. Otras e
ua
iones de la físi
a1. E
ua
ión de Navier-StokesEn dinámi
a de �uidos, las e
ua
iones de Navier-Stokes son un 
onjunto no lineal dee
ua
iones en derivadas par
iales que rigen el movimiento del �uido en 
uestión. Estas seen
uentran 
onsiderando la masa, el momentum y balan
es de energía para un elemen-to de volumen in�nitesimal en movimiento, sobre el 
ual se pueden produ
ir tensionestangen
iales (debido a la vis
osidad).Sea ~u(x, y, z, t) el 
ampo de velo
idades del �uido y p(x, y, z, t) la presión. Luego lae
ua
ión para �uidos 
ompresibles viene dada por

ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p+ µ∆~u+

µ

3
~∇
(
~∇ · ~u

)donde µ es el 
oe�
iente de vis
osidad del �uido, F es la densidad volumétri
a de fuerzasexternas (por ejemplo la gravedad), ρ es la densidad y D~u
Dt

es la a
elera
ión del elementode �uido, también 
ono
ida 
omo derivada material, la 
ual viene expresada por
D~u

Dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u,o por 
omponentes, es
ribiendo ~u = (u1, u2, u3), la 
omponente i-ésima de (~u · ~∇)~u vienedada por [

(~u · ~∇)~u
]

i
= u1

∂ui

∂x
+ u2

∂ui

∂y
+ u3

∂ui

∂z
.En los �uidos in
ompresibles, la e
ua
ión de 
ontinuidad es ~∇ · u = 0, y, por 
onsiguientela e
ua
ión anterior se redu
e a

ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p+ µ∆~u.2. E
ua
ión de S
hrödinger para una partí
ulaEn me
áni
a 
uánti
a existe lo que se denomina la dualidad ente ondas y partí
ulas. Lades
rip
ión de una partí
ula viene dada por una fun
ión de onda Ψ(~r, t) que tiene valores
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omplejos, es de
ir Ψ(~r, t) ∈ C y |Ψ(~r, t)|2 = Ψ(~r, t)Ψ(~r, t) se interpreta
omo la fun
ión densidad de probabilidad de en
ontrar la partí
ula en la posi
ión ~r en elinstante t.De la teoría de la me
áni
a 
uánti
a se dedu
e que la fun
ión Ψ debe satisfa
er la siguientee
ua
ión en derivadas par
iales
i~
∂Ψ

∂t
(~r, t) =

(
− ~2

2m
∆~r + V (~r)

)
Ψ(~r, t) (15.15)donde ~ = h

2π

on h la 
onstante de Plan
k, m es la masa de la partí
ula y V es unafun
ión que representa el poten
ial al 
ual está sometido la partí
ula. El Lapla
iano enesta e
ua
ión es solamente 
on respe
to a las variables espa
iales y por eso la nota
ión

∆~r. Usualmente esta e
ua
ión se a
ompaña de la 
ondi
ión (probabilísti
a)
∫∫∫

R3

|Ψ(~r, t)|2 d~r = 1.Notemos que (15.15) representa un sistema de dos e
ua
iones reales en derivadas par
iales,siendo las in
ógnitas las partes real e imaginaria de Ψ.3. E
ua
iones de MaxwellEn la teoría de ele
tromagnetismo, existen 
uatro e
ua
iones fundamentales que permitenvisualizar lo que su
ede 
on el 
ampo elé
tri
o ~E, el ve
tor desplazamiento ~D, el �ujoelé
tri
o ~J y el 
ampo magnéti
o ~B. Estas e
ua
iones son las e
ua
iones de Maxwell, las
uales son
~∇ · ~D = 0
~∇ · ~B = 0

~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

~∇× ~B = µ0

(
~J +

∂ ~D

∂t

)

donde µ0 es una 
onstante (la permeabilidad del va
ío). Estas e
ua
iones suelen 
omple-mentarse 
on leyes 
onstitutivas para formar lo que se denomina un sistema 
errado dee
ua
iones.Cada una de estas e
ua
iones entrega informa
ión sobre los 
ampos tratados, por ejemplode la ter
era e
ua
ión se puede 
on
luir que ~B genera ~E (de donde se dedu
e la ley deindu

ión). De este set también se puede 
on
luir que las líneas de 
ampo magnéti
o son
erradas, el �ujo de ~B es 
onservativo y así su
esivamente.
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ipio de superposi
iónRe
ordemos brevemente la no
ión del prin
ipio de superposi
ión para e
ua
iones diferen
ialesordinarias (E.D.O.). Consideremos una E.D.O. lineal des
rita por
Ly = 0 en un intervalo I = (a, b)donde L : Cn(I,R) → C(I,R) es un operador diferen
ial lineal de orden n. El prin
ipio desuperposi
ión di
e que: �Toda 
ombina
ión lineal �nita de solu
iones de una E.D.O. linealhomogénea, es también solu
ión�, es de
ir

∀c1, c2 ∈ R, ∀y1, y2 ∈ Ker(L) ⇒ c1y1 + c2y2 ∈ Ker(L)o también
Lyi = 0 ∀i = 1, 2, ..., n ⇒ L

(
n∑

i=1

yi

)
= 0La no
ión de operadores diferen
iales lineales es fá
ilmente extendible al 
aso de operadoresa
tuando sobre fun
iones de varias variables, es de
ir sobre fun
iones u : Rn → R. Por ejemplo
onsideremos el operador L = ∆ (Lapla
iano) que a
túa L : C2(Rn) → C(Rn) mediante

Lu = ∆u. En este 
ontexto se amplía la teoría y se puede demostrar que el prin
ipio desuperposi
ión es también válido para las E.D.P.'s lineales.Al igual que en e
ua
iones diferen
iales ordinarias las solu
iones de una EDP lineal nohomogénea se pueden des
omponer en una solu
ión de la homogénea y una solu
ión parti
ular.15.7. La e
ua
ión de super�
ies mínimasEn esta se

ión presentamos una dedu

ión de la e
ua
ión de super�
ies mínimas 
omo unejemplo de una e
ua
ión no lineal.La e
ua
ión (15.10) que modela una membrana en reposo se dedujo suponiendo que las defor-ma
iones son pequeñas. Es interesante estudiar la e
ua
ión resultante sin ha
er esta hipótesis,lo que por simpli
idad haremos en el 
aso que no hay fuerzas externas. Supondremos que lamembrana es elásti
a, que está en equilibrio de fuerzas y está sometida a una tensión T que es
onstante. Con el �n de utilizar esta informa
ión imaginamos que �
ortamos� una parte de lamembrana, obteniendo una (pequeña) super�
ie S 
uya frontera ∂S es una 
urva 
errada en
R3. Denotemos por τ̂ el ve
tor tangente a ∂S y por n̂ el ve
tor normal unitario a S orientadoen dire

ión del eje z. Dado que (x, y) 7→ u(t, x, y) parametriza S, podemos es
ribir

n̂ =
1

‖n̂‖



−∂u

∂x

−∂u
∂y

1


 ,donde

‖n̂‖ =

√
1 +

(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

.



220 CAPÍTULO 15. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENOrientemos τ̂ de modo que sea 
onsistente 
on la orienta
ión de S para el teorema de Stokes.De este modo el ve
tor
τ̂ × n̂,apunta fuera de S, es perpendi
ular a τ̂ y tangente a la membrana. Sobre S a
túa una fuerzaa lo largo de ∂S ejer
ida por el 
omplemento de ésta que viene dada por

T (τ̂ × n̂).De este modo, la fuerza neta sobre S que le ejer
e el resto de la membrana es
~F =

∫

∂S

T (τ̂ × n̂) dr.Sea ê un ve
tor (
onstante) unitario en R3. Enton
es
~F · ê = T

∫

∂S

(τ̂ × n̂) · ê dr = T

∫

∂S

(n̂× ê) · τ̂ dr.Empleando el teorema de Stokes y la nota
ión
~∇ =




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z


se tiene

~F · ê = T

∫∫

S

[~∇× (n̂× ê)] · n̂ dA = T

∫∫

S

[(~∇ · ê)n̂− (~∇ · n̂)ê] · n̂ dA

= −T
∫∫

S

(~∇ · n̂)(ê · n̂) dA = −T ê ·
∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.zLuego
~F = −T

∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.Pensando en δS 
omo una pequeña super�
ie en torno a punto (x0, y0, z0) de área δA, es
ribamos
omo δ ~F la fuerza ejer
ida por el resto de la membrana sobre δS, esto es
δ ~F = −T (~∇ · n̂)n̂ δA + o(δA).Si no hay fuerzas externas a
tuando sobre la membrana, 
omo ésta está en reposo la ley Newtonestable
e que

δ ~F = 0y por lo anterior
−T (~∇ · n̂)n̂ δA+ o(δA) = 0.Dividiendo por δA y ha
iendo δA→ 0 obtenemos

−T (~∇ · n̂)n̂ = 0.
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ordemos que u no depende de z, por lo que
−~∇ · n̂ =

∂

∂x

(
ux√

1 + u2
x + u2

y

)
+

∂

∂y

(
uy√

1 + u2
x + u2

y

)
,donde

ux =
∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
.Luego la e
ua
ión para u queda

∂

∂x

(
ux√

1 + u2
x + u2

y

)
+

∂

∂y

(
uy√

1 + u2
x + u2

y

)
= 0. (15.16)Esta e
ua
ión se 
ono
e también 
omo la e
ua
ión de super�
ies mínimas.La rela
ión entre la e
ua
ión (15.16) y la e
ua
ión de Lapla
e (15.11) es que bajo la hipótesisde pequeñas deforma
iones, se puede aproximar √1 + u2

x + u2
y por 1, y en este 
aso (15.16) seredu
e a

∆u = 0.15.8. ProblemasProblema 15.1. Sea Ω ⊆ R3 un abierto 
onexo por 
aminos de frontera regular ∂Ω = Σ1∪Σ2.Considere la e
ua
ión del 
alor en régimen esta
ionario 
on 
ondi
iones de borde mixtas.




∆u = 0 en Ω

u = T0 sobre Σ1

∂u
∂n

= −αu sobre Σ2

(ECM)donde α > 0 y T0 ≥ 0 son 
onstantes 
ono
idas.(a) Pruebe que en el 
aso T0 = 0 se tiene u ≡ 0 en todo Ω. Indi
a
ión pruebe que
∫∫∫

Ω

‖u‖2 dV + α

∫∫

Σ2

u2dA = 0.(b) Deduz
a que la e
ua
ión (ECM) posee a lo más una solu
ión.(
) Resuelva (ECM) para el 
aso Ω = {~r ∈ R3 | a < ‖~r‖ < b} 
on 0 < a < b, Σ1 = S(0, a) y
Σ2 = S(0, b). Indi
a
ión: suponga que la solu
ión tiene simetría esféri
a.Problema 15.2. 3 Una 
añería 
ilíndri
a de longitud L y radios a < b, 
ondu
e un líquidoa temperatura T1 mayor que la temperatura exterior T0. Suponiendo 
ondu
tividad térmi
a

k 
onstante y simetría 
ilíndri
a, se desea determinar el régimen esta
ionario de temperatura
T (ρ, θ, z) = T (ρ).3Control 2. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas.



222 CAPÍTULO 15. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN(a) Para ρ ∈ [a, b] 
onsidere el �ujo de 
alor
Φ(ρ) :=

∫∫

Σ(ρ)

k∇T · d ~Aa través del manto del 
ilindro de radio ρ y longitud L, Σ(ρ) (sin tapas, 
on
éntri
o ala 
añería, orientado exteriormente). Use el Teorema de la Divergen
ia para probar que
Φ(ρ) es 
onstante e igual a Φ(b).(b) Dedu
ir que ρ∂T/∂ρ es 
onstante y en
ontrar una expresión analíti
a para T (ρ) en fun
iónde T1, T0, a, b.(
) Probar que Φ(b) = 2πLk(T0 − T1)/ ln(b/a).(d) Suponga ahora que la 
añería se re
ubre por un material aislante (
ondu
tividad térmi
a
k̄ 
ono
ida) hasta un radio c > b. Considerando la temperatura Tb en la interfaz 
omo unparámetro, use la 
onserva
ión de �ujo para determinar Tb y 
ompruebe que el �ujo de
alor Φ(b) es menor que en el 
aso no-aislado.Problema 15.3. 4 Una esfera de radio R > 0 posee un nú
leo de radio a < R el 
ual seen
uentra a una temperatura Ta, mayor que la temperatura T0 de la super�
ie. Suponemos quela distribu
ión de temperatura u entre el nú
leo y la super�
ie tiene simetría radial, vale de
ir

u = u(r, t).(a) Muestre que u(r, t) satisfa
e la e
ua
ión
∂u

∂t
(r, t) =

k

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r
(r, t)

)
.donde k ∈ IR es la 
ondu
tividad térmi
a de la esfera.(b) Utilizando el 
ambio de es
ala u(r, t) = v(r, t)/r, 
ompruebe que la nueva fun
ión v(r, t)satisfa
e la e
ua
ión

∂v

∂t
(r, t) = k

∂2v

∂r2
(r, t).(
) Deduz
a una expresión analíti
a para la distribu
ión de temperatura en régimen permanente(en términos de r, k, a, R, T0, Ta), y gra�que la fun
ión u(r) que resulta.Problema 15.4. En una 
uerda de largo L que está vibrando, para 
ada x ∈ [0, L] y t ≥ 0, lafun
ión u(x, t) denota el desplazamiento verti
al de la 
uerda en el punto x y en el instante t.(a) Propor
ione una interpreta
ión físi
a o geométri
a, según 
orresponda, de 
ada una delas siguientes fun
iones:

∂u

∂t
(x, t)

∂2u

∂t2
(x, t)

∂u

∂x
(x, t)(b) Considere la e
ua
ión en derivadas par
iales que gobierna el movimiento de la 
uerdavibrante de dimensión uno:

∂2u

∂t2
(x, t) = c2

∂2u

∂x2
(x, t). (15.17)4Control 2. Primavera 1996. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



15.9. SOLUCIÓN DE PROBLEMAS 223(i) Muestre que u(x, t) = 2 sen(2x) cos(2πt) satisfa
e la e
u
ión (15.17) 
on c = π.(ii) Sean φ, ϕ : R → R dos fun
iones de 
lase C2. Muestre que u(x, t) = φ(x + ct) +
ϕ(x− ct) es solu
ión de la e
ua
ión de ondas (15.17).(iii) En
uentre las fun
iones φ y ϕ en el in
iso (i).Indi
a
ión: Re
uerde que sen(α) + sen(β) = 2 sen(α+β

2
) cos(α+β

2
).(iv) Si además u(x, 0) = g(x) y ∂u

∂t
(x, 0) = 0, muestre que

u(x, t) =
g(x+ ct) + g(x− ct)

2Indi
a
ión: De las 
ondi
iones ini
iales, obtenga un sistema para φ y ϕ.15.9. Solu
ión de problemasSolu
ión Problema 15.1(a) Consideremos la e
ua
ión ∆u = 0 multipli
ando por u y luego integrando se tiene
∫∫∫

Ω

u∆udV = 0 (15.18)integrando por partes
∫∫∫

Ω

u∆u dV =

∫∫

∂Ω

u∇u · d ~A−
∫∫∫

Ω

∇u · ∇u dVpero notemos que
∫∫

∂Ω

u∇u · d ~A =

∫∫

Σ1

u∇u · d ~A+

∫∫

Σ2

u∇u · d ~A

= 0 +

∫∫

Σ2

u∇u · n̂dS

=

∫∫

Σ2

u
∂u

∂n
dS = −α

∫∫

Σ2

u2dSreemplazando este resultado en la e
ua
ión (15.18) se demuestra la indi
a
ión.Para 
on
luir, notemos que la e
ua
ión
∫∫∫

Ω

‖∇u‖2 dV + α

∫∫

Σ2

u2dA = 0nos asegura que ∇u = 0 en Ω y u = 0 en ∂Ω. En efe
to 
omo ‖∇u‖2 ≥ 0 ∀x ∈ Ω, u2 ≥
0 ∀x ∈ ∂Ω, y α > 0 por la indi
a
ión se tiene que ne
esariamente ‖∇u‖2 = 0 ∀x ∈ Ω



224 CAPÍTULO 15. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENy u2 = 0 ∀x ∈ ∂Ω salvo quizás por una 
antidad �nita de puntos, sin embargo dadala 
ontinuidad de las fun
iones ‖·‖ , ∇u y u podemos 
on
luir que ∇u = 0 ∀x ∈ Ω y
u = 0 ∀x ∈ ∂Ω.Como ∇u = 0 ∀x ∈ Ω y Ω es 
onexo ne
esariamente u es 
onstante en Ω, dada la
ontinuidad de u (pedimos solu
ión al menos de 
lase C2) y el he
ho que u vale 0 en Σ2ne
esariamente u = 0 en Ω.(b) Supongamos u y v solu
iones de (ECM) y llamemos h = u − v 
laramente se tiene que
∆h = 0 en Ω, h = 0 sobre Σ2 y ∂h

∂n
= −αh sobre Σ1. Así h 
umple (ECM) 
on T0 = 0 yenton
es por la parte anterior se tiene que h = 0 en Ω lo que impli
a que u = v.(
) Asumiendo que la solu
ión posee simetría esféri
a (es de
ir u solo depende de r) se obtieneque

∆u = 0 ⇐⇒ ∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
= 0 (15.19)El alumno tiene que veri�
ar este 
ál
ulo.La fórmula (15.19) es una e
ua
ión diferen
ial ordinaria 
uya solu
ión está dada por

u(r) =
C1

r
+ C2Para en
ontrar los valores de las 
onstantes C1 y C2 veremos 
omo se 
omporta u en lafrontera. Evaluando u en r = a (i.e. sobre Σ1)

u(a) = Ta =
C1

a
+ C2ahora derivando 
on respe
to a r y evaluando en r = b (i.e. sobre Σ2)

∂u

∂n
(b) = −C1

b2
= −α

(
C1

b
+ C2

)El alumno debe justi�
ar este 
ál
ulo, es de
ir debe argumentar que para este problema lanormal exterior 
orresponde a r̂ y por lo tanto ∇u ·n 
oin
ide 
on ∂u
∂r

y por las 
ondi
ionesde borde se tiene que esto último es igual a −αu(b). resolviendo el sistema lineal
Ta =

C1

a
+ C2

C1

b2
= α

(
C1

b
+ C2

)

se obtienen los valores de C1 y C2



Capítulo 16Separa
ión de Variables
16.1. Ejemplo modelo: e
ua
ión del 
alorConsideremos el problema de difusión de 
alor en una barra delgada de longitud L > 0,
ompuesta por un material homogéneo e isótropo de 
oe�
iente de difusividad térmi
a α > 0, yque se en
uentra perfe
tamente aislada por su super�
ie lateral, y sin fuentes de 
alor externasa
tuando dentro de la barra, es de
ir f(x) = 0 en (15.1). Tal 
omo se dedujo en la se

ión15.1.1, la EDP que modela esta situa
ión es

ut = αuxx 0 < x < L, t > 0. (16.1)La in
ógnita u = u(t, x) es la temperatura al instante t y en la posi
ión x sobre la barra.Si suponemos que sus extremos se mantienen a temperatura 
onstante igual a 0, enton
es usatisfa
e la 
ondi
ión de borde de tipo Diri
hlet homogéneo
u(t, 0) = u(t, L) = 0 t > 0. (16.2)Consideraremos además la 
ondi
ión ini
ial
u(0, x) = f(x) 0 < x < L. (16.3)Para resolver (16.1) bajo (16.2) y (16.3), apli
aremos el método de separa
ión de variables, elque des
ribiremos detalladamente a 
ontinua
ión.16.1.1. Primera etapa: separar variablesEl método se ini
ia bus
ando solu
iones no triviales de (16.1) que sean de la forma

U(t, x) = T (t)X(x). (16.4)Se introdu
en así dos nuevas in
ógnitas, T (t) y X(x), y por lo tanto ne
esitaremos dos e
ua-
iones para determinarlas. Sustituyendo (16.4) en (16.1), obtenemos
T ′(t)X(x) = αT (t)X ′′(x) 0 < x < L, t > 0. (16.5)225



226 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLESComo sólo nos interesan solu
iones no triviales, se requiere que X(x0) 6= 0 para algún x0 ∈
(0, L). Dedu
imos de (16.5) que para todo t > 0 se tiene

T ′(t) = αλ1T (t),donde
λ1 =

X ′′(x0)

X(x0)
.Similarmente, para todo x ∈ (0, L) se tiene

X ′′(x) = λ2X(x),donde
λ2 =

T ′(t0)

αT (t0)y t0 > 0 es tal que T (t0) 6= 0. En 
onse
uen
ia, si ahora tomamos 
ualquier par (t, x) tal que
T (t) 6= 0 y X(x) 6= 0, lo anterior 
ondu
e a

αλ1 =
T ′(t)

T (t)
= α

X ′′(x)

X(x)
= λ2,donde la segunda igualdad proviene de (16.5).De este modo, se dedu
e que T (t) y X(x) satisfa
en, respe
tivamente, las siguientes e
ua-
iones diferen
iales ordinarias:

T ′(t) + αλT (t) = 0, t > 0 (16.6)
X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < L (16.7)para una 
onstante λ ∈ R.Dado un valor para el parámetro λ, se dedu
e de (16.6) que

T (t) = Ce−αλt,para una 
onstante C ∈ R, la 
ual es no nula pues bus
amos solu
iones no triviales.Por otra parte, 
omo apli
a
ión de la teoría general de las e
ua
iones diferen
iales ordinariaslineales, sabemos que la solu
ión general de la e
ua
ión de segundo orden (16.7) se expresa 
omouna 
ombina
ión lineal de dos fun
iones fundamentales, 
uya forma depende del signo de λ.Máspre
isamente, 
omo el polinomio 
ara
terísti
o aso
iado a (16.7) está dado por p(m) = m2 + λ,y éste tiene 
omo raí
es1 m1,2 = ±
√
−λ ∈ C, obtenemos que:Si λ < 0 enton
es m1,2 = ±

√
−λ ∈ R, luego la solu
ión general de (16.7) está dada por

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx, C1, C2 ∈ R.1Aquí utilizamos la raíz 
uadrada en el 
uerpo de los 
omplejos.



16.1. EJEMPLO MODELO: ECUACIÓN DEL CALOR 227Si λ = 0 enton
es m = 0 es raíz de multipli
idad 2, y en 
onse
uen
ia
X(x) = C1 + C2x, C1, C2 ∈ R.Si λ > 0 enton
es m1,2 = ±i
√
λ y por lo tanto

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sen

√
λx, C1, C2 ∈ R.Observa
ión 16.1.1. Cuando λ 6= 0, una forma de evitar tener que 
onsiderar los 
asos λ < 0y λ > 0 por separado 
onsiste en utilizar la fun
ión exponen
ial 
ompleja 
uando 
orresponda.En efe
to, supongamos que λ > 0. Enton
es se tiene

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sen

√
λx

= C1(e
i
√

λx + e−i
√

λx)/2 + C2(−i)(ei
√

λx − e−i
√

λx)/2

= (C1 − iC2)/2e
i
√

λx + (C1 + iC2)/2e
−i

√
λx

= C̃1e
i
√

λx + C̃2e
−i

√
λx.Como i√λ =

√
−1

√
λ =

√
−λ , de lo anterior dedu
imos que podemos es
ribir la solu
ióngeneral de la forma

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,donde los 
oe�
ientes C1, C2 vienen dados por

C1, C2 ∈ R, si λ < 0

C1, C2 ∈ C, si λ > 0y los 
oe�
ientes 
omplejos C1 y C2 son uno el 
onjugado del otro. 2Sustituyendo las expresiones así obtenidas para T (t) y X(x) en (16.4), se 
onstruyen solu
ionesde (16.1) en variables separadas que son de la forma
Uλ(t, x) = e−αλt(C1e

√
−λx + C2e

−
√
−λx), (16.8)
uando2 λ 6= 0 , mientras que para λ = 0 se tiene

U0(t, x) = C1 + C2x.Notemos que tenemos dos tipos de grados de libertad: el primero aso
iado al parámetro λ;el segundo, a los 
oe�
ientes C1, C2. Como veremos más adelante, esta suerte de �indetermi-na
ión"de la solu
ión, que se debe a que hasta ahora sólo hemos utilizado la e
ua
ión (16.1),nos permitirá imponer la 
ondi
ión de borde (16.2) y la ini
ial (16.3) a 
ombina
iones linealesde solu
iones de este tipo.2Cuando λ > 0, utilizamos la fun
ión exponen
ial 
ompleja y 
oe�
ientes 
omplejos.



228 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLES16.1.2. Segunda etapa: imponer 
ondi
iones de bordeA 
ontinua
ión bus
aremos solu
iones no triviales de (16.1) en variables separadas que sat-isfagan la 
ondi
ión de borde (16.2). Esto restringirá los valores admisibles para λ a un sub-
onjunto numerable de R.En primer lugar, observamos que si λ es el parámetro introdu
ido anteriormente enton
es el
aso λ = 0 queda des
artado. En efe
to, tomando U0(t, x) = C1+C2x, dedu
imos de U0(t, 0) = 0que C1 = 0, lo que junto 
on U0(t, L) = 0 impli
a que C2 = 0, obteniendo así la solu
ión trivial.Busquemos enton
es λ 6= 0 de modo tal que exista una fun
ión Uλ de la forma (16.8), queno sea idénti
amente nula y que satisfaga
Uλ(t, 0) = Uλ(t, L) = 0, ∀t > 0.De Uλ(t, 0) = 0 dedu
imos que
e−αλt(C1 + C2) = 0, ∀t > 0,y, 
omo e−αλt > 0, se tiene

C2 = −C1.Luego, para alguna 
onstante C ∈ C (más aún C es un imaginario puro, pues C1 y C2 eran unoel 
onjugado del otro y C1 = −C2), que se supone no nula3, tenemos
Uλ(t, x) = Ce−αλt(e

√
−λx − e−

√
−λx), (16.9)e imponiendo Uλ(t, L) = 0, obtenemos

e
√
−λL − e−

√
−λL = 0. (16.10)Esta última rela
ión debe interpretarse 
omo una e
ua
ión para λ debido a que L > 0 es undato del problema. Re
ordando que 
onsideramos la fun
ión exponen
ial de variable 
ompleja
uando λ > 0 y re
ordando su periodi
idad, (16.10) 
ondu
e a

e
√
−λL = e−

√
−λL ⇔ e2

√
−λL = 1 ⇔ 2

√
−λL = i2kπ, k ∈ Z

⇔ λ = (kπ/L)2, k ∈ Z.Como nos interesa λ 6= 0 y además las solu
iones para k y −k 
oin
iden, basta que k re
orratodos los enteros positivos para obtener todos los valores posibles para λ, esto es
λk = (kπ/L)2, k ∈ N \ {0}, (16.11)y tenemos que las solu
iones en variables separadas 
orrespondientes (16.9) son de la forma

Uλk
(t, x) = Cke

−α(kπ/L)2t
[
eikπx/L − e−ikπx/L

]

= Cke
−α(kπ/L)2t2i sen(kπx/L)

= AkΦk(t, x),3Re
ordemos que nos interesan solu
iones no triviales.



16.1. EJEMPLO MODELO: ECUACIÓN DEL CALOR 229
omo Ak := 2iCk, el 
ual pertene
e a R pues Ck es un imaginario puro, se tiene
Φk(t, x) = e−α(kπ/L)2t sen(kπx/L). (16.12)La �gura 16.1 ilustra los 
asos k = 1 y k = 2. Hemos obtenido así una familia {Φk(t, x)}k∈N\{0}de solu
iones fundamentales de la e
ua
ión (16.1) que satisfa
en la 
ondi
ión de borde (16.2).En la ter
era etapa del método, veremos 
ómo imponer la 
ondi
ión ini
ial (16.3).Observa
ión 16.1.2. Antes de 
ontinuar, es interesante observar que lo realizado aquí puedeinterpretarse 
omo la resolu
ión de un problema de valores propios del tipo Sturm-Liouville.En efe
to, a partir de lo realizado en la primera etapa del método, dedu
imos que para quela solu
ión en variables separadas (16.4), supuesta no trivial, satisfaga la 
ondi
ión de borde(16.2) se requiere que {

−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < L,
X(0) = X(L) = 0,para algún λ ∈ R. De�niendo el operador diferen
ial lineal
A : V → C([0, L])

f 7→ Af := −d
2f

dx2sobre el espa
io ve
torial V = {f ∈ C2(0, L) ∩ C([0, L]) | f(0) = f(L) = 0}, el problemaanterior puede es
ribirse AX = λX. Los es
alares λk dados por (16.11) son los valores propiosdel operador A, mientras que los espa
ios propios 
orrespondientes son unidimensionales y estángenerados por las fun
iones propias Xk(x) = sen(kπx/L). 2

Φ1(t, x)

0

1

L

t = 0

t > 0

x

Φ2(t, x)

0

1

L

t = 0

L
2

t > 0

x

Figura 16.1: Dos solu
iones fundamentales de la e
ua
ión del 
alor



230 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLES16.1.3. Ter
era etapa: imponer la 
ondi
ión ini
ialConsideremos ahora la 
ondi
ión ini
ial (16.3). Para motivar lo que sigue, 
omen
emos porel 
aso en que
f(x) = A sen(k0πx/L) (16.13)para algún par de 
onstantes A ∈ R y k0 ∈ N \ {0}. Dado que la k-ésima solu
ión fundamental(16.12) satisfa
e Φk(0, x) = sen(kπx/L), enton
es es dire
to ver que la solu
ión de (16.1)-(16.3)
orrespondiente a (16.13) es

u(t, x) = AΦk0(t, x) = Ae−α(k0π/L)2t sen(k0πx/L).Más generalmente, si
f(x) =

m∑

i=1

Ai sen(kiπx/L)para 
iertas 
onstantes A1, . . . , Am ∈ R y 0 < k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ km, enton
es la solu
ión bus
adaes
u(t, x) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, x) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπx/L).En efe
to, de a
uerdo al prin
ipio de superposi
ión (ver se

ión 15.6), la linealidad de (16.1)impli
a que 
ualquier 
ombina
ión lineal de solu
iones es también solu
ión de (16.1). Además,
omo 
ada solu
ión fundamental satisfa
e la 
ondi
ión de borde (16.2), sus 
ombina
iones lin-eales también la satisfa
en:

u(t, 0) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, 0) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(0) = 0,

u(t, L) =
m∑

i=1

AiΦki
(t, L) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπ) = 0.Finalmente, es dire
to veri�
ar que u(0, x) = f(x).¾Que o
urre para una 
ondi
ión ini
ial 
orrespondiente a una fun
ión f(x) más general? Porejemplo, 
omo pro
eder si f(x) no tiene des
omposi
ión 
omo suma �nita de senos y 
osenos,
omo la fun
ión siguiente
f

xll
2

0

b



16.2. APLICACIÓN EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS 231La idea es es
ribir f(x) de la forma
f(x) =

∞∑

k=1

Ak sen(kπx/L) (16.14)y tomar 
omo solu
ión de nuestro problema a la fun
ión
u(t, x) =

∞∑

k=1

AkΦk(t, x) =

∞∑

k=1

Ake
−α(kπ/L)2t sen(kπx/L)Como se vio en el 
apítulo 13, bajo 
iertas 
ondi
iones una fun
ión f(x) tiene una expresión 
o-mo Serie de Fourier, la 
ual es pre
isamente el tipo de Serie de fun
iones trigonométri
as que sene
esita para la en
ontrar el valor de los 
oe�
ientes que apare
en al imponer la 
ondi
ión ini
ial.

16.2. Apli
a
ión en la Resolu
ión de EDPsEl método de separa
ión de variables 
onsiste en en
ontrar la solu
ión u de una EDP 
omosuperposi
ión de solu
iones elementales Uk de la e
ua
ión, es de
ir u =
∑
αkUk. Los 
oe�
ientes

αk se ajustan de manera que u satisfaga las 
ondi
iones de borde e ini
iales.16.2.1. E
ua
ión del 
alor en una barra �nita: 
ondi
iones de bordede tipo Diri
hletRetomemos la e
ua
ión del 
alor para el 
aso de una barra �nita:
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 ≤ x ≤ ℓ

(CB) u(0, x) = f(x) 0 ≤ x ≤ ℓ

(CI) u(t, 0) = u(t, ℓ) = 0 t > 0donde α > 0.
ℓ

u = 0 u = 0



232 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLESProponemos bus
ar solu
iones elementales en variables separadas: U(t, x) = T (t)X(x)

(EC) T ′(t)X(x) = αT (x)X ′′(x) ⇒ T ′(t)

T (t)︸ ︷︷ ︸indep. de x = α
X ′′(x)

X(x)︸ ︷︷ ︸indep. de t ⇒ {
T ′(t)
T (x)

= λ 
te
X′′(x)
X(x)

= λ/α 
teSe obtienen de este modo las siguientes E.D.O`s:
{
T (t) = aeλt

X(x) = be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αxLuego U(t, x) = a · eλt[be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αx]. Notemos que la 
onstante a puede ser absorbida en
αk; es por eso que la podemos suprimir de la familia de solu
iones U(t, x). Examinemos ahorala 
ondi
ión de borde en x = 0

(CB) u(t, 0) = 0 ∀t > 0Evaluando, se obtiene b+ c = 0 equivalentemente c = −b. Luego
U(t, x) = b ·

[
e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx
]
eλtAnálogamente a lo anterior, hemos absorbido en αk la 
onstante b. In
orporemos al análisis laotra 
ondi
ión de borde (en x = ℓ)

(CB) u(t, ℓ) = 0 ∀tEvaluando, se obtiene e√λ/αℓ = e−
√

λ/αℓ, es de
ir
e2
√

λ/αℓ = 1Resolviendo
2
√
λ/αℓ = 2kπi k ∈ Z

λ

α
= −(

kπ

ℓ
)2

λ = −α(
kπ

ℓ
)2Finalmente, obtenemos

U(t, x) = [e
kπi

ℓ
x − e−

kπi
ℓ

x]e−α(kπi
ℓ

x)2t = 2i sen
kπx

ℓ
e−α(kπx

ℓ
)2tDonde la 
onstante 2i es absorbida en αk. De esta forma, se obtiene que para 
ada k ∈ Z setiene la solu
ión elemental

Uk(t, x) = sen

(
kπx

ℓ

)
e−α(kπx

ℓ
)2t
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onsiderar el 
onjunto de solu
iones elementales tales
Uk(t, x); k = 1, 2, 3, ... (k ∈ N).Cada fun
ión Uk satisfa
e (EC) y (CB), de modo que∑αkUk(t, x) también. Solo nos quedaajustar las 
onstantes αk de manera de satisfa
er (CI). Postulamos

u(t, x) =
∞∑

k=1

αk sen
kπx

ℓ
e−α(kπ

ℓ
)2tPara t = 0 se debe tener

f(x) =
∞∑

k=1

αk sen
kπx

ℓpor lo 
ual αk 
orresponde al 
oe�
iente de Fourier de la extensión impar f̃ : [−ℓ, ℓ] → R

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ [0, ℓ]

−f(−x) x ∈ [−ℓ, 0]es de
ir
αk =

1

ℓ

ℓ∫

−ℓ

f̃(x) sen
kπx

ℓ
dx =

2

ℓ

ℓ∫

0

f(x) sen
kπx

ℓ
dxEn 
on
lusión

u(t, x) =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξ


 sen

kπx

ℓ
e−α(kπ

ℓ
)2tNotemos que u(t, x) → 0 
uando t → ∞ y que las fre
uen
ias más altas de
aen más rápida-mente.16.2.2. E
ua
ión del 
alor en una barra �nita. Condi
iones de bordede tipo NeumannAnali
emos el ejemplo anterior 
on 
ondi
ión de borde tipo Neumann:

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < ℓ

(CB) ux(t, 0) = ux(t, ℓ) = 0 t > 0

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ
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ℓ

borde aislado, �ujo de 
alor 0
z

y

x

Solu
iones elementales: Se obtienen de la misma forma que en el 
aso anterior
U(t, x) = T (t)X(x) = ... = eλt

[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
]

(CB) ux(t, 0) = 0 ∀t > 0Evaluando en x = 0 se obtiene a√ λ
α
− b
√

λ
α

= 0, lo que equivale a λ = 0 o bien a = b.En el primer 
aso Uo = cte = 1, y en el segundo se tiene:
U(x, t) = a · eλt

[
e
√

λ
α

x + e−
√

λ
α

x
]Como se ha he
ho en 
asos anteriores absorbemos a en αk. Veamos ahora qué pasa 
on la
ondi
ión en x = ℓ

(CB) Ux(t, ℓ) = 0 ∀t > 0Evaluando en x = ℓ se obtiene
√
λ

α

[
e
√

λ
α

ℓ − e−
√

λ
α

ℓ
]

= 0de donde λ = 0 (ya visto) o bien e√ λ
α

ℓ = e−
√

λ
α

ℓ Desarrollando esto último llegamos a
λ = −α

(
kπ

ℓ

)2

k ∈ ZEn
ontramos así, dado k ∈ Z, la solu
ión elemental aso
iada a ese k que se es
ribe
Uk(t, x) = [e

kπi
ℓ

x + e−
kπi

ℓ
x]e−α(kπ

ℓ
)2t = cos

kπx

ℓ
e−α(kπ

ℓ
)2t,donde el fa
tor 2 produ
ido por el 
oseno es absorbido en forma 
lási
a.Apli
ando el prin
ipio de superposi
ión podemos 
on
luir que

u(t, x) =
∞∑

k=1

αk cos
kπx

ℓ
e−α(kπ

ℓ
)2t =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) cos
kπξ

ℓ
dξ


 cos

kπx

ℓ
e−α(kπ

ℓ
)2tPara esto último hubo que extender f de forma par sobre [−ℓ, ℓ].
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ua
ión del 
alor en barra �nita. Condi
iones mixtasVeamos la e
ua
ión del 
alor en el 
aso 
on 
ondi
iones mixtas, es de
ir Diri
hlet en unextremo y Neumann en el otro:
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < ℓ

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ

(CB) u(t, 0) = 0 t > 0 temperatura �ja
ux(t, ℓ) = −βu(t, ℓ) t > 0 extremo semi-aislado

u = 0

extremo semi aisladoradia
ión de 
alorpropor
ional al saltode temperatura
u = 0

x = 0

Como antes se obtiene U(t, x) = eλt
[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
] y la (CB) u(t, 0) = 0 t > 0 impli
a

a+ b = 0 de modo que nos redu
imos a
U(t, x) = eλt[e

√
λ/αx − e−

√
λ/αx]La (CB) en el extremo semi-abierto se es
ribe

√
λ

α

[
e
√

λ/αℓ + e−
√

λ/αℓ
]

= −β[e
√

λ/αℓ − e−
√

λ/αℓ]Supongamos que λ < 0 (ya que es el úni
o 
aso interesante de analizar, pues los otros 
asosentregan solu
iones triviales) y de�namos iµ =
√

λ
α
. Tras el desarrollo 
orrespondiente de lasexponen
iales se llega a

2iµ cosµℓ = −βxi sen µℓo equivalentemente, tomando y = µℓ.
y

ℓ
cos y = −β sen yo bien
− y

ℓβ
= tan y
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Figura 16.2: fun
iones −y y tan(y)Esta e
ua
ión tras
endente entrega una familia de solu
iones numerables, digamos {yj}∞j=0 la
ual se puede en
ontrar mediante métodos numéri
os. Estas se pueden representar 
omo lasinterse

iones de los grá�
os de las fun
iones − y
lβ


on tan y (lo que se puede apre
iar en elgrá�
o 16.2).Como yk 6= kπ, los 
oe�
ientes αk no 
orresponden a los 
oe�
ientes de Fourier 
lási
os, peropara en
ontrarlos se razona de manera análoga. En efe
to
u(t, x) =

∞∑

k=0

αkUk(t, x) ∀t > 0, 0 < x < ℓen parti
ular
u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=0

αkUk(0, x)
on
Uk(t, x) = ey2

k
/ℓ2αt

[
eyk/ℓx − e−yk/ℓx

]Así
f(x) =

∞∑

k=0

αk

[
eyk/ℓx − e−yk/ℓx

]Como yk

ℓ
=
√

λk

α
se tiene yk ∈ C, y el problema se redu
e a en
ontrar los 
oe�
ientes αk demodo que

f(x) =
∞∑

k=0

αk sen
ykx

ℓAhora, multipli
ando por sen
yjx

ℓ
e integrando sobre [0, ℓ] (donde supondremos que el inter
am-bio de la sumatoria 
on la integral es válido) se obtiene

∫ ℓ

0

f(x) sen
yjx

ℓ
dx =

∞∑

k=0

∫ ℓ

0

αk sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
dx
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∫ ℓ

0

sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
≡ 0 ∀k 6= jy por lo tanto

∫ ℓ

0

f(x) sen
yjx

ℓ
dx = αj

∫ ℓ

0

sen2 yjx

ℓ
dx

αj =

ℓ∫
0

f(x) sen
yjx

ℓ
dx

ℓ∫
0

sen2 yjx

ℓ
dxDemostra
ión.Sea k 6= j; enton
es se tiene que

ℓ∫

0

sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
dx =

sen(yk − yj)
x
ℓ

2(yk − yj)/ℓ
− sen(yk + yj)

x
ℓ

2(yk + yj)/ℓ

∣∣∣∣
ℓ

0

=
ℓ

2

[
sen(yk − yj)

yk − yj
− sen(yk + yj)

yk + yj

]

=
ℓ

2

[
sen yk cos yj − cos yk sen yj

yk − yj

− sen yk cos yj + cos yk sen yj

yk + yj

]

=
1

2β

[
yk cos yk cos yj − yj cos yk cos yj

yk − yj

− yk cos yk cos yj + yj cos yk cos yj

yk + yj

]

= 016.2.4. E
ua
ión de Lapla
e en banda semi-in�nita.En esta se

ión 
onsideramos la e
ua
ión de Lapla
e
(EC) 0 = uxx + uyy y > 0, 0 < x < ℓ

(CB) u(0, y) = u(ℓ, y) = 0 y > 0

u(x, 0) = f(x) 0 < x < ℓ

u(x,∞) = 0 0 < x < ℓen una región 
omo se muestra a 
ontinua
ión Solu
iones elementales: Las suponemos envariables separadas
U(x, y) = X(x)Y (y)Se tiene X ′′(x)Y (y) +X(x)Y (y)′′ = 0. Dividiendo por XY se obtiene
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= λ = cte.
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x

y

u = 0

ℓ

u = 0

u = f(x)Figura 16.3: Dominio semi-in�nito para la e
ua
ión de Lapla
eEsto nos 
ondu
e a dos E.D.O's, una para X y otra para Y que resolvemos para llegar a
{
X(x) = ae

√
λx + be

√
λx

Y (y) = ce
√
−λy + de

√
−λyUtilizando la 
ondi
ión de borde

U(0, y) = 0 ∀yobtenemos a+ b = 0, de donde
X(x) = e

√
λx − e−

√
λxPor otro lado

U(ℓ, y) = 0 ∀yEvaluando se tiene e√λℓ = e−
√

λℓ que resulta equivalente a e2√λℓ = 1. De esto último se desprendeque
2
√
λℓ = 2kπi k ∈ ZAsí
λ = −

(
kπ

ℓ

)2Podemos enton
es rees
ribir las expresiones de X(x) y de Y (y), módulo una 
onstante
{
X(x) = sen kπx

ℓ

Y (y) = c · ekπ
ℓ

y + d · e− kπ
ℓ

yDe la 
ondi
ión
U(x,∞) = 0se desprende que c = 0, pues de otro modo la solu
ión diverge, 
osa que no es a
eptable desdeel punto de vista de la físi
a. Tenemos que ∀k ∈ Z

Uk(x, y) = e
−kπy

ℓ sen
kπx

ℓ
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x = ℓx = 0

u(x, t)

Figura 16.4: Cuerda de largo ℓ 
on un extremo �jo y el otro libreLuego, en virtud del prin
ipio de superposi
ión, la solu
ión tiene la forma
u(x, y) =

∑
αke

−kπy
ℓ sen

kπx

ℓAhora bien u(x, 0) = f(x) =
∞∑

k=1

αk sen kπx
ℓ
, lo que nos permite expresar los 
oe�
ientes αk 
omo

αk =
2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξFinalmente, obtenemos una fórmula explí
ita para la solu
ión

u(x, y) =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξ


 e−kπy/ℓ sen

kπx

ℓEjer
i
io. Resolver la e
ua
ión de ondas de una 
uerda de largo ℓ 
on un extremo �jo y el otrolibre.16.2.5. Os
ila
iones en una membrana re
tangularConsideremos una membrana re
tangular. Como se vio en la se

ión 15.3.1 la e
ua
ión quemodela esta situa
ión es
(EO) utt = γ2(uxx + uyy) en R ⊆ R2

(CB) u = 0 sobre ∂R
(CI) u(0, x, y) = f(x, y) en R

ut(0, x, y) = g(x, y) en R
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b

x

z

y

a
R

donde la región viene dada por R = [0, a] × [0, b].Como antes, separamos variables: U(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y). Reemplazando, llegamos a
T ′′XY = γ2[TX ′′Y + TXY ′′].Dividiendo por XY T se obtiene

T ′′

T
= γ2

[
X ′′

X
+
Y ′′

Y

]
0 < x < a, 0 < y < b, t ∈ R+Como la igualdad anterior es 
ierta para 
ualquier valor que tomen las variables x, y y t, setiene:

T ′′

T
= K0

X ′′

X
= K1

Y ′′

Y
= K2dondeK0, K1 y K2, 
onstantes, para las 
uales además se satisfa
e la rela
iónK0 = γ2(K1+K2).Es
ribimos las solu
iones de las E.D.O's 
orrespondientes

T (t) = a0e
√

K0t + b0e
−
√

K0t

X(x) = a1e
√

K1x + b1e
−
√

K1x

Y (y) = a2e
√

K2y + b2e
−
√

K2yImpongamos las 
ondi
iones de borde
u(t, 0, y) = 0 ∀t > 0, ∀y ∈ [0, b]Evaluando obtenemos a1 + b1 = 0. Por otra parte
u(t, a, y) = 0 ∀t > 0, ∀y ∈ [0, b]
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ribir e√K1a = e−
√

K1a, que equivale a
2
√
K1a = 2k1πi, k1 ∈ ZDesarrollando ésto último obtenemos
K1 = −

(
k1π

a

)2Llegamos a una expresión para X
X(x) = sen

(
k1π

a
x

)
k1 ∈ ZAnálogamente, utilizando las 
ondi
iones

CB : u(t, x, 0) = 0 ∀t > 0, ∀x ∈ [0, a]

u(t, x, b) = 0 ∀t > 0, ∀x ∈ [0, a]obtenemos una expresión para Y
Y (y) = sen

(
k2π

b
y

)
k2 ∈ ZSe tiene además

K0 = γ2(K1 +K2) = −γ2π2

[(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2
]Podemos 
on esto es
ribir una solu
ión elemental. En este 
aso queda parametrizada por k1 y

k2.

Uk1,k2 = sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2 senwk1k2t+ βk1k2 coswk1k2t]donde

wk1k2 = γπ

√(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2Apli
ando el prin
ipio de superposi
ión, es
ribimos la solu
ión general
u(t, x, y) =

∞∑

k1,k2=1

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2 senwk1k2t+ βk1k2 coswk1k2t]Los 
oe�
ientes αk1k2 y βk1k2 se ajustan de modo de reprodu
ir las 
ondi
iones ini
iales (CI):

u(0, x, y) =
∑

k1k2

βk1k2 sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= f(x, y)
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x

y

u = T = 
te
a

b

u = 0

u = 0

u = 0

Figura 16.5: Dominio re
tangular para la e
ua
ión de Lapla
eDe este modo
βk1k2 =

4

ab

a∫

0

b∫

0

f(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydxPara la otra 
ondi
ión

ut(0, x, y) =
∑

k1k2

αk1k2wk1k2 sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= g(x, y)Y el 
oe�
iente αk1k2 queda enton
es determinado por

αk1k2 =
4

abwk1k2

a∫

0

b∫

0

g(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx

16.2.6. E
ua
ión de Lapla
e en un re
tánguloAnali
emos ahora el 
aso de una membrana re
tangular en régimen esta
ionario, es de
ir
(L) uxx + uyy = 0 0 < x < a, 0 < y < b

(CB) u(x, 0) = u(x, b) = 0 0 < x < a

u(0, y) = 0 0 < y < b

u(a, y) = T 0 < y < b,donde T es una 
onstante.Separando variables se obtiene Y ′′

Y
= −X′′

X
= λ = 
te. Esto 
ondu
e a dos EDO's 
uyassolu
iones son

{
Y = ae

√
λy + be−

√
λx

X = ce
√
−λx + de−

√
−λx
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onstantes a determinar. Imponemos la 
ondi
ión de borde u(x, 0) = 0, la
ual nos entrega a+ b = 0. Luego
Y (y) = a

(
e
√

λy − e−
√

λy
)Utilizando ahora u(0, y) = 0, se obtiene c+ d = 0, 
on lo que se 
on
luye que

X(x) = c
(
e
√
−λx − e

√
λx
)O
upando u(x, b) = 0, se tiene que e2√λb = 1, lo que nos lleva a una e
ua
ión para λ

√
λb = 2kπi

λ = −
(
kπ

b

)2Así, se en
uentra que
Y (y) = 2ai sen

kπy

by
X(x) = 2c senh

kπx

bLuego, es
ribimos la solu
ión elemental
Uk(x, y) = senh

kπx

b
sen

kπy

bApli
ando el prin
ipio de superposi
ión
u(x, y) =

∞∑

k=1

αk senh
kπx

b
sen

kπy

bLuego, para 
al
ular las 
onstantes αk de�nimos T mediante
T (y) =

{
T 0 < y < b

−T − b < y < 0,es de
ir, T es la extensión impar de la fun
ión que vale la 
onstante T sobre el intervalo (0, b).Notar que el valor de T en 0 no es relevante.Gra
ias a la 
ondi
ión de borde
u(a, y) = T =

∞∑

k=1

αk senh
kπa

b
sen

kπy

b
,el 
oe�
iente de Fourier αk, viene dado por
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αk sen h

kπa

b
=

2T

b

b∫

0

sen
kπy

b
dy =

2T

kπ
[1 − (−1)k]Finalmente obtenemos

u(x, y) =

∞∑

k=1

4T

(2k − 1)π senh[(2k − 1)πa/b)]
senh

(
(k − 1)

πx

b

)
sen
(
(2k − 1)

πy

b

)
.

16.2.7. E
ua
ión de ondas. Cuerda �nita.Las os
ila
iones de una 
uerda elásti
a vienen des
ritas por la e
ua
ión
utt − α2uxx = 0 0 < x < ℓ, t > 0

u(t, 0) = u(t, ℓ) = 0 t > 0
u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ
ut(0, x) = g(x) 0 < x < ℓ

(EO)Separamos variables: U(t, x) = T (t)X(x). Al reemplazar esto en la e
ua
ión se obtiene T ′′X =
α2TX ′′, es de
ir

T ′′

T
= α2X

′′

X
= cte = λDe este modo, una vez más apare
en dos E.D.O's

{
T ′′ = λT
X ′′ = λ

α2X
uyas respe
tivas solu
iones son
{
T (t) = ae

√
λt + be−

√
λt

X(x) = ce
√

λx/α + de−
√

λx/αImponiendo las 
ondi
iones de borde
u(t, 0) = 0 ⇒ X(0) = 0 ⇒ c+ d = 0.

u(t, ℓ) = 0 ⇒ X(ℓ) = 0 ⇒ e
√

λℓ/α − e−λℓ/α = 0 ⇒ e2
√

λℓ/α = 1De donde
2
√
λℓ/α = 2kπi k ∈ Z
√
λ =

αkπi

ℓ
k ∈ Z
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ribimos la solu
ión elemental
Uk(t, α) =

[
ae

αkπti
ℓ + be−

αkπti
ℓ

]
· c ·

[
e

αkπxi
ℓ − e−

αkπxi
ℓ

]

︸ ︷︷ ︸
2i sen( kπx

ℓ )Reemplazando y absorbiendo 
onstantes, llegamos a
Uk(t, α) =

[
ã cos

αkπt

ℓ
+ b̃ sen

αkπt

ℓ

]
sen

kπx

ℓ
, k ∈ NPor el prin
ipio de superposi
ión

u(t, x) =
∞∑

k=1

[ak cos
αkπt

ℓ
+ bk sen

αkπt

ℓ
] sen

kπx

ℓes solu
ión de la e
ua
ión.Tenemos dos familias de 
onstantes que determinar: ak y bk. Para las primeras utilizamos la
ondi
ión ini
ial sobre u
u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=1

ak sen
kπx

ℓy obtenemos
ak =

2

ℓ

ℓ∫

0

f(x) sen
kπx

ℓ
dxque 
orresponde al 
oe�
iente de Fourier de la extensión impar de f(x).Para en
ontrar bk debemos imponemos la 
ondi
ión sobre ut:

ut(0, x) = g(x)lo que equivale a
∞∑

k=1

(
bk
αkπ

ℓ

)
sen

kπx

ℓ
.De esta rela
ión observamos que (bk αkπ

ℓ

) debe ser el 
oe�
iente de Fourier de la extensión imparde g, y dedu
imos que
bk =

2

αkπ

ℓ∫

0

g(x) sen
kπx

ℓ
dx.
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i
ios1. En
ontrar las solu
iones elementales en variables separadas de
ut = auxx − bu, 0 < x < ℓ, t > 0
on 
ondi
iones de borde Diri
hlet (a, b 
onstantes positivas 
ono
idas).2. Resuelva el problema de Diri
hlet en el 
ír
ulo:

△u = 0 R > r

u(R, θ) = f(θ) θ ∈ [0, 2π].Observe que a utilizar separa
ión de variables, si u(r, θ) = A(r)B(θ), enton
es B(0) =
B(2π) y B′(0) = B′(2π).3. Resuelva el problema de Neumann en el 
ír
ulo:

△u = 0 R > r

ur(R, θ) = f(θ) θ ∈ [0, 2π].4. Resuelva:
△u = 4 1 > r

u(1, θ) = cos(2θ) θ ∈ [0, 2π].5. En
ontrar solu
iones de las siguientes e
ua
iones separando variables.(a) ∂u
∂x

− ∂u
∂y

= 0.(b) ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0.(
) ∂2u
∂x∂y

− u = 0.(d) x2 ∂2u
∂x∂y

+ 3y2x = 0.16.4. ProblemasProblema 16.1. Resuelva la e
ua
ión de Helmholtz
∆u+ u = 0en la región Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 2} 
on 
ondi
iones de borde

u(x, 0) = u(0, y) = u(1, y) = 0 y u(x, 2) = x(1 − x), ∀(x, y) ∈ Ω.



16.4. PROBLEMAS 247Problema 16.2. Resuelva el siguiente sistema
ytt(x, t) = yxx(x, t) − cos(x) 0 < x < 2π t > 0

yt(x, 0) = 0 0 < x < 2π

y(0, t) = y(2π, t) = 0 t > 0
y(x, 0) = 0 0 < x < 2π.Indi
a
ión: Considere solu
iones del tipo y(x, t) = Y (x, t)−h(x) para una fun
ión h ade
uada.Problema 16.3. Sea u = v(

√
x2 + y2 + z2, t) una solu
ión 
on simetría �radial� de la e
ua
iónde ondas

utt = c2∆u en R3.(i) Probar que v satisfa
e la e
ua
ión vtt = c2[vrr + 2vr/r] para r ≥ 0, t ≥ 0.(ii) Sea w(r, t) = rv(r, t). Probar que w satisfa
e la e
ua
ión de ondas unidimensional.(iii) En
ontrar w para las 
ondi
iones ini
iales u(x, y, z, 0) = exp(−r2) y ut(x, y, z, 0) = 0.Problema 16.4. Resuelva la EDP no homogénea de una dimensión:
ut − kuxx = F (x, t) x ∈ (0, π), t > 0

u(x, 0) = f(x)

u(0, t) = u(π, t) = 0.Problema 16.5. Resuelva un 
aso parti
ular del problema anterior:
ut − kuxx = x x ∈ [0, π], t > 0

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(0, t) = u(π, t) = 0.Problema 16.6. Resuelva:
△u = 0 2 > r > 1, π > θ > 0

u(1, θ) = u(2, θ) = u(r, 0) = 0

uθ(r, π) = r2.Problema 16.7. Resuelva la e
ua
ión del 
alor en un 
uadrado:
ut − k(uxx + uyy) = 0 (x, y) ∈ (0, π)2, t > 0

u(x, y, 0) = f(x, y)

u(x, 0, t) = u(x, π, t) = u(0, y, t) = u(π, y, t) = 0.Problema 16.8. Resuelva la e
ua
ión del 
alor en un 
ubo:
ut − k(uxx + uyy + uzz) = 0 (x, y, z) ∈ (0, π)3, t > 0

u(x, y, z, 0) = f(x, y)

u(0, y, z, t) = u(π, y, z, t) = u(x, y, π, t) = 0

uy(x, 0, z, t) = uy(x, π, z, t) = 0.



248 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLESProblema 16.9. Dos gases uniformemente distribuídos en un volúmen Ω ⊂ R3 se en
uentrana temperaturas u(x, y, z, t) y v(x, y, z, t), satisfa
iéndose las e
ua
iones
(1) ut = c2∆u− k(u− v)
(2) vt = a2∆v − l(v − u)donde k > 0 y l > 0 son 
onstantes rela
ionadas 
on el inter
ambio de 
alor entre los gases.La super�
ie ∂Ω es adiabáti
a (∇u · n̂ = ∇v · n̂ = 0 en ∂Ω), y en el instante ini
ial (t = 0) lastemperaturas u, v son 
onstantes en todo Ω iguales a u0 y v0 respe
tivamente.(a) Sea U(t) =

∫∫∫
Ω
u dxdydz y V (t) =

∫∫∫
Ω
v dxdydz. Probar que U̇ = −k(U − V ) yanálogamente V̇ = −l(V − U).(b) Dedu
ir que la 
antidad K(t) = lU(t) + kV (t) se 
onserva y probar que

ĺım
t→∞

U(t) = ĺım
t→∞

V (t) =
lu0 + kv0

k + l
µ(Ω).(
) Sea w : Ω → R solu
ión de la e
ua
ión auxiliar

{
∆w = αw en Ω
∇w · n̂ = 0 en ∂Ω(
.1) Probar la identidad: ∫∫

∂Ω
w∇w · d~S =

∫∫∫
Ω
‖∇w‖2 + α

∫∫∫
Ω
w2.(
.2) Dedu
ir que �α > 0 ⇒ w ≡ 0� y �α = 0 ⇒ w ≡ 
onstante�.(d) Considere ahora las e
ua
iones (1) y (2) en régimen esta
ionario y sean ū, v̄ las solu
iones.Probar primero que ū− v̄ ≡ 0, y luego que ū ≡ cte ≡ v̄.(e) Cal
ular, usando la parte (b), la temperatura 
onstante del régimen esta
ionario.Problema 16.10. 4Considere la e
ua
ión del 
alor en una esfera sólida de radio R y difusividad térmi
a α > 0.Bus
amos solu
iones 
on simetría esféri
a, vale de
ir, u = u(t, r).(a) Expresando el Lapla
iano en 
oordenadas esféri
as, muestre que u = u(t, r) satisfa
e lae
ua
ión

∂u

∂t
=
α

r

∂2

∂r2
(ru) .(b) Usando separa
ión de variables pruebe que esta e
ua
ión admite solu
iones del tipo

U(t, r) = exp(−αβ2t)
a sin(βr) + b cos(βr)

r
.
on a, b, β 
onstantes a determinar.(
) Pruebe que basta tomar b = 0 para que la solu
ión en
ontrada en la parte (b) satisfagala 
ondi
ión de borde en r = 0 dada por ĺımr→0

∂U
∂r

(t, r) = 0, para t > 0.4Examen Espe
ial. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



16.4. PROBLEMAS 249(d) Determine 
onstantes β = βk, k = 1, 2, . . ., tales que se satisfaga además la 
ondi
ión deborde u(t, R) = 0 para t > 0.(e) Con
luya que la solu
ión de la e
ua
ión del 
alor en la esfera 
on las 
ondi
iones de bordedadas en las partes (
) y (d), es de la forma
u(t, r) =

∞∑

k=1

Ak exp(−αβ2
kt) sin(βkr)/ry en
uentre los 
oe�
ientes Ak en términos de la 
ondi
ión ini
ial u(0, r) = f(r), 0 ≤ r ≤

R.Problema 16.11. 5 En
uentre la solu
ión u = u(t, x) de la e
ua
ión:
utt − uxx = 0, t > 0, 0 < x < 1,bajo las 
ondi
iones:
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t > 0,

u(0, x) =

{
x si 0 < x ≤ 1/2,

1 − x si 1/2 < x < 1,

ut(0, x) = 3 sen(2πx), 0 < x < 1.Problema 16.12. 6 En
uentre una expresión en forma de una serie para la solu
ión u(x, t) de(EDP) ∂2u

∂t2
+
∂u

∂t
+ u =

∂2u

∂x2
0 < x < 1, t > 0(CB) u(0, t) = u(0, 1) = 0 para t > 0,(CI) u(x, 0) = f(x),

∂u

∂x
(x, 0) = 0 para 0 < x < 1.Problema 16.13. 7(i) Determine la serie de Fourier de la fun
ión f(x) = 1−|x| en el intervalo [−2, 2], y deduz
ael valor de la serie de números reales:

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
.(ii) Pasando el lado dere
ho a la 
ondi
ión de ini
ial. Resuelva el siguiente problema diferen-
ial en derivadas par
iales

ytt − yxx = 4sen(2x), 0 < x < π, t > 0,
y(0, t) = y(π, t) = 0, t > 0,
y(x, 0) = 0, 0 < x < π,
yt(x, 0) = π − x, 0 < x < π.Ind.: Considere el 
ambio u(x, t) = y(x, t) − sen(2x).5Control 3. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez6Examen. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: F. A¨varez, R. Correa y P.Gajardo7Control 3. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



250 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLESProblema 16.14. Resuelva la e
ua
ión de ondas en [0, π] 
on las 
ondi
iones de borde eini
iales que se indi
an:




utt = uxx, x ∈ (0, π), t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = sen(x) − 2 sen(3x), x ∈ (0, π),
ut(x, 0) = 3 sen(2x), x ∈ (0, π).Problema 16.15. Resuelva el problema de e
ua
iones en derivadas par
iales dado por:





2utt = uxx, x ∈ (0, 1), t > 0
u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1),
ut(x, 0) = cos(πx), x ∈ (0, 1).Problema 16.16. 81. Desarrolle la serie de Fourier de senos para la fun
ión f(x) = x en (0, π).2. Resolver el sistema de la e
ua
ión del 
alor dado por





ut − uxx + 6ux = 0, x ∈ (0, π), t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = e3xx, x ∈ (0, π),
(16.15)siguiendo las siguientes indi
a
iones:a) Apli
ando el método de separa
ión de variables e imponiendo las 
ondi
iones de bor-de, demuestre que las solu
iones elementales son de la forma uk = Cke

(−k2−9)t+3x sen(kx)b) Imponiendo la 
ondi
ión ini
ial y usando la parte a), en
uentre la solu
ión del sistema(16.15).

8Examen. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado
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ión de problemasSolu
ión Problema 16.161. Para en
ontrar la serie de senos, ne
esitamos la extensión impar de x al intervalo
(−π, π). Como f(x) = x es impar, tenemos que integrar f en (−π, π):

∫ π

−π

sen(nx)xdx = − 1

n
cos(nx)x

∣∣∣∣
π

−π

+

∫ π

−π

1

n
cos(nx)dx

= −1

n
(−1)n2π +

1

n2
(sen(nx)) |π−π

= 2π
(−1)n+1

nEnton
es los 
oe�
ientes de la serie bus
ada son
an =

1

2π

∫ π

−π

sen(nx)xdx =
(−1)n+1

ny además f es diferen
iable, y L2 integrable, por lo que se 
umplen los teoremas de
onvergen
ia vistos en 
lase. Por tanto la serie de f(x) = x es
S(x) =

∞∑

−∞

(−1)n+1

n
sen(nx)

= 2
∞∑

1

(−1)n+1

n
sen(nx)( Obs : Es igualmente 
orre
to si desde el prin
ipio el alumno solo integra para los

k > 0 y divide por π en lugar de 2π.)2. a) Ha
iendo u(x, t) = X(x)T (t) tenemos que
XT ′ −X ′′T + 6X ′T = 0

⇒ XT ′ = X ′′T − 6X ′TRazonando 
omo es usual (de que en algún punto la fun
iones son distintasde 
ero y por tanto podemos dividir por XT , y después tener en 
uenta laindependen
ia de las variables x y t) se tienen las e
ua
iones
T ′ = λT

X ′′ − 6X ′ = λXLa e
ua
ión para T tiene solu
ión T (t) = Ceλt y para la e
ua
ión de X resolve-mos la e
ua
ión 
ara
terísti
a:
r2 − 6r − λ = 0



252 CAPÍTULO 16. SEPARACIÓN DE VARIABLESque tiene solui
iones
r1 = 3 +

√
λ+ 9 r2 == 3 +

√
λ− 9Por tanto la solu
iones son de la forma

u(x, t) = C1e
λte(3+

√
λ+9)x + C2e

λte(3−
√

λ+9)xImponiendo las 
ondi
iones de borde:En x = 0:
0 = u(0, t) = C1e

λt + C2e
λtpara toda t > 0, por lo que

C1 = −C2y por tanto, denotando C = C1 = −C2, se tiene que
u(x, t) = Ceλt

(
e(3+

√
λ+9)x − e(3−

√
λ+9)x

)

= Ceλt+3x
(
ex

√
λ+9 − e−x

√
λ+9
)

= Ceλt+3x2 senh(x
√
λ+ 9)En x = π:

0 = u(π, t) = Ceλt+3π senh(π
√
λ+ 9) para todo t > 0. Teniendo en 
uanta laspropiedades de la fun
ión senh, se tiene que λ 
umple esta rela
ión ssi existe

k ∈ Z tal que
π
√
λ+ 9 = kπide donde

λ+ 9 = −k2(Obs: Es posible que alumno haya probado esto dire
tamente por medio depropiedades de la exponen
ial, o bien usando la rela
ión ez−e−z = e−iiz−eiiz =
−2i sen(iz) y el he
ho que los 
eros de sen son de la forma kπ).En todo 
aso, se tiene que √

λ+ 9 = kiy que
λ = −k2 − 9Esto para 
ada k ∈ Z, por lo que para 
ada k se tiene una solu
ión fundamental

uk. Sustituyendo arriba, se 
on
luye que éstas son de la forma
uk = Ce(−k2−9)t+3x

(
exki − e−xki

)

= Cke
(−k2−9)t+3x sen(kx)



16.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 253b) De lo anterior, se tiene que toda fun
ión de la forma u(x, t) =
∞∑

−∞
uk(x, t) essolu
ión de la e
ua
ión. Imponiendo la 
ondi
ión ini
ial u(x, 0) = e3xx, se tieneque

e3xx =

∞∑

−∞
uk(x, 0) =

∞∑

−∞
Cke

3x sen(kx) = e3x

∞∑

−∞
Ck sen(kx)de donde

x =

∞∑

−∞
Ck sen(kx).Por lo tanto las 
onstantes Ck son los 
oe�
ientes de la serie de senos de lafun
ión f(x) = x.Por la parte a), se tiene que estas 
onstantes son

Ck =
(−1)k+1

kpara 
ada k ∈ Z.Por lo tanto, se 
on
luye que
u(x, t) =

∞∑

−∞

(−1)k+1

k
e(−k2−9)t+3x sen(kx)

= 2

∞∑

0

(−1)k+1

k
e(−k2−9)t+3x sen(kx)( Obs: Es válido si solo usa la suma de los términos 
on k > 0.)
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Capítulo 17Uso de transformadas en la resolu
ión deEDPs
17.1. Uso de la transformada de Fourier en la resolu
iónde EDPsLa transformada de Fourier es utilizable para e
ua
iones en que una o más variables semueven sobre dominios in�nitos 
omo R o [0,∞). Ilustremos el método a través de algunosejemplos.17.1.1. E
ua
ión del 
alor en una barra in�nitaConsideremos la e
ua
ión del 
alor en una barra in�nita

(EC) ut = αuxx t > 0,−∞ < x <∞
(CI) u(0, x) = f(x) −∞ < x <∞

(CB)
∞∫

−∞
|u(t, x)|dx <∞ t > 0La 
ondi
ión ∞∫

−∞
|f(x)|dx < ∞ tiene una doble �nalidad. Por un lado nos garantiza que u(t, ·)posee transformada de Fourier, pero también di
e que �u(t,−∞) = u(t,∞) = 0�, es de
ir, sirve
omo 
ondi
ión de borde en in�nito.Apli
ando TF en la variable x a la e
ua
ión EC se obtiene

ût = αûxx = −s2αûAhora bien
ût(s) =

1√
2π

∞∫

−∞

e−isx∂u

∂t
(t, x)dx =

∂

∂t
û(t, s)255



256 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPSde modo que
∂

∂t
û(t, s) = −s2αû(t, s).Esto 
ondu
e a

û(t, s) = û(0, s)e−s2αt = f̂(s)e−s2αty de aquí
u(t, x) =

1√
2π

∞∫

−∞

eixse−s2αtf̂(s)ds.Usando la fórmula de la 
onvolu
ión y el he
ho que T−1(e−s2αt) = 1√
2αt
e−x2/4αt dedu
imos que

u(t, x) =
1√
2π

∞∫

−∞

1√
2αt

e−(x−y)2/4αtf(y)dyDe�namos
G(t, x)

△
=

1√
4παt

e−x2/4αtque se 
ono
e 
omo la fun
ión de Green de la e
ua
ión (EC). Vemos enton
es que
u(t, x) =

∞∫

−∞

G(t, x− y)f(y)dy.

Ejer
i
io. Probar u(t, x) = 1
2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(ξ) cos(s(ξ − x))e−s2αtdξdsInterpreta
ión: Notemos que
ĺım

t→0+
G(t, x) =

{
0 si x > 0

+∞ si x = 0½Pare
iera que G(0, x) está mal de�nido !Sin embargo, observemos que
∞∫

−∞

G(t, x)dx = 1 ∀t > 0.



17.1. USO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS 257Así G(0, ·) puede interpretarse 
omo la fun
ión δ(·) de Dira
. Notemos además que:
∂G

∂t
=

e−x2/4αt

√
4παt

[
x2

4αt2
− 1

2t

]

=
e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2t
− α

]

∂G

∂x
= − x

2αt

e−x2/4αt

√
4παt

∂2G

∂2x
=

e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2αt
− 1

]
=

1

α

∂G

∂tde modo tal que G(t, x) puede interpretarse 
omo la solu
ión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x)Asimismo vy(x, t) = G(t, x− y)f(y) puede verse 
omo solu
ión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x− y)f(y)es de
ir ∞∫
−∞

f(y)G(t, x− y)dy es solu
ión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) =

∞∫

−∞

f(y)δ(x− y)dy = f(x)Formalmente:
(1)

∂

∂t

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy =

∞∫

−∞

f(y)
∂G

∂t
(t, x− y)dy = α

∞∫

−∞

f(y)
∂2G

∂x2
(t, x− y)dy

= α
∂2

∂x2

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy

(2) ĺım
t→0

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy = f(x).Lo que veri�
a (EC) y (CI).



258 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS17.1.2. E
ua
ión del 
alor en una barra semi-in�nita. Condi
ión en elextremo de tipo Diri
hletConsideremos ahora el siguiente problema:




ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

u(t, 0) = 0 t > 0

(17.1)Para resolver este problema es útil la no
ión de extensión impar de una fun
ión w : [0,∞) → R(que por simpli
idad seguimos denotando por w : R → R)
w(x) =

{
w(x) x ≥ 0

−w(−x) x < 0Notar w es 
ontinua en R si y sólo si w es 
ontinua en [0,∞) y w(0) = 0.Supongamos que u es solu
ión de (17.1) y de�namos v 
omo la extensión impar de u 
onrespe
to a la variable x, es de
ir
v(t, x) =

{
u(t, x) x > 0

−u(t,−x) x < 0La fun
ión v(t, x) satisfa
e
vt = αvxx, t > 0

v(0, x) = f̃(x), x ∈ R.Donde f̃ es la extensión impar de f. Por otro lado, si resolvemos la e
ua
ión para v y en
ontramosuna solu
ión impar, 
omo las solu
iones de esta e
ua
ión son 
ontinuas se tiene v(t, 0) = 0,
∀t > 0 y en 
onse
uen
ia restringiendo v a [0,∞) obtenemos la solu
ión del problema original.Notemos que f es impar de modo que

f̂(s) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(ξ)e−isξdξ =
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

−∞

−f(−ξ)e−isξdξ]

=
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

∞

f(ξ)eisξdξ]

=
1√
2π

∞∫

0

f(ξ) [e−isξ − eisξ]︸ ︷︷ ︸
−2i sen(sξ)

dξ

=
−2i√

2π

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ)dξ
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v(t, x) =

1√
2π

∞∫

−∞

eisxe−s2αtf̂(s)ds =
1

π

∞∫

−∞

e−s2αteisx[

∞∫

0

f(ξ)i sen(sξ)dξ]ds

=
1

π

∞∫

0

∞∫

−∞

f(ξ) sen(sξ)[−i cos sx+ sen(sx)]e−s2αtdsdξ

=
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ) sen(sx)e−s2αtdsdξy notemos �nalmente que v es impar 
on respe
to a la variable x.17.1.3. E
ua
ión del 
alor en una barra semi-in�nita. Condi
ión deNeumannEl problema es análogo al anterior, ex
epto por la 
ondi
ión de borde:




ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

∂u

∂x
(t, 0) = 0 t > 0

(17.2)Para tratar este problema 
onviene utilizar la no
ión de extensión par de una fun
ión w :
[0,∞) → R, que denotamos por w̄ : R → R

w̄(x) =

{
w(x) x ≥ 0

w(−x) x < 0.

w̄ resulta ser 
ontinua si y sólo si w es 
ontinua. Además w̄ es derivable en 0 si y sólo w esderivable en 0 (utilizando la de�ni
ión de derivada 
on límite lateral) y dw
dx

= 0.Si u es solu
ión de (17.2) y se de�ne v(t, x) 
omo
v(t, x) =

{
v(t, x) x ≥ 0

v(t,−x) x < 0enton
es v(t, x) satisfa
e
vt = αvxx t > 0,−∞ < x <∞

v(0, x) = f̄(x) −∞ < x <∞Por otro lado, si resolvemos la e
ua
ión para v y en
ontramos que v es par, derivable y que
∂v
∂x

(t, 0) = 0, enton
es tenemos la solu
ión de (17.2) (restringiendo v a [0,∞)).Ejer
i
io. Probar que
v(t, x) =

2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) cos(sξ) cos(sx)e−s2αtdsdξ.



260 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS17.1.4. Problema de Diri
hlet en un semiplanoEn esta se

ión 
onsideramos el problema




uxx + uyy = 0 y > 0,−∞ < x <∞
u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
u(x,∞) = 0 −∞ < x <∞

(17.3)Apli
ando TF en la variable x se obtienê
uxx + ûyy = 0y por lo tanto

−s2û+
∂2û

∂y2
= 0 ⇒ ∂2û

∂y2
= s2û⇒ û(s, y) = a(s)esy + b(s)e−syUsando las 
ondi
iones de borde

û(s, 0) = f̂(s) = a(s) + b(s)

û(s,∞) = 0 ⇒
{
a(s) = 0 s > 0

b(s) = 0 s < 0





⇒ û(s, y) = f̂(s)e−y|s|de donde
u(x, y) =

1√
2π

∞∫

−∞

eixse−y(s)f̂(s)dsUsando el Teorema de la 
onvolu
ión y el he
ho que A(e−s|y|) =
√

2
π

y
y2+x2 resulta

u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(x− z)

√
2

π

y

y2 + z2
dz =

∞∫

−∞

1

π

y

y2 + z2
f(x− z)dzDe�namos

G(x, y)
△
=

1

π

y

y2 + x2
,que se le llama fun
ión de Green de aso
iada al problema del semiplano.Resulta

u(x, y) = [G(·, y) ∗ f ](x) =

∞∫

−∞

f(x− z)G(z, y)dz =

−∞∫

∞

f(z)G(x− z, y)dz (17.4)
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i
io. Probar que
1) ĺım

y→0
G(x, y) =

{
0 x 6= 0

+∞ x = 0

2)

∞∫

−∞

G(x, y)dx = 1

3)
∂2G

∂x2
+
∂2G

∂y2
= 0Interpretar G 
omo solu
ión de (17.3) 
on 
ondi
ión de borde u(x, y) = δ(x), e interpretarfórmula (17.4).17.2. Uso de la transformada de Lapla
eEsta se

ión fue extraída 
asi por 
ompleto del apéndi
e del libro [2℄, que apare
e en labibliografía.Supondremos, en esta se

ión, que el le
tor está familiarizado 
on las no
iones bási
as rela-tivas a la transformada de Lapla
e, la 
ual le asigna a una fun
ión u(x, t), de�nida para t ≥ 0,la fun
ión

U(x, s) =

∫ +∞

0

e−stu(x, t)dt (17.5)llamada transformada (de Lapla
e) de u.Consideremos el problema de Cau
hy
ut = uxx −∞ < x < +∞ , t > 0 (17.6)

u(x, 0) = φ(x) −∞ < x < +∞ (17.7)Y supongamos que u, ux, uxx son 
ontinuas y a
otadas.Apli
ando la transformada en (17.6), y teniendo en 
uenta (17.7), se obtiene la e
ua
ión
Uxx(x, s) − sU(x, s) = φ(x) (17.8)que es una e
ua
ión ordinaria en x. Si imponemos la 
ondi
ión de que U sea a
otada, enton
es(17.8) tiene una úni
a solu
ión, que es

U(x, s) =
1

2
√
s

∫ +∞

−∞
e−

√
s|x−ξ|φ(ξ)dξ (17.9)



262 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPSEn realidad, la di�
ultad 
onsiste en 
al
ular la transformada inversa de U , para lo 
ual hayque 
al
ular la transformada inversa de (1/
√
s)e−

√
s|x−ξ|. Como se sabe, esta integral se puede
al
ular evaluando la integral de (17.9) por un 
ál
ulo de residuos. Resulta que

u(x, s) =
1

2
√
πt
e−

(x−ξ)2

4tPasemos a aspe
tos más prá
ti
os de la transformada de Lapla
e. Observemos, en primerlugar, que la variable de integra
ión en (17.5) re
orre el intervalo [0,+∞]. Por esa razón,se requiere una variable independiente 
on ese re
orrido para apli
ar el método; lo usual es
onsiderar el tiempo t en las e
ua
iones parabóli
as e hiperbóli
as; este método no resultaade
uado para las e
ua
iones elípti
as.Al apli
ar la transformada en (17.6). obtuvimos la e
ua
ión ordinaria (17.8). Enton
es, solorestan dos pasos esen
iales:a) resolver el problema que queda planteado para la e
ua
ión ordinaria, yb) 
al
ular la transformada inversaA
laremos que si la e
ua
ión original no es de 
oe�
ientes 
onstantes, sino que éstos dependende la variable que se es
oge para la transforma
ión (t en la fórmula (17.5)), enton
es la e
ua
ióntransformada -si es que puede en
ontrarse- es también una EDP, que in
luso puede ser de mayororden que la original.Veamos algún ejemplo típi
o en el que el pro
edimiento se apli
a satisfa
toriamente, teniendoen 
uenta la existen
ia de tablas para la transformada (y, por lo tanto, para la transformadainversa).Ejemplo 1. Resolver el problema
ut + xux = x x > 0 , t > 0 (17.10)
u(x, 0) = 0 x ≥ 0 (17.11)
u(0, t) = 0 t ≥ (17.12)Por lo di
ho antes, 
onviene tomar transformada respe
to de t, utilizando (17.11), se obtiene

U ′(s) +
s

x
U =

1

sSe integra esta e
ua
ión (por ejemplo, multipli
ando por el fa
tor integrante xs) y se obtiene
U(x, s) =

K

xs
+
x

s
(s+ 1)La 
onstante de integra
ión K puede evaluarse a partir de (17.12), ya que

U(0, s) =

∫ ∞

0

u(0, t)e−stdt = 0



17.2. USO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 263Para ello debe tomarse K = 0; así,
U(x, s) =

x

s(s+ 1)y apli
ando la transformada inversa,
u(x, t) = x(1 − e−t)Observa
ión 17.2.1. Si apli
amos la transformada en este ejemplo, 
onsiderando a x 
omovariable de integra
ión (lo 
ual es posible, pues su re
orrido es el mismo que el de t), se obtiene

∂U

∂t
(s, t) − ∂

∂s
[su(s, t)] =

1

s2y se observa que no hay ningún adelanto.Ejemplo 2. Sea
ut = αuxx 0 < x < L t > 0 (17.13)
u(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ L (17.14)
u(0, t) = K ux(0, t) = 0 t ≥ 0 (17.15)Para simpli�
ar 
ambiemos t por at; 
on esto se obtiene.

ut = uxx (17.16)el resto de las 
ondi
iones no 
ambia.Apli
ando la transformada en (17.16), y usando (17.14), se obtiene
d2U

dx2
= sU(x, s) (17.17)
uya solu
ión general es

U(x, s) = A cosh x
√
s+B senh x

√
s (17.18)Utilizando (17.15) en (17.5),

U(0, s) =
K

s
Ux(l, s) = 0Con estas 
ondi
iones pueden determinarse A y B en (17.18), por lo que resulta

U(x, s) = K
cosh(L− x)

√
s

L coshL
√
sLa transformada inversa de este tipo de fun
iones se obtiene 
omo el desarrollo en serie siguiente(donde se ha regresado a la variable original):

u(x, t) = K

{
1 −

(
4

π

) ∞∑

n=1

1

2n− 1
e−(2n−1)2π2at/4L2 · sen[(2n− 1)πx/2L]

}que es la solu
ión del problema planteado.



264 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPSObserva
ión 17.2.2. Lo usual en este método, 
omo en el de Fourier y otros, no es veri�
ara priori las 
ondi
iones de su apli
abilidad (en esta 
aso, 
onvergen
ia de la integral que de�nela transformada, et
),sino apli
arlo formalmente y después veri�
ar si la presunta solu
iónen
ontrada es tal.17.3. Ejer
i
ios1. Resuelva los siguientes problemas utilizando la transformada de Lapla
ea)
xut + ux = x x > 0 , t > 0

u(x, 0) = 0 x > 0

u(0, t) = 0 t ≥ 0b)
uxx = (1/k)ut x > 0 , t > 0

u(x, 0) = 0 x ≥ 0

u(0, t) = u0(
te) t ≥ 0 , u está a
otada
)
uxx = (1/c2)utt 0 < x < L t > 0

u(x, 0) = 0 ut(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ L

u(0, t) = 0 ux(L, t) = k(
te) t ≥ 0d)
urr + (1/r)ur = (1/k)ut 0 ≤ r ≤ R , t > 0

u(r, 0) = 0 0 ≤ r ≤ R

u(R, t) = u0(
te) t ≥ 017.4. ProblemasProblema 17.1. La mez
la de dos �uidos en un tubo in�nitamente largo puede modelarse através de la e
ua
ión de 
onvexión-difusión: ut = ux+αuxx, 
on 
ondi
ión ini
ial u(x, 0) = f(x).(i) Probar que la transformada de Fourier û(s, t) = u(·, t)(s) es igual a
û(s, t) = f̂(s) exp(is− αs2)t.(ii) Dedu
ir que la solu
ión puede expresarse 
omo

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
f(y)G(x− y, t)dy.(iii) Determinar el nú
leo de Green G(x, t).



17.4. PROBLEMAS 265Problema 17.2. Resolver por Transformada de Fourier:




utt = a2uxx, −∞ < x <∞, t > 0
u(x, 0) = f(x), −∞ < x <∞
ut(x, 0) = 0, −∞ < x <∞Problema 17.3. Se desea determinar la evolu
ión de la temperatura u(t, x) en una barrasemi-in�nita 
uando hay transferen
ia de 
alor al medio 
ir
undante según el modelo
ut = kuxx − γu, t > 0, 0 < x <∞donde k > 0 es el 
oe�
iente de difusividad térmi
a y γ > 0 es el 
oe�
iente de transferen
iade 
alor. Suponga que la barra está aislada en x = 0, esto es

ux(t, 0) = 0, t > 0y que la distribu
ión ini
ial de temperaturas esta dada por una fun
ión f(x), es de
ir
u(0, x) = f(x), 0 < x <∞.Pruebe que u se puede expresar 
omo u(t, x) = [f(·) ∗ G(t, ·)](x) para una fun
ión G(t, x) la
ual se pide determinar usando el método de la transformada de Fourier.Indi
a
ión: Extienda apropiadamente el problema a todo −∞ < x <∞.Problema 17.4. 1 Para h > 0 
onstante, 
onsidere la e
ua
ión

ut = uxx − hux, −∞ < x <∞, t > 0
on 
ondi
ión ini
ial
u(x, 0) = f(x), −∞ < x <∞.Use el método de la Transformada de Fourier (suponiendo que las transformadas existen) parademostrar que

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
f(x− th+ 2y

√
t) exp(−y2)dy.Indi
a
ión: Pruebe que ∫∞

−∞ exp((α+ is)2)ds =
√
π para todo α ∈ R.Problema 17.5. 2(a) Sea f(x) = (F−1ϕ)(x), x ∈ R, la antitransformada de Fourier de una fun
ión ϕ = ϕ(s),

s ∈ R. Muestre que f(x− x0) = F−1[e−isx0ϕ(s)](x). Deduz
a que
F−1[ϕ(s) cos(sx0)](x) =

1

2
[f(x− x0) + f(x+ x0)].1Examen. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez2Control 3. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



266 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS(b) Considere la e
ua
ión de ondas(eo) 



utt = 16uxx x ∈ R; t > 0

u(0, x) =
1

x2 − 9
x ∈ R

ut(0, x) = 0 x ∈ R(b.i) Pruebe que la transformada de Fourier de u(t, ·) está dada por
û(t, s) = −1

3

√
π

2
sen(3|s|) cos(4st).(b.ii) Utilizando (a), 
al
ule explí
itamente la solu
ión u(t, x) de (eo).Problema 17.6. 3(a) Demuestre que la transformada de Fourier de la fun
ión f(x) = x

(x2+1)2
viene dada por:

f̂(s) = − i

2

√
π

2
se−|s|.Indi
a
ión: Re
uerde que F

(
1

x2+1

)
(s) =

√
π
2
e−|s|.(b) Las vibra
iones u = u(t, x) de una varilla in�nita satisfa
en la e
ua
ión de elasti
idadsiguiente:

utt + α2uxxxx = 0, t > 0, −∞ < x < +∞ (α > 0).Suponga que ∫∞
−∞ |u(t, x)|dx < ∞ para t > 0, y que la varilla ini
ialmente se en
uentraen reposo (i.e. ut(0, x) = 0 para −∞ < x < +∞) en la posi
ión u(0, x) =

x

(x2 + 1)2
.(i) Demuestre que la transformada de Fourier 
on respe
to a x de la solu
ión es:

û(t, s) = − i

2

√
π

2
se−|s| cos(αs2t)(ii) Con
luya que la solu
ión 
orresponde a:

u(t, x) =
1

2

∫ ∞

0

se−s sen(sx) cos(αs2t)ds.Problema 17.7. 4 Resuelva el problema diferen
ial
uxx(x, y) + uyy(x, y) − hu(x, y) = 0, 0 < x <∞, 0 < y < 13Examen. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez4Examen Espe
ial. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



17.4. PROBLEMAS 267donde h > 0, 
on 
ondi
iones de borde dadas por
ux(0, y) = 0, 0 < y < 1y

u(x, 0) = 0, u(x, 1) = f(x), 0 < x <∞donde
f(x) =

{
1 0 < x < c,
0 x ≥ c,
on c > 0.Problema 17.8. 5(a) Sea f(x) = exp(−a|x|). Pruebe que f̂(s) =
√

2
π

a
a2+s2 .(b) Considere la e
ua
ión de ondas(eo) 




utt = 16uxx x ∈ R; t > 0
u(0, x) = exp(−|x|) x ∈ R
ut(0, x) = 0 x ∈ RPruebe que la transformada de Fourier de u(t, ·) es û(t, s) =

√
2
π

cos(4st)/[1 + s2].(
) Cal
ule la solu
ión u(t, x) de (eo). Indi
a
ión: puede usar el teorema de residuos de Cau
hy,o bien las propiedades algebrai
as de la TF.Problema 17.9. 6(i) Dado a > 0, 
al
ule la transformada de Fourier de
f(x) =

1

(x2 + a2)2
.(ii) Use transformada de Fourier para resolver

uxx + uyy = 0, 0 < x < +∞, 0 < y < 1,
uy(x, 0) = 0, 0 < x < +∞,
ux(0, y) = 0, 0 < y < 1,
u(x, 1) = 1/(x2 + 4)2, 0 < x < +∞.Problema 17.10. 7 Dados α > 0 y b ∈ R, 
onsidere la EDP dada por:
ut − αuxx + bux = 0 −∞ < x <∞, t > 0 (17.19)
on 
ondi
ión ini
ial u(x, 0) = f(x). Suponga que ∫∞

−∞ |u(x, t)|dx <∞ para todo t ≥ 0.5Examen. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez6Control 3. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez7Examen. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado



268 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPS1. En
uentre la fun
ión de Green G(x, t) de (17.19). (i.e. tal que u(x, t) = (f(·)∗G(·, t))(x)).Indi
a
ión: use que ̂g(x− x0)(s) = e−isx0 ĝ(s), y que F−1(e−as2
)(x) =

1

2a
e−x2/4a.2. Sea y(x, t) solu
ión yt − αyxx = 0, −∞ < x < ∞, t > 0, 
on 
ondi
ión ini
ial y(x, 0) =

f(x). Pruebe que u(x, t) = y(x− tb, t) para todo x ∈ R, t ≥ 0.3. Suponga que 
uando α → 0, la fun
ión u(x, t) (que depende de α) 
onverge. Identi�quela fun
ión límite.Problema 17.11. 81. Sea f(x) =
a

x2 + a2
, 
on a > 0. Demuestre que f̂(s) =

√
π
2
e−a|s|.2. Sea G(x, y) =

1

π

y

x2 + y2
, 
on x ∈ R, y > 0. Si f : R → R es integrable, de�namos

u(x, y) = G(·, y) ∗ f(·) =
1

π

∫ ∞

−∞

y

w2 + y2
f(x− w)dw =

1

π

∫ ∞

−∞

y

(x− w)2 + y2
f(w)dw.(17.20)Veri�que que u(x, y) es solu
ión de la siguiente EDP esta
ionaria en el semiplano supe-rior: 




uxx + uyy = 0, x ∈ R, y > 0
u(x, 0) = f(x), x ∈ R
u(x, y) → 0, y → ∞, x ∈ R.

(17.21)Indi
a
iones:a) Cal
ule la transformada de Fourier en variable x de la fun
ión u(x, y) dada en (17.20).Le será de ayuda el Teorema de 
onvolu
ión (f̂ ∗ g(s) =
√

2πf̂(s)ĝ(s)), y la trans-formada 
al
ulada en el in
iso a).b) Tome transformada de Fourier -
on respe
to a x- en la e
ua
ión (17.21) para 
onver-tirla en una EDO (más 
ondi
ión de borde). Veri�que que este sistema es satisfe
hopor la fun
ión û(s, y) en
ontrada en el in
iso anterior.17.5. Resolu
ión de problemasSolu
ión Problema 17.10Dados α > 0 y b ∈ R, 
onsidere la EDP dada por:
ut − αuxx + bux = 0 −∞ < x <∞, t > 0 (17.22)
on 
ondi
ión ini
ial u(x, 0) = f(x). Suponga que ∫∞

−∞ |u(x, t)|dx <∞ para todo t ≥ 0.8Control 3. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Alberto Mer
ado



17.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 2691. Tomando transformada de Fourier en (17.22), tenemos la e
ua
ión:
ût + s2αû+ isbû = 0 (17.23)
uya solu
ión está dada por

û(s, t) = e(−αs2−ibs)tû(s, 0) = e(−s2−ibs)tf̂(s)y tomando la antitransformada tenemos:
u(x, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
eixse(−αs2−ibs)tf̂(s)dsAhora, para usar el teorema de 
onvolu
ión, notemos que gra
ias a la indi
a
ión sesigue que F−1(e−α(s2−ibs)t)(x) =

1√
2αt

e−(x−bt)2/(4αt). Enton
es, del men
ionado teo-rema se tiene que:
u(x, t) =

1√
4παt

∫ ∞

−∞
e

(x−bt−y)2

4αt f(y)dy

1√
4παt

∫ ∞

−∞
e

(x−y)2

4αt f(y − bt)dy (17.24)Lo anterior debe ser igual a
∫ ∞

−∞
G(t, x− y)f(y)dyde donde dedu
imos que G(x, t) =

1√
4παt

e−(x−bt)2/(4αt).2. Sea y(x, t) solu
ión de yt − αyxx = 0, 
on y(x, 0) = f(x).Esta e
ua
ión tiene fun
ión de Green, (vista en 
lase, y que se puede dedu
ir de loanterior tomando b = 0) dada por G0(x, t) =
1√

4παt
e−x2/(4αt) de donde se sigue que

G(x, t) = G0(x− tb, 0), de donde se obtiene que u(x, t) = y(x − tb, t), teniendo en
uenta la de�ni
ión de 
onvolu
ión.Otra forma de probar esto (asumiendo que las solu
iones son úni
as) es veri�
ardire
tamente que y(x− bt, t) satisfa
e la e
ua
ión (17.22), y es por lo tanto igual a
u.3. Suponiendo que ĺım

α→0
u(x, t) existe, para identi�
ar este límite, podemos observar queen la fórmula (17.24), α juega el mismo paper que t, por lo que al tomar α → 0o
urre lo mismo que 
uando t → 0 en G0: apare
e la delta de Dira
, por lo que ellado dere
ho de (17.24), 
uando α → 0, resulta f evaluada en y = x. Es de
ir, ellímite bus
ado es f(x− bt).Otro posibilidad es razonar que 
on α = 0, se tiene que y satisfa
e yt = 0, 
on

y(x, 0) = f(x), de donde y(x, t) = f(x) para todo t ≥ 0. Con el in
iso 2), dedu
imosque
ĺım
α→0

u(x, t) = y(x− tb, t) = f(x− bt).



270 CAPÍTULO 17. USO DE TRANSFORMADAS EN LA RESOLUCIÓN DE EDPSSolu
ión Problema 17.111. Sea f(x) =
a

x2 + a2
, 
on a > 0. Demuestre que f̂(s) =

√
π
2
e−a|s|.Por de�ni
ión se tiene que

f̂(s) =
1√
2π

∫

R

e−isx a

x2 + a2La fun
ión a

x2 + a2
es un 
o
iente de polinomios 
on grados 0 (en el numerador) y 2(en el denominador), 
uyos polos son {−ia, ia}.Según el teorema visto en 
lase, para integrar 
on −s > (i.e. s < 0) se debe tomar

ia, y en el 
aso s > 0 se usa −ia. Es de
ir:Si s < 0 se tiene ∫

R

e−isx a

x2 + a2
= 2πiRes(e−isx a

z2 + a2
, ia)

= 2πi
(
esa a

2ia

)

= πesaEn el 
aso s > 0 se tiene∫

R

e−isx a

x2 + a2
= 2πiRes(e−isx a

z2 + a2
,−ia)

= −2πi

(
e−sa a

−2ia

)

= πe−sa.Por lo que en ambos 
asos (i.e. para toda s ∈ R) se sigue que
∫

R

e−isx a

x2 + a2
= πe−|s|a. (17.25)de donde se tiene el resultado deseado.2. Sea G(x, y) =

1

π

y

x2 + y2
, 
on x ∈ R, y > 0. Si f : R → R es integrable, de�namos

u(x, y) = G(·, y)∗f(·) =
1

π

∫ ∞

−∞

y

w2 + y2
f(x−w)dw =

1

π

∫ ∞

−∞

y

(x− w)2 + y2
f(w)dw.(17.26)Veri�que que u(x, y) es solu
ión de la siguiente EDP esta
ionaria en el semiplanosuperior: 




uxx + uyy = 0, x ∈ R, y > 0
u(x, 0) = f(x), x ∈ R
u(x, y) → 0, y → ∞, x ∈ R.

(17.27)Indi
a
iones:



17.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 271a) Cal
ule la transformada de Fourier en variable x de la fun
ión u(x, y) dada en(17.26). Le será de ayuda el Teorema de 
onvolu
ión (f̂ ∗ g(s) =
√

2πf̂(s)ĝ(s)),y la transformada 
al
ulada en el in
iso a).Por el in
iso a), la transformada de Fourier de G (
on respe
to a la variable x,
onsiderando y 
omo 
onstante) está dada por
Ĝ(s, y) =

1

π

√
π

2
e−y|s| =

1√
2π
e−y|s|para todo s ∈ R y todo y > 0.Enton
es, por el teorema de la 
onvolu
ión se tiene

û(s, y) =
√

2πĜ(s, y)f̂(s) = e−|s|yf̂(s) (17.28)para todo s ∈ R y todo y > 0.b) Tome transformada de Fourier -
on respe
to a x- en la e
ua
ión (17.27) para
onvertirla en una EDO (más 
ondi
ión de borde). Veri�que que este sistema essatisfe
ho por la fun
ión û(s, y) en
ontrada en el in
iso anterior.Teniendo en 
uenta que ûxx = (is)2û = −s2û, al apli
ar transformada de Fourieren (17.27) resulta:




−s2û+ ûyy = 0, s ∈ R, y > 0

û(s, 0) = f̂(s), s ∈ R
û(s, y) → 0, y → ∞, s ∈ R.

(17.29)Veri�quemos que nuestra fun
ión dada por (17.28) resuelve este sistema:
• ûyy(s, y) = ∂2

y(e
−|s|y)f̂(s) = s2e−|s|yf̂(s) = s2û(s, y),

• û(s, 0) = e0f̂(s) = f̂(s) y
• ĺımy→∞ û(s, y) = f̂(s) ĺımy→∞ e−|s|y = 0.Por lo tanto se 
umple el sistema.
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Capítulo 18Tópi
os adi
ionales en EDPs
18.1. De�ni
ión de fun
ión armóni
aSea f = u + iv una fun
ión holomorfa en un dominio Ω ⊆ C. Sabemos que enton
es u, v ∈
C∞(Ω) y que, más aún, deben satisfa
er las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
en Ω. (18.1)En 
onse
uen
ia,

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
en Ω.Como, en virtud de la 
ontinuidad de las derivadas de orden superior, las derivadas 
ruzadasde v son iguales, dedu
imos que

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 en Ω.De�niendo el operador Lapla
iano, denotado por ∆, apli
ado a una fun
ión w = w(x, y) de
lase C2 mediante

∆w :=
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
,
on
luimos que u satisfa
e la e
ua
ión de Lapla
e sobre Ω:

∆u = 0 en Ω.Toda fun
ión de 
lase C2(Ω) que satisfa
e esta e
ua
ión se di
e que es una fun
ión armóni
aen Ω.De manera análoga a lo realizado 
on u, se dedu
e que v también es armóni
a en Ω. Así,hemos probado:Proposi
ión 18.1.1. Si f = u+iv es holomorfa en un dominio Ω enton
es u y v son fun
ionesarmóni
as en Ω, es de
ir,
∆u = ∆v = 0 en Ω.273



274 CAPÍTULO 18. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPS18.2. Fun
iones armóni
as 
onjugadasDos fun
iones u = u(x, y) y v = v(x, y) se di
en armóni
as 
onjugadas en un dominio Ω sila fun
ión de variable 
ompleja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa en Ω. En otros términos,
u, v ∈ C2(Ω) se di
en armóni
as 
onjugadas ssi u y v satisfa
en las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann (18.1), y en parti
ular se tiene ∆u = ∆v = 0 en Ω. Notemos que a posteriori dosfun
iones armóni
as 
onjugadas son suaves: u, v ∈ C∞(Ω).Un problema que surge inmediatamente es la determina
ión de una fun
ión armóni
a v quesea 
onjugada a una fun
ión armóni
a u dada.Ejemplo 18.2.1. Consideremos la fun
ión u(x, y) = xy. Es dire
to veri�
ar que u es armóni
aen R2. De la segunda e
ua
ión en (18.1), dedu
imos que si u admite una fun
ión armóni
a
onjugada v = v(x, y), ésta debe satisfa
er

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −x.Luego v(x, y) = −x2/2 + g(y), para alguna fun
ión y 7→ g(y) por determinar. Para en
ontrar

g(y), imponemos la primera e
ua
ión en (18.1):
y =

∂u

∂x
=
∂v

∂y
=

∂

∂y

(
− x2

2
+ g(y)

)
= g′(y),de donde 
on
luimos que g(y) = y2/2 + C para una 
onstante C ∈ R. De esta forma

v(x, y) =
1

2
(y2 − x2) + C, C ∈ R. (18.2)Es fá
il veri�
ar que, efe
tivamente, esta última fun
ión es armóni
a en R2 y, más aún, es
onjugada a u = xy para 
ada valor de C ∈ R. Tomando por ejemplo C = 0, vemos que lafun
ión holomorfa f = u+ iv 
orrespondiente es f(z) = xy+ i1

2
(y2−x2) = − i

2
(2ixy+x2−y2) =

− i
2
z2. 2El método empleado en el ejemplo 18.2.1 es general: para en
ontrar fun
iones 
onjugadasa una fun
ión u que es armóni
a en todo R2, basta 
on �integrar� las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann. Sin embargo, 
uando el dominio Ω no es todo el plano, puede pasar que no existauna fun
ión 
onjugada si no asumimos una hipótesis adi
ional sobre la naturaleza del dominio.Para ilustrar esto último, 
onsideremos el siguiente ejemplo:Ejemplo 18.2.2. Sea Ω = D(0, 2) \ {0} = {z ∈ C|0 < |z| < 2} y 
onsideremos

u(x, y) = log(x2 + y2)Es dire
to veri�
ar que u es armóni
a en Ω. En efe
to, derivando se obtiene que para todo
(x, y) 6= (0, 0):

∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2
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∂2u

∂x2
=

2(x2 + y2) − 4x2

(x2 + y2)2
=

2(y2 − x2)

(x2 + y2)mientras que
∂2u

∂y2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
= −∂

2u

∂x2
.Luego, ∆u = 0 en Ω.Supongamos que u admite una fun
ión armóni
a 
onjugada v = v(x, y) en Ω, y de�namosla fun
ión auxiliar ϕ : [0, 2π] → R mediante

ϕ(t) = v(cos t, sen t).Como cos2 t+ sen2 t = 1 y v está de�nida en Ω = D(0, 2) \ {0}, la fun
ión ϕ está bien de�nida.Se tiene que
ϕ(0) = v(1, 0) = ϕ(2π). (18.3)Además, ϕ es diferen
iable 
on

ϕ̇(t) =
∂v

∂x
(cos t, sen t)(− sen t) +

∂v

∂y
(cos t, sen t) cos t, 0 < t < 2πComo u y v satisfa
en las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann, dedu
imos que también se tieneque

ϕ̇(t) = −∂u
∂y

(cos t, sen t)(− sen t) +
∂u

∂x
(cos t, sen t) cos t

=
2 sen2 t

cos2 t+ sen2 t
+

2 cos2 t

cos2 t+ sen2 t
= 2.Integrando, tenemos que para todo t ∈ [0, 2π]

ϕ(t) = ϕ(0) + 2t,luego ϕ(2π) = ϕ(0) + 2 > ϕ(0), lo que es imposible en virtud de (18.3). La 
ontradi

iónproviene de suponer que u admite una fun
ión armóni
a 
onjugada en Ω.En 
on
lusión, u(x, y) = log(x2 + y2) es armóni
a en D(0, 2) pero no existe una fun
ión vtal que f = u+ iv sea holomorfa en D(0, 2) \ {0}. 2El problema 
on el ejemplo 18.2.2 es que el dominioD(0, 2)\{0} tiene un �hoyo�. Re
ordemosque un abierto no va
ío Ω ⊆ C se di
e simplemente 
onexo si es 
onexo y si todo 
amino 
errado
ontenido en Ω no en
ierra puntos fuera de Ω.Teorema 18.2.3. Sea u una fun
ión armóni
a en un dominio simplemente 
onexo Ω. Enton
esexiste una fun
ión v armóni
a 
onjugada de u en Ω.



276 CAPÍTULO 18. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPSDemostra
ión. Sea (x0, y0) ∈ Ω un punto arbitrario que permane
erá �jo. De�namos paratodo (x, y) ∈ Ω

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r, (18.4)donde (x,y)∫

(x0,y0)

representa la integral sobre un 
amino 
ualquiera que va desde (x0, y0) a (x, y).Un 
amino que une (x0, y0) y (x, y) siempre existe en virtud de la 
onexidad de Ω. La fun
ióndada por (18.4) está bien de�nida pues el valor de la integral no depende del 
amino es
ogido.En efe
to, si Γ1 y Γ2 son dos 
aminos que unen (x0, y0) y (x, y) enton
es Γ = Γ1 ∪ (Γ2)
− es un
amino 
errado, el 
ual sólo en
ierra puntos de Ω (pues Ω es simplemente 
onexo). Podemosenton
es apli
ar el teorema de Green en el plano para dedu
ir que si D ⊂ Ω es la regiónen
errada por Γ enton
es

∮

Γ

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫ ∫

D

[
∂

∂x
(
∂u

∂x
) − ∂

∂y
(−∂u

∂y
)]dxdy =

∫ ∫

D

∆udxdy = 0, (18.5)donde la última integral se anula pues el integrando es idénti
amente 0 (re
ordemos que u esarmóni
a en Ω). Como, 
on abuso de nota
ión, se tiene
∮

Γ

=

∮

Γ1∪(Γ2)−

=

∫

Γ1

+

∫

(Γ2)−

=

∫

Γ1

−
∫

Γ2

,de (18.5) se dedu
e que ∫

Γ1

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫

Γ2

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r,lo que prueba nuestra a�rma
ión.La fun
ión v de�nida por (18.4) es 
ontinua. Más aún, utilizando 
aminos ade
uados, setiene

∂v

∂x
(x, y) = ĺım

h→0

v(x+ h, y) − v(x, y)

h
= ĺım

h→0

1

h

(x+h,y)∫

(x,y)

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r = ĺım

h→0

1

h

h∫

0

(−∂u
∂y

(x+ t, y))dt.Como las derivadas par
iales de u son 
ontinuas, se dedu
e que
∂v

∂x
(x, y) = −∂u

∂y
(x, y),que es justamente la segunda de las 
ondi
iones de Cau
hy-Riemann (18.1). Similarmente, seprueba que el par u, v satisfa
e la primera 
ondi
ión en (18.1). Por lo tanto, v ∈ C2(Ω) (pues

u lo es) y se dedu
e que f = u+ iv es holomorfa en Ω, lo que prueba el resultado. 2



18.3. PROPIEDAD DE LA MEDIA Y FÓRMULA INTEGRAL DE POISSON 277La fórmula integral (18.4) propor
iona una herramienta útil para en
ontrar una fun
ión
onjugada v de una fun
ión armóni
a u en un simplemente 
onexo.Ejemplo 18.2.1 (
ontinua
ión). Consideremos la fun
ión u = xy, que es armóni
a en R2.Tomemos (x0, y0) = (0, 0) y de�namos
v(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

(−x′dx′ + y′dy′).Notemos que v(0, 0) = 0. Como podemos es
oger el 
amino de (0, 0) a (x, y), tomamos aquel mássimple para la integra
ión. En este 
aso, 
omo el dominio para u es todo el plano y el integrandoes un polinomio en las 
oordenadas 
artesianas, tomamos el 
amino 
omo la unión de dossegmentos de re
ta, el primero que une (0, 0) 
on (x, 0) (parametrizado por ~r(x′) = (x′, 0), x′ ∈
[0, x]) y el segundo que une (x, 0) 
on (x, y) (parametrizado por ~r(y′) = (x, y′), y′ ∈ [0, y′]). Así

v(x, y) =

x∫

0

−x′dx′ +
y∫

0

y′dy′ = −x
2

2
+
y2

2
=
y2 − x2

2
,que no es otra 
osa que la fun
ión obtenida en (18.2) 
on C = 0. 218.3. Propiedad de la media y fórmula integral de PoissonPodemos utilizar la teoría de fun
iones holomorfas para dedu
ir propiedades de las fun
ionesarmóni
as. Un ejemplo interesante lo 
onstituye el siguiente resultado.Proposi
ión 18.3.1. Sea u ∈ C2(Ω) una fun
ión armóni
a en un abierto Ω no va
ío. Sea

(x0, y0) ∈ Ω y ρ > 0 tal que D((x0, y0), ρ) ⊂ Ω. Enton
es, para todo R ∈ (0, ρ),
u(x0, y0) =

1

2π

∫ 2π

0

u(x0 +R cos θ, y0 +R sen θ)dθ. (18.6)Demostra
ión. En virtud del teorema 18.2.3, u admite una fun
ión armóni
a 
onjugada v enel dis
o D((x0, y0), ρ), que evidentemente es simplemente 
onexo. Dado 0 < R < ρ, podemosapli
ar el teorema 10.1.1 a f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) para dedu
ir de la fórmula de Cau
hy (10.1)
on p = z0 = x0 + iy0 que
f(z0) =

1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)

Reiθ
iReiθdθ =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)dθ,o equivalentemente
u(x0, y0) + iv(x0, y0) =

1

2π

∫ 2π

0

[u(z0 +Reiθ) + iv(z0 +Reiθ)]dθ.Igualando las partes reales en esta e
ua
ión, obtenemos (18.6). �



278 CAPÍTULO 18. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPSLa e
ua
ión (18.6) asegura que el valor de la fun
ión armóni
a u en el punto z0 = (x0, y0)es igual a la media de los valores que toma sobre la 
ir
unferen
ia de 
entro (x0, y0) y radio R.En realidad, la fórmula integral de Cau
hy (10.1) propor
iona más informa
ión pues permiteevaluar la fun
ión holomorfa en todo punto interior al dis
o D(z0, R). Tomemos u 
omo en elenun
iado de la proposi
ión 18.3.1, y sea R ∈ (0, ρ) y f = u + iv holomorfa en D(z0, ρ). De(10.1) se dedu
e que para todo z ∈ D(z0, R)

f(z) =
1

2πi

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − z
dw.Utilizando nota
ión polar z = z0 + reiθ (
on r < R), w = z0 + Reiφ de modo tal que dw =

Rieiφdφ, y f(r, θ) = f(z0 + reiθ) (análogo para f(R, φ)), podemos es
ribir
f(r, θ) =

1

2πi

∫ 2π

0

f(R, φ)

Reiφ − reiθ
Rieiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R, φ)

Reiφ − reiθ

Re−iφ − re−iθ

Re−iφ − re−iθ
Reiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R, φ)(R2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.Es
ribiendo f(r, θ) = u(r, θ) + iv(r, θ) e igualando las partes reales, obtenemos

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(R, φ)(R2 − rR cos(φ− θ)) + v(R, φ)rR sen(φ− θ)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.El in
onveniente de esta última fórmula es que en el integrando apare
e la fun
ión armóni
a
onjugada de u. Para tener una fórmula donde sólo intervenga explí
itamente u, pro
edemos
omo sigue. Comen
emos por notar que podemos fa
torizar el denominador del integrando 
omo

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ) = (reiφ − Reiθ)(re−iφ − Re−iθ).Enton
es, sumando y restando r2,
f(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

f(R, φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ+

1

2π

∫ 2π

0

f(R, φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.Pero r2 − rRei(φ−θ) = (re−iφ − Re−iθ)reiφ, y en 
onse
uen
ia

∫ 2π

0

f(R, φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ =

∫ 2π

0

f(R, φ)

Reiφ − (R2/r)eiθ
Reiφdφ =

1

i

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw,donde ẑ = z0 + (R2/r)eiθ. Como |z − z0| = r < R, dedu
imos que |ẑ − z0| > R. Luego, lafun
ión h(w) = f(w)

w−ẑ
es holomorfa en D(z0, |ẑ − z0|) ) D(z0, R) y, en virtud del teorema 9.3.3de Cau
hy-Goursat, dedu
imos que

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw = 0.
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apitulando, hemos probado que
f(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

f(R, φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ,de donde se dedu
e que

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(R, φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ,que se 
ono
e 
omo fórmula integral de Poisson. Notemos que 
uando r = 0, se re
upera (18.6).18.4. Propiedad de la media para fun
iones armóni
asConsideremos un 
onjunto abierto Ω ⊂ Rn y u : Ω → R una fun
ión armóni
a en Ω, es de
ir

u ∈ C2(Ω), ∆u = 0 en Ω.Dado un punto p ∈ Ω la bola
BR(p) = {x ∈ Rn : ‖x− p‖ < R}está 
ontenida en Ω si R > 0 es su�
ientemente pequeño.De�namos la fun
ión

f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u(x) dA(x), r ∈ [0, R]donde αn es el área del manto de la esfera de radio 1 en Rn y αnr
n−1 
orresponde al área delmanto de la esfera de radio r. La 
antidad f(r) es el promedio de la fun
ión u sobre la esfera
on 
entro p y radio r.Nuestro objetivo es 
al
ular la derivada de f , y para tal efe
to 
onviene introdu
ir un 
ambiode variables

f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂B1(0)

u(p+ ry) dA(y).Enton
es
df

dr
(r) =

d

dr

1

αn

∫

∂B1(0)

u(p+ ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

d

dr
u(p+ ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p+ ry) · y dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p+ ry) · n̂ dA(y)
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ie ∂B1(0) se tiene n̂(y) = y. Por lo tanto, 
ambiando de variablesnuevamente
df

dr
(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

∂u

∂n
dA

=
1

αnrn−1

∫

Br(p)

∆u

= 0,ya que u es armóni
a. Luego f es 
onstante y para averiguar 
uál es esta 
onstante observemosque
|f(r) − u(p)| =

∣∣∣∣
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

(u(x) − u(p)) dA(x)

∣∣∣∣
≤ máx

x∈Br(p)
|u(x) − u(p)| → 0 
uando r → 0,debido a la 
ontinuidad de u.Hemos probado asíTeorema 18.4.1. Sea Ω ⊂ Rn un 
onjunto abierto y u : Ω → R una fun
ión armóni
a. En-ton
es si p ∈ Ω y BR(p) ⊂ Ω se tiene

u(p) =
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u dA, ∀0 < r < R,y
u(p) =

n

αnrn

∫

Br(p)

u dV, ∀0 < r < R.La segunda igualdad se dedu
e de multipli
ar la primera por rn−1 e integrar. Observemosque la primera de estas fórmulas di
e que si u es armóni
a enton
es u(p) es igual al promediode u sobre la esfera ∂Br(p) y la segunda a�rma que u(p) es igual al promedio de u sobre la bola
Br(p).18.5. Prin
ipio del máximo para fun
iones armóni
asTeorema 18.5.1. Sea Ω ⊂ Rn un 
onjunto abierto, 
onexo y sea u : Ω → R una fun
iónarmóni
a no 
onstante. Enton
es u no al
anza su máximo ni su mínimo en Ω.Demostra
ión. Supongamos que u al
anza su máximo en Ω, es de
ir, que existe x0 ∈ Ω talque

u(x) ≤ u(x0) ∀x ∈ Ω.Consideremos R > 0 tal que BR(x0) ⊂ Ω. Enton
es para todo 0 < r < R por la fórmula de lamedia dedu
imos que
0 =

1

αnrn−1

∫

∂Br(x0)

(u(x0) − u(x)) dA(x).



18.6. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA LA ECUACIÓN DEL CALOR 281Pero por hipótesis u(x0) − u(x) ≥ 0 para todo x ∈ ∂Br(x0) por lo que u(x0) − u(x) = 0 paratodo x ∈ ∂Br(x0) (si u(x0) − u(x) > 0 para algún punto x ∈ ∂Br(x0) la integral resultaríapositiva.)Esto muestra que u(x) = u(x0) para todo x ∈ BR(x0). Veamos ahora que u(x) = u(x0) paratodo x ∈ Ω. Re
ordemos que dado x̄ ∈ Ω 
omo Ω es 
onexo existe un 
amino γ 
ontinuo queune x0 
on x̄ y que está 
ontenido en Ω. Utilizando el he
ho que Ω es abierto y el 
amino γes 
ompa
to se puede en
ontrar una se
uen
ia �nita de puntos x1, x2, x3, . . . , xm = x̄ en γy R > 0, tales que las bolas BR(xk) k = 0, 1, . . . , m están 
ontenidas en Ω y xk+1 ∈ BR(xk)para k = 0, 1, . . . , m − 1. Hemos probado que u(x) = u(x0) para todo x ∈ BR0(x0) y luego
u(x1) = u(x0) = máxΩ u. Repitiendo el argumento anterior se en
uentra que u(x) = u(x1) paratodo x ∈ BR(x1), y por indu

ión se prueba que u(x̄) = u(x0). Luego u es 
onstante en Ω, lo
ual es una 
ontradi

ión.Mediante una demostra
ión análoga se prueba que u no puede al
anzar su mínimo en Ω. �Corolario 18.5.2. Supongamos que Ω ⊂ Rn es abierto, 
onexo y a
otado y que u : Ω → R es
ontinua y armóni
a en Ω. Enton
es

máx
Ω

u = máx
∂Ω

uy
mı́n

Ω
u = mı́n

∂Ω
u.Re
ordemos que Ω denota la adheren
ia de Ω.Demostra
ión. Bajo las hipótesis de este 
orolario, el máximo de u se al
anza en algún punto

x0 ∈ Ω. Si x0 ∈ Ω por el teorema anterior u es 
onstante y (18.8) es 
ierto. Si x0 ∈ ∂Ω vemosque (18.8) también vale. �El teorema 18.5.1 es más fuerte que el 
orolario 18.5.2, ya que mientras este último resultadodi
e que si u es armóni
a enton
es u siempre al
anza un máximo en Ω, el teorema a�rma quesi el máximo se llegara a al
anzar dentro de Ω enton
es u sería 
onstante. Por este motivo alprimero de estos resultados se le llama el prin
ipio del máximo fuerte, mientras que al segundose le di
e prin
ipio del máximo débil.18.6. Prin
ipio del máximo para la e
ua
ión del 
alorConsideramos la e
ua
ión del 
alor en una región Ω ⊂ Rn abierta y a
otada. En realidad, laregión donde se plantea la e
ua
ión del 
alor es
QT = (0, T ) × Ω,donde T > 0.Supondremos que u = u(t, x) está de�nida para (t, x) ∈ QT y que u es una fun
ión 
ontinuaen QT y C2(QT ). Diremos que u satisfa
e la e
ua
ión del 
alor si

ut(t, x) = ∆u(t, x) ∀(t, x) ∈ QT = (0, T ) × Ω. (18.7)



282 CAPÍTULO 18. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPSDe�namos
ΓT = ({0} × Ω) ∪ ([0, T ] × ∂Ω).Intuitivamente QT es un 
ilindro no uniforme 
on base igual a Ω y altura T , y ΓT es una partede la frontera de QT que 
orresponde a la base y el manto lateral (sin in
luir la �tapa� superior).Teorema 18.6.1. Sea u : QT → R una fun
ión 
ontinua tal que u ∈ C2(QT ) que satisfa
e lae
ua
ión del 
alor (18.7) en QT . Enton
es

máx
QT

u = máx
ΓT

u, (18.8)y
mı́n
QT

u = mı́n
ΓT

u.Observa
ión 18.6.2. Este teorema se 
ono
e 
omo el prin
ipio del máximo débil para lae
ua
ión del 
alor y estable
e que el máximo de u siempre se al
anza en algún punto de ΓT .En otras palabras el 
omportamiento de u sólo toma en 
uenta los valores de esta fun
ión en
ΓT , es de
ir los valores en el instante ini
ial (t = 0) y los valores en el borde de Ω para todo
t ∈ (0, T ). Esto 
on
uerda 
on la no
ión de que la variable t representa el tiempo, y que lo queo
urre en el tiempo t = T viene des
rito por la 
ondi
iones del problema.Demostra
ión. Probaremos que si 0 < S < T enton
es

máx
QS

u = máx
ΓS

u.La 
on
lusión se obtiene luego ha
iendo S ր T .Supongamos que máxQS
u se al
anza en unpunto (t0, x0) que no pertene
e a ΓS. Enton
es, gra
ias a las 
ondi
iones ne
esarias de optimal-idad sabemos que ∇xu(t0, x0) = 0, la matriz Hessiana ∇2u(t0, x0) es semi-de�nida negativa y

ut(t0, x0) ≥ 0. Tomando la traza de ∇2u(x0) vemos que ∆u(t0, x0) ≤ 0, por lo que
ut(t0, x0) − ∆u(t0, x0) ≥ 0.Esto no es su�
iente para una demostra
ión pero sólo falta un pequeño tru
o. En efe
to, 
on-sideremos ε > 0 y la fun
ión
v(t, x) = u(t, x) + ε‖x‖2.

v es 
ontinua en QS y por lo tanto máxQS
v se al
anza, digamos en (t1, x1) ∈ QS. Si (t1, x1)no pertene
e a ΓS repitiendo el argumento anterior podemos a�rmar que ∆v(t1, x1) ≤ 0 y

vt(t1, x1) ≥ 0, por lo que
vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) ≥ 0.Pero un 
ál
ulo dire
to muestra que

vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) = ut(t1, x1) − ∆u(t1, x1) − 2nε = −2nε < 0,lo que es una 
ontradi

ión. Hemos probado que ne
esariamente (t1, x1) ∈ ΓS, por lo que
máx

(t,x)∈QS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
= máx

(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
.
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e
máx

(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
≤
(

máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x)

)
+ ε

(
máx

(t,x)∈ΓS

‖x‖2

)y ha
iendo ε → 0 obtenemos
máx

(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x).La desigualdad máx
(t,x)∈QS

u(t, x) ≥ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x) es siempre 
ierta dado que ΓS ⊂ QS. Esto prueba(18.8). �18.7. Uni
idad para la e
ua
ión de Lapla
e y el 
alorTeorema 18.7.1. Sea Ω una región abierta y a
otada en Rn, y sean f : Ω → R y ϕ : ∂Ω → Rfun
iones. Enton
es existe a lo más una fun
ión u en C(Ω) ∩ C2(Ω) solu
ión de
{

∆u = f en Ω

u = ϕ sobre ∂Ω.Demostra
ión. Si u1, u2 son dos solu
iones del problema anterior, enton
es u = u1 − u2satisfa
e ∆u = 0 en Ω y u = 0 sobre ∂Ω. Es de
ir u es armóni
a en Ω y por el prin
ipio delmáximo (
orolario 18.5.2) se dedu
e que u ≡ 0 en Ω. �Teorema 18.7.2. Sea Ω una región abierta y a
otada en Rn, y sean f : (0, T ) × Ω → R,
ϕ : (0, T ) × ∂Ω → R y u0 : Ω → R fun
iones. Enton
es existe a lo más una fun
ión u en
C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω) solu
ión de





ut − ∆u = f en (0, T ) × Ω

u = ϕ sobre (0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0 en Ω.La demostra
ión es una apli
a
ión dire
ta del teorema 18.6.1.18.8. Ejer
i
ios1. Veri�que que las siguientes fun
iones son armóni
as en todo R2 y en
uentre fun
ionesarmóni
as 
onjugadas para 
ada una de ellas:a) u(x, y) = x2 − y2.b) u(x, y) = x5 − 10x3y2 + 5xy4.
) u(x, y) = ex cos y + x3 − 3xy2 + 2y.



284 CAPÍTULO 18. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPSd) u(x, y) = ex cos y + ey cosx+ xy.2. Suponga que u = u(x, y) y v = v(x, y) son dos fun
iones armóni
as 
onjugadas en undominio Ω. Demuestre que las siguientes fun
iones son armóni
as en Ω:a) f(x, y) = u(x, y)v(x, y).b) g(x, y) = eu(x,y) cos v(x, y).
) h(x, y) = cosu(x, y) senh v(x, y).3. Cal
ule el valor de la integral ∫ 2π

0
cos(sen θ) cosh(cos θ)dθ.18.9. ProblemasProblema 18.1. Sean u(x, y) y v(x, y) dos fun
iones de 
lase C1 en R2. Considere los 
amposen R3 de�nidos por F = vî+ uĵ, y G = uî− vĵ.1. Pruebe que F y G son 
onservativos si y sólo si las fun
iones u y v satisfa
en las e
ua
ionesde Cau
hy - Riemann. En tal 
aso de
imos que u y v son fun
iones 
onjugadas.2. Pruebe que si u y v son fun
iones 
onjugadas y de 
lase C2, enton
es ∆u = 0 y ∆v = 0,(diremos que u y v son armóni
as). Pruebe qdemás que ∇u · ∇v = 0.3. Si u es armóni
a, pruebe que existe una fun
ión v 
onjugada de u.Indi
a
ión: Esto es equivalente a probar que 
ierto 
ampo es 
onservativo.Problema 18.2. 1 Dada f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 
on u y v fun
iones de 
lase C2 en R2,de�nimos ∆f = ∆u + i∆v. De
imos que f es una fun
ión armóni
a 
ompleja si ∆f = 0.Demuestre que f ∈ H(Ω) si y sólo si f(z) y zf(z) son armóni
as 
omplejas.Problema 18.3.De una demostra
ión del teorema de uni
idad para la e
ua
ión de Lapla
e (teorema 18.7.1)bajo la hipótesis que u1, u2 son solu
iones de 
lase C1(Ω) ∩ C2(Ω) de

{
∆u = f en Ω

u = ϕ sobre ∂Ω,utilizando el siguiente esquemaa) Pruebe la siguiente fórmula: si u, v ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) enton
es
∫

Ω

∆uv =

∫

∂Ω

∂u

∂n
v −

∫

Ω

∇u∇v, (18.9)donde n es el ve
tor unitario normal a la frontera de Ω.Indi
a
ión: utili
e el teorema de la divergen
ia 
on el 
ampo ve
torial v∇u.1Control 2. Otoño 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof:Alberto Mer
ado



18.9. PROBLEMAS 285b) Pruebe que si u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω) y ∆u = 0 en Ω y u = 0 sobre ∂Ω enton
es apli
ando lafórmula anterior se dedu
e que ∇u = 0 en Ω y 
on
luya.Problema 18.4. Pruebe el prin
ipio del máximo débil (
orolario 18.5.2) en el siguiente 
aso:si u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) satisfa
e {
∆u ≥ 0 en Ω

u ≤ 0 sobre ∂Ω,enton
es
u ≤ 0 en Ω.Siga los siguientes pasos:a) Construya una fun
ión ρ : R → R de 
lase C2 
on la siguientes propiedadesi) ρ(t) = 0 para todo t ≤ 0,ii) ρ(t) > 0 para todo t > 0.b) Aplique la fórmula (18.9) a v = ρ ◦ u y deduz
a que si x ∈ Ω y u(x) > 0 enton
es

∇u(x) = 0.
) Podemos suponer que Ω es 
onexo. Supongamos que existe un punto x ∈ Ω 
on u(x) > 0y sea γ un 
amino diferen
iable 
on γ(t) ∈ Ω para t ∈ (0, 1], γ(0) = x0 ∈ ∂Ω y γ(1) = x.Sea t1 el último t donde u(γ(t)) = 0, en otras palabras
t1 = sup{t ∈ [0, 1] : u(γ(t)) = 0}Observe que u(γ(t1)) = 0 y por la parte anterior d

dt
u(γ(t)) = 0 para todo t ∈ (t1, 1).Con
luya.Problema 18.5. Para la e
ua
ión del 
alor también es posible probar el teorema de uni
idad yel prin
ipio del máximo débil integrando por partes. Para el teorema de uni
idad puede pro
ederdel siguiente modo: suponga que u ∈ C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω) satisfa
e





ut − ∆u = 0 en (0, T ) × Ω

u = 0 sobre (0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0 en Ω.De�na
E(t) =

∫

Ω

|∇u(t, ·)|2y pruebe que
d

dt
E(t) = −2

∫

Ω

ut(t, ·)2 ≤ 0.(∇ se re�ere solo a las variables espa
iales.) Deduz
a que si u0 ≡ 0 enton
es ∇u(t, ·) ≡ 0 y
on
luya.
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ión de problemasSolu
ión Problema 18.2 Como es usual, es
ribiremos z = x+ iy la variable 
ompleja,y las fun
iones
f(z) = u+ iv, 
on u = u(x, y) y v = v(x, y).Denotaremos las derivadas de la forma ux =

∂u

∂x
, vyy =

∂2v

∂y2
, et
.Antes que todo, 
al
ulemos ∆(zf(z)): Se tiene que

zf(z) = (x+ iy)(u+ iv)

= xu− yv + i(yu+ xv)Denotando w = xu− yv , q = yu+ xv (las partes real y 
ompleja de zf(z)), se tiene:
∂w

∂x
= xux + u− yvx

∂2w

∂x2
= xuxx + ux + ux − yvxx

= xuxx + 2ux − yvxx

∂w

∂y
= xuy − yvy − v

∂2w

∂y2
= xuyy − yvyy − vy − vy

= xuyy + −yvyy − 2vyde donde se tiene
∆w = x(uxx + uyy) − y(vxx + vyy) + 2(ux − vy)

= x∆u − y∆v + 2(ux − vy).
(18.10)Y por otra parte:

∂q

∂x
= yux + xvx + v

∂2q

∂x2
= yuxx + xvxx + vx + vx

= yuxx + xvxx + 2vx

∂q

∂y
= yuy + u+ xvy

∂2q

∂y2
= yuyy + uy + uy + xvyy
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= yuyy + 2uy + xvyyde donde se tiene

∆q = yuxx + xvxx + 2vx + yuyy + 2uy + xvyy

= y∆u+ x∆v + 2(uy + vx).
(18.11)En 
on
lusión :

∆(zf(z)) = ∆w + i∆q

= x∆u − y∆v + 2(ux − vy) + i(y∆u+ x∆v + 2(uy + vx)).
(18.12)Ahora, probemos lo que se nos pide:

(=⇒)Si f es holomorfa, enton
es u y v 
umplen las e
ua
iones de Cau
hy-Riemann, por lo que
∆u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

=
∂

∂x

(
∂v

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂v

∂x

)
= 0y

∆v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

=
∂

∂x

(
−∂u
∂y

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂x

)
= 0ya que u y v son de 
lase C2. De esto se dedu
e que ∆f = 0 y por tanto f es armóni
a
ompleja.Por otra parte, también gra
ias a CR se tiene en (18.12) que ux − vy = 0 y uy + vx = 0,y 
omo a
abamos de probar que ∆u = 0 y ∆v = 0, se sigue que:

∆(zf(z)) = 0i.e. zf(z) es armóni
a 
ompleja.
(⇐=)Supongamos que f y zf(z) son armóni
as 
omplejas. Esto quiere de
ir que

∆u = ∆v = ∆w = ∆q = 0(donde w y q son la parte real e imaginaria de zf(z), 
omo arriba).Enton
es las partes real e imaginaria en (18.12) son 
ero, de donde se sigue que
ux − vy = 0, uy + vx = 0que son justamente las e
ua
iones de Cau
hy- Riemann, y 
omo u y v son de 
lase C2(en todo R2), se sigue que f es holomorfa.
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Apéndi
e ACurvas en R3

A.1. CurvasDenotamos por Rn el espa
io n-dimensional dotado de la norma eu
lidiana:
‖~x‖ =

√
~x · ~x =

√
x2

1 + . . .+ x2
n.La no
ión de 
urva es la formaliza
ión matemáti
a de la idea intuitiva de la traye
toria deuna partí
ula que se mueve en el espa
io. Por esta razón los 
asos n = 2 y n = 3 juegan un rolprin
ipal en lo que sigue.De�ni
ión A.1.1 (Curva). Diremos que un 
onjunto Γ ⊆ Rn es una 
urva si existe unafun
ión 
ontinua ~r : [a, b] → Rn, llamada parametriza
ión de la 
urva, tal que

Γ = {~r(t) : t ∈ [a, b]}.

I

~r(t)

Γ

Además, diremos que una 
urva Γ es1) Suave: si admite una parametriza
ión de 
lase C1.2) Regular : si admite una parametriza
ión ~r(·) de 
lase C1 tal que ‖d~r
dt

(t)‖ > 0, para todo
t ∈ I.3) Simple: si admite una parametriza
ión de 
lase C1 que sea inye
tiva (i.e. no hay puntosmúltiples). 291



292 APÉNDICE A. CURVAS EN R34) Cerrada: si admite una parametriza
ión ~r : [a, b] → Rn de 
lase C1 tal que ~r(a) = ~r(b).5) Cerrada simple: si admite una parametriza
ión ~r : [a, b] → Rn de 
lase C1 tal que ~r(a) =
~r(b) y que sea inye
tiva sobre [a, b).Ejemplo A.1.2. Se de�ne la 
i
loide 
omo la 
urva des
rita por un punto solidario a unarueda (de radio R) que gira sin resbalar.

t

a

p

R

Figura A.1: 
i
loideSu parametriza
ión viene dada por
~r(t) = (Rt,R) − (a sen t, a cos t) = (Rt− a sen t, R− a cos t),donde a es la distan
ia del punto al 
entro de la rueda.Notemos que 
uando a < R la traye
toria es simple y regular, mientras que en el 
aso a > Rdeja de ser simple aunque sigue siendo regular.El 
aso 
ríti
o es a = R, pues para este valor la traye
toria es simple pero no es regular(justi�que). Es importante observar que la parametriza
ión es siempre suave, a pesar de quela 
urva presenta �puntas�; de he
ho, es esto último lo que obliga a pasar por esos puntos 
onvelo
idad nula.Ejemplo A.1.3. La fun
ión ~r(t) = (a cos t, b sen t), t ∈ [0, π/2] parametriza el 
uarto de elipseque se ve a 
ontinua
ión

a

b

Esta 
urva se puede parametrizar también mediante ~r1(x) = (x, b
√

1 − (x/a)2), x ∈ [0, a].Ejemplo A.1.4. La fun
ión ~r(t) = (a cos t, a sen t, ht
2π

), t ∈ [0, 4π] parametriza una héli
e, querealiza 2 vueltas llegando a una altura 2h, 
omo se ve en la próxima �gura.Podemos pensar que la héli
e es una traye
toria que sigue el 
ontorno de un 
ilindro dado(en este 
aso de radio a y altura 2h).
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  a<R

  a=R

  a>R

Figura A.2: traye
toria de la 
i
loide para distintos valores de a.

h

h

~r

4π0

Insistamos que una 
urva Γ es un 
onjunto, que no debe 
onfundirse 
on la parametriza
iónque la de�ne. De he
ho, una 
urva admite mu
has parametriza
iones tal 
omo vimos en elejemplo A.1.3. Intuitivamente, esto se expli
a porque una misma 
urva puede re
orrerse dediferentes maneras y 
on distintas velo
idades.
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ión de 
urvas regularesDe�ni
ión A.1.5. Dos parametriza
iones ~r1 : [a, b] → Rn y ~r2 : [c, d] → Rn de una misma
urva Γ se di
en equivalentes si existe una fun
ión biye
tiva θ : [a, b] → [c, d] de 
lase C1 tal que
~r1(t) = ~r2(θ(t)) para todo t ∈ [a, b]. En este 
aso, la fun
ión θ se llamará reparametriza
ión.Una fun
ión 
ontinua y biye
tiva θ de�nida en un intervalo será ne
esariamente 
re
iente ode
re
iente. En el primer 
aso diremos que la reparametriza
ión preserva la orienta
ión puesdos parametriza
iones tales que ~r1 = ~r2 ◦θ re
orren la 
urva en el mismo sentido. En el segundo
aso, esto es, 
uando la reparametriza
ión es de
re
iente, enton
es diremos que la orienta
iónse invierte. De esta forma, dos parametriza
iones equivalentes o bien preservan la orienta
ión obien la invierten, pero no puede darse un 
aso intermedio.La de�ni
ión anterior 
onlleva naturalmente a preguntarnos lo siguiente:(1) ¾Son todas las parametriza
iones de una misma 
urva ne
esariamente equivalentes?(2) En 
aso a�rmativo, ¾existe alguna parametriza
ión más �natural� que las otras?La respuesta a (1) es en general no, 
omo lo muestra la siguiente 
urva y las dos parametriza-
iones que se indi
an a 
ontinua
ión y 
uyas orienta
iones no son 
omparables respe
to a laorienta
ión (no podemos de
ir ni que se preserva ni que se invierte).

Γ ~r1 ~r2

Figura A.3: Parametriza
iones no equivalentes para la misma 
urva ΓSin embargo, se tiene el siguiente resultado que admitiremos sin demostra
ión.Proposi
ión A.1.6. Sea Γ una 
urva simple y regular. Si Γ no es 
errada, enton
es todas susparametriza
iones regulares son inye
tivas y equivalentes. Cuando Γ es una 
urva 
errada, setiene que todas sus parametriza
iones inye
tivas en el interior de su dominio son equivalentes.En esta situa
ión, una parametriza
ión regular ~r separa en dos al 
onjunto de parametriza
ionesregulares:Las que tienen la misma orienta
ión que ~r (que llamaremos orienta
ión positiva), yLas que tienen la orienta
ión opuesta (que se llamara orienta
ión negativa).
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iones de orienta
ión positiva y negativa quedan determinadas por laparametriza
ión ini
ial que sirve de referen
ia. Existe sin embargo una 
onven
ión en el 
asode 
urvas planas 
erradas y simples, esta es el es
oger la orienta
ión positiva 
omo aquellaobtenida al re
orrer la 
urva en sentido antihorario (i.e. 
ontrario a las mane
illas del reloj),tal 
omo se ilustra en la siguiente �gura.
+ −

A.1.2. Parametriza
ión en longitud de ar
oSea Γ una 
urva simple y regular. Sea ~r : [a, b] → Rn una parametriza
ión regular de Γ. Conel �n de de�nir la �longitud� de Γ pro
edemos a aproximarla por una poligonal a través de lospuntos ~r(t0), ~r(t1), . . . , ~r(tN) donde a = t0 < t1 < . . . < tN = b es una malla de puntos.
~r(t1)

~r(t0)

~r(t7)

~r(t8)
Γ

L(Γ) ≈∑8
i=1 ‖~r(ti) − ~r(ti−1)‖

Intuitivamente, 
uando el paso de la parti
ión ∆({ti}) = máx0≤i≤N−1(ti+1 − ti) tiende a
ero, la longitud de la poligonal 
onverge ha
ia el largo de la 
urva Γ. En efe
to, se 
umple elsiguiente resultado:Proposi
ión A.1.7. La suma N−1∑
i=0

‖~r(ti+1) − ~r(ti)‖ 
onverge, 
uando el paso de la parti
ión
∆({ti}) tiende a 
ero, ha
ia la integral ∫ b

a

∥∥∥∥
d~r

dt

∥∥∥∥ dt.Este resultado nos permite introdu
ir la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión A.1.8. Sea Γ una 
urva simple y regular. Sea ~r : [a, b] → Rn una parametriza
iónregular de Γ. De�nimos la longitud de Γ mediante
L(Γ) :=

∫ b

a

∥∥∥∥
d~r

dt

∥∥∥∥ dt (A.1)El valor de esta integral no depende de la parametriza
ión regular ~r que se es
oja para des
ribir
Γ, y por lo tanto el largo de Γ está bien de�nido.
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urva simple y regular, y ~r : [a, b] → Rn una parametriza
ión regular. De�nimosla fun
ión longitud de ar
o s : [a, b] → [0, L(Γ)] 
omo
s(t) :=

∫ t

a

∥∥∥∥
d~r

dt
(τ)

∥∥∥∥ dτ (A.2)De a
uerdo a lo anterior, s(t) es la longitud del 
amino re
orrido sobre Γ por la parametriza
iónhasta el instante t, tal 
omo lo ilustra la �gura.
s(t)

~r(a)

~r(t)

Γ

Claramente, s(·) resulta ser una fun
ión de 
lase C1 
on
ds

dt
(t) =

∥∥∥∥
d~r

dt
(t)

∥∥∥∥ > 0En 
onse
uen
ia, s(·) es una fun
ión estri
tamente 
re
iente, 
on lo 
ual resulta ser una biye
-
ión, y su inversa es también de 
lase C1 (por el teorema de la fun
ión inversa) y estri
tamente
re
iente. De esta forma podemos 
onsiderar la reparametriza
ión dada por esta fun
ión inver-sa, la 
ual denotamos por t : [0, L(Γ)] → [a, b], y 
onsiderar la parametriza
ión equivalente queresulta de tomar 
omo parámetro la longitud de ar
o, vale de
ir
~σ(s) = ~r(t(s)), s ∈ [0, L(Γ)]Por el teorema de la fun
ión inversa, notemos que
dt

ds
(s) =

1∥∥d~r
dt

(t(s))
∥∥ > 0.En 
onse
uen
ia, la reparametriza
ión no solo preserva la orienta
ión, sino que además re
orre

Γ a rapidez 
onstante e igual a 1: ∥∥∥∥
d~σ

ds

∥∥∥∥ = 1.Es posible veri�
ar que 
ualquier otra parametriza
ión regular 
ondu
e a la misma parametriza
iónen longitud de ar
o, salvo orienta
ión por supuesto, por lo 
ual ésta puede ser 
onsiderada 
omouna parametriza
ión 
anóni
a de la 
urva. La llamaremos parametriza
ión natural o en longitudde ar
oEjemplo A.1.9. En
uentre la parametriza
ión natural de la 
i
loide ~r(t) = R(t − sen t, 1 −
cos t), t ∈ [0, 2π]
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~σ(s) = 2R

(
arc cos

(
1 − s

4R

)
−
(
1 − s

4R

)√
1 −

(
1 − s

4R

)2

, 1 −
(
1 − s

4R

)2
)

s ∈ [0, 8R].Ejer
i
io A.1.10. En
ontrar la reparametriza
ión en longitud de ar
o para la héli
e ~r(t) =
(a cos t, a sen t, ht

2π
), t ∈ [0, 4π].A.1.3. Velo
idad, rapidez y ve
tor tangenteDe�ni
ión A.1.11. Consideremos ~r : [a, b] → Rn una parametriza
ión regular de una 
ur-va simple Γ. De�nimos el ve
tor velo
idad, la rapidez y el ve
tor tangente, respe
tivamente,mediante

~v(t) =
d~r

dt
(t), v(t) = ‖d~r

dt
(t)‖ =

ds

dt
(t), T (t) =

~v(t)

v(t)
=
d~r

dt
(t)/‖d~r

dt
(t)‖, (A.3)donde s : [0, L(Γ)] → R representa la fun
ión de longitud de ar
o.

r(t)

T(t)

v(t)

Notemos que si ~σ es la parametriza
ión natural enton
es
T (s) =

d~σ

ds
(s) (A.4)debido a que ‖d~σ

ds
(s)‖ = 1. Esto nos permite interpretar la parametriza
ión natural 
omo aquellaque se obtiene al re
orrer la 
urva Γ 
on velo
idad 
onstante unitaria, y además nos indi
a queel ve
tor tangente sólo depende del punto en el 
ual es 
al
ulado y no de la parametriza
iónregular ~r aso
iada a la 
urva, salvo por la orienta
ión. En efe
to, si ~r1(τ) = ~r(θ(τ)) 
on θ unareparametriza
ión, enton
es

d~r1
dτ

(τ)/‖d~r1
dτ

(τ)‖ =
d~r

dt
(θ(τ))

dθ

dτ
(τ)/‖d~r

dt
(θ(τ))‖|dθ

dτ
(τ)| = signo(dθ

dτ

)
T (θ(τ)).Enfati
emos que lo anterior nos permite 
al
ular el ve
tor tangente a Γ en el punto P ∈ Γde dos maneras distintas:
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dt

(t)/‖d~r
dt

(t)‖ donde t es tal que ~r(t) = P .(2) Cal
ular la parametriza
ión en longitud de ar
o ~σ(s) y 
al
ular
T (s) =

d~σ

ds

on s tal que ~σ(s) = P .En general, el pro
edimiento (1) es más dire
to y por lo tanto será el más utilizado.A.2. Complementos sobre 
urvasA.2.1. Integrales sobre 
urvasDe�ni
ión A.2.1. Sea Γ una 
urva simple y regular en Rn, y sea f : Rn → R una fun
ión
ontinua de�nida en Ω ⊇ Γ. De�nimos la integral de f sobre la 
urva Γ mediante:

∫

Γ

fdℓ :=

∫ b

a

f(~r(t))

∥∥∥∥
d~r

dt
(t)

∥∥∥∥ dt, (A.5)donde ~r : [a, b] → Rn es una parametriza
ión regular de Γ.Es fá
il veri�
ar que el valor de la integral de�nida en (A.5) no depende de la parametriza
iónregular elegida.Una apli
a
ión de la integral sobre 
urvas es el 
ál
ulo de la masa de un alambre parametriza-do por ~r : [a, b] → R3. En efe
to, si suponemos que la densidad lineal de masa [gr/
m℄ de estealambre está dada por la fun
ión 
ontínua ρ(x, y, z), que depende de la posi
ión dentro delalambre, enton
es la masa total del alambre puede aproximarse por
M ≃

N−1∑

i=0

ρ(~r(ti))‖~r(ti+1) − ~r(ti)‖. (A.6)Usando los mismos argumentos para de�nir la longitud de ar
o, podemos mostrar que 
uandoel paso de la malla ∆({ti}) tiende a 
ero, la suma anterior tiende a la integral de línea ∫
Γ
ρdℓ.Ejemplo A.2.2. La densidad de masa de un alambre heli
oidal parametrizado por ~r(t) =

(cos t, sen t, t), t ∈ [0, 2π], viene dada por
ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2.Luego, la masa total del alambre será

M =

∫ 2π

0

(cos2 t+ sen2 t+ t2)‖(− sen t, cos t, 1)‖dt

=
√

2

∫ 2π

0

(1 + t2)dt =
√

2

(
2π +

8

3
π3

)
.
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entro de masa de una 
urva Γ ⊆ R3, 
uya densidad lineal de masa es ρ : R3 → R, sede�ne 
omo el punto de 
oordenadas:
xG =

1

M

∫

Γ

xρ dℓ, yG =
1

M

∫

Γ

yρ dℓ, zG =
1

M

∫

Γ

zρ dℓ,donde M es la masa total de la 
urva.Ejemplo A.2.3. El 
entro de masa de la héli
e del ejemplo A.2.2 está dado por
xG =

1

M

∫ 2π

0

cos t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3
π3)

∫ 2π

0

t2 cos t dt =
6

(3 + 4π2)
,

yG =
1

M

∫ 2π

0

sen t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3
π3)

∫ 2π

0

t2 sen t dt =
−6π

(3 + 4π2)
,

zG =
1

M

∫ 2π

0

t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3
π3)

(2π2 + 4π4) =
3π(1 + 2π2)

(3 + 4π2)
.A.2.2. Curvatura y ve
tor normalEn primera aproxima
ión, la traye
toria de una partí
ula que se mueve siguiendo la parame-triza
ión ~r(t), se aproxima a una re
ta 
uya dire

ión viene dada (lo
almente) por el ve
tortangente T (t). Cuando estudiamos las varia
iones de la velo
idad, esto es la a
elera
ión de lapartí
ula, vemos que esta se produ
e ya sea por el 
ambio en la magnitud de la velo
idad, obien 
ambios en la dire

ión de la velo
idad. Así por ejemplo, en movimiento re
tilíneo (T (t)es 
onstante) la úni
a a
elera
ión posible proviene de la varia
ión de la rapidez y está dadapor d2s

dt2
T (t). Por el 
ontrario, en un movimiento a lo largo de una 
ir
unferen
ia de radio R avelo
idad angular 
onstante ω, la rapidez es 
onstante e igual a ωR. Sin embargo, por efe
todel 
ambio en la dire

ión de la velo
idad apare
e una a
elera
ión 
entrípeta de magnitud ω2

Ry que apunta ha
ia el 
entro de la 
ir
unferen
ia.En lo que sigue veremos que en un movimiento general ~r(t), la a
elera
ión puede des
om-ponerse en estos dos tipos de a
elera
iones: una 
omponente tangen
ial y una 
omponente detipo 
entrípeta. Para ello identi�
aremos la 
ir
unferen
ia que mejor aproxima (instantánea-mente) la traye
toria. Supondremos que todas las parametriza
iones son al menos dos ve
esdiferen
iables.Intuitivamente, la 
urvatura apare
e por efe
to de la varia
ión del ve
tor tangente, respe
tode la longitud de ar
o. Mientras más rápida sea esta varia
ión, más 
errada será la 
urva ymenor el radio de la misma.De�ni
ión A.2.4. De�nimos la 
urvatura de la 
urva Γ mediante
κ(s) :=

∥∥∥∥
dT

ds
(s)

∥∥∥∥ (A.7)Cuando κ(s) > 0 de�nimos el radio de 
urvatura y el ve
tor normal, respe
tivamente 
omo
R(s) :=

1

κ(s)
, N(s) :=

dT

ds
(s)

/∥∥∥∥
dT

ds
(s)

∥∥∥∥ (A.8)



300 APÉNDICE A. CURVAS EN R3

R

R

Figura A.4: ve
tor tangente y 
urvatura.Notemos que N(s) ⊥ T (s). En efe
to, esto se obtiene de derivar la identidad ‖T (s)‖2 = 1,de modo tal que
0 =

d

ds
‖T (s)‖2 = 2T (s) · dT

ds
(s).Debido a lo engorroso que puede llegar a ser el 
ál
ulo explí
ito de la parametriza
ión enlongitud de ar
o, vale la pena tener expresiones para la 
urvatura, radio de 
urvatura y ve
tornormal que sean 
al
ulables dire
tamente a partir de una parametriza
ión regular 
ualquiera

~r(t). Eso es relativamente fá
il utilizando la regla de la 
adena pues se tiene
dT

ds
=
dT

dt
· dt
ds

=
dT

dt

/
ds

dt
.En 
onse
uen
ia

κ(t) =

∥∥∥∥
dT

dt
(t)

∥∥∥∥
/
ds

dt
(t) (A.9)

R(t) =
1

κ(t)
(A.10)

N(t) =
dT

dt

/∥∥∥∥
dT

dt

∥∥∥∥ (A.11)A.2.3. Ve
tor binormal y torsiónEn esta se

ión restringiremos nuestro estudio a n = 3.De�ni
ión A.2.5. De�nimos el ve
tor binormal B mediante
B = T ×N,donde la opera
ión × denota el produ
to 
ruz entre dos ve
tores de R3.Hemos visto que los ve
tores T y N son ortogonales entre sí, pero pueden variar a medidaque nos movemos por la 
urva. En 
onse
uen
ia el ve
tor B variara también en general.
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B

N

T

T

N

B

Figura A.5: ve
tores tangente, normal y binormal.Notemos que
dB

ds
=
dT

ds
×N + T × dN

ds
= κN ×N + T × dN

ds
= T × dN

ds
,obteniendo así que dB

ds
es ortogonal a T . De otra parte, sabemos que

B · dB
ds

=
d

ds

(
1

2
‖B‖2

)
= 0,lo 
ual impli
a que dB

ds
es también ortogonal a B, 
on
luyendo �nalmente que dB

ds
es propor
ionala N . Esto nos permite ha
er la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión A.2.6. De�nimos la torsión aso
iada a la 
urva 
omo la siguiente magnitud

τ(s) = −N(s) · dB
ds

(s).La torsión se puede interpretar 
omo la tasa a la 
ual el ve
tor binormal �persigue� al ve
tornormal. Notemos que no es ne
esario trabajar 
on la parametriza
ión en longitud de ar
o yaque se tiene:
τ(t) = −N(t) ·

(
dB

dt
(t)/

ds

dt
(t)

)
. (A.12)Ejemplo A.2.7. Consideremos la héli
e ~r(t) = aρ̂(t) + ht

2π
k̂donde ρ̂(t) = (cos t, sen t, 0), θ̂(t) = (− sen t, cos t, 0) y k̂ = (0, 0, 1) denotan los ve
tores unitariosde las 
oordenadas 
ilíndri
as. Notemos que dρ̂

dt
(t) = θ̂(t) y dθ̂

dt
(t) = −ρ̂(t). Se tiene que

T (t) = (aθ̂(t) + hk̂)/
√
a2 + h2, N(t) = −ρ̂(t),

B(t) = (ak̂ − hθ̂(t))/
√
a2 + h2,

dB

dt
(t) =

h√
a2 + h2

ρ̂(t),

τ(t) = h/(a2 + h2), k(t) = a/(a2 + h2).A.2.4. Fórmulas de FrenetConsiderando las de�ni
iones dadas en esta se

ión, las siguientes rela
iones se satisfa
en:
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h

h

T
N

(i) dT
ds

= κN ,(ii) dN
ds

= −κT + τB,(iii) dB
ds

= −τN ,donde todas las fun
iones impli
adas están evaluadas en s, el 
amino re
orrido.Las rela
iones (I) y (III) son 
onse
uen
ias dire
tas de las de�ni
iones estable
idas. Probemosla rela
ión (II): dado que N = B × T se obtiene
dN

ds
=
dB

ds
× T +B × dT

ds
= −τN × T +B × (kN) = τB − κT.Notemos que en la segunda igualdad se utilizaron las rela
iones (I) y (III).Veamos 
iertas apli
a
iones de las fórmulas de Frenet.Proposi
ión A.2.8. Las siguientes propiedades son 
iertas:1. Una 
urva 
on 
urvatura nula es una re
ta.2. Una 
urva sin torsión es una 
urva plana.Demostra
ión. 1) Si κ = 0, de la fórmula de Frenet (I) se tiene que dT

ds
= 0, es de
ir, que

T (s) = T0 
onstante para todo s. De esta manera se 
on
luye que
~r(s) = ~r(0) +

∫ s

0

T0ds = ~r(0) + sT0.2) Si τ = 0, de la fórmula de Frenet (III) se tiene que dB
ds

= 0, es de
ir, que B(s) = B0
onstante para todo s. Enton
es
d

ds
(B0 · ~r) = B0 ·

d~r

ds
= B · T = 0,



A.3. EJERCICIOS 303y luego B · ~r es siempre 
onstante (e igual a B0 · ~r(0)), esto quiere de
ir que la 
urva pertene
eal plano ortogonal a B0 y que pasa por ~r(0), el 
ual esta dado por
B0 · (~r(s) − ~r(0)) = 0.

�A.2.5. Planos de FrenetSea Γ ⊆ R3 una 
urva regular y 
onsideremos ~r : [a, b] → R3 su parametriza
ión en longitudde ar
o que supondremos dos ve
es diferen
iable. Consideremos T (s) y N(s) los ve
tores tan-gente y normal (unitarios) a ~r en el punto s. Los ve
tores T (s) y N(s) determinan un plano,llamado plano os
ulador de ~r en el punto s. Por de�ni
ión el ve
tor binormal B(s) es unitario(en efe
to si u y v son ve
tores enton
es ‖u× v‖ = ‖u‖2 ‖v‖2 − 〈u, v〉2) y es ortogonal al planoos
ulador por lo tanto un punto ~x ∈ R3 pertene
erá a este plano si satisfa
e la e
ua
ión:
(~x− ~r(s)) · B(s) = 0. (A.13)El plano de�nido por los ve
tores N(s) y B(s) se llama plano normal de ~r en s y por lotanto tiene por ve
tor normal a T (s). La e
ua
ión del plano normal esta dada por:
(~x− ~r(s)) · T (s) = 0. (A.14)Se llama plano re
ti�
ante de ~r en s al plano que pasa por ~r(s) y que es ortogonal al planoos
ulador y al plano normal y por lo tanto tiene 
omo ve
tor normal a N(s). Su e
ua
ión vienedada por:
(~x− ~r(s)) ·N(s) = 0. (A.15)A las re
tas que pasan por ~r(s) y tienen ve
tores paralelos T (s), N(s) y B(s) se les llama,respe
tivamente, re
ta tangente, re
ta normal y re
ta binormal de ~r en s. Es 
laro que lase
ua
iones paramétri
as de estas re
tas 
orresponden respe
tivamente a

~x = ~r(s) + tT (s), t ∈ R, (A.16)
~x = ~r(s) + tN(s), t ∈ R, (A.17)
~x = ~r(s) + tB(s), t ∈ R, (A.18)donde t ∈ R es un parámetro.A.3. Ejer
i
ios1. Parametrizar la 
urva plana 
uyos puntos satisfa
en lo siguiente : el produ
to de las distan-
ias a dos fo
os en la abs
isa (A, 0) y (−A, 0) es 
onstante e igual a B > 0. (Lemnis
ata)
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N(s)

B(s)

T(s)

Plano Rectificante

Plano Normal

Plano Osculador

Figura A.6: planos os
ulador, normal y re
ti�
ante.2. Sea Γ la 
urva des
rita por un punto P de una 
ir
unferen
ia de radio R0, la 
ual rueda sinresbalar sobre otra 
ir
unferen
ia de radio mayor R > R0. Parametri
e la 
urva resultantey determine la fun
ión de longitud de ar
o. Estudie la 
urvatura y la torsión donde tengasentido.3. Parametrizar la 
ir
unferen
ia que pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1).Indi
a
ión: Note que el ve
tor (1, 1, 1) es normal al plano que 
ontiene a la 
ir
unferen
ia.4. Cal
ular la masa del alambre que sigue la interse

ión de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 
onel plano x+ y + z = 0 y 
uya densidad de masa está dada por la fun
ión ρ(x, y, z) = x2.5. Dada una fun
ión 
ontinua y no nula g : [0, l0] → R, pruebe que existe una 
urva plana Γde longitud l0 tal que su 
urvatura está dada por |g|.Ind.: De�na θ(s) =

∫ s

0

g(τ)dτ, x(s) =

∫ s

0

cos θ(τ)dτ, y(s) =

∫ s

0

sin θ(τ)dτ y estudie ~r(s) =

x(s)̂ı+ y(s)̂.6. Sea Γ el grafo de una fun
ión diferen
iable f : [a, b] → R. Determine una fórmula para lalongitud de Γ. Suponiendo que f es dos ve
es diferen
iable, pruebe que la 
urvatura en elpunto (x, f(x)) viene dada por
k(x) =

|f ′′(x)|
[1 + f ′(x)2]3/2

.A.4. ProblemasProblema A.1. Considere la parametriza
ión ~r : [0, 2π] → R3 de�nida por
~r(t) = (cos3 t, sen3 t, 0). La 
urva ~r([0, 2π]) re
ibe el nombre de astroide.
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-1

1

(a) Cal
ule el ve
tor tangente, normal y binormal, la 
urvatura y la torsion a la 
urva en lospuntos donde tenga sentido. Justi�que brevemente en 
uales puntos estas no
iones estánbien de�nidas.(b) Cal
ule además la parametriza
ión en longitud de ar
o y el largo total de la 
urva.Problema A.2. 1 Una partí
ula se mueve sobre el manto del 
ilindro de e
ua
ión x2 + y2 = 1de forma tal que z = z(θ) es solu
ión de la e
ua
ión diferen
ial
d2z

dθ2
= z

z(0) = 1 ,
dz

dθ
(0) = 0,donde (r, θ, z) son las 
oordenadas 
ilíndri
as.(a) En
uentre una parametriza
ión de la 
urva γ des
rita por la partí
ula (use a θ 
omoparámetro).(b) Cal
ule la longitud de ar
o para θ ∈ [0, 2π].(
) Cal
ule el ve
tor tangente, el normal y el binormal aso
iado a γ, así 
omo su 
urvatura ysu torsión.Problema A.3. 2 Considere una 
urva Γ ⊂ R3 
on la siguiente propiedad : existe un punto ~P0por el 
ual pasan todas las re
tas normales a Γ (note que todo ar
o de 
ir
unferen
ia satisfa
eesta propiedad). Sea ~r(s) : [0, ℓ(Γ)] → R3 una parametriza
ión de Γ en longitud de ar
o.(a) Justi�que la existen
ia de una fun
ión es
alar ϕ : [0, ℓ(Γ)] → R tal que

~P0 = ~r(s) + ϕ(s) ~N(s)donde ~N(s) denota el ve
tor normal.1Control 1. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti2Control 1. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti



306 APÉNDICE A. CURVAS EN R3(b) Demuestre que se 
umplen las siguientes igualdades
1 − k(s)ϕ(s) = 0

ϕ′(s) = 0

τ(s)ϕ(s) = 0,donde k(s), τ(s) son la 
urvatura y la torsión de Γ, respe
tivamente.(
) Con
luya que Γ es una 
urva plana.(d) Demuestre �nalmente que Γ es un ar
o de 
ir
unferen
ia.Problema A.4. 3 Considere la 
urva Γ que se forma al interse
tar las super�
ies
x2 + y2 = 4

x2 + z2 = 4 + y2(solo tomar en 
uenta la parte de la 
urva 
on z ≥ 0).(a) En
uentre una parametriza
ión de Γ (sugeren
ia: use 
oordenadas 
ilíndri
as).(b) Cal
ule el 
entro de masa suponiendo densidad de masa ρ(x, y, z) = xy. Puede usarargumentos de simetría.Problema A.5. 4 Considere la 
urva Γ parametrizada (en 
oordenadas 
ilíndri
as) por
~r(θ) = e|θ|ρ̂+ 2k̂, θ ∈ [−π, π](a) Bosqueje la 
urva.(b) Cal
ule la 
urvatura y la torsión (distinga los 
asos θ > 0 y θ < 0. ¾Qué o
urre en θ = 0?).(
) Cal
ule el 
entro de masa de Γ suponiendo una densidad 
onstante ρ0.Problema A.6. 5 Sea Γ una 
urva simple regular y ~r0 : [0, L(Γ)] → R3 su parametriza
iónen longitud de ar
o. Suponga que k(s) 6= 0 y 
onsidere la 
urva de�nida por los 
entros de
urvatura, llamada evoluta de Γ, 
uya parametriza
ión viene dada por

~c(s) = ~r0(s) + 1/k(s)N̂(s)(a) Demuestre que las re
tas tangentes a ambas 
urvas (en ~r0(s) y ~c(s) respe
tivamente) sonperpendi
ulares.3Control 1. Primavera 1997. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Roberto Cominetti4Control 1. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas.5Control 1. Primavera 2000. Matemáti
as Apli
adas.



A.4. PROBLEMAS 307(b) Pruebe que si la 
urva Γ es plana, enton
es la re
ta tangente a la evoluta en el punto ~c(s)interse
ta a la 
urva Γ en el punto ~r0(s).(
) Probar que la evoluta de una héli
e es una héli
e. Para ello basta veri�
ar que la 
urvaturay la torsión son 
onstantes.Problema A.7. 6 Sean t̂, n̂, b̂ los ve
tores tangente, normal y binormal a una 
urva regular
C. Se de�ne el ve
tor de Darboux 
omo ~w = τ t̂ + kb̂ donde k y τ representan la 
urvatura ytorsión de la 
urva. Probar que 
ada uno de los ve
tores t̂, n̂, b̂ satisfa
e la e
ua
ión

dû

ds
= ~w × û.Problema A.8. 7 Sea ~σ : [a, b] → R3 la parametriza
ión de una 
urva regular Γ ⊂ R3. Denote-mos por T (t), N(t) y B(t) los ve
tores tangente, normal y binormal respe
tivamente. Sea κ(t)la 
urvatura y τ(t) la torsión. Suponga que κ(t) 6= 0 y τ(t) 6= 0 para todo t. Se di
e que Γ es una
urva de Bertrand si existe otra 
urva regular, llamada par de Bertrand de Γ, parametrizadasegún t y tal que para 
ada valor de t las re
tas normales a ambas 
urvas son iguales.(a) Pruebe que si Γ es una 
urva de Bertrand enton
es existe una fun
ión α : [a, b] → R talque la parametriza
ión de su par de Bertrand satisfa
e ~r(t) = ~σ(t) + α(t)N(t). Más aún,muestre que ne
esariamente α es 
onstante, i.e. α(t) ≡ α0 para algún α0 ∈ R.(
) Pruebe que si existen dos 
onstantes no nulas A y B tales que Aκ(t) + Bτ(t) = 1 paratodo t, enton
es Γ es una 
urva de Bertrand. Indi
a
ión: 
onsidere ~r(t) = ~σ(t) + AN(t).(
) Usando (ii), veri�que que dados a > 0 y b > 0 la héli
e ~σ(t) = (a cos(2πt), a sin(2πt), bt),

t ∈ [0, 1], es una 
urva de Bertrand y 
ara
teri
e sus pares de Bertrand.Problema A.9. 8 Sea Γ ⊂ R2 la 
urva parametrizada por ~r : [0, π] → R2 
on ~r(t) = sin t̂i +
[cos t+ ln tan(t/2)]̂j.(a) Cal
ule ~̇r(t) y muestre que ~r(t) es regular salvo en t = π/2.(a) Dado t0 ∈ [0, π/2[, en
uentre la e
ua
ión de la re
ta tangente a Γ en el punto ~r(t0). Sea

P0 = (0, y0) el punto de interse

ión de esta re
ta tangente 
on el eje OY . Pruebe que lalongitud del segmento de la tangente entre ~r(t0) y P0 es igual a 1.Problema A.10. 9 Sea ~σ : [0, L] → R3 la parametriza
ión en longitud de ar
o de una 
urvasimple y regular Γ ⊂ R3. Suponga que ∀s ∈ [0, L], τ(s) 6= 0 y κ′(s) 6= 0, donde τ(s) es la torsióny κ′(s) es la derivada 
on respe
to a s de la 
urvatura κ(s) en el punto ~σ(s).6Control 1. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas.7Control 1. Primavera 2002. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez8Control 1. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez9Control 1. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



308 APÉNDICE A. CURVAS EN R3(a) Pruebe que si Γ pertene
e a una esfera (i.e. existen a > 0 y ~p0 ∈ R3 tales que ‖~σ(s)−~p0‖ =
a) enton
es

R(s)2 + (R′(s)/τ(s))2 ≡ 
onstante, (A.19)donde R(s) es el radio de 
urvatura en el punto ~σ(s).(b) Demuestre la re
ípro
a: si ~σ(s) satisfa
e (A.19) enton
es Γ pertene
e a una esfera. Ind.:pruebe que si se tiene (A.19) enton
es la fun
ión ~p(s) := ~σ(s)+R(s)N(s)+R′(s)/τ(s)B(s)es 
onstante (
on T (s), N(s) y B(s) los ve
tores tangente, normal y binormal respe
tiva-mente).Problema A.11. 101. Dados a, b, c > 0 tales que c2 = a2 + b2, sea C ⊂ R3 la 
urva parametrizada por ~r :
[0, 2πc] → R3 
on

~r(s) = a cos( s
c
)̂i+ a sin( s

c
)ĵ + b( s

c
)k̂.(a) Muestre que el parámetro s es la longitud de ar
o sobre C. Cal
ule el triedro de Frenet:ve
tores tangente, normal y binormal a la 
urva. Pruebe que las re
tas tangentes a

C forman un ángulo 
onstante 
on el ve
tor unitario k̂.(b) Pruebe que las re
tas normales prin
ipales (i.e. aquellas que pasan por ~r(s) y tienen
omo dire

ión al ve
tor normal N(s)) 
ortan el eje z en un ángulo 
onstante iguala π/2. Cal
ule la 
urvatura κ = κ(s) y la torsión τ = τ(s) de C, y veri�que que
κ/τ = a/b.Indi
a
ión: Puede utilizar la siguiente fórmula válida para la parametriza
ión enlongitud de ar
o: τ(s) = 1

κ(s)2
[~r ′(s) × ~r ′′(s)] · ~r ′′′(s).2. Sea ~σ : [0, L] → R3 la parametriza
ión en longitud de ar
o de una 
urva simple y regular

Γ ⊂ R3. Suponga que ∀s ∈ [0, L], κ(s) 6= 0 y τ(s) 6= 0. Diremos que Γ es una héli
esi existe una dire

ión �ja d̂0 tal que todas las re
tas tangentes a Γ forman un ángulo
onstante 
on d̂0. De esta forma, la 
urva C de la parte (1) es un 
aso parti
ular de unahéli
e 
on d̂0 = k̂.(a) Pruebe que Γ es una héli
e si y sólo si las re
tas normales prin
ipales son paralelasa un plano �jo.(b) Pruebe que Γ es una héli
e si y sólo si κ/τ ≡ cte.Problema A.12. 11Sea ~σ : [0, L(Γ)] → R3 una parametriza
ión en longitud de ar
o de una 
urva simple yregular Γ. En lo que sigue T,N,B denotan el triedro de Frenet y κ, τ la 
urvatura y la torsiónrespe
tivamente. Sea S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} la esfera unitaria y suponga que ~σveri�
a:
∀s ∈ [0, L(Γ)], ~σ(s) ∈ S y N(s) 
oin
ide 
on el ve
tor normal interior de S (A.20)10Control 1. Primavera 2006. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez11Control 1. Primavera 2007. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



A.5. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 309(a) Muestre que N(s) = −~σ(s) para todo s ∈ [0, L(Γ)], y utilizando las fórmulas de Frenetpruebe que κ = 1 y τ = 0. Dedu
ir que Γ es una 
urva plana.(b) Suponiendo adi
ionalmente que ~σ(0) = (0, 1, 0) y ~σ′(0) = (0, 0, 1) dar una fórmula ex-plí
ita para ~σ(s).(
) ¾ Qué su
ede si en (A.20) se reemplaza �normal interior� por normal exterior?A.5. Resolu
ión de ProblemasSolu
ión Problema A.1El ve
tor tangente viene dado por:
T (θ) =

{
(− cos θ, sen θ, 0) 0 < θ < π

2
∨ π < θ < 3π

2

(cos θ,− sen θ, 0) π
2
< θ < π ∨ 3π

2
< θ < 2π.Notemos que este ve
tor no esta de�nido en 0, π

2
, π, 3π

2
, 2π. En efe
to,

ĺım
h→0+

~r(0 + h) − ~r(0)

h
= (−1, 0, 0)

ĺım
h→0−

~r(2π + h) − ~r(π)

h
= (1, 0, 0),enton
es ~r no es diferen
iable en 0 y 2π. Además,

ĺım
h→0+

~r(π
2

+ h) − ~r(π
2
)

h
= (0, 1, 0)

ĺım
h→0−

~r(π
2

+ h) − ~r(π
2
)

h
= (0,−1, 0),lo 
ual impli
a que ~r no es diferen
iable en π

2
. Así también

ĺım
h→0+

~r(π + h) − ~r(π)

h
= (1, 0, 0)

ĺım
h→0−

~r(π + h) − ~r(π)

h
= (−1, 0, 0)impli
a que ~r no es diferen
iable en π. Finalmente,

ĺım
h→0+

~r(3π
2

+ h) − ~r(3π
2

)

h
= (0,−1, 0)

ĺım
h→0−

~r(3π
2

+ h) − ~r(3π
2

)

h
= (0, 1, 0)impli
a que ~r no es diferen
iable en 3π

2
.
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tor normal está dado por:
N(θ) =

{
(sen θ, cos θ, 0) 0 < θ < π

2
∨ π < θ < 3π

2

(− sen θ,− cos θ, 0) π
2
< θ < π ∨ 3π

2
< θ < 2π.El ve
tor binormal es determinado 
omo sigue:Para 0 < θ < π

2
∨ π < θ < 3π

2
,

B(θ) = T ×N =

∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
− cos θ sen θ 0
sen θ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0,−1).Y para π

2
< θ < π ∨ 3π

2
< θ < 2π:

B(θ) = T ×N =

∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
cos θ − sen θ 0

− sen θ − cos θ 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0,−1).La 
urvatura de esta �gura viene dada por:Para 0 < θ < π

2
∨ π < θ < 3π

2
y π

2
< θ < π ∨ 3π

2
< θ < 2π:

k(θ) =

∥∥∥∥
dT

dθ

∥∥∥∥ /
∥∥∥∥
d~r

dθ

∥∥∥∥ = 1.La torsión se 
al
ula para 0 < θ < π
2
∨ π < θ < 3π

2

omo:

k(θ) =
dB
dθ

·N(θ)

‖| d~r
dθ
‖| = 0 ·N(θ) = 0.Finalmente, la parametriza
ión en longitud de ar
o es la siguiente

s(t) =

∫ t

0

‖|d~r
dθ

‖|dθ =
3

2

∫ t

0

sen 2θdθ =
3

4
(1 − cos(2t)),lo 
ual impli
a que t(s) = 1

2
arc cos(1 − 4s

3
). Obteniendo

~r(t(s)) = (cos3(
1

2
arc cos(1 − 4s

3
)), sen3(

1

2
arc cos(1 − 4s

3
)), 0).Por lo tanto, el largo de la 
urva es l(Γ) = 6.



Apéndi
e BArea e integral de super�
ie
El área de un paralelógramo de�nido por los ve
tores ~a y ~b está dada por ‖~a×~b‖, lo 
ual sedesprende de la siguiente �gura:

A

~a

~b

θ

En resumen
A = ‖~a‖ · ‖~b‖ · | sen θ| = ‖~a×~b‖ (B.1)Luego, para aproximar el área de una super�
ie pro
edemos a subdividir en pequeñas 
eldas
omo se indi
a en la siguiente �gura:

u

v
D

x

y

z

S
~r(·, ·)

Ampliamos la región ennegre
ida: 311
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∆v

∆u
vj

ui

~r(·, ·)

b

~r(ui, vj)

≃ ∂~r
∂u

∆u

≃ ∂~r
∂v

∆v

~r(ui, vj) + ∂~r
∂u

∆u

De esta manera, podemos estimar el area (∆A)ij de la región ennegre
ida 
omo sigue
(∆A)ij ≃

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(ui, vj)∆u×

∂~r

∂v
(ui, vj)∆v

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥∆u∆v.Sumando se tiene
A(S) =

∑

i,j

(∆A)ij ≃
∑

i,j

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥∆u∆v.Pasando al límite, se demuestra que la suma 
onverge a la integral doble
∫∫

D

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥dudv,lo 
ual motiva las siguientes de�ni
iones.De�ni
ión B.0.1. Sea S una super�
ie simple y regular, y ~r : D ⊆ R2 → R3 una parametriza
iónregular de ésta. De�nimos el área de S mediante:
A(S) =

∫∫

D

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥dudv.De�ni
ión B.0.2. Sea S una super�
ie simple y regular, y ~r : D ⊆ R2 → R3 una parametriza
iónregular de ésta. Si ρ : Ω ⊆ R3 → R es una fun
ión es
alar 
ontinua de�nida en un abierto Ωque 
ontiene a S, de�nimos la integral de super�
ie de ρ sobre S mediante:
∫∫

S

ρdA =

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv.Notemos que los 
on
eptos antes de�nidos no dependen de la parametriza
ión regular elegida,es de
ir, si ~r1 = ~r ◦ θ es una reparametriza
ión de la super�
ie S, donde θ : D1 ⊆ R2 → D esun difeomor�smo (θ y θ−1 de 
lase C1), enton
es
∫∫

D1

ρ(~r1(s, t))

∥∥∥∥
∂~r1
∂s

(s, t) × ∂~r1
∂t

(s, t)

∥∥∥∥ dsdt =

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv,
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on lo 
ual la integral ∫∫
D

ρdA no 
ambia bajo reparametriza
ión. La demostra
ión es una simpleapli
a
ión del teorema de 
ambio de variables para integrales dobles. En efe
to, sabemos de laregla de la 
adena que las siguientes igualdades son satisfe
has:
∂~r1
∂s

=
∂~r

∂u

∂θu

∂s
+
∂~r

∂v

∂θv

∂s
;

∂~r1
∂t

=
∂~r

∂u

∂θu

∂t
+
∂~r

∂v

∂θv

∂t
.Por lo que se tiene

∂~r1
∂s

× ∂~r1
∂t

=
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

(
∂θu

∂s

∂θv

∂t
− ∂θv

∂s

∂θu

∂t

)
.Finalmente, apli
ando el teorema de 
ambio de variables se dedu
e

∫∫

D1

ρ(~r1(s, t))

∥∥∥∥
∂~r1
∂s

× ∂~r1
∂t

∥∥∥∥ dsdt =

∫∫

D1

ρ(~r(θ(s, t)))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥
∣∣∣∣
∂θu

∂s

∂θv

∂t
− ∂θv

∂s

∂θu

∂t

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

|det Jθ|

dsdt,

=

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥ dudv.Observa
ión B.0.3. Es importante que la parametriza
ión ~r(·) usada para 
al
ular ∫∫
S

ρdAsea simple y regular 
on el �n de evitar el sumar dos ve
es la misma región. El análogo en
urvas es que la parametriza
ión no debe devolverse y pasar dos ve
es por el mismo segmentode la 
urva.Notemos que si ρ representa densidad super�
ial de masa o 
arga elé
tri
a, la integral ∫∫
S

ρdArepresenta la masa total o la 
arga elé
tri
a total 
ontenida en la super�
ie S, respe
tivamente.La no
ión de 
entro de masa se extiende enton
es naturalmente al 
aso de super�
ies de lasiguiente manera:
xG =

1

M

∫∫

S

xρ dA; yG =
1

M

∫∫

S

yρ dA; zG =
1

M

∫∫

S

zρ dA, (B.2)donde M =
∫∫
S

ρ dA y dA =
∥∥ ∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥ dudv. Podemos resumir lo anterior 
on la siguientenota
ión ve
torial
~rG =

1

M

∫∫

S

~rρ dA, 
on ~r = (x, y, z). (B.3)En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferen
ial de masa está dado por dm = ρ dA.Observa
ión B.0.4. Las de�ni
iones estable
idas en esta se

ión pueden extenderse trivial-mente al 
aso de una super�
ie S regular por trozos.Ejemplo B.0.5. Cal
ulemos el area la super�
ie de una esfera
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x

y

z

R


uya parametriza
ión sabemos que esta dada por
~r(θ, ϕ) = R(cos θ senϕ, sen θ senϕ, cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π].Apli
ando las fórmulas de�nidas en esta se

ión se obtiene
A(S) =

∫ π

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂θ
× ∂~r

∂ϕ

∥∥∥∥ dθdϕ =

∫ π

0

∫ 2π

0

∥∥∥R senϕ θ̂ ×Rϕ̂
∥∥∥ dθdϕ

=

∫ π

0

∫ 2π

0

R2| senϕ| dθdϕ = 4πR2.Ejemplo B.0.6. El area de la super�
ie del 
ono, que se ve en la siguiente �gura
h

a

y

x

z

y 
uya parametriza
ión es
~r(ρ, θ) =

(
ρ cos θ, ρ sen θ,

ρh

a

)
, ρ ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π),viene dada por

A(S) =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂ρ
× ∂~r

∂θ

∥∥∥∥ dθdρ =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
(
ρ̂+

h

a
k̂

)
× ρθ̂

∥∥∥∥ dθdρ

=

∫ a

0

∫ 2π

0

ρ

∥∥∥∥k̂ −
h

a
ρ̂

∥∥∥∥ dθdρ =

√
1 +

(
h

a

)2

· 2π
∫ a

0

ρdρ = πa
√
a2 + h2.



315Ejemplo B.0.7. Cal
ulemos �nalmente el area de la super�
ie de un Toro de radios (R, a),donde a < R.
a RRe
ordemos que la parametriza
ión del Toro viene dada por

~r(θ, ϕ) = ((R + a senϕ) cos θ, (R + a senϕ) sen θ, a cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, 2π).Luego, el area queda determinada 
omo sigue
A(S) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂θ
× ∂~r

∂ϕ

∥∥∥∥ dϕdθ =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∥∥∥(R + a senϕ)θ̂ × aϕ̂
∥∥∥ dϕdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

a|R + a senϕ|dϕdθ =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

a(R + a senϕ)dϕdθ = 4π2aR.Ejemplo B.0.8. Cal
ulemos el área del Heli
oide

Figura B.1: heli
oide de radio 1 y altura 1Para esto parametrizamos en 
ilíndri
as ~r(ρ, θ) = (r cos θ, r sen θ, hθ
2π

). De esta forma se ob-tiene:
A(S) =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂r
× ∂~r

∂θ

∥∥∥∥ dθdr =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥r̂ ×
(
rθ̂ +

h

2π
k̂

)∥∥∥∥ dθdr

=

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥rk̂ −
h

2π
θ̂

∥∥∥∥ dθdr =

∫ a

0

∫ 2π

0

√
r2 +

(
h

2π

)2

dθdr

= h

∫ a

0

√
1 +

(
2πr

h

)2

dr =
h2

2π

∫ 2πa
h

0

√
1 + u2du

=
h2

2π
· 1

2

[
u
√

1 + u2 + ln
(
u+

√
u2 + 1

)] ∣∣ 2πa
h

0

=
h2

4π


2πa

h

√
1 +

(
2πa

h

)2

+ ln


2πa

h
+

√
1 +

(
2πa

h

)2



 .



316 APÉNDICE B. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIEPor ejemplo, para a = 1 y h = 2π se tiene que
A(S) = π[

√
2 + ln(1 +

√
2)].Finalmente, la masa del heli
oide anterior 
uando la densidad es ρ(x, y, z) =

√
1 + x2 + y2,y h = 2π viene dada por

m =

∫ a

0

∫ 2π

0

√
1 + r2 ·

√
1 + r2dθdr = 2π

∫ a

0

(1 + r2)dr = 2π

(
a+

a3

3

)
.B.1. Ejer
i
ios1. Cal
ule el área de la interse

ión entre x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2 donde a es una
onstante.2. Considere el paraboloide de e
ua
ión x2 + y2 + z = 4R2 
on R > 0 y el 
ilindro x2 + y2 =

2Ry. Cal
ule el área de la super�
ie de�nida por la por
ión del 
ilindro que queda fueradel paraboloide.3. Cal
ular la masa de una super�
ie esféri
a S de radioR tal que en 
ada punto (x, y, z) ∈ S,la densidad de masa es igual a la distan
ia de (x, y, z) a un punto �jo (x0, y0, z0).4. Sea S el grafo de la fun
ión f : [a, b]× [c, d] → R. Cal
ular el ve
tor normal y probar que:
A(S) =

∫ b

a

∫ d

c

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.5. Sea f : R → R una fun
ión de 
lase C1 tal que f ′(v) 6= 0 para todo v ∈ R. Considerela super�
ie parametrizada por ~r(u, v) = ûi+ f(v)ĵ + f(v)2k̂. Determine la e
ua
ión delplano tangente a la super�
ie en el punto ~r(u0, v0). Pruebe que este plano 
ontiene al eje
OX si y sólo si f(v0) = 0.6. Determine la masa total del 
asquete esféri
o x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0, suponiendodensidad super�
ial de masa σ(x, y, z) = x2 + y2.7. Considere la por
ión Σ de la super�
ie 
ilíndri
a x2 + y2 = R2 que se en
uentra entrelos planos z = 0 y z = R − x. Bosqueje Σ y 
al
ule el 
entro de masa de Σ suponiendodensidad super�
ial de masa 
onstante igual a ρ0.8. Cal
ule el 
entro de masa de la super�
ie de�nida por z = x2 + y2, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2, 
ondensidad super�
ial de masa ρ(x, y, z) =

√
1 + 4x2 + 4y2.9. Determine el área de la super�
ie parametrizada por ~ϕ(u, v) = (u2, uv, v2/2) donde 0 ≤

u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 3.



B.2. PROBLEMAS 317B.2. ProblemasProblema B.1. (Trompeta de Torri
elli) Se de�ne la Trompeta de Torri
elli 
omo la revolu
iónen torno al eje OX de la fun
ión f(x) = 1
x
, 
onsiderando x ∈ [1,∞) (Resultando algo así 
omolas trompetas que llevan los hin
has al estadio).(i) Parametri
e esta super�
ie.(ii) Cal
ule el área de la Trompeta.(iii) Cal
ule el volumen. ¾Qué puede de
ir sobre los dos valores 
al
ulados?Problema B.2. Demuestre que las fórmulas
x

y

z

++
ba

A(Rf) =
b∫

a

2π
√

1 + f ′(x)2f(x)dx

y
x

y

z

A(Sf) =
∫ b

a
2πx

√
1 + f ′(x)2dx

usadas para las áreas de revolu
ión de una fun
ión f : [a, b] −→ R en torno al eje x e yrespe
tivamente, son 
onsistentes 
on la de�ni
ión de área 
onsiderada aquí.Problema B.3. Cal
ule el área de la interse

ión entre x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2.Problema B.4. 1 Sea S ⊂ R3 la super�
ie 
ara
terizada por x2 +y2−2z = 0, x2 +y2−4y ≤ 0.1Control 1. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez



318 APÉNDICE B. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIE(a) En
uentre una parametriza
ión regular de S y obtenga un 
ampo de normales a S. Bosque-je S en un grá�
o.(b) Cal
ule la masa y determine el 
entro de masa de S, asumiendo una densidad super�
ialde masa dada por f(x, y, z) = 1/
√

1 + 2z.Problema B.5. 2 Al 
al
ular el área de una super�
ie 
urva normalmente apare
en númerosirra
ionales, 
omo π. El siguiente ejemplo muestra que no siempre ésto es así.(a) Determinar el área de la super�
ie de la esfera x2 + y2 + z2 = a2 in
luida dentro del
ilindro x2 + y2 = ay (explote la simetría y use 
oordenadas 
ilíndri
as).(b) Deduz
a que el valor del área de la semi-esfera x2 + y2 + z2 = a2 
on y ≥ 0 que no estáin
luida dentro del 
ilindro es un 
uadrado perfe
to.Problema B.6. 3 Sea C una 
urva simple regular y ~r0 : [0, L(C)] → R3 su parametriza
ión enlongitud de ar
o. Considere la super�
ie Σ parametrizada por
~r : [0, L(C)] × [0, 2π] → R3

(s, θ) 7→ ~r(s, θ) := ~r0(s) + a cos(θ)N̂(s) + a sin(θ)B̂(s)donde N̂(s) y B̂(s) representan los ve
tores normal y binormal a la 
urva C en el punto ~r0(s),y a ≥ 0 es una 
onstante tal que a ≤ 1/k(s) para todo s ∈ [0, L(C)].(a) Bosqueje la super�
ie Σ.(b) Cal
ule la normal n̂ = n̂(s, θ) a la super�
ie.(
) Demuestre que el área de Σ es A(Σ) = 2πaL(C).Problema B.7. 4 Considere la super�
ie S ⊂ R3 de�nida por las e
ua
iones
x2 + y2 + z2 = a2

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0(a) Determine el 
entro de masa de S suponiendo que la densidad de masa es 
onstante eigual a σ0 [kg/m2].(b) El momento de iner
ia de una super�
ie Σ ⊂ R3 respe
to de una re
ta L se de�ne 
omo
I =

∫∫

Σ

dL(x, y, z)2σ(x, y, z)dA2Control 1. Primavera 1999. Matemáti
as Apli
adas. Prof: Felipe Álvarez3Control 1. Primavera 2000. Matemáti
as Apli
adas.4Control 1. Primavera 2000. Matemáti
as Apli
adas.



B.3. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 319donde σ(·) es la densidad super�
ial de masa y dL(x, y, x) es la distan
ia del punto
(x, y, z) ∈ Σ a la re
ta L. Determine el momento de iner
ia Iz para la super�
ie S dela parte (a) respe
to del eje z. ¾Qué puede de
ir de Ix e Iy?Problema B.8. 5 Considere el paraboloide P ⊂ R3 de e
ua
ión z = 1 + ρ2, ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π](en 
oordenadas 
ilíndri
as).(a) Bosqueje la super�
ie P(b) Considere la se

ión S de P que queda dentro del 
ilindro (x − 1)2 + y2 ≤ 1. En
uentreuna parametriza
ión para S indi
ando su dominio de de�ni
ión.(
) Cal
ule el ve
tor normal unitario a S y el elemento de super�
ie.(d) Cal
ule la masa de S suponiendo densidad super�
ial de masa f(ρ, θ, z) = 1/

√
1 + 4ρ2.Problema B.9. 6 Considere el 
asquete elipsoidal S dado por (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 = 1(a, b, c > 0).(a) Pruebe que el plano tangente a S en el punto (x0, y0, z0) ∈ S está dado por xx0

a2 + yy0

b2
+ zz0

c2
=

1.(b) Pruebe que la re
ta que pasa por el origen (0, 0, 0) y que es perpendi
ular al plano de laparte (a.1) está dada por xa2

x0
= yb2

y0
= zc2

z0
.(
) Veri�que que las proye

iones ortogonales del origen sobre los planos tangentes a S sat-isfa
en la e
ua
ión a2x2 + b2y2 + c2z2 = (x2 + y2 + z2)2.B.3. Resolu
ión de ProblemasSolu
ión Problema B.2Para el eje x: Si �inter
ambiamos� mentalmente el eje x 
on el eje z y utilizamos 
oordenadas
ilíndri
as, podemos es
ribir la super�
ie de revolu
ión de f en torno a x (ahora z) 
omo:

−→
S (z, θ) = f(z)ρ̂+ zk̂, (z, θ) ∈ [a, b] × [0, 2π]Re
ordamos la de�ni
ión de área

A(S) =

∫∫

S

∥∥∥∥
∂−→σ
∂u

× ∂−→σ
∂v

∥∥∥∥ dudv.5Control 1. Primavera 2001. Matemáti
as Apli
adas.6Control 1. Primavera 2003. Matemáti
as Apli
adas. Profesor: Felipe Álvarez



320 APÉNDICE B. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIEAsí, 
al
ulamos lo siguiente:
∂
−→
S

∂θ
= f(z)θ̂,

∂
−→
S

∂z
= f

′
(z)ρ̂+ k̂.Luego

∂
−→
S

∂θ
× ∂

−→
S

∂z
= f

′
(z)f(z)θ̂ × ρ̂+ f(z)θ̂ × k̂ = f(z)[f

′
(z)k̂ + ρ̂].Con
luyendo que

∫ b

a

∫ 2π

0

∥∥∥∥∥
∂
−→
S

∂θ
× ∂

−→
S

∂z

∥∥∥∥∥ ∂θ∂z =

∫ b

a

2πf(z)
√

1 + f ′(z)2dzy 
omo 
onsideramos inter
ambiamos los roles de x 
on z, re
uperamos la fórmula deseada.Para el eje y: Ahora inter
ambiemos y 
on z, de este modo, la parametriza
ión es:
−→
S (x, θ) = xρ̂+ f(x)k̂, (x, θ) ∈ [a, b] × [0, 2π].Igual que antes:

∂
−→
S

∂x
= ρ̂+ f

′
(x)k̂

∂
−→
S

∂θ
= xθ̂.Por lo tanto,

∂
−→
S

∂x
× ∂

−→
S

∂θ
= xk̂ + xf

′
(x)(−ρ̂),
uya norma es igual a |x|

√
1 + f ′(x)2, 
on
luyendo que

∫ b

a

∫ 2π

0

x
√

1 + f ′(x)2∂θ∂x =

∫ b

a

2πx
√

1 + f ′(x)2dx.Solu
ión Problema B.3Manipulando apropiadamente las e
ua
iones que de�nen la super�
ie a estudiar, se obtiene
x2 + y2 − x2 − z2 = 0 ⇒ (y + z)(y − z) = 0 ⇒ y = ±z,de este modo la parametriza
ión de la super�
ie está dada por

−→σ (θ, z) = aρ̂+ zk̂, (θ, z) ∈ [0, 2π] × [−a cos(θ), a cos(θ)].Observamos que el rango al que pertene
e z esta limitado por y, que vale a cos(θ), y 
omola super�
ie es simétri
a, podemos 
onsiderar z > 0 y 0 < θ < π
2
, para después multipli
ar elresultado obtenido por 8 (número de 
aras de la super�
ie). Así, dado que ∂−→σ

∂θ
= aθ̂ y ∂−→σ

∂z
= k̂,se obtiene

∂−→σ
∂θ

× ∂−→σ
∂z

= aρ̂
uya norma es igual a a. Por lo tanto,
∫ π

2

0

∫ a cos(θ)

0

aδzδθ = a

∫ π
2

0

a cos(θ)δθ = a2 sen(θ)|
π
2
0 = a2Dedu
imos enton
es que el valor del área requerida es 8a2.



Apéndi
e CDiferen
ial de volumenEl objetivo de esta se

ión es des
ribir el diferen
ial de volumen para un sistema de 
oorde-nadas 
urvilíneas ortogonal arbitrario. Para esto, 
onsideremos el paralelogramo de�nido pordos ve
tores ~a y ~b
A

~a

~b

θ

Es fá
il ver que el área A de este paralelogramo viene dada por
A = ‖~a‖ · ‖~b‖ sen θ = ‖~a×~b‖.En el 
aso de un paralelepípedo de�nido por tres ve
tores ~a, ~b y ~c tal 
omo lo muestra lasiguiente �gura

~a

~b

~c

− ~a×~b

‖~a×~b‖

h =
∣∣∣~c · (~a×~b)

‖~a×~b‖

∣∣∣

321



322 APÉNDICE C. DIFERENCIAL DE VOLUMENel volumen V viene dado por
V = base · altura =‖~a×~b‖

∣∣∣∣∣~c ·
(~a×~b)
‖~a×~b‖

∣∣∣∣∣ = |~c · (~a×~b)|.Notemos que ~c · (~a×~b) = det(~a,~b,~c).Si Ω ⊆ R3 es una región más 
ompli
ada, sabemos que
Vol(Ω) =

∫

Ω

1 dV =

∫∫∫

Ω

dxdydz,siempre que la integral exista. De
imos enton
es que el elemento de volumen en 
artesianasviene dado por dV = dxdydz.Supongamos ahora que hemos des
rito el 
onjunto Ω mediante un sistema de 
oordenadas
(u, v, w) → ~r(u, v, w) 
on D = ~r−1(Ω). La fórmula de 
ambio de variables para la integral deuna fun
ión integrable f : Ω ⊆ R3 → R viene dada por

∫

Ω

f =

∫

D

(f · ~r)|J~r| donde J~r es la matriz Ja
obiana de ~r . (C.1)Lo que apli
ado a nuestro 
aso impli
a
∫∫∫

Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫

D

f(~r(u, v, w))

∣∣∣∣det

(
∂~r

∂u
,
∂~r

∂v
,
∂~r

∂w

) ∣∣∣∣ dudvdw.Apli
ando lo anterior a la fun
ión 
onstante f ≡ 1 obtenemos que
Vol(Ω) =

∫∫∫

D

∣∣∣∣ det

(
∂~r

∂u
,
∂~r

∂v
,
∂~r

∂w

)∣∣∣∣dudvdw =

∫∫∫

D

∣∣∣∣
∂~r

∂w
·
(
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

)∣∣∣∣dudvdw.Con
luyendo que en este 
aso
dV =

∣∣ ∂~r
∂w

· (∂~r
∂u

× ∂~r

∂v
)
∣∣dudvdw, (C.2)el 
ual se interpreta 
omo el volumen in�nitesimal que 
orresponde al paralelepípedo de�nidopor lo lados ∂~r

∂u
du, ∂~r

∂v
dv, y ∂~r

∂w
dw.

dv
du

dw

~r

b

b

∂~r
∂w
dw

∂~r
∂v
dv

∂~r
∂u
du



323Cuando ~r(u, v, w) de�ne un sistema ortogonal, enton
es
∂~r

∂u
= huû

∂~r

∂v
= hvv̂

∂~r

∂w
= hwŵ,donde û, v̂, y ŵ son mutuamente ortogonales y unitarios. Es dire
to enton
es ver que

∣∣ ∂~r
∂w

· (∂~r
∂u

× ∂~r

∂v
)
∣∣ = huhvhw,y por lo tanto, se 
on
luye de (C.2) que en este 
aso se tiene

dV = huhvhw dudvdw. (C.3)En otras palabras, para 
al
ular el volumen de Ω se suma sobre todo (u, v, w) ∈ D el volumendel 
orrespondiente paralelepípedo re
tangular
̂

ı̂

k̂
v̂

ŵ

~u

hvdv

hudu

hwdw

~r(u, v, w)

Ejemplo C.0.1. Cal
ulemos el diferen
ial de volumen para el sistema de 
oordenadas 
ilíndri-
as y esféri
as: Coordenadas 
ilíndri
as: (ρ, θ, z).Tenemos que hρ = 1 , hθ = ρ , hz = 1, por lo tanto dV = ρdρdθdz.
ρ

dρ

ρdθ

z

θ

dz

dV = ρ dρ dθ dz

Coordenadas esféri
as (r, θ, ϕ).Tenemos que hr = 1 , hθ = r senϕ , hϕ = r, enton
es dV = r2 sen(ϕ)drdθdϕ.



324 APÉNDICE C. DIFERENCIAL DE VOLUMENFinalmente, apli
amos lo anterior a las 
oordenadas toroidales.Coordenadas Toroidales:Hemos visto que para el sistema de 
oordenadas toroidales:
b

b

R

r

x

y

z

ϕ
θ

la posi
ión de un punto viene dado por
~r(r, θ, ϕ) = ((R+r senϕ) cos θ), (R+r senϕ) sen θ, r cosϕ), r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, 2π).De este modo, el diferen
ial de volumen

dV = hrhθhϕdrdθdϕse 
al
ula 
omo sigue
dV = r(R + r senϕ)drdθdϕ. (C.4)

dr

θ

r senϕdθ

r dϕ
dV = r2 senϕdr dθ dϕ
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