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P1. Probaremos que todo elemento de P>(R) es combinacién lineal de pq,ps,ps. Sea p € Po(R),
esto es, p(r) = ag + a1 + azx®. Queremos mostrar que p(z) = Aip1 + Aapa + Azps con
A1, A2, A3 € R. En efecto, esto se cumple si y sélo si:

aop + a1z + asa® = A1+ xz) + Ao(dz) + A3(1 + 3z + 5x2)

& ag 4 a1z + aza® = A\ + Az + (4X2 + 3A3)z + (6A; + 5Az)a”

Igualando coeficiente a coeficiente:

ap = A1+ A3
S a; =4X 4+ 3)3
as = 61 + 53

Reescribiendo el sistema en su forma matricial:

1 0 1 A1 ag
0 4 3 )\2 = a1
6 0 5 A3 a
Pivoteando:
1 0 1]ag 1 0 1 ag A3 = 6ag — as
0 4 3|lag | — |0 4 3 ay & N = U36e0as)
6 0 5 as 0 0 -1 a2—6a0 )\120,2—50,0

Luego, tenemos que para cualquier polinomio p € P3(R) determinado por sus coeficientes
ag, a1, asz, p es combinacién lineal de p1, p2, p3 con los lambdas A1, Ao, A3 igual a los encontrados
en el sistema.

P2. En general, para analizar si un conjunto de vectores es l.i o l.d. tenemos que tomar una
combinacion lineal de dichos vetores igual a 0 y ver qué pasa con los escalares. Si se concluye
que necesariamente, todos deben ser nulos, el conjunto es l.i., en caso contrario, i.e. existe
un escalar no nulo, el conjunto es l.d., en cuyo caso, el vector asociado al escalar no nulo,
podré escribirse como combinacién lineal de los otros.

-3 4 -7 -3 4 -7 A1 0
(a) A1 1 + A 6 +A3 -5 =0= 1 6 -5 Ao = 0 =
0 -5 5 0O -5 5 A3 0
-3 4 =7 -3 4 -7 -3 4 -7
1 6 -5 — 0 22/3 722/3 — 0 22/3 722/3 = A3 queda
0 -5 5 0 -5 5 0 0 0
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libre, es decir, en particular puede tomar un valor no nulo. = el conjunto es l.d.

En general, cuando queremos verificar si un conjnto de vectores de R™ son l.i 0 no, basta
ponerlos como columnas en una matriz y pivotear, si al hacer esto, aparece un escalén
de largo mayor o igual a 2, el conjunto es l.d., en caso contrario, si todos los escalones
son de largo 1, el conjunto es l.i.. Esto se tiene gracias a que lo que uno resuelve es el
sistema lineal homogéneo para los escalares. Por otro lado, en este caso, se puede apre-
ciar la denependia lineal de los vetores facilmente, ya que la resta de los dos primeros
vectores es igual al tercer vector, por lo tanto dicho vector es 1.d. a los otros dos, por ser
combinacion lineal de ellos.

(b) /\1(1‘2—|—1)+/\2(l‘2—1)+/\3(l‘2+$+1) =0= ()\1—)\2+)\3)+()\3).’L‘+(/\1 +)\2+)\3)$2 =0

AM— A+ A3=0
= A3 =0
AM+A+A3=0

De aqui se concluye que: Ay = Ao = A3 = 0 luego, el conjunto es li.. En este caso,
recordemos que la combinacién lineal de polinomios, se iguala al polinomio 0 y no a 0
como numero, por esta razén se procede igualando coeficiente a coeficiente.

10 11 11 11 0 0
(C)M(o 0>+A2<0 0>+A3<1 o)+A4<1 1)_<0 0)
AM+X+A3+M=0
0 0 N A +A3+A=0
00 A3+ Ay =0

Ay =

N AMF+A+A3+M A+ A3+ N\
Az + M\ A4

De aqui se tiene que A\; = Ay = A3 = Ay = 0 por lo que el conjunto es l.i.

P3. (a) Como W, por definicién, es generado por el conjunto alli dado, basta extraer un conjunto
Li. de él, para obtener una base de W, si el conjunto completo fuera l.i. él mismo seria la
base (Recordemos que una base es un conjunto que genera y es 1.i.). Como ya vimos en
el problema anterior basta formar la matriz que tiene a los vectores del conjunto, para
analizar su dependencia lineal. En este caso:

1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 -1 3 0 -2 1 0 -2 1
1 1 2| lo o ol “|lo o o
1 -1 3 0 -2 1 0 0 0

Luego, tenemos un escalén de largo 2, es decir, hay un vector l.d. a los otros. Para reparar
esto, basta sacar uno de los dos vectores que nos genera dicho escalén. Asi, extrayedo el
tercer vector, nos quedamos con el conjunto:

—_ = = =
—_

que es base de W.
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(b) Para extender la base a una de R* basta agregar un vector que no sea combinacién lineal
de los anteriores y luego, hacer lo mismo pero con el cuidado de que no sea combinacién
lineal de los otros tres. Yo les recomiendo que miren el siguiente conjunto:

Wt ={z e Rvw € W, (w, z) = 0}

y encuentren una base de él. Los vectores de dicha base seran los que se tienen que
agregar a la base de W para obtener la base de R*.

1 0
0 1
e 0
0 -1

Respuesta:

P4. Tenemos que:

ZaY =U (1)
Z&R=W (2)
Z=UnNW (3)

Por demostrar que:
(Z+Y)aR=U+W

Para ello, debemos demostrar dos cosas:

() (Z+Y)+R=U+W
(i) (Z+Y)NR={0}

(i) Probaremos la igualdad de dichos conjuntos, a través de la doble innclusién.
Por (1) tenemos que Z +Y = U y por (2), R C W(En general, claramente se tiene que
siX+Y =2Z=XCZAY C Z y laimplicancia en el otro sentido es falsa). Por lo
tanto,
(Z+Y)+RCU+W

Ahora, sea v € U + W, luego v se escribe como v = v+ w con u € U,w € W. Por
(1), u =z2z4yconz € Z,y € Y. Por (2), w =2 4+r con 2/ € Z,r € R. Luego,
v=_(2+y)+ (z+7r)=((24+27") +y) + r. Ahora bien, como Z es s.e.v. es cerrado para
la suma, z 4+ 2’ € Z y asi v € (Z+Y) + R. Esto prueba la otra inclusién, es decir,

U+WC(Z+Y)+R

Y por lo tanto, U+ W = (Z+Y) + R.

(ii) Sea v € (Z+4Y)N R. Por demostrar que: v =0
Como v estd en la interseccién, en particular estd en Z + Y, luego, v = z + y con
z € Z,y €Y. Entonces, dadoquev € R,y = —z2+vcon —z € Z,v € R, luegoy € Z+ R,
pero Z+ R = W, entonces y € W. Por otrolado, Y CU,luegoy € U =y UNW = Z.
Asi,v=z+yconze Z,ye Z=v e Z=ve ZnN R(dado que v también estd en R).
Ahora, como Z @ R es suma directa, ZN R = {0} = v =0.
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P5. (a) En general, para probar que un conjunto dado es s.e.v. basta con tomar dos elementos del

(b)

conjunto y probar que la combinacién lineal entre ellos sigue perteneciendo al conjunto.
Veamos que en este caso se cumple, en efecto:

Sean pi (x), ps(x) € V, luego,

pi(z) = aia’, pa(z) = bz’
i=0 =0
Entonces,
A1p1(z) 4 Aapa(z) = A Z a; '+ Ao Z bz’ = Z()\lai + Aobi)z’ = Z cix'
=0 i=0 i=0 i=0
Donde,

ci = Aa; + A2b; = May—i + Aobp—j = cp—y
Por lo tanto,
Ap1 () + Aopa(x) € V

Para encontrar bases de s.e.v., siempre es recomendable darse un elemento cualquiera

del conjunto, aplicarle las restricciones a las que esta sujeto y factorizar sus pardametros
libres. En este caso:

Sea p(x) = ag+arz+...+anz™ € V. Dado que Vi € {0,...,m},a; = ay,—;, en realidad
el polinomio es de la forma:

p(@) =ao+ a1z + ...+ ap_12" " + apz™ + an_12" + ..+ apa™

n—1 m
p(z) = Z a;x" + apx™ + Z Ay i T
i=0 i=n+1

n—1 n—1
p(z) = E a; " + apx™ + E a;x" "
i=0 i=0
m

p(x) = g ai(z' + 2™ + apa”
i=0
Luego, vemos que cualquier polinomio en V' es combinacién lineal de:

B={1+z" 2+ mm g2 am2 ,a"}

Por lo tanto, ya sabemos que el candidato a base B genera a V. Ahora sélo basta probar
que es li.:

Sea
ML +2™) + do(z+m™ )+ 4+ Az™ =0
M A Xz 4. F Xz Nz 4 A" N2 =0
Tgualando coeficiente a coeficiente, se concluye que:
)\1 :AQZ...:AnJ,_l :O

Finalmente, dado que la cardinalidad de la base B de V es n + 1, se tiene que dimV =
n—+ 1.
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(c¢) Como ya hemos visto, para probar que un e.v. es suma directa, tenemos que probar
dos cosas: 1)que el e.v efectivamente sea la suma y 2)que la interseccién entre los s.e.v
sumandos sea {0}. Entonces, probemos primero que P,,(R) =V + P,_1(R).

Sea p(x) € P (R), se tiene que:

m n—1 n—1 m
p(z) = Z a;iz’ = Z(ai — Q)T+ Z Ui + apz" + Z a;x’
=0 =0 i=0 i=n+1
n—1 n—1 n—1
p(r) = Z(ai — Qi) + Z Ap—i " + apx™ + Z Ay
i=0 i=0 i=0
n—1 n—1
p(x) = (Z(ai — Qp—q)x") + (Z am—i(z’ +2™7") + apa™)
i=0 =0
GPn_l(R) ev

Donde el primer término es un polinomio de grado n — 1 y el segundo término esta en
V por ser combinacién lineal de elementos de su base.

Ahora debemos probar que la interseccion es sélo el 0. En efecto,

Sea p(xz) € VN P,_1(R), como p(z) € P,—1(R),

n—1

Y como ademés p(z) € V,
y en general,

Luego, p(x) = 0.

(d) Probemos que P,(R) =V + V"
Sea p(z) € P, (R), queremos que: p(z) = > a;z’ = Zbixi + chm‘z Donde clara-
i=0 i=0

p1(z)€EV  pa2(z)eV’
mente:

a; =b; +¢;,¥i€{0,...,m} (4)
Pero como py(z) € V, b; = by—; y como pa(z) € V', ¢; = —cpm—i. Asf,
am—i =b; —¢;,Vi € {0,...,m} (5)
Luego, de (4) y (5) se tiene que:

b, — Qi + Qm—i A — Qm—
T 2 y G =
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De esta manera, hemos probado que cualquier polinomio en P, (R), se puede escribir
como suma de un polinomio en V' y uno en V', definiendo los respectivos coeficientes tal
como los encontramos resolviendo el sistema.

Ahora sélo basta probar que VNV’ = {0}.

P6. (a) (1) Como ya vimos, la manera de demostrar que un cierto conjunto es s.e.v. es tomar dos

(2)

(3)

(b) (1)

(2)

elementos de dicho connjunto y probar que su combinacién lineal también pertenece
al conjunto.

En este caso, aquello se cumple. En efecto:

Sean y1,y2 € A(V) y A1, A2 € R. Por definicién de A(V), existen v, w € V tales que
y1 = Av y yo = Aw. Ahora, como V es s.e.v. de R™, tenemos que \jv + ow € V' y
por lo tanto A\1y1 + Aaye = A1 Av + A Aw = A(Mv + daw) € A(V).

Nuevamente, para probar que es suma directa debemos probar dos cosas:

Primero, A(V) + A(W) = R™. En efecto,

sea z € R™. Como A es invertible(por hipétesis de enunciado), el sistema Az = z
tiene soluciéon x € R™ = V @ W. Luego, ¢ = v+ w con v € V,w € W. Entonces,
z=Ar=Alv+w) =Av+ Aw € A(V) + A(W).

Ahora probemos que A(V) N A(W) = {0}.

Sea z € A(V) N AW). Como z € A(V),Jv € V tal que z = Av y como a la vez,
z € A(W),3w € W tal que z = Aw. Entonces, A(v —w) = Av— Aw =2 —2 = 0.
Como A es invertible, esto implica que v = w. Luego, esta igualdad nos dice que un
elemento de V' es un elemento de W, lo cual implica necesariamente que el elemento
estd en VNW, esto es, v € VN W, pero por hipdtesis, VN W = {0}, por ser suma
directa de R™. Asi, v =0= Av =2 =0.

En esta parte, probaremos que Vz € R", el sistema Ax = z tiene solucién, lo cual es
equivalente a probar que A es invertible. En efecto, sea z € R™, dado que por hipétesis
AV)YBA(W) = R", podemos escribir z = y;+ys cony; € A(V) e yo € A(W). Por lo
tanto, Jv € V,w € W tales que y1 = Av e yo = Aw. Luego, z = Av+Aw = A(v+w),
es decir, Vz € R™ el sistma Ax = z tiene solucién el vector x = v + w recién
encontrado. Asi, A es invertible.

Sean A, B € E, A, A2 € R. Por demostrar que: A\{ A+ X2 B € E. Esto es equivalente a

(MA+XB)(R™) € W, lo cual, a su vez es equivalente a tener que Vo € R™, (A A+

Ao B)x € W. En efecto, sea € R™ arbitrario. Luego, (A1 A+ e B)x = A\ Az + A2 Bz.

Ahora bien, como A, B € F, se tiene que Az € W, Bx € W y como W es s.e.v. se

concluye que \jAx + Ao Bz € W.

En esta parte, W es el s.e.v. de R? generado por el vector (1,1). Para calcular

la dimensién de E, debemos encontrar una base de este s.e.v. de Moy y mirar su

cardinalidad.

Procederemos de la misma manera que en el problema 5 parte b), ya que como ahi

aparece, es la manera méas recomendable de encontrar bases.

Sea A = { a2 } € E, luego, A(R?) C W, esto es, Vo = ( 1 ) € R% Az €
az1  G22 T2

W. Asi, Vx1, 22 € R se cumple que:

a a €T a a
Ar = 11 12 1 =1 11 + T 12 cW
as21 a929 WD) a21 a22
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ail

€ W = a11 = ao1. Por otro
a21

Luego, tomando z; = 1 A 9 = 0, se tiene que <

lado, tomando 1 = 0 A x2 = 1, se tiene que < 312 > € W = a2 = ags. Luego, A
22
es de la forma:

0

0

SR RGER TR
Luego, claramente, {[ } 8 } , { 8 1 ]}, genera F y es Li. luego es base de F,
por lo tanto, dim F = 2.
P7. (a) Sea p(x) € Wi. Luego, p(x) es de la forma:
p(z) = (z — 1)q(x) donde gr(q) <3

Luego, g(x) es una combinacién lineal de la base candnica de P3(R). Con esto, tenemos
que una posible base para W es:

{(z—1),(x = Dz, (z - 1)2* (z — 1)2°}

Dada la construccién del conjunto, sabemos que genera. Ahora, basta probar que el
conjunto es Li.:

Mz — 1)+ Xz — D+ Ag(z — Da® + Mg(z — )23 =0
= M+ A=)z + A — Ag)z? + (As — M2 + Mzt =0
Igualando coeficiente a coeficiente, se tiene que Vo € R\ {1}:
=AM =X=XA=MA=0
Asi, el conjunto es 1.i y es base de W;. Anédlogamente, se prueba que una base de W5 es:
{(z—2),(z — 2)z, (x — 2)2?, (z — 2)2°}
Luego, dim Wy = dim Wy = 4.

(b) Sea p(z) € P4(R). p(x) siempre se puede escribir de la forma:

p(x) = p(x) —p(1)(2 — ) + P(1)(2 — )

eWy eWs

Donde claramente el primer término estda en W; ya que se anula al evaluar en 1, y
el segundo término estd en W5 por la misma razén sélo que con 2. De esta manera,
p(x) € Wi + Wh.

Ahora veamos si es suma directa o no:

Ocupando el teorema:

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U N V)
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En este caso se tiene que:
dim(Py(R)) = dim(W7) + dim(Wz) — dim(W7 N Wa)
=5=4+4—dim(W; N Wy)
= dim(Wy N W) =3

Luego, se tiene que Wi N Wy # {0} por argumentos de dimensién, ya que sabemos que
la dimensién de {0} es 0.
Por lo tanto, la suma no es directa.



