MA-11A Algebra 5 de Enero, 2001

Pauta Examen 2

PROBLEMA 1:

(i).-

Como el calculo de las potencias de una matriz se simplifica cuando esta es diagonalizable, primero
veremos si podemos diagonalizar (). Para ello calculamos sus valores y vectores propios. Primero
observemos que el polinomio caracteristico de @ es

po(\) 1=X2B =N +8+8—-43-A) +4(-1=XN)+4(-1-))
(=1=X)2—=4)(3-X)+8(1-21)
AD(=3=-DB=-X)+8(1-N)

N2(=1-N).
Luego, los valores propios de @ son 1 con multiplicidad algebraica 2 y —1 con multiplicidad alge-
braica 1.
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[

(1-
= (1
Para determinar el subespacio Wi de vectores propios de @) asociados al valor propio 1 hay que
resolver el sistema

-2 2 =2 1
0=P-DHz=| -2 2 =2 Za
-2 2 =2 z3
1 0
Se obtiene que Wy = < 11,11 >, i.e., 1 tiene multiplicidad geométrica 2.
0 1

Como el subespacio W_; de vectores propios de () asociados al valor propio —1 tiene dimensién al
menos 1 (porque W_; # {0}) v a lo més la multiplicidad algebraica del valor propio —1, sigue que la
dimensién de W_; es 1. Es decir, 1a multiplicidad geométrica de —1 es 1. Como las multiplicidades
algebraicas y geométricas de los valores propios de @) coinciden, @) es diagonalizable. Por lo tanto
existe D diagonal y P invertible tales que Q = PDP~! donde

0 0
0 ],

1
D=]01
00 -1

Como D' = D sigue que Q'® = PDY¥P~! = PDP~' = ().

Nota: Se podia explicitar P, pero en realidad no es necesario.

(ii.1).- Sean A y A’ matrices en Ms2(R) y A € R. Sigue que

TOA+A) = MM + A') = AMA + MA' = \T(A) + T(4').

Por lo tanto, T es lineal.
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(ii.2).- Basta observar que

AeKRer(T)<=0=T(A)=MA<= MA,; =0, Vie {1,2} <= A, 1, Au2 € Ker(M).
(ii.3).- Sea A — a b S
11.9).- dea = c d . Dlgue que
a—c b—-d 1
T(A)_MA_(a—c b_d)—(a—c)(l

0
0
tus ey e ({( 10 ).(8 1)} como aemis

linealmente independientes, se tiene que una base de Im(T) es

to)(o1))

1
1 ) son claramente

PROBLEMA 2:
~2

— U
(i.1).- La ecuacién de la cénica es u° + vl 1.

(i.2).- Comou =4 y v =¥ — 2, la ecuacién de la cénica es

22 2
“2"‘(“—; ) :1<:>u2+vz+v:0.

(i.3).- Como ( v ) — ( %g _11/\)/; ) ( z ) la ecuacién de la cénica queda

Yy
(z—-y)? (@+y)? z+y 522 5y 3xzy z+y
S0 2 W =0,
2 g8 o 'S8 Te 1T A

(ii).- Observar que N es vector unitario. Luego, identificando los términos de la figura del enunciado

tenemos que Hp = ||P—P*|| =6, Hg = ||Q-Q*|| =2, L = ||P* - Q*|| = |(6,8,0)T|| = +/100 = 10.
Sigue que
Lo 10-Lg

2 6
Por lo tanto, 4Lg = 10, i.e., Lg = 5/2 y Lp = 15/2. Sigue que

-5 6 —7/2
L 5/2

X=Q*+2w@-9y=| -5 IE7E0 P I
L ) 10 |, )

PROBLEMA 3:

(i).- Si Pz = 0, entonces 2?21 z; P, ; = 0. Por independencia lineal de las columnas de P, sigue que
z; = 0 cualquiera sea i € {1,... ,n}.
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Para determinar Ker(PT P) observar primero que trivialmente se tiene que {0} C Ker(PT P. Para
concluir el inclusién contraria notar que si z € R™, entonces

PPz =0= 2"P"Pz =0« ||Pz||* = (Pz)"Pz =0 <= Pz =0<=>2=0.

Donde la dltima equivalencia es consecuencia del hecho establecido en el parrafo anterior. Sigue que
Rer(PT P) = {0}.

Como PTP es una matriz cuadrada (de m x m) cuyo kernel es {0}, su rango debe ser m, i.e., es
invertible.

(ii).- Veamos primero que A es simétrica. En efecto, AT = (P(PTP)~1PT)T = (PTYT((PTP)"1)TPT =
P((PTP)T)~1PT = P(PTP)-1PT — 4.

Por otro lado AP = P(PTP)"1PTP = P[(PTP)~}(PTP)] = P, donde la tltima igualdad es
consecuencia del hecho que (PTP)~! es la inversa de PTP.

(iii).- Si Z € Im(P), entonces existe un z € R” tal que Z = Pz, luego
(Y -Y,Z) = (Y,Pz) — (AY,Pz) =Y TPz — (AY) " Pz =Y"Pz - YTAT Pz
Por (i), ATP = AP = P. Luego, (Y =Y, Z) = YTPz—YTPz = 0,ie.,Y —Y y Z son ortogonales.
(iv).- Como Y = AY = P((PTP)1PTY) y (PTP)"'PTY € R" se tiene que Y € Im(P). Luego,

Iy -2ZIP = ||V -Y)+( - 2)|7
= |Y=-Y|P+|Y -Z|*-2(Yy -Y,Y - 2Z).

Pero, (Y =Y, Y = Z)=(Y - Y,Y) = (Y = Y, Z) = 0, donde la tltima igualdad es consecuencia de
(iii). Sigue que

IV = Z|I* =Y -Y|* +|IY - 2| > Iy - Y|]*.



