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Sea A € My, x,(R), simétrica. Considere A\; < Ay < --- < A, sus valores propios, ordenados de menor a

mayor, y {v1,...,v,} sus respectivos vectores propios formando una base ortonormal (jexiste siempre
tal base?).
‘A
a) Pruebe que, Vo #0, A\ < Z5E
b) Encuentre explicitamente el conjunto V;t = {vy, ..., v}t

¢) Dado k > 1 demuestre que Vz € Vi1 ,\{0}, A;z < ””;f}r‘"”

Sea A € M, x»(R) una matriz simétrica tal que para todo z € R™ se tiene (Az,z) > 0. Probar que los
valores propios de A son todos reales mayores o iguales que cero.

Sea A € M, x,(R) una matriz simétrica. Demuestre que:

a) A es valor propio de A asociado al vector propio v si y s6lo si (1 + A) es valor propio de (I + A)
asociado al vector propio v.

b) A es semi-definida positiva si y sélo si todos los valores propios de A son mayores o iguales a cero.

¢) Si A es semi-definida positiva entonces (I + A) es definida positiva.

Sea A € M, »,(R) una matriz simétrica. Pruebe que existe B € M, «,(R) invertible tal que A = BT B
si y s6lo si A es simétrica y definida positiva. Concluya que si A es simétrica definida positiva, entonces
existen vy, ...,v, € R™ tal que A; ; = (v;,v;) para todo 4,5 € {1,...,n}

a) Sean A, B € M,x,(R) simétricas. Demuestre que si A es definida positiva y B es semi-definida
positiva entonces A + B es definida positiva.

b) Sea A € My, (R) una matriz simétrica e invertible. Demuestre que A? es simétrica definida
positiva.

Sea A una matriz de n x n con coeficientes en R, diagonalizable, es decir, A = PDP~!, con P invertible
y D diagonal. Pruebe que A? es diagonalizable y que las columnas de [P*]~! forman una base de vectores
propios de Af.

Sean R, S € My, xn(R), con S invertible. Considere A=R-Sy B=S5"-R.

a) Pruebe que v € R™ es vector propio de A asociado a A € R si y s6lo si Sv es vector propio de B
asociado al mismo valor propio A. Concluya que A y B poseen los mismos valores propios.

b) Sean Uyx(A) = Ker(A — AI) el subespacio propio de A asociado al valor propio A y Ux(B) =
Ker(B — M) el subespacio propio de B asociado a A. Pruebe que dim(Ux(A)) = dim(Ux(B)).

¢) Pruebe que A es diagonalizable si y sélo si B es diagonalizable.

Considere la matriz A € Mo (R):
a b
1= (2 )

con a,b,c,d > 0. Pruebe que A es diagonalizable.



m Sea a € R. Se define una sucesién de n’umeros reales (uy)nen de la siguiente manera: ug =1, u; = a
yvn€N7 TLZQ, Up = AUp—-1 — Un—2.

Sean x¢ = (é),VnZ 1, z, = (;;:’1) yA= (Cll _01>

a) Demuestre que ¥V n > 0 se tiene que z,, = A™zg.
b) Pruebe que si |a| = 2 entonces A no es diagonalizable.

¢) Demuestre que si |a|] > 2 entonces A es diagonalizable.

Suponga que |a|] > 2 y que A1, Ay son los valores propios de A. Pruebe que:

d) <)\11) y <)\12> son vectores propios de A, asociados a A\; y A — 2, respectivamente.

n+1 n+1
e) Vn>0,u,= %
Sean A, B € M, ,(R) invertibles y a € R, 0 < a < 1.

a) Sea P,-15(-) el polinomio caracteristico de A~ B. Pruebe que

«

laAd+ (1 —a)B] = (1 — )" [A| Pa-15( )

a—1

b) Demuestre que existe 0 < a < 1 tal que oA + (1 — o) B es invertible.

Considere {v1, v2} un conjunto ortonormal de vectores columna en R™ y definamos la matriz V' de n x 2
cuyas columnas son v1 y v, es decir V' = [v1v2]. Sea

A=1—-aVV?
donde a es un parametro real, a # 0 e I es la matriz identidad de n x n.
a) Pruebe la férmula

VViz = (x,v1)v1 + (z,09) v Vo € R"

b) Muestre que los valores propios de A son 1 y (1 — a) y determine la dimensién del espacio propio
asociado a cada uno de ellos. Justifique que A es diagonalizable.

¢) Encuentre los valores de a € R, a # 0, tales que A es definida positiva

THE END
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