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Encuentre los valores y vectores propios de la siguiente matriz:

2 1 1
A=1(1 2 -1
1 -1 2

a) Dado 0 € R se define la funcién Ry : R? — R? como

Ro (z,y) = (xcostd — ysenb, xsend + ycos)

Calcule el determinante de alguna matriz representante de Ry, con respecto a bases elegidas de
alguna manera por Ud. jDepende el valor del determinante de las bases que Ud escogié?; Porqué?
Demuéstrelo.

b) Sea A € M, x, una matriz antisimétrica (ie, A* = —A). Pruebe que si A es invertible, entonces n
es par.

HINT': Use de alguna manera creativa el determinante (det(-)).

Calcule
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HINT: Use las conocidas y famosisimas propiedades del determinante para simplificar los célculos.

Encuentre los valores y vectores propios de la siguiente matriz:

A:

— = O

11
0 1
1 0

Sea A € My xn(R).

a) Suponga que A es una matriz idempotente, es decir, A2 = A. Encuentre todos los valores posibles
que puede tomar det(A).

HINT: Encuentre y resuelva una ecuacién en la variable det(A).

b) Pruebe que, VA € R, det(AA) = \"det(A).
HINT: Utilice n veces la propiedad 1 de la Proposicién 5.2 que aparece en la Tutoria de la semana
10. Otra forma de hacerlo es usando la definicién de determinante.



Dada A € M, «n(R), se define, para el polinomio g(x) = by + byz + - - - + bpz™, el polinomio evaluado
en la matriz como

q(A) =bol +bjA+ -+ D, A"

con I la matriz identidad de n x n.

Suponga que A es una matriz diagonalizable, y sea p(\) = co+c1 A+ - -+¢, A™ el polinomio caracteristico
de A. Demuestre que p(A) = 0 (la matriz nula de n x n).

Sean x, y € R™\ {0} y considere la matriz A = z - y* € M,,xn(R).

a) Demuestre que x es vp de A.
b) Suponga que < x,y ># 0 y calcule todos los valores propios de A.

¢) Suponga que < z,y >= 0. Sea S = <{y}>J‘ y considere una base de S de la forma {x, va, ..., v,—1}.

Sea 3 = {z,vq,...,Up_-1,y}. Calcule [A]ﬁﬁ.

Sea T : R? — R? una transformacién lineal. Usted sabe que 1 y —3 son valores propios de Ty que sus

. . 1 _—
vectores propios correspondientes son (_32> y (1> Encuentre la definicién de T'.

Se dice que A € R es un valor propio por la izquierda (vpi) de A € My, xn(R) si existe v € R™\{0},vector
propio por la izquierda asociado a A, tal que v'A = M. Pruebe que el conjunto de los vpi de A es
exactamente igual al conjunto los valores propios que Ud. conoce. ;Se pueden comparar de la misma
forma los vectores propios por la izquierda y los vectores propios “normales”? Demuestre su afirmacion
o dé un contraejemplo.

Una matriz A € M, (R) se dice totalmente unimodular (T.U.) si toda submatriz cuadrada B de Al
cumple que det(B) € {—1,0,1}.

a) Demuestre que una matriz A con sus coeficientes en {—1,0,1} y cuyas columnas a lo mas poseen
2 coeficientes no nulos es T.U..

HINT: Use induccion en la dimensién de las submatrices cuadradas B.

b) Si le alcanzan las UD’s o estd muy aburrido, pruebe que si A € M,,«,(Z), es invertible y T.U.
entonces A7t € My, 5, (7).

HINT: Recuerde que existe una férmula para escribir los coeficientes de A~! en funcién de sub-
determinantes de A.

Dado a € R, diagonalice la siguiente matriz:

A—

Q2 2
Q O e
[SESTIRS]

1B es una submatriz cuadrada de A si B es una matriz cuadrada que se obtiene de A al eliminar algunas filas y columnas.
En particular, los coeficientes de A son submatrices cuadradas, de tamano 1



