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P1 a) Considere un sistema M/M/1 y sea π su vector de distribución estacionaria. Sea Π(z) =
∑∞
i=0 πiz

i su
función generadora, donde |z| < 1. Muestre que

Π(z) =
1− ρ
1− zρ

y concluya que πi = (1− ρ)ρi.

b) Considere un sistema M/G/1, donde los tiempos de servicios son independientes y distribuidos según
B. Sea Xn la cantidad de personas en el sistema cuando el enésimo cliente se retira, y sea pij =
P (Xn+1 = j|Xn = i). Sea π el vector de distribución estacionaria para P = (pij). Muestre que su
función generadora cumple

Π(z) =
(1− ρ)(1− z)K(z)

K(z)− z

donde ki =
∫∞
0

e−λt(λt)n

n! dB(t) y K(z) =
∑∞
i=0 kiz

i.

c) Usando la parte anterior, muestre que si el tiempo de servicio es exponencial, entonces se obtiene la
función generadora de (a).

d) Usando (b), obtenga la fórmula de Pollaczek-Khintchine

L = ρ+
ρ2 + λ2σ2

S

2(1− ρ)

donde σ2
S es la varianza del tiempo de servicio.

Sol: a) Sea i ≥ 1 y z con |z| < 1. Tenemos

(λ+ µ)πi = λπi−1 + µπi+1

=⇒ πi+1 = (1 + ρ)πi − ρπi−1

=⇒ πi+1z
i = (1 + ρ)πnzi − ρπi−1z

i

=⇒ z−1
∞∑
i=1

πi+1z
i+1 = (1 + ρ)

∞∑
i=1

πiz
i − ρz

∞∑
i=1

πi−1z
i−1

=⇒ z−1
∞∑
i=2

πiz
i = (1 + ρ)

∞∑
i=1

πiz
i − ρz

∞∑
i=0

πiz
i

=⇒ z−1(Π(z)− π0 − π1z) = (1 + ρ)(Π(z)− π0)− ρzΠ(z)

Además λπ0 = µπ1. Luego π1 = ρπ0.

=⇒ z−1(Π(z)− π0 − ρπ0z) = (1 + ρ)(Π(z)− π0)− ρzΠ(z)

=⇒ Π(z) =
π0

1− ρz
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Como Π(1) = 1, concluimos que π0 = 1− ρ y

=⇒ Π(z) =
1− ρ
1− ρz

Además, como |ρz| < 1

Π(z) = (1− ρ)
1

1− ρz

= (1− ρ)
∞∑
i=0

(ρz)i

=
∞∑
i=0

(1− ρ)ρizi

Concluimos entonces que πi = (1− ρ)ρi ∀i.

P2 Vemos primero que

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i)
= P (llegan j − 1 + 1 personas durante durante el tiempo de servicio S)

=
∫ ∞

0

P (llegan j − i+ 1 personas durante S|S = t)dB(t)

=
∫ ∞

0

e−λt(λt)j−i+1

i!
dB(t)

= kj−i+1

Notar que la matriz de transición tiene la forma

P =



k0 k1 k2 k3 . . .
k0 k1 k2 k3 . . .
0 k0 k1 k2 . . .
0 0 k0 k1 . . .
0 0 0 k0 . . .
0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .


Luego, de π = πP , tenemos

πi = kiπi +
i+1∑
j=1

πjkj−i+1

=⇒ πiz
i = π0kiz

i +
i+1∑
j=1

πjkj−i+1z
i

=⇒
∞∑
i=0

πiz
i = π0

∞∑
i=0

kiz
i +

∞∑
i=0

i+1∑
j=1

πjkj−i+1z
i

=⇒
∞∑
i=0

πiz
i = π0

∞∑
i=0

kiz
i + z−1

∞∑
i=0

i+1∑
j=1

πjz
jkj−i+1z

i−j+1

=⇒
∞∑
i=0

πiz
i = π0

∞∑
i=0

kiz
i + z−1

∞∑
j=1

∞∑
i=j−1

πjz
jkj−i+1z

i−j+1
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=⇒
∞∑
i=0

πiz
i = π0

∞∑
i=0

kiz
i + z−1

∞∑
j=1

πjz
j
∞∑
i=0

kjz
j

=⇒
∞∑
i=0

πiz
i = π0

∞∑
i=0

kiz
i + z−1

∞∑
j=0

πjz
j
∞∑
i=0

kjz
j − z−1π0

∞∑
i=0

kjz
j

=⇒ Π(z) = π0K(z) + z−1Π(z)K(z)− z−1π0K(z)

=⇒ Π(z) =
π0(1− z)K(z)
K(z)− z

Además Π(1) = 1 y K(1) = 1, luego

1 = Π(1) = ĺım
z→1

π0(1− z)K(z)
K(z)− z

=⇒ ĺım
z→1

π0(−1)K(z) + π0(1− z)K ′(z)
K ′(z)− 1

= 1

Por otro lado

K ′(z) =
∞∑
i=1

ikiz
i−1

Luego

K ′(1) =
∞∑
i=1

iki

=
∞∑
i=1

i

∫ ∞
0

e−λt(λt)i

i!
dB(t)

=
∫ ∞

0

e−λt
∞∑
i=1

(λt)i

(i− 1)!
dB(t)

=
∫ ∞

0

e−λtλt

∞∑
i=0

(λt)i

i!
dB(t)

=
∫ ∞

0

e−λtλteλtdB(t)

= λ

∫ ∞
0

tdB(t)

= λE[S] = ρ < 1

=⇒ 1 = ĺım
z→1

π0(−1)K(z) + π0(1− z)K ′(z)
K ′(z)− 1

=
π0(−1)K(1)
K ′(1)− 1

=
π0

1− ρ

Concluimos entonces que π0 = 1− ρ y

Π(z) =
(1− ρ)(1− z)K(z)

K(z)− z
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P3 Tenemos

ki =
∫ ∞

0

e−λt(λt)i

i!
dB(t) =

∫ ∞
0

e−λt(λt)i

i!
µe−µtdt

=⇒ K(z) =
∞∑
i=0

kiz
i =

∞∑
i=0

zi
∫ ∞

0

e−λt(λt)i

i!
µe−µtdt

=⇒ K(z) =
∫ ∞

0

µe−(λ+µ)t
∞∑
i=0

(λzt)i

i!
dt =

∫ ∞
0

µe−(λ+µ)teλztdt

=⇒ K(z) =
µ

λ+ µ− λz
=

1
ρ+ 1− ρz

Finalmente

Π(z) =
(1− ρ)(1− z)K(z)

K(z)− z
=

(1− ρ)(1− z)
1− zρ+ z − ρz2

=
1− ρ
1− ρz

P4 Propuesto

Notar que Π′(1) = L y aplicar l’Hôpital dos veces.
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