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Para toda la clase, denotamos {B;};>¢ un movimiento Browniano estdndar.

P1 Para cualquier § > 0 de define el proceso escalado {X;};>0 como X; = %Bet- Muestre que X; es un

movimiento Browniano estandar.

Sol: Una forma de ver esto es encontrar la distribucién de X;
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donde en la tltima ecuacién se realizo el cambio de variables u = u’ - V8

Vemos que efectivamente X; es un proceso gaussiano. Ahora corroboraremos que la matriz de covarianzas
se encuentra bien definida (es directo ver que E[X;] = 0)
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P2 Sea 7, = inf{t: B; = a}.

a) Considere la funcién f(a,\) = Elexp(—A7,)]
I Encuentre una ecuacién diferencial para f(a, \).
II Encuentre una relacién entre f(a, ), f(b,\) v f(a+b,\). Para esto relacione 7,44 con 7, + 7.

III Encuentre una relacién entre f(ab,\) y f(a,b?)). Para esto relacione 74, con b7, utilizando la
parte 1.

IV Muestre que
f(a,\) = exp(c-av\)

Encuentre el valor de c.



b) Muestre que, para cualquier valor real a se tiene que
Elexp(—M\1q)] = exp(—|a|V2X)

Para esto, resuelva considerando a > 0 y utilice el proceso M; = exp(pB; — %pzt). Concluya.
Indicacion: Note que P(1, < o0) = 1.

¢) Muestre que

Indicacion: Recuerde que
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Sol: 7, es el instante en que el movimiento Browniano toca por primera vez el nivel a.

a) 1. Para calcular esto condicionaremos sobre el valor que toma By,

f(aa )‘) = EBh [E[e(_kTa”Bh]]
Ep, [EleTa=.70) 4 o(h)]]
= EB;L[ (a — Bh, /\) . €7>\h + O(h)]

/
= Fp, [ fla,\) — Bpf'(a,\) + %B,%f”(a, A) + o(h)) “[1=Xh+ o(h)]

— H@N) - (1— )+ %hf”(a, A) + o(h)

Dividiendo la tltima igualdad por h, y despejando vemos que
22 f(a,\) = f"(a, )
II. Vemos que

fla+bA) = Efe ]
Ele Mratme)]

f(av )‘) . f(b7 >‘))

Con esto vemos que f(a, \) debe tomar la siguiente forma

f(a,\) = exp(a-g(N\))

ITI. De la parte uno vemos que 7,5 = b*7,. Basta tomar # = b y notar que cuando se esta en 7, el
proceso escalado llega por primera vez a a - b es decir llega en el instante 7,

IV. Dada la propiedad anterior vemos que la funcién g(A) es de la forma c- VA con lo que se obtiene
el resultado requerido. f(a, \) = exp(c- av/\)
ahora, utilizando la ecuacién diferencial encontrada en la parte a) vemos que

2Xexp(c- aVA) = exp(c- av\)

por lo que ¢ = 2 0 ¢ = —2. Sin embargo cuando a — oo tenemos que f(a, A) — 0 por lo que solo
nos sirve ¢ = —2.



P3

Sol:

P4

b) Resolvemos para a > 0. De la tarea 3 2008 sabemos que E[M;] = 1, en particular
E[M,,] = 1= E[e*r . e72"7]
Escogiendo o = v2\ y notando que B, = a tenemos que

exp(—V2\a) = e~

Razonando por simetria se obtiene el resultado para todo a. El supuesto de P[r, < oo] = 1 se requiere
para poder aplicar que E[M;] =1 en 7, (MCT).

¢) Aplicamos la desigualdad a 7, y tomamos esperanza

Donde en la tltima integral realizamos el cambio de variables ;1 = v2\a e integramos por partes.

Un puente Browniano entre a y b puede ser representado para ¢t € [0,1) en forma diferencial como

dX; =

b— X
ttdt—s-dBt, X, = a,

en que B; representa un movimiento Browniano estandar.
a) Resuelva la ecuacién anterior.
Indicacion: Puede ser 1til postular una solucién del tipo  g(t){Xo + c(t) + fot h(s)dBs}

b) i Qué valor definirfa para X;? Justifique su respuesta.
¢) Para0<s<t<1l,a=b=0, calcule E(X;) y Cov(Xs, Xy) .

Ver Ucursos, en seccién material alumnos.

Considere una empresa minera que afronta estocasticidad tanto en el precio del commodity que extrae como
en otros fenémenos que aportan “ruido” (tales como la ley del mineral que extrae y los cambios tecnolégicos).
Si z representa el precio del commodity e y representa la cantidad extraida, un modelo simple para el ingreso
por ventas de la firma lo representaremos por la funcién F(z,y) = a2y, en que x e y siguen un movimiento
Browniano geométrico con drift o, y «, y varianza o, y oy, respectivamente y tal que E[dB{dB}] = pdt
(Bf y BY denotan al Browniano estdndar en la férmula para z e y, respectivamente).

A su vez, los costos de la operacién minera los representaremos por la funcién G = In(zy).

Se define el beneficio neto de la firma como H = F — G. Entregue una expresion para dH.
Muestre que para oy = oy = 1/2,0, =0, =1, p =1, dH puede ser expresado como:

dH = w(F)dB} + w(F)dBY,

en que w(F) es una funcién a determinar.



Sol: Propuesto.

P5 Considere las siguientes ecuaciones diferenciales estocésticas:

dXt = ’UJdet + O'XtdBt, Xo =X > 0

d)/t = —ozYtdt + O'dBt, X() =T
donde donde —oo < p < 00, 0 > 0y a > 0, constantes.

a) ;Qué esperaria de las variaciones de “corto plazo” de X; e Y;?

b) Sean Nx(t) y Ny (t) el nimero de veces que X e Y han alcanzado el valor cero hasta el instante ¢.
Compare Nx (t) y Ny (t) de acuerdo a lo que usted esperarfa para dichos procesos.

Sol: Propuesto.

P6 Considere un proceso estocéastico X; que satisface la siguiente ecuacion:

dXy = ndt — pXedt + odBy, Xo = xg

donde 1 y ¢ son constantes reales, y > 0.

La solucién de la ecuacién anterior puede ser escrita como:

X, = glt){zo + h(t) + / b(s)dB. ).

donde ¢g(t), h(t) y b(s) son funciones que intentaremos determinar. Para ello:

a) Encuentre una expresién alternativa para dX;.

b) Es “razonable” suponer que las variaciones en cada término tengan asociados coeficientes iguales en
ambas expresiones que se tiene para dX;. Apdyese en esta idea para formular una ecuacién diferencial
para ¢(t) y resuélvala.

¢) Use ¢(t) para formular una ecuacién diferencial para h(t) y resuélvala.
d) Use g(t) para encontrar b(s).

e) Concluya en base a los pasos anteriores explicitando la solucién para X;.

Sol: Propuesto.
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