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P1 a) Sea {X(¢),t > 0} movimiento Browniano estdndar y sea Ty la primera vez que alcanza el valor z, con
x > 0. Calcule la ditribucién de Z(t), donde Z(t) esta definido por

a0-{ ;Y 15E

b) Sea {X(t),t > 0} movimiento Browniano estdndar. Calcule la distribucién de Z(t), donde Z(t) esté de-
finido por

Sol: a) Calculemos primero P(Z(t) = x)

Sea ahora y < z.

PU2(0) <) = P (X() < 3. i X(5) < ) = PO <) - P (X(0 < o, X(5) 2 0

0<s<t 0<s<t
Condicionando
PlX(t) < ix X(s) > =Pl X(t) < ix X(s) > P ix X(s) >
( () <y, mix X(s) 2 ) ( (1) <y méx X(s) 2 ) (m (s) 2 )
Notar que
< A > = > — A >
P (X(t) <y Orggbi(tX(s) > x) P (X(t) >2x—y ’()rgsai(tX(s) > :r)

Entonces

P (X(t) <y, max X(s) 2 x> =r (X(t) 2 20—y, mix X(s) x) =P(X(t) =2 2z —y)

donde la dltima igualdad se deduce por continuidad.

Finalmente
P(Z(t)<y) = P(X({t)<y)—P(X(t)>2z—1y)
P(X(t) <y)— P(X(t) <y — 22)
1 Y _u?
_ e 2t du
21t Jy—24
b) Sea y > 0.
P(Z(t) <y) P(IX (1) <)
= PX(t) <y, -y <X()
= P(X(t)<y) - P(X(t) <y, X(t) < —y)
= P(X(t)<y)—PX() <-y)
= P(X(t)<y)—(1-P(X(t)>7y))
= 2P(X(t)<y)—1

—_



P2 Sea {X(t),t > 0} un movimiento Browniano estdndar. Se define Y'(¢) = tX(1/t) V¢t > 0,Y(0) = 0.
a) {Cuél es la distribucién de Y (¢)?

b) Calcule Cov(Y (s),Y (t)).

)

)

¢) Argumente que {Y'(¢),t > 0} es también un movimiento Browniano estdndar.

Sol: a) Seat > 0.
PY(t)<y) = PX(1/t) <y/t)
y/t _ u21
- V 271'/
= eithdz
V2rt
donde hemos hecho el cambio de variables z = ut.
Luego Y (t) ~ N (0, ).
b)
Cov(Y(s),Y(t)) = Cov(sX(1/s),tX(1/t)

= st-Cov(X(1/s),X(1/t))
= st-min{l/s,1/t}

= min{s,t}

¢) Dado que de a) es posible deducir que {Y(¢) : t > 0} es un proceso Gaussiano, junto a b) se concluye
que {Y(t) : t > 0} es movimiento Browniano estdndar.

P3 Sean {B(t),t > 0} un movimiento Browniano estdndar, A >0, B >0y 7 =min{t: B, = —B V B, = A}.

a) Muestre que P(T < 00) =1y que

b) Muestre que

Sol: a) SeaTs =min{t: B, = A}.
1=P(14 < ) < P(1 < 00)

con lo que concluimos que P(T < 00) =1
Ahora, por un lado

E(B;) = A-P(B,=A)-B-P(B,=-B)

Ademas

Luego




b) Similarmente

E(B?-7) = B(B?) - E(r)
A?.P(B, = A)+ B%*. P(B, = -B) — E(7)
B A
— A2 B2 - E
ivs B ars PO
Ademsds
E(B?—7)=E(E(B? —7|1)) = E(0) =0
Luego
E(t)=A-B
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