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Considere un sistema M /M /1 y sea 7 su vector de distribucién estacionaria. Sea I1(z) = Y o m;2" su

funcién generadora, donde |z| < 1. Muestre que

_ L=
71—zp

1(z)

y concluya que m; = (1 — p)p.
Considere un sistema M/G/1, donde los tiempos de servicios son independientes y distribuidos segin
B. Sea X, la cantidad de personas en el sistema cuando el enésimo cliente se retira, y sea p;; =
P(Xy41 = j|X, = 1). Sea 7 el vector de distribucién estacionaria para P = (p;;). Muestre que su
funcién generadora cumple

(1—p)(1 = 2)K(2)

M(z) = K(z)— =2

_ oo e MO _ oo i
donde k; = [~ ———dB(t) y K(2) = > kiz".

Usando la parte anterior, muestre que si el tiempo de servicio es exponencial, entonces se obtiene la
funcién generadora de (a).

Usando (b), obtenga la férmula de Pollaczek-Khintchine

p* + Ao

L=p+
2(1—p)

donde U% es la varianza del tiempo de servicio.

Sol: a) Seai>1y zcon |z| < 1. Tenemos

A+ p)mi = A1 + pmipa
= M1 =(14+p)m—pmia

— 7Ti+1Zi = (1 + ,D)ﬂ'nZZ — pm_lzi

oo o0 oo
= 27! ZW¢+121+1 =(1+p) Zmzz - pzZm_lz“l
im1 i=1 i=1

LIS SRRE S
i=2 i=1 i=0
e TUI(E) - o — M) = (14 p)(II(2) — 7o) — pTI(2)
Ademds Amy = pmy. Luego 11 = pmo.

— 2 (I(2) — mo — pmo2) = (1 + p)(IL(2) — mo) — p2TI(2)

0
= II(2) = T




Como TI(1) =1, concluimos que mp =1 —p y

1—p
II
= I(z) = T
Ademés, como |pz| < 1
II = (1-
@ = G-
= (1-p)> (p2)
=0

Concluimos entonces que 7; = (1 — p)p®  Vi.

P2 Vemos primero que

pij = P(Xnt1=jlXn=1)
(

= P(llegan j — 1 + 1 personas durante durante el tiempo de servicio S)
o0

P(llegan j — i + 1 personas durante S|S = t)dB(¢)
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= kj—in

Notar que la matriz de transicién tiene la forma
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Luego, de m = mP, tenemos
i+1
m; = kym; + E ijjfiJrl
Jj=1
i+1
=  mz' = mok;2" + E ijj,lurlzl
Jj=1

oo 1+1

e Zmz —WOZkz -i-ZZ?TJ . 1+1z

=0 j=1

oo i+1

= Zmz —WQZ/CZ —l—z_lZZﬁjz ki 12t

1=0 j=1

o0

= Zmz 77r02kz —1—2712 Z % kj lez j+l

j=1li=j—1



oo oo o oo
- g mizt = my E k2t 4+ 271 E ;2! g k;z?
i=0 i=0 j=1 i=0

oo oo oo oo oo
- E w2 = To E ki21+271 E 7TjZJ E ijj —27171'0 E ij]
=0 =0 7=0 =0 =0

—  T(2) = oK (2) + 2 '(2)K(2) — 2 ‘1o K (2)
mo(l — 2)K(z)

= )= K(z)—z
Ademds II(1) =1y K(1) = 1, luego
B L mo(l—2)K(2)
1=TI(1) = lim ===
. ll_)ni WO(—l)K(Ql—(I—Z;ro_(ll— 2)K'(2) _q

Por otro lado

K'(z) = Z ik;zt !
i=1

Luego

o0

K'(1) = > ik
i=1

B ; < e A\t
= ;/0 ——dB(?)

_ /OOO oM (At)ll)!dB(t)

= (-
_ e (M)
= /0 e /\t; - dB(1)

oo
= / e MMteMdB(t)
0

- A/O tdB(t)
= ME[S]=p<1

E— 1= lim WO(_]')K(Z) +7TO(]- - Z)K/(Z) _ Wo(—l)K(l)

o

21 K'(z)—1 K'(1)-1
Concluimos entonces que mp =1 —py

(1—p)(1 = 2)K(2)

(z) = K(z)—z

I—p



P3 Tenemos

Finalmente

P4 Propuesto

oo —At M\ i 0o —At M\ i
ki = / %dB(t) — / #Meﬂmdt
0 7! 0 (3

> > oo ,—At i
= K(z)= Z kiz' = Zzz/o %ue‘“tdt
i=0 i=0 ’

= K(z)= /0 ,uefo‘ﬂ‘)t Z 7( ; ) dt = /0 uef(/\Jr“)te)‘tht
i=0 )
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L-p1=2)K()  (1=p(l=2) 1—p

K(z)—=z Cl—zptz—p22  1-—pz

II(z) =

Notar que IT'(1) = L y aplicar I'Hopital dos veces.
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