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Problema 1

1. La dindmica de los clientes en el supermercado puede ser modelada segin se muestra en la figura.
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Las tasas efectivas de entrada a cada subistema y las condiciones para la existencia de estadoo estacionario se
muestran en la siguiente tabla:
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Estas tasas se obtienen resolviendo el sistema conformado por:

Aa = A+rghe+bAp
)\C = S)\G
Ap = plg+ Tp>\c

2. Utilizando la ecuaciéon de Little para calcular W a partir de L en los sitemas con un nimero infinito de servidores,
y considerando sélo el tiempo de “servicio” en las géndolas (M /M /oo) se tiene:
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3. El tiempo que permanece en el restaurant un cliente que pasa por Atencidn al Cliente corresponde a:

Wac +Ta

Donde T; Vi € {G,C, P,CA} corresponde al tiempo que le resta a un cliente en el supermercado condicional
en que acaba de entrar al subsistema ¢, mientras que el tiempo de permanencia para alguien que no pasa por el
subsistema de Atencion al Cliente es simplemente T¢.

El siguiente sistema de ecuaciones permite encontrar el valor de T; Vi € {G,C, P,CA}.

Te = We+sTe+pTp+(1—s—p)Tca
Te = We+rddg+r,Ip+(1—1y—1p)Tca
Tp = Wp+blg+(1—bToa

Teca = Wea

Resolviendo el sistema se obtiene:

_ We +sWe +Wea(s(L—rp —1g) +1—s—p+ (p+7ps)(1 = b)) + Wp(p + 1ps)
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4. La méaxima reducccién del tiempo en el sistema que se puede lograr se obtiene cuando todos los subsistemas pasan
a ser M /M /oo. De esta forma los nuevos tiempos en cada subsistema pasan a ser:
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Notese que ya que se estd considerando un cliente que no pasa por Atencion al Cliente no es necesario modificar
este subsistema.

Con estos nuevos valores, el tiempo que demora un cliente que no pasa por Atencion al Cliente, en promedio en
el largo plazo, es:

_ W+ sWo + Weu(s(—rp—rg) +1 =5 —p+ (p+7p8)(1 =) + Wp(p +15)
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Por lo que la maxima reduccién posible correponde a:

sWe =We)+ Wea =Wea)(s(U—rp—rg) +1=s—p+ (p+rps)(1 =) + Wp — Wp)(p + 1p5)
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Problema 2
Parte A

1. Recordando que para (A, B > 0) la probabilidad de que un Browniano estdndar llegue a A antes que a -B es
Py = M_LB, se tiene:

B A B A+ B
E() = m(P0+A)+m m(—(Po—B)+2(P0+A))+m(—(130—B)+2(P0—QB))
B PO(A2+QBQ+3AB)7P
- (A+B)(A+2B) 7

Este resultado también es justificable mediante argumentos de simetria.

2. Notar que el resultado de la parte anterior no depende de A ni de B. La condicién es simplemente que:

Py=R



Parte B
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En que hemos usado el cambio de variable z = i

Concluimos que % — N(0,1). Luego B;v/t no es Browniano.

2. Notar que para z,y > 0 se tiene:

By x-i—y) <x+y)
PBf >xz,Bi<z—y)=PBr>zv+y)=P| — > =1-9
( t t y) ( t y) <\/1€ \/E \/i

Si sustituimos en la relacién anterior u = x — y, v = x, para (u,v) € D se tiene:

P(Bt<u,Bf>“):1_¢’<20\/_{u>:q)(u_\/?)

Por dltimo, se concluye:

P(B, < u,B} <v)=P(B, <u)— P(B, < u,B} 21})@(\2) q><“\/;”> V(u,v) € D

3. Una alternativa es obtener la densidad conjunta de B; y By del resultado anterior, derivando una vez c¢/r a v y
otra ¢/t a u. Se tiene que:

2(2'[} — U)  (2v—w)?
o(u,v) = ——==e~ =
fiB,.87) (1, 0) o

Luego, se puede integrar en todo el dominio de u el resultado anterior para obtener la distribucién marginal de B}
y comparar este resultado con la distribucién de P(|B;| > ), que es facilmente computable, y ver que son iguales.

Y(u,v) € D

Otra alterrnativa es notar que se cumplen las 2 siguientes relaciones:

(2) P(Bf > x,By > x) = P(B; > )
Sumando (1) y (2) se tiene:
P(Bf >xz,B; < x)+ P(B} >z,B; >x) =2P(B; > 1)

El término de la izquierda es simplemente P(B; > z). Y por simetria, el término de la izquierda es P(|B:| > x).
Por lo que se tiene la relaciéon pedida:

P(Bf > z) = P(|Bt| > x) Ve >0



4. Primero notemos que

Luego, de la parte 3 se concluye:

P(Bf<:c):1—P(Bt*>a:):1—P(Bt|>x):2<I><j{>—1

5. Notar que dada la propiedad de incrementos independientes del Browniano, a partir del instante T (cuando King
parte la observacién), la evolucién futura del precio es también Browniana y lo dnico relevante de lo que ha pasado
anteriormente es que el origen ahora estd en (Py + A).

Adicionalmente, tomando esperanza de B} de acuerdo a lo encontrado en la pregunta anterior, se tiene:

Luego, el valor esperado del maximo precio que ve King en el intervalo [T, 2T es:

2
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6. Es facil notar la siguiente relacién entre eventos:

(T > t) <= (B < a)

Usando la parte 4, se tiene entonces:
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Derivando lo anterior ¢/r a ¢ se llega a lo pedido:

a

fro(t) = 5750 (%) vt > 0

Vr € R.

Para concluir, notar que ¢(z) < %

Luego:
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Problema 3

Puede aparecer correlacion entre los registros lo que implica una mayor varianza, que es justamente lo que Ross postulaba
minimizar. Cuando la correlacién es negativa el efecto es menor que cuando es positiva.

Para reducir la varianza , Ross propone realizar un muestreo estratificado, condicionando por una v.a. discreta, valindose
de la siguiente identidad:

Var(z) = By (Var(z/Y)) + Vy (E(z/Y))

= Ey(Var(z/Y)) < Var(z)

Tambiém busca utilizar datos obtenidos de una misma corrida, a modo de lograr obtener correlaciones negativas entre
los datos para reducir asi la varianza.
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