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P1 a) Sea (Y,)nen una sucesién de v.a. i.i.d. con valoresen A = {1,..., N}, tal que P(Y; = k) = +, Vk € A.
Considere la nueva sucesion (X,,)nen definida por X,, = max{Y¥;, : 0<k <n}, neN.

1) (1 pto.) Pruebe que (X,)nen s una cadena de markov. Ademds, calcule los coeficientes p;; de
su matriz de transicién P

(n)
ij
con los p

sus coeficientes. Encuentre una
(n—1)
ij :

1) (0,5 pto.) Sea P la matriz de transicién en n etapas y p
(n)

ecuacion (recurrencia) que relacione los coeficientes Dij

1) (1 pto) Demuestre que p(m = (ﬁ)n parai € Ay pg;l) = (%)n — (%)n parai,j € Aji < j.

i

b) Suponga que estamos en el semestre Primavera 2009 y que usted, como alumno aprobado con excelencia

del curso INT790, logra convertirse en el nuevo auxiliar del susodicho ramo. Adem4s, usted tiene mucha
suerte y la pregunta que aparece mas arriba (y que respondié correctamente en 2008) es justo la
pregunta que le toca corregir en el C2 de 2009 (la llamaremos P3C2-2009).
Su estilo de corregir las pruebas de sus M alumnos es muy particular. Comienza tomando la prueba
del alumno 1. Se sabe que cada vez que toma la prueba del alumno ¢, con 1 < i < M — 1, existe
una probabilidad p € [0,1] de avanzar a la prueba del alumno ¢ + 1 y una probabilidad (1 — p) de
devolverse a la prueba del alumno i — 1. La primera vez que toma la prueba de un alumno usted le
asigna, independiente de todo lo demds, y con probabilidad g;, una nota j € {2.0,3.0,...,7.0}. Cada
vez que vuelve a pasar por la prueba de un alumno le baja una décima (la nota puede ser negativa). Si
llega a la prueba del alumno M, le pone la nota correspondiente y el proceso de correccién termina.
Por otro lado, si estd en la prueba del alumno 1 y “se devuelve” entonces a todos los alumnos que no
les ha puesto nota todavia les pone un 1.0 y finaliza la correccién.

1) (1.0 pto) Modele el paso de una prueba a otra como una cadena de markov'. Dibuje el grafo
correspondiente, identifique las clases y clasifique sus estados.

11) (0.5 ptos) Calcule la probabilidad de que el alumno M obtenga una nota estrictamente superior
a 1.0 en la P3C2-2009.

111) (1.0 pto) Calcule la nota esperada del alumno M en la P3C2-2009.

Ahora suponga que el curso sélo tiene 4 alumnos, es decir, M = 4 y que p = % Se definen las
cantidades m;;:el numero esperado de veces que Ud. pasa por la prueba del alumno j durante el proceso
de correccion dado que parte corrigiendo al alumno i, con i,j5 € {1,...,M}.

1v) (0.5 ptos) Determine mq; con 1 <i <3
v) (1.0 ptos) Calcule las notas esperadas de los alumnos 1y 2 en la P8C2-2009.
v1) (0.5 ptos) Calcule el tiempo esperado de correccién (nimero de pasos).

1Para esta modelacién no debe considerar las probabilidades qj-



P2 El otrora alumno y ahora auxiliar del curso, luego de tomar un control del mismo, decide ir a ver el partido
de la seleccién chilena de futbol ante uno de sus rivales en las clasificatorias. Ambos equipos tienen N
jugadores. El director técnico de La Roja ha decidido promover el juego colectivo, por lo que cuando un
jugador chileno tiene la pelota, dard un pase luego de un tiempo exponencial de parametro «, siendo el
destinatario elegido de forma equiprobable entre sus companeros. De este modo, el equipo rival nunca tiene
la posesién del balén. Lamentablemente, este esquema desgasta a los jugadores chilenos y perturba a sus
rivales. Cada jugador chileno juega bien durante un tiempo exponencial de pardmetro A, pasando entonces
a jugar mal durante un tiempo exponencial de pardmetro g, luego del cual vuelve a jugar bien. Ademas,
cuando un jugador chileno recibe una falta grave, pasa a estar lesionado, independientemente de cémo haya
estado jugando. Un jugador lesionado, el cual sigue jugando a pesar de su estado, se recupera después de
un tiempo exponencial de pardmetro v, luego del cual pasa a jugar bien. Cada jugador rival esperard un
tiempo exponencial de pardmetro 6 antes de cometer una falta grave, afectando de forma equiprobable a
cualquiera de los jugadores chilenos que no estén lesionados.

Seai €I ={1...N} el conjunto de jugadores. Sea {Z(t) : t > 0} un proceso que indica qué jugador tiene
la pelota.

a) (1.0 pto) Represente {Z(t) : t > 0} como una cadena de Markov a tiempo continuo. Explicite estados,
transiciones y tasas.

b) (1.0 pto) Calcule la probabilidad que el jugador j tenga la pelota en el instante ¢ dado que el partido
lo inicia el jugador +.
Indicacién: Utilice las ecuaciones de Kolmogorov forward y recuerde que una ecuacién de la forma
y'(t) + By(t) = f(t) tiene por solucién general y(t) = =5 fot ePs f(s)ds + Ke Pt

¢) (1.0 pto) Argumente la existencia de una distribucién estacionaria para {Z(¢) : t > 0}, plantee el
sistema de ecuaciones que permite obtenerla y encuéntrela.

Sean X (t) e Y (¢) las cantidades de jugadores que estdan jugando bien y mal, respectivamente, en el instante
t. Sea E(t) es estado del jugador i en el instante ¢.

d) (1.0 pto) Represente {(X(t),Y (¢)) : t > 0} como una cadena de Markov a tiempo continuo. Explicite
estados, transiciones y tasas.

e) (1.0 pto) ;Son {E(t) : t > 0}, {Y(t) : t > 0}, {X(t)+Y(®) : t > 0}, {(E(®),Y(®) :t >0}y
{(E(t),X(t)+Y(t)) :t >0} cadenas de Markov? Argumente brevemente.

Suponga que conoce las matrices de transiciéon P(t) y R(t) de {Z(t) : t > 0} y {(X(¢),Y(t)) : t > 0},
respectivamente. Sean (P;) y (Rnm) las distribuciones iniciales respectivas. Sea D C I el conjunto de
delanteros de la seleccién. Decimos que Chile estd en posicién de gol en el instante ¢ si en ese momento
todos los jugadores estan jugando bien, o si al menos L estan jugando bien y la pelota la tiene un delantero.

f) (1.0 pto) Entregue una expresién para la probabilidad de encontrar a Chile en posicién de gol en el
instante ¢ y condiciones suficientes para que esta probabilidad se mantenga constante durante todo el
partido.

g) (0.5 pto) Sea G(t) la variable aleatoria que indica si Chile estd o no en posicién de gol en el instante
t. ;Es {G(t) : t > 0} una cadena de Markov a tiempo continuo? Justifique.

» Duracién del control: 2.5 horas
- Responda cada preguntas en grupos separados de hojas

» Buena Suerte!



