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P1 En un pequeifio centro hospitalario se tiene la urgencia de instalar equipos nuevos. Estos equipos son muy
costosos y se deben manejar con mucho cuidado por lo que se necesita que el establecimiento esté vacio al
momento de la instalacién. El problema es que actualmente se tiene M pacientes en el centro (y los equipos
no llegardn hasta que no haya nadie).

Cada manana un doctor evalia la condicién de los pacientes para ver si son dados de alta. Se ha determinado
que cada paciente tiene una probabilidad p de estar rehabilitado y salir del centro y una probabilidad (1 —p)
de seguir internado, independiente de lo que ocurra con los demas pacientes. Nadie puede ingresar al centro
hasta después de instalados los equipos.

a) Muestre que el sistema descrito puede ser modelado como una cadena de Markov en tiempo discreto,
dibuje el grafo correspondiente, identifique las clases y clasifique sus estados.

b) Si el sistema tiene inicialmente M pacientes, cudl es la probabilidad que algin dia tenga M — 17,
jcudl es la probabilidad que algin dia se puedan instalar los equipos?. Encuentre estas probabilidades
y fundamente adecuadamente sus respuestas.

Ahora suponga que la instalaciéon de los equipos ya se realizd, por lo que pueden llegar pacientes al centro
hospitalario. Se sabe que la probabilidad que lleguen k pacientes en un dia es g, con k = 0,1,2.... Ademaés
el centro sélo cuenta con C' camas, por lo que si llega una persona y no hay cama disponible, ésta es derivada
a otro centro médico. Considere que una persona que ingresa al centro es internada al menos por una noche
(no puede tener el alta sin una evaluacién positiva del doctor que pasa revisién en la mafiana).

¢) Modifique su modelo para esta nueva situacién y dibuje el grafo correspondiente, identifique las clases
y clasifique los estados.

Sol: a) La situacién claramente puede ser modelada como una cadena de Markov en tiempo discreto debido a
que si me defino los estados como el nimero de pacientes que quedan en el centro en un dia, entonces
todas las probabilidades de transicién pueden ser determinadas a partir de esta informacion. De esta
forma se tiene que:

» El estado ¢ Serd la situacién en que quedan i pacientes enfermos en el centro, Vi € {0,..., M}.
= Las probabilidades de transicién quedan determinadas por la siguiente formula!:

I (1 —p)) siM>i>5>0
P(i,7) = P(ir del estado i al estado j) = (1= p) Met=d=
0 Sij > 1
= Existen M + 1 clases distintas: 1 recurrente compuesta por el estado 0, y M clases transientes
compuesta cada una por uno de los M estados restantes. Recuerden que una clase esta compuesta

por todos los estados comunicados? entre si, y en este caso ningtin estado se comunica con otro.

b) Primero necesitamos encontrar la probabilidad de eventualmente pasar por el estado M — 1. Para
calcular esta probabilidad vemos que de pasar por este estado, la transicién debe lograrse en algin
ntmero de periodos. Por esto se tiene que:

P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Pasar por M-1 en i transiciones)

i=1

lEsto es equivalente a definir la matriz de transicién P.
2Ver definicién en apuntes del curso



Grafa Parte 1

P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Quedarme en M por i-1 transiciones) - P(M.M — 1)

i—1
P(Pasar por el estado M-1) = Z(l 7p)]\/1(i71) M ep-(1—pMt
i=1
M(1 — p)M—1
P(Pasar por el estado M-1) = 1(_(1‘”_)19)]\/[])

Por otro lado, la probabilidad de instalar los equipos algin dia es equivalente a la probabilidad de
llegar alguna vez al estado 0. Sin embargo dado que esta es una cadena ergodica, sé que en el largo
plazo con seguridad estare en la clase recurrente. Como en este caso la clase recurrente esta compuesta
por el estado 0, es que se puede decir con seguridad (Probabilidad =1)que en el largo plazo el sistema
llegard al estado 0 y por lo tanto se podran instalar los equipos.

¢) En este caso se tiene un numero C' de camas disponibles y existe la posibilidad que llegue gente al
centro asistencial. De esta forma:

Grafo Parte 3

» El estado ¢ Serd la situacién en que quedan 4 pacientes enfermos en el centro, Vi € {0,...,C}.

= Para calcular la probabilidad de transicion entre dos estados cualesquiera condicionaremos sobre
el nimero de personas que se recuperan.
Entonces, para j # C:

i, i
PP —p)

P(i,j) = Z P(i,j|Se mejoran k personas) - m

k=0

= Sin embargo;



P( i,j |Se mejoran k personas) =P(lleguen j — i + k personas)

siempre y cuando j — ¢ + k > 0, entonces:

‘ i .
P(i,j) = Z | P(lleguen j — i + k personas) - m#“(l —p)ik
k=méx(i—j,0)
C o : i! k i~k
P(i, j) = Z . qj—itk - m}? (1-p)
k=max(i—j,0)
= De la misma forma, si j = C, entonces:
¢ i1 ,
P(i,j) = Z | P(lleguen més de j — i + k personas) - mpk(l —p)ik
k=max(i—3,0)
N i - it k i—k
P(i,j) = Z ( Z QZ)'WP (1-p)

k=méx(i—j,0) z=j—i+k

P2 Considere un jugador que apuesta sucesivas veces en el mismo juego. En cada jugada existe una probabilidad
p de ganar una unidad y una probabilidad 1 — p de perder una unidad. Se asume que las jugadas sucesivas
son independientes. El jugador comienza con una cantidad i, 1 < i < N, y juega hasta que pierde todo o
llega a N.

a)

b)

Construya una cadena de Markov que describa la fortuna del jugador en cada instante. Incluya las
probabilidades de transicién.

El jugador al llegar a N cambia su estrategia y decide apostar doble o nada, de manera que con
probabilidad p su riqueza es 2N (y se retira), mientras con probabilidad 1 — p pierde todo (y su riqueza
se reduce a cero). Modele esta nueva situacion.

Si en la situacién de la parte (a), la probabilidad de ganar es p = % , (De qué depende que nuestro

jugador finalmente gane o pierda?. Sin hacer calculos entregue valores especificos cuando se pueda e
interprete sus resultados.

Resuelva el problema para el caso general , es decir, encuentre las probabilidades de terminar ganando
o perdiendo el juego si se empieza con una cantidad i, 1 < ¢ < N. Se juega hasta que pierde todo o
llega a N, con p # (1 — p).

Sol: a) La cadena es la siguiente:

b)

i PP
%65
p 1p -

i

PP P
555
P 1-p 1-p

La cadena es la siguiente:



c¢) Sea

fi = P[Ganar dado que parto con i unidades]

Inmediatamente vemos que fo = 0 y que fy = 1. De la misma forma vemos (condicionando en el
resultado de la primera apuesta) que:

1 1 ,
fi= 5fz‘+1+§fz‘—1 YO <i< N

lo que implica que:
firn—fi=fi—ficn VYO<i<N
La primera ecuacién nos dice que:
2—fh=h
Utilizando esto vemos que:

fi _fifl = fl

Ahora si sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescépica):

1
INn—fH=WN-1)-fi=fi=—+
N
De la misma forma si sumamos las ¢ — 1 primeras restricciones veremos que:
) i
fi=i-fi= N
d) Para el caso general procederemos exactamente como lo hicimos para el caso particular:

fi=p - fimn+ 1 —=p)- fima VO<i< N
lo que implica que:
fixr — fi=p(fi — fiz1) YOo<i< N
Donde p = 1;% La primera ecuacién nos dice que:

fa—fi=ph

Utilizando esto vemos que: ‘
fi—fici=p""H

Ahora si sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescépica):

I mh= (X ) i = g 0
N 1= iZIP 1 1_Ziv:61pi_1_pN

De la misma forma si sumamos las ¢ — 1 primeras restricciones veremos que:

7

N—1 1_
=) h= 2
k=0

1—p



P3 Considere una cadena de Markov con todos sus estados perteneciendo a una misma clase recurrente positiva
que parte en el estado inicial 0. Sea m; el nimero esperado de periodos que la cadena pasa en el estado 4
antes de retornar a 0.

a) Usando la ecuacién de Wald, muestre que:

b) Relacionando los m; con la proporcién del tiempo que el sistema pasa en el largo plazo en el estado j
para j > 0, vuelva a argumentar el resultado anterior.

Sol: a) Sea X;j(n) igual a 1 si la n-ésima transicién que sale desde i ocurre hacia el estado j y cero en otro
caso. Cenotemos por IN; al nimero de periodos que la cadena pasa en el estado 7 antes de regresar al
estado 0. Luego, para j > 0 se tiene:

N,; Ni
m; =B > Xi(n)] =Y E[>_ Xi;(n)]
i n=1 [ n=1
Usando la ecuacién de Wald:
N;
B[ Xij(n)] = E[N:]P;; = m; P,
n=1

b) Intepretando el tiempo entre visitas a 0 como un ciclo, los m; correspondientes a la proporcién del

tiempo que el sistema pasa en el estado j en el largo plazo, satisfacen: m; = % Luego, de la relacién

de ecuaciones de estacionariedad 7; = E m; P;; se tiene para j > 0 que:

i
mj: E mlPU
i

P4 Sea {X,, : n > 1}, una cadena de Markov irreductible que tiene un conjunto numerable de estados. Considere
ahora un nuevo proceso estocéstico {Y;, : n > 1} que sélo acepta valores de la cadena de Markov que estén
entre 0 y N. Esto es, se define Y,, con el n-ésimo valor de la cadena de Markov que esta entre 0 y N. Por
ejemplo, si N =3y X1 =1, Xo =3, X3=5, X4y =6, Xs =2entonces Y1 =1, Y5 =3, Y3 =2.

a) (Es {Y, :n > 1} una cadena de Markov?. Explique su respuesta.

b) Sea m; la proporcién del tiempo que {X,, : n > 1} estd en el estado i. Sim; > 0 Vi, jqué proporcién
del tiempo estd {Y;, : n > 1} en el estado j?.

¢) Suponga que X, es recurrente nulo y sea II;(IN) la proporcién del tiempo que {Y;, : n > 1} pasa en el
estado ¢, 4 =1,..., N. Muestre que:

II;(N) = II;(N) - E[tiempo que el proceso X pasa en j entre retornos a ], i # j

d) Use la parte (c¢) para argumentar que en el paseo aleatorio simétrico el niimero esperado de visitas a
un estado ¢ antes de retornar al origen es 1.



Sol: a) Sea o(n) tal que X,(,) representa la enésima vez que la cadena X es menor que N. En el ejemplo del
enunciado, o(1) = 1, 0(2) = 2 y ¢(3) = 5. Claramente {Y,, : n > 1} = {X;(,) : n > 1}. Luego
P(Yn+1 :]|Yn :i,Ynfl :Z.nfh...,Yl :ll) = P(Xa'(n+l) :]|X0(n) :iaXa(n—l) :infl,...,XU(l) :11)
P (Xo(ns1) = |1 Xom) = 1)
= P(Xop) =jlXoq) =)

= Y P(Xo@) =4,0(2) =m|X,q) = i)
m=2

o0
= Pj+ Y Pin+Pyin.Pyej
m=2
donde M+t ={i:i> N}
b) La proporcién del tiempo en el estado j de la nueva cadena serd (Notamos que en la nueva cadena el

tiempo se detiene cuando realizamos transiciones entre estados de la cadena original no contemplados
en la cadena modificada):

_ I
- N
Zk:o np

¢) Para responder esta parte utilizaremos teoria de renovacién. Un ciclo comenzard con una visita al
estado 7 y terminard al comienzo de la préoxima visita. Si interpretamos las probabilidades estacionaria
de la nueva cadena como la proporciéon del tiempo que la cadena pasa en un estado tendremos que:

I1;(N) VO>j>N

1
E[Tiempo entre visitas al estado j (en la cadena modificada)]

I;(N) =

E[Numero de visitas a j entre visitas a i (en la cadena modificada)]

E[Numero de etapas entre visitas a i (en la cadena modificadal
E[Numero de visitas a j entre visitas a i (en la cadena original)]

E[Ntumero de etapas entre visitas a i (en la cadena modificada)
= [E[Ntumero de visitas a j entre visitas a i (en la cadena original)] - II;

El 1ltimo paso se debe a que el resultado es independiente de la eleccién del comienzo y término de
un ciclo.

d) En el paseo aleatorio simétrico tenemos que la cadena modificada es:

1
Pi,i+1:§: hi—1 i=1,....N—1
1
P0,0=§=P0,1
1
PN,N:§:PN,N71

Dado que la matriz es doblemente estocéstica (ver ejercicio 4.12 del Ross), tendremos que:

De la parte 2 vemos que:

E[tiempo que la cadena original pasa en j entre visitas a i] = 1

En particular consideramos 7 = 0 y obtenemos el resultado deseado.
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