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P1 El famoso crack italiano Christianno Bernotti estd de vuelta. Hace pocas semanas ha sido contratado
por el temible equipo espanol Los Galdcticos y se apronta a jugar su primer partido como titular ante la
poderosa escuadra inglesa del Archenal.

Una vez en el partido, Bernotti tomard la pelota de fitbol segin un proceso de Poisson de tasa A\ [ve-
ces/minuto]. Dado que Bernotti es el delantero central, siempre estard cerca del pértico rival cuando tome
el balén. Asi, cuando reciba la pelota podra intentar eludir a la defensa con una probabilidad p o rematar
al arco de media distancia en caso contrario. Cada remate de media distancia tendra una probabilidad g;
de ser gol, donde 7 es el nimero de goles que Bernotti ha convertido hasta ese momento en el partido (ini-
cialmente comienza con 0 goles). Debido al desgaste que le produce a Bernotti cada gol, ¢; seré decreciente
en i, es decir, mientras mas goles haya hecho serd menos probable acertar un gol de media distancia.

En el caso que intente eludir a la defensa, el nimero de defensas que se interpondréan en su camino hacia al
arco sigue una distribucién F' (donde F es una distribucién de probabilidad discreta). Si llegan més de K
defensas a marcarlo, de seguro perdera el balén y perderd la oportunidad de marcar el gol. Por el contario,
si lleguan menos de K defensas, Bernotti de seguro los eludird gracias a su increible técnica y velocidad,
pudiendo rematar a porteria en un mano a mano con el arquero. La probabilidad de anotar en un mano a
mano con el arquero es .

El tnico que hara goles en Los Galdcticos serd Bernotti, ya que sus compartieros siempre prefieren que sea
él quién intente batir el pértico rival. Sea G(t) el proceso de conteo de los goles hasta el minuto t, responda:

a) ;Cudl es la esperanza del tiempo transcurrido hasta el primer gol?
b) ;Cuél es la esperanza del tiempo transcurrido hasta que se hacen n goles?

¢) Si el primer gol ocurre en el minuto s. ;Cudl es la esperanza del nimero de remates de media distancia
que lleva Bernotti hasta ese momento?

d) ;Cuél es es la probabilidad de que se hayan convertido dos goles antes del minuto ¢? Ademds, ;Cuél
es la probabilidad de que haya 2 goles hasta ese momento, sabiendo que los defensas se la han quitado
m veces?

Durante el desarrollo del partido, en las tribunas preferenciales del estadio hay un vendedor de sandwiches
de traserauzx, un apetecido manjar de los fanaticos del futbol. El éxito del negocio esta fuertemente ligado
al resultado del partido. Se sabe que si en un partido Los Galdcticos han convertido mas de 2 goles, se
venden sandwiches segiin un proceso de poisson de tasa A2 [sandwiches/minuto|, mientas que si no se han
convertido dos goles los tiempos entre ventas del apetecido manjar se distribuyen exponencialmente de tasa
1 [sandwiches/minuto.

e) Considerando que el partido dura exactamente 90 minutos y no hay entretiempo §Cudntos sandwiches
se espera vender en el partido, sabiendo que hubo exactamente 2 goles?
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P3
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P5

a) Suponga que shocks ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A y suponga que cada shock,
independiente de lo demas, causa la falla de un sistema con probabilidad p. Sea N el niimero de shocks
que ocurren hasta que el sistema falla y sea T' el tiempo al que falla. Encuentre P{N = n/T = t}.

b) El ntiimero de pruebas a realizar en un laboratorio es una v.a. Poisson de media A. Cada prueba tiene n
resultados posibles; independiente de todo lo demas, el resultado de una prueba es ¢ con probabilidad P;,
>°1 P; = 1. Denotemos por X; al ntimero de resultados que ocurren exactamente j veces, j = 0,1, ....
Entregue expresiones para E[X;] y Var(Xj;).

¢) Buses llegan a un paradero segiin un Proceso de Poisson de tasa A. Si toma el bus desde el paradero,
demora un tiempo R desde que sube al bus hasta llegar a su casa. Si camina desde el paradero hasta
su casa se demora un tiempo W. Suponga que su politica al llegar a su paradero es esperar un tiempo
s al bus y si el bus no ha pasado hasta ese instante, entonces caminar.

1) Calcule el tiempo esperado que transcurre desde su llegada al paradero hasta llegar a su casa.
2) Para los casos W < %—i—R, W = %—i—R yW > % + R, determine la politica que minimiza el tiempo
esperado de la parte anterior.

La vida 1til de un automovil es una variable aleatoria de distribucién F. Un individuo tiene la politica de
cambiar su auto por uno nuevo cuando éste falla o cuando llega a una edad A. Sea R(A) el valor de reventa
de un auto de edad A, mientras que el valor de un auto que ha fallado es 0 independiente de su edad. Sea
C1 el costo de un auto nuevo y suponga que se debe incurrir en un costo adicional de Cs si el auto se cambia
porque falla.

a) Si un ciclo comienza cada vez que el individuo compra un auto nuevo, calcule el costo promedio por
unidad de tiempo en el largo plazo.
b) Si el ciclo se define de manera que comienza cuando el auto en uso falla, calcule el costo promedio por

unidad de tiempo en el largo plazo.

Considere sucesivos lanzamientos de una moneda que tiene probabilidad p de salir cara. Encuentre el nimero
esperado de lanzamientos hasta que los siguientes patrones aparecen (C= cara, S= sello) :

a) A= CSCS

b) B= SCSS

Ahora suponga p = %

¢) Encuentre P[A ocurra antes que B].

d) Encuentre el nimero esperado de lanzamientos de hasta que ocurre A o B.
Un sistema de produccion estd conformado por 2 maquinas funcionando en serie. Cada una de estas maquinas
trabaja sin fallar durante un tiempo exponencialmente distribuido de media A. Una maquina que falla es
reparada en un tiempo aleatorio exponencialmente distribuido de tasa p. En estos casos, el sistema completo

deja de funcionar, a pesar que la maquina que no ha fallado sigue trabajando porque los costos de setup
son muy altos.

Suponiendo que ambas méquinas comienzan trabajando correctamente conteste las siguientes preguntas:

a) Calcule la esperanza del tiempo en que el sistema completo esta funcionando, antes de la primera falla.
b) Calcule la esperanza del tiempo que el sistema demora en volver a funcionar correctamente.
¢) Utilizando los resultados anteriores, calcule la probabilidad de encontrar al sistema en correcto fun-

cionamiento en el largo plazo, definiendo un proceso de renovacion alternante.

Suponga ahora que el tiempo que las maquinas funcionan correctamente sigue una distribucién Fy, mientras
que el tiempo que toma su reparacién sigue una distribucién F,,.

d) ;Es vélido utilizar un razonamiento andlogo a lo realizado en el punto (3)? Justifique.

e) Calcule la probabilidad de encontrar al sistema en correcto funcionamiento en el largo plazo.



P6 A un aeropuerto llegan pasajeros a la zona de embarque segiin un proceso de Poisson no homogéneo de tasa
A(t). Se sabe que los pasajeros pueden ser de dos tipos: sospechosos o con buena presencia. Cada pasajero
tiene una probabilidad ¢, de ser de tipo sospechoso, y una probabilidad ¢, = 1— g, de tener buena presencia.

La seguridad de la linea aérea ha dispuesto que una fraccién de los pasajeros sospechosos y de los que tienen
buena presencia tengan que someterse a una revision para detectar eventuales terroristas. La seleccion de
los pasajeros para este control es tal que con probabilidad R4(t) un pasajero de tipo sospechoso que llega en
el momento ¢ deberd someterse a la revision, mientras que si es de tipo buena presencia esta probabilidad
es Ry (t).

La revision de los pasajeros es instantanea, incurriéndose en un costo C por cada pasajero controlado.
Ademis, se sabe que con seguridad el sistema de control detectard a un terrorista intentando abordar el
avidn, los que seran entregados a la justicia. Estudios de la CIA han determinado que una fraccién By de
los pasajeros que parecen sospechosos son terroristas, mientras que una fraccién B, de los pasajeros con
buena presencia también son terroristas (Bs > Bj,).

Los pasajeros aceptados en el control y aquellos que no tuvieron que someterse a revisién ingresan al salén
VIP donde deben esperar hasta que salga el vuelo. El avién despega en un tiempo 7' con a lo mas N
pasajeros. La linea aérea incurre en un costo p por cada unidad de tiempo que un pasajero espera en el
salén VIP por concepto de bebidas y entretenciones, ademds de un costo D por cada pasajero que estando
en el salén VIP para abordar el vuelo no puede hacerlo por falta de espacio, en este caso, los pasajeros
tienen todos la misma probabilidad de no poder abordar independiente del orden en que llegaron.

Por otra parte, la compania sabe que si en el avién van k terroristas hay una probabilidad Ay que los
terroristas secuestren la aeronave, lo que significa un costo en imagen valorado en X con X >> C.

a) Encuentre la distribucién del proceso de llegadas al salén VIP.
b) Calcule el costo esperado por concepto de bebidas y entretenciones en el salén VIP.

¢) Encuentre la distribucién de probabilidad del nimero de terroristas detectados en el control. ;Cudl es
la distribucién de probabilidad de los que estan esperando en el saléon VIP en el tiempo T°7.

d) Encuentre la distribucién de probabilidad del nimero de terroristas que finalmente abordan a un vuelo.

e) Calcule el costo esperado total que deberd incurrir la linea aérea en un vuelo.

Indicaciones

s Fecha de entrega: viernes 5 de Septiembre en Secretaria MGO.

= Entregar preguntas en grupos de hojas separadas, corcheteadas y con nombre.
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