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Pauta Control 4

Problema 1 (Becker 1974) Suponga que un padre y su hijo juegan el siguiente juego. Primero el hijo realiza
una accién A, que genera ingresos para él mismo y el padre de I¢(A) e Ip(A) respectivamente (I¢(A) es el
excedente neto para el hijo después de considerar el costo de la accién, por lo que puede ser decreciente para
A grande). Después, el padre observa Ic e Ip, y elige una herencia B. La utilidad del hijo es U(I¢ + B)
y la del padre es V(Ip — B) + kU(I¢ + B), con k > 0. Asuma que A > 0 y que las funciones I¢, Ip son
estrictamente céncavas y son maximizadas para Ag, Ap > 0. La herencia B puede ser positiva o negativa.
Las funciones U y V son estrictamente cdncavas.

i. (2 puntos) Escriba el juego en forma extensiva.

ii (4 puntos) Demuestre que en el EPS el nivel A* escogido por el hijo es el mismo que el nivel que
maximiza la utilidad social I¢(A) + Ip(A), a pesar que sélo el padre es altruista.

Respuesta
La estrategia del hijo es la accién A, la estrategia del padres es una funcién B(I},(A), I,(A4)). Dado esto,

para encontrar el SPE hay que ir de atras hacia adelante. Es decir, primero veamos lo que hace el padre.
Dada una accién A, el padre busca el B* que maximiza su utilidad.

maxzpV (I, — B) + kU (I, + B)

Derivando y igualando a cero, la condicién que queda es:

V'(I,— B*)+ kU'(I,+B*) =0
La funcin de reaccién B depende implicitamente de I;,(A) y I,(A), que es lo que observa el padre.
Ahora, para calcular el SPE es necesario ver lo que hace el hijo, el maximiza su utilidad, asumiendo que
el padre juega B*:
mazaU(I,(A) + B*(In, I,))

Las condiciones de primero orden quedan:

U'(In + B*(Ly, In) (I}, + 351, + 95-1,) = 0



Todo estd evaluado en A*. De la tltima relacién, como U(.) es creciente entonces la derivada es estric-
tamente mayor que cero. Luego la igualdad que tenemos es:

! OB* 11 OB* 11 _
Ih + oIy, Ih + oI, IP =0

Ahora veamos la primera ecuacién. Si derivamos con respecto a A en esa ecuacién, nos queda el siguiente
resultado:

V(L = BY) (I, — 3515 = S 00) + kU (In + BY) (I + 515+ $5-1,) = 0
Evaluando en A* y aplicando el resultado anterior queda que:
V" (1p(A%) = B*(Ip(A"), In(A"))(I,(A") + I;,(A7)) = 0
Y como V(.) es estrictamente concava, queda que:
I)(A) + I}(A") = 0

Luego el A* que elige el nifio es el mismo que maximiza la suma de los ingresos familiares.
Hay que notar que el SPE del juego es:

SPE = (A*, B*(.,.))



Problema 2 Considere el siguiente remate (conocido como ”todos pagan”). Cada jugador debe escribir
en un sobre lo que esta dispuesto a pagar por un objeto. Quien ofrezca mas gana, pero todos pagan lo
que escribieron. Suponga que hay N jugadores, cada uno de ellos con una valoracion v; del bien, que esté
distribuida de acuerdo a F' en [0, A].

i. (2 puntos) Escriba este juego en forma bayesiana.

ii. (3 puntos) Suponga que hay un equilibrio simétrico donde cada jugador elige 3(-). Escriba la ecuacién
diferencial que debe satisfacer (.

iii. (1 punto) Encuentre 3.

Respuesta

Para definir el juego en forma bayesiana habia que poner las utilidades, y deja en claro que una estrategia
en este caso es una funcién que toma como argumento el tipo del jugador.

Dado esto la utilidad es:

UZ‘(Z‘,', Si, S—i) =

T; — 8 si s; > 55,V
Ui(wi, siys-i) = & =i si 37, s; < s
z;

Tt —s; si hay empate, con m la cantidad de empatados

Luego, la esperanza de la utilidad, dado el tipo del jugador i es:

(UZ‘(.’L‘i, Si, s,i)|xi) = xiP(si > Sj,Vj) — S;
Que es lo que busca maximizar cada jugador en un equilibrio de Nash.
Ahora, si el jugador supone que todos van a jugar una estrategia del tipo 3(x;), la esperanza cambia a:

(Ui(wi, 84, 5—4)|x5) = x:P(s; > Pajy),Vj) — s

Ocupando independencia, asumiendo que [ es creciente, queda que la probabilidad es:

P(si > Ba;), Vi) =P"Ha; < 7' (s:)) = F" (B (s1)
Entonces, los jugadores van a maxmizar z; F"~1(871(s;)) — s, en s;. La CPO queda:

n—2/ _ 1
zi(n —1)F 2(5 1(5i))f(/6 1(82'))W -1=0
Para que en el equilibrio se cumpla que todos juegan /3(.) se tiene que cumplir lo anterior reemplazando
s; por B(x;).

n—2 . 1 o _
zi(n—1)F (xi)f(:cz)r/(mi) 1=0
De donde:

x

Blz) = /y(n —D)F"2(y) f(y)dy + C
0

Nota: La formula de B asegura que es creciente. Falta el caso en que 3 es decreciente, pero en la
correccion se omitio.



Problema 3 Considere el siguiente juego:

1221
21| -1,2

i. (4 puntos) Encuentre todos los equilibrios de Nash.

Ahora considere el siguiente juego:

1,2 2-1 | 18-12 3,05
2-1 1,2 1,18 | 23
1,19 [ -1.1,-05 | 2001 | 17,1

512 1,15 | 100,12 | 8.1

ii. (2 puntos) Encuentre todos los equilibrios de Nash.

Respuesta

Es claro que en el primero juego el equilibrio es {(%7 %), (%, %)}

Para esto basta ver que si un jugador eso, entonces el otro estd indiferente entre jugar cualquiera de sus
estrategias.

Para el segundo juego, primero hay que otar que para el jugador 2 las estrategias de la izquierda estan
estrictamente dominadas, luego el nunca va a jugar esas estrategias. Y dado que no juega, para el jugador 1
las dos tultimas estrategias también estan estrictamente dominadas. Luego se recupera el juego de la parte

anterior, y el equilibrio queda:



