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1. Introduccion

Desde un punto de vista formal, el estudio del equilibrio general en edartoata el problema
de la existencia de precios y distribuciones de bienes que curojgldos objetivos fijados a priori
respecto de los agentes de la ecoref@onsumidores y productores). Estdgetivospueden ser de
variadaindole y normalmente vienen de alguna defimicde comportamiento individual de agentes,
considerando adems la existencia de restricciones globales sobre las decisiones de los mismos. Ya
mas en detalle, la idea es estudiar la existencia y propiedades de ciertas cantidades (precios, consumos
y producciones) que sam las soluciones de ciertos problemas de optimbrapara cada agente. El
punto central es que, nhormalmente para los diversos modelos que existen, estas soluciones encontradas
deben satisfacer dos tipos de criterios centrales: por un lado uno dsirtiptianeidady, por otro
lado, uno débalance ecoamica El criterio de simultaneidad se refiere a que el concepto de equilibrio
gue normalmente se define lleva ingitas variables que deben ser comunes a todos los individuos
participantes de la econdan(precios) mientras que el de balance se refiere a que los equilibri@gndebe
cumplir con ciertas ecuaciones de conseiaci

El concepto de equilibrio ecédmico mas ampliamente utilizado en la literatura (fsconocido) es
el Walrasiano. En este concepto, por un lado se asumen comportamientos hedonistas de los consumi-
doresy, para efectos de las firmas, se asumen comportamientos de luénmiecoha idea es quék
a traés del consumo de bienes los individuos logran su felicidad mientras que por el lado de las firmas,
es el lucro (ganancia) de la transaxtio que motiva la productn. Ladnica restriccbn que se impone
en este modelo es gue consumido ras lo producido debe ser igual a lo que existe inicialmente en
la econoriia (digamos, recursos naturales o dotaciones de los individuos). Esta es la llamada ley de
Walras. La existencia del equilibrio es, por tanto, la existencia de precios y distribuciones de bienes
gue sean compatibles con los objetivos antes indicados. El precio obviamente debelsea cata
individuo y es a tra@s de este que exidarunflujo de bienes que lleve a cada uno de los participantes
a un estadio superior de bienestar. De esta manera, el rol del precio en ecesdondamental. Es a
traves de esta cantidad que el sistema resume sus valoraciones subjetivas de los bienes y con ellos es
gue tambgn se transforman las cosas en unidades equivalentes que puedan servir para transar (esta es
la riqueza de los individuos, que no es otra cosa que la vatorald los activos de un individuo a los
precios de mercado).

Es tan complejo el mecanismo de la créacde los precios que hoy emadno existe una tet
razonable y satisfactoria para explicarlo: rboses un problema ecémico, es adeds un problema
sociobgico y sicobgico de gran envergadura.

No esh dend@s decir que el concepto de equilibrio ya indicado no ésielo que podemos imaginar
razonablemente. De hecho, el supuesto de hedonismo es, en muchos casos, muy poco realista, ya que,
para la mayda de nosotros, se tiene que la felicidad de otros es una variable dédecisi importante
ala hora de sacar las cuentas: es el bienestar de los hijos 0 seres queridos lo que muchas veces nos obliga
a sacrificar nuestro propio consumo. Es en este caso que se habla de la existencia de externalidades en
la econonma.

Para efectos del estudio del equilibrio general en ec@mdms son los problemas centrales que
ocupan la agenda de investigatiy aralisis. Enprimer lugar, la existenciadel concepto de equilibrio
gue se defina en el contexto ebomco considerado. En este sentido, para estudiar este problema se
da un juego natural entre supuestos que se asumen sobre la egnunofundidad de los resultados
obtenidos. Normalmente, la convexidad @mcavidad) ha tenido un roBBico en este afisis.

Un segundo problemadel cual se preocupa la téardel equilibrio general dice reldxri con las

!Nada se crea o se destruyé|s se transforma.
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propiedades de eficienciasociados al equilibrio. En este sentido hay dos concepisisds que per-

siguen darnos luces sobre la tatica del bienestar y/o tacionalidadde las distribuciones: IRare-

tianidad de la asignaéin y el concepto dalcleo en la econona. Intuitivamente, el concepto de
Paretianidad trata de modelardéicienciade las asignaciones en el sentido de evitar el desperdicio

de bienes. La idea ddinleo se relaciona con que las asignaciones de equilibrio puedan o no ser ro-
bustas ante la existencia de coaliciones de individuos que puedan o no sacar provecho cambiando las
asignaciones que se han obtenido. Sobreidsiao punto no se discute en el presente documento.

Finalmente, uriercer (e importanteproblema a tratar viene de estudiar si dadas ciedi&s$ribu-
ciones eficientede bienes sé@ro no posible encontrar precios tales que las conviertan en equilibrios
de la econona. En otras palabras, la problatita de descentralizar puntos eficientes de la ecanom
(6bptimos de Pareto). Este es un problema fundamental en ecarswbre el cual existen muchos tra-
bajos.

En lo que sigue, no estudiaremos el modelo de equilibrio general en toda su@xteim que ras
bien aquel denominadmodelo de intercambjgy mas espéficamente, el modelo de intercambio con
dos agentes y dos bienes.

2. Modelo de intercambio

El modelo de intercambio es ela®s simple que podemos concebir. No por ello deja de ser in-
teresante, ya que, informalmente, toda la riqueza daisas del equilibrio est precisamente en este
modelo. La idea es formalizar una ecoriarde trueque.

2.1. Elmodelo

Supongamos que en la ecorarhaym personas (consumidores), indexadasipod = {1,2,...,m}.
Asumiremos adeas que en la econdmhay/ > 0 bienes y que cada uno de los individuos es posee-
dor de ciertaglotaciones inicialesle bienes dadas por un vector = (w;1, w2, ... ,wiy) € ]RQ La
cantidad total de bienes que hay en la ecoiaoes, por tanto,

w = Zwi S R?H_.
icl
Las dotaciones iniciales pueden ser herencias, regalos, etc. En definitiva, conforman todos aquellos
bienes que definen lo que el individuo posee en la vida. Obviamente se debe asumit dﬂé+ ya
gue de tener componentes cero simplemente ese bien puede ser ignoraddigiel Hiote que asumir
w e ]RﬂJr no implica que cada; tenga componentes estrictamente positivas.

Supondremos que las preferencias de cada individuo son representadas por énadieintiidad
U; ]Rﬂ — IR
de tal forma que dadas dos canastag € IR’ , diremos quey es preferido a: si y $lo si
ui(z) < ui(y).
Mas aun, si ocurre que () < u;(y) diremos que, es estrictamente preferidara

Nota 2.1 Note que si; representa la utilidad de un individuoc I, entonces cualquier transformaci
creciente de la misma tanéi representa el ordenamiento del individuo. En efectg, siR — IR es
una funcon estrictamente creciente, entonegér) < w;(y) siempre y cuande (u;(x)) < ¥ (u;(y)),
por lo cualiy o u; es tamben una fundn de utilidad del individuo.

4
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A partir de todo lo anterior, una econgade intercambio es simplemente una col@aci

¢
&= (Ui, Wi, R+)l€[1

dondelRﬂ indica el espacio donde los consumidores pueden escoger sus consumos (espacio de con-

sumos admisibles).

2.2. Los preciosy la restricabn presupuestaria

Mas alk del significado o interpretam que puedan tener, en todo esté@liis no entraremos
en detalles sobre la formaxi, origen, relevancia y/o significado de los “precios”. Asumiremos una
concepadbn intuitiva de los mismos.

Como veremos, el rol esencial de los preciof est convertir los distintos bienes en una unidad
equivalente, que llamaremasjueza la que se puede transar en el mercado. Es agrde los precios
gue podremaos definir el intercambio entre los individuos.

Puesto que en todo esteadisis tratamos con bienes y no con males, asumiremos entonces que
los precios son valores positivos (o iguales a cero) &8eamente un vector de precios es entonces un
elemento deR’, . Asi, dado un precip = (p;) € IR, y dada una canasta de consume (z;) € IR,
definimos swalor como

m
pex=) pii.
k=1

A partir de lo anterior entonces, definimos la riqueza de un individgo I al preciop € lRﬁ
simplemente como el valor de sus dotaciones iniciales, es decir,
p - wj.
Con esto entonces, dado un prepjauno define econjunto presupuestariode un individuoi € I

simplemente como odas aquellas canastas que cuyo valor es menor o igual a la riqueza del individuo a
dicho precio. Si lo denotamos p#¥p, w;) se tiene entonces que

B(p,w;) = {xélRﬂ |p-x Sp'wi}.
Graficamente el conjunto presupuestario es como sigse):
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En la figura anterior se ilustra un conjunto presupuestario asumiendo que el precio de mercado es
p = (p1,p2) Y las dotaciones de un individuo sap = (w;1,w;2). Que la canastér,y) esé en el
conjunto presupuestario significa que el individuo correspondiente “lo puede comprar”. Dicho vector
puede estar en @lterior del conjunto presupuestari¢z( y) en la figura) o en la frontera del mismo.
Que est en la frontera implica a su vez que o bien alguna de sus componentes es cero (y por lo tanto el
punto esh en alguno de los ejes) o bien&sn la llamadaecta presupuestariadel mismo, cual es el
caso dgz*, y*) de la figura anterior.

La recta presupuestariade B(p,w;) esh formada por todos aquellos puntos que satisfacen la
ecuaobn

R={z=(x;) € R |p-z=p-w}.

Note que las dotaciones iniciales de un individiempreest en la recta presupuestaria, cualquiera
que sea el precio considerado.

Proposicion 2.1 Dadosp € IRﬂ y A > 0, se tiene que

B(Ap,w;) = B(p,w;).

Prueba.La demostradin es muy simple. Supongamos que B(p,w;), entonce®-z < p-w;. Luego,
multiplicando toda la desigualdad pbr> 0 se tiene que

(Ap) -z < (Ap) - wi,

es decir, que el individuo puede comprar dicha canasta si los precios figraon lo cualz €
B(\p,w;). Laredproca es obvia: si
(Ap) -z < (Ap) - wi

al simplificar por\ se obtiene lo indicado. O

Lo anterior se expresa diciendo que el conjunto presupuestario es éoewde grado cero en
los precios. A partir de este hecho, la consecuencia directa es que los precios senpueddinar
sedin convenga al contexto que tratemos, cdestjue no altera el conjunto presupuestarioieds
esta manera, sinépdida de generalidad, se puede suponer, por ejemplo, que uno de los precios de
la econonia es uno (digamog;; = 1) y los otros son arbitrarios. Al bien que se le asigna precio
uno se le denominaumerario. Otra forma de “normalizar” los precios es dividir por la suma de sus
componentes. Dadoc IR’ , obviamente cop # 0 e, definiendo

¢
0= Zpk >0,
k=1

podemos entonces definir el precio normalizado como

A 1
p:(pk):gp-

Notemos entonces que para todee L = {1,2,...,¢}, pr > 0. Ademas, de la definién, es
directo que
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¢
> br=1
k=1

De lo anterior entonces, podemos asumir que los precios son elementos del |Bimabex de
IRY, es decir, del conjunto

V4
Ay = Gz(ak)eﬂ%e\akzo,zgk:l
k=1

Proposicion 2.2

(a) Elinterior y la fronter& del Simplex son
mnthAy = {p = (pk) SWAY, ‘pk > 0,Vk € L}
fraeg={p=(pr) € A¢| 3k € L,py = 0}.
(b) El Simplex es un subconjunto compacto y convexikte

Prueba. Ejercicio. O

Geonetricamente, el simplex d&? y IR? se ilustra en la siguiente figura:

Simplex en R2 Simplex en R3

Proposicion 2.3
(a) Para cualquierp € Ay, B(p,w;) €s un conjunto convexo y cerrado.
(b) B(p,w;) es compacto si yobo Sip € intA,.

(c) Sip-w; > 0, entoncesB(p, w;) tiene interior no vam. Si este es el casintB(p,w;) = {x €
Bp,w) |0<<gz, p -z <p-w;}.

2Recordemos que dadé C IR, un puntoa € A es interior al conjunto si existe > 0 tal queB(a,e) C A, siendo
B(a,e) = {x € R" |||z —al|| < €}: bola abierta de centroy radioe > 0. El interior deA es el conjunto de todos los puntos
interiores. Por otro lado, la frontera decorresponde a la diferencia (de conjuntos) entre la clausurgydgu interior, donde
la clausura es el conjunto de todos los puntos de acundulale elementos dé, que equivalentemente corresponde al menor
cerrado que contiene 4.



Doctorado en Investiga@n de Operaciones Universidad de Chile

Prueba.

a.- Que sea convexo es inmediato: dadosz’ € B(p,w;) y dado) € [0,1], se tiene que -
A+ Q=N2)=Xp-z2+1=XNp-2/ < p-wi+(1—=ANp-w; =p-w;, con lo cual
Az + (1 — N)a’ € B(p,w;). Para ver la cerradura, consideremos una secuenc@a B(p, w;),
tal quex,, — z. Entonce® - z,, < p-w;. Luego,p-x < p-w; conlo cualkr € B(p,w;), es decir,
B(p,w;) es cerrado.

b.- Recordemos que un conjunto es compacto $ily si es cerrado y acotado. De la parte anterior,
sabemos qué(p, w;) es cerrado. Resta ver entonces que bajo lategis indicada es acotado.
En efecto, supongamos que existe una sboesj € B(p, w;) que no es acotadaluego, existe
al menos una componentg;, € IR, k € L, que converge a infinito. Dado esto, del hecho que

P Tn = Prnk + Z PjTnj 2 Pknk = 0
JeL\{k}

se tiene que-x,, — oo puesprx,, — oo dado que todas las componentegden estictamente
positivas. Lo anterior no es posible ya quer,, es acotado superiormente potw;. Finalmente,
sip € frA, se tiene que al menos una de sus componentes es cero, digames). Si la
componentg = 1,2, --- , / del vector; es denotada coma;;, se deduce que para todo> 0 el
vector(z, wiz, wis, - - - ,wir) € B(p,w;), con lo cual el conjunto presupuestario no es compacto.

C.- Searp € Ayw; € JRﬁ tales quel = p - w; > 0. Dadow; = <, es obvio que - w; = §/2 > 0.
Probemos entonces que existe 0 tal qué B(w;, ¢) C B(p,w;). En efecto, dade € B(w;, €),
existeh € B(0, ¢) tal quex = @; + h. En consecuencia,

prax=p-(Wi+h)=p-wi+p-h<po+|pl-[|h]] < pwi +€

pues||p|| < 1. Tomandce = g = p-w; > 0 concluimos

PrTSp-Wi+p-=p-wg,
es decirB(w;, ) C B(p,w;), con lo cual queda demostrado giiép, w;) tiene interior no vao.

Caractericemos finalmente el interior @ p,w;) bajo el supuesto que es no i@cSiz €
intB(p,w;), entonces existe > 0 tal queB(z,¢) C B(p,w;). Luego, dade = (1,1,...,1) €
JR‘i se tiene que + ne € B(p,w;) paran > 0 suficientemente peqtie (por ejemplo, basta con
tomarn = ﬁ). Por lo tanto, de la inclush anterior sabemos que (x + ne) < p - w;. Como

p # 0 (es decir, es diferente de cero en al menos una componentes) se tigne(guag > 0,

de donde se concluye que = < p - w;. Claramente de lo anterior se tiene dyg <<, z,

ya que en caso contrario tomande- ne € B(z,¢) C B(p,w;) se concluye que alguna de sus
componentes skr negativa, 10 que no es posible pues el punta estel presupuesto. Supong-
amos ahora que - = < p - w;, CONx estrictamente positivo. Sea entonees: X% > (.
Note que dada € B(0,¢), [p- z| < [|p|le < e. Luego, para tode € B(0 e, €) se cumple que
p-(x+2) <p-w; esdecirB(z,e) C B(p,w;), con lo cual finaliza la prueba.

Recuerde que:, € IRY, por lo cual siempre existe una cota por abajo. El punto es probar que hay acotamiento por
arriba.
“Enlo que sigue, la bola de centrg y radior > 0 se denotd(zo, ). Esto para distinguirlo del conjunto presupuestario.
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En IR?, dadop = (p1,p2) € Agy dadow = (w1,ws) € JRLF, el conjunto presupuestario queda
representado en la siguiente figura
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Note que un punto interioB = (b, b2) € intB(p,w) satisfacep - B = p1b1 + p2bs < p-w =
p1wi + pows. La redproca no es cierta, es decirgsiz < p - w; ho implica quer es un punto interior
de B(p,w) (por qe?).

Note finalmente un aspecto geetrico importante: la recta presupuestaria

{xeﬂ%ﬂ|p-x:p-wi}

se puede re-escribir de la forma

p-(x—w;) =0.

Luego, por definidn, el vector de precios es siempreogonal a la recta presupuestaria, tal como
se muestra en la figura anterior. Note que un cambio en los precios implica un cambio en la recta pre-
supuestaria y por ende en el conjunto presupuesta@as.avn, modificaciones en los precios implican
rotaciones de dicha recta tal como se muestra en la siguiente figura (se distaarscta presupuestaria
del conjunto):

()

Otra manera de modificar el conjunto presupuestario es @stdacambiar las dotaciones iniciales
w;. De hecho, dado un precio= (p1,p2), un aumento en alguna de las componentes;dmplica
gue larecta (plano) que define la frontera superior se traslada hacia la derecha y arriba; al contrario con
disminuir los valores de las dotaciones iniciales.

Enresumen, a tr&s de modificaciones en el precio y dotaciones iniciales, la frontera presupuestaria
o bienrota o bien sdraslada en el espacio.
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Finalmente una cuesth de tipo normativo: el tanie del conjunto presupuestario es una medida
indicativa de las posibilidades de consumo a que puede acceder un individuo, pues todos los puntos de
él son canastas de bienes que puede comprar dados los precios y dadada dutaal que dispone.

De esta manera, si fuera que, por ejemplo, un individuo posee cero&ihoitaicial de bienes, entonces

su conjunto presupuestario se restringle sl vector cero, independientemente de los precios, es decir,

no puede acceder a bien alguno para su consumo. Por otro lado, aunque tenga dotaciones positivas, fi-
nalmente sém los precios los que han de definir el teroael conjunto presupuestario, y estos valores,
como veremos, dependen del conjunto de la ecéagmo $lo del individuo en cuedin.

Ejemplo 2.1

a.- Sip = (p1,p2) € intAs, entonces el conjunto presupuestario tiene la forma usual siempre y
cuando alguna de las dotaciones iniciales es diferentes de cero,

b.- si el preciop; > 0, po = 0y las dotaciones son tal que- w; = 0, entonces el conjunto
presupuestario no tiene interior (JUSTIFICAR) tal como lo muestra la siguiente figura:

P=(pp,=0)

2.3. Lademanda en un modelo de intercambio

En el contexto en que estamos trabajando, dado un ppeci), la demandade un individuo
i € I se define simplemente como aquel (aquellos) elementos del conjunto presupuegiacio
gue maximizan la utilidad:; del individuo, es decir, como las soluciones del siguiente problema de
optimizacbn (llamado problema del consumidor):

-~ max u;(z)
“"Isa xeBpw).

El problema anterior puede no tener sofuitener muchas soluciones o uin@ca soluddn (es
decir, la demanda puede no existir, haber muchos puntos de demanda o Hatieoyunto demanda).
Lo que finalmente determina lo anterior son las propiedades de lgfudei utilidad y del conjunto
presupuestario.

Proposicion 2.4 Si la funcbn de utilidadu;, 7 € I, es continua, la demanda del individue I existe
para cualquierp € intA.

Prueba. La demostradin es directa considerando quepsi intA entoncesB(p,w;) €s compacto.
Como la funcdbn de utilidad es continua, existe entonces sélual problemap; (“continua sobre
compacto alcanza suarimo y su ninimo”). O

10
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Para que la demanda si@aica se deben imponer condiciones adicionales a laGordg utilidad.
La siguiente proposién nos entrega un resultado al respecto.

Proposicion 2.5 Si la funcbn de utilidadu;, ¢ € I, es continua y estrictamentémrcava, entonces la
demanda del individué € I existe para cualquiep € intA.

Prueba. Recordemos que; es estrictamentebncava si para tode, y € IR’ y para todo\ €]0,1[ se
cumple que

ui(Az + (1 — AN)y) > lambdau;(z) + (1 — Nu;(y).

De la continuidad de:; y la compacidad dé3(p, w;) sigue que la demanda existe. Supongamos
entonces que no émica, es decir, supongamos gtie =’ € B(p,w;) son demandas. Luego, para todo
x € B(p,w;) se cumple que,;(x) < u;(z*)y u;(x) < u;(2'). Con estou;(z*) = u;(x’). Por otro
lado, comaB(p, w;) es convexo, sabemos que para caddo, 1[, \z* + (1 — \)z’ € B(p,w;). Porlo
tanto,u;(A\z* 4+ (1 — \)z’) < wu;(z*) (1). Pero, por dbncavidad estricta, sabemos que

wi( Az + (1= N)2’) > Aug(z¥) + (1 — Nui(2') = Mg (z¥) + (1 — N (2™) = wi(z™),

lo que obviamente es una contradé@cicon la desigualdad (1) anterior. O

Finalmente, partiendo que la demanda existe (continuidadlipiea (&ncavidad), resta por con-
siderar el caso eventual que ellaéektcalizada en el interior del conjunto presupuestario. Este hecho
eventual puede implicar problemas como varemas adelante, ré&n por la cual se requieren condi-
ciones adicionales a las anteriores con el fin de garantizar que la demanda este siempre localizada en la
recta presupuestaria.

Proposicion 2.6 Si la funcbn de utilidad es estrictamente creciente por componentes, entonces (de
existir) la demanda yace en la recta presupuestaria.

Prueba. Seaz* una (la) demanda del individuo= I al preciop € A. Supongamos entonces qgtiec
intB(p,w;). Por lo tanto, existe > 0 tal queB(z*,¢) C B(p,w;). Entonces, dade= (1,1,...,1) €
IR', el puntoz’ = z* + Je estah en la boldB (z*, €) parad suficientemente peggie®. Como la funabn
de utilidad es estrictamente creciente, es claro entonces; que < u;(z’), lo que contradice el hecho
guezx* es demanda. Luego, necesariamaritest en la recta presupuestaria, es decir,

p-t=p-w,

lo que termina la prueba. O

En resumen, es una lifesis de continuidad la que garantiza la existencia de demanda (habida
cuenta de precios sin componentes cero!), es urtadsjs de éncavidad la que garantiza la unicidad y
es una hiptesis de monotda la garantiza que las demanda$estn la recta presupuestaifian todo
lo que sigue, asumiremos que las funciones de utilidad son continuas, estrictamenéncavas y
crecientes estrictas por componentes

SPor ejemplo, basta con escoger

para que se cumpla lo indicado.
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De lo anterior entonces, el problema del consumidor se puede re-plantear equivalentemente como

P o {méx u; ()

sa p-r=p-w;.

Ya que bajo los supuestos asumidos se tiene que la &oldei problema anterior émica cuando
los precios esin en el interior del Simplex, podemos entonces definir la demanda del indivieldo
como una fundn z; : intd — IR’ tal quez;(p) es la soludn del problem&P;.

Nota 2.2 Por gqué tanta insistencia con que los precios deben estar en el interior del Simplex?drma raz

es que, bajo los supuestos sobre la fondie utilidad, silos precios no ést en el interior del Simplex,
entonces la demanda no &diien definida. En efecto, gic frA corresponde a decir que alguna de

sus componentes es cero, digamgsEn tal caso, el conjunt®(p,w;) no es compacto, &s aun, no

es acotado en la primera componente. Luego, la maxintinade la utilidad (y considerando que esta

es creciente estricta por componentes) nos lleva a una golutd acotada, al menos en la primera
componente. Esto obviamente no permite definir la demanda. La formad&edca’de interpretar lo

anterior es considerando que si un precio es cero, entonces podemos demandar libremente del bien
correspondientes sin que esto implique modificar la riqueza. Como labfude utilidad es creciente

por componentes, entonces la demanda sdfinita en esa componente.

Concluyamos esta seéai con la proposiéin mas importante.

Proposicion 2.7 Bajo los supuestos que hemos asumido sobre ladomde utilidad, se tiene que la
funcion z;(p) es continua en el interior del Simplex.

Prueba. En lo que sigue omitiremos &ldice: € I. Asl, la utilidad geérica sed u y las dotaciones.
Seap,, € intA tal quep, — p € intAy seax,, = z(p,) la demanda de un individuo cualquiera. Sea
adendsx € B(p,w) la demanda al precip. Para demostrar la continuidad de la demanda, debemos
probar quer,, — x. Para ello, veamos primero qug es acotada. En efecto, dado gtyees demanda,

se cumple que,, - =, = p, - w;. Perop, — p, luegop,, se puede escribir comm, = p + h,, con

hn, — 0pe. En consecuenci@y, - w; = p - w; + hy, - w;. Asi, usando desigualdad de Cauchy - Schwartz,
sigue que

Pn - wi < p-wi+ || l|lwill,

de lo cual, considerando qu — 0., e tiene que pana suficientemente grandgh,,|| < 1, por lo
que, finalmente, para suficientemente grande se cumple que

P wi < p-wi+ [Jwill.

Luego, del hecho que, - =, = p, - w;, S€ concluye que para caklae L:

PnkTnk < Pn Wi = PpkTnk < P-wi+ ||WZHa

siendaz,,; la componenté del vectorz,,. Comop,, — p, se tiene que,,, — px > 0. Porlo tanto, dado
€ > 0 suficientemente peqtie, sabemos que panssuficientemente grande< pi —e < por < pr+€,
con lo que

Pl
Pk — €

0 <z

12
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Lo anterior muestra que,,, est acotado para suficientemente grande, por lo qug tambén
lo est. De esta manera, si@ida de generalidad podemos suponergueonverge (esto ya que al
menos una sub-secuencia del ella lo hace). Supongamas guer*. Veamos ahora que' € B(p,w).
En efecto, del hecho que

Pn - Tn = Pn - W

como todas las sucesiones convergen podemos tomiged directamente en la igualdad anterior para
concluir quep - * = p - w, es decirg* € B(p,w).

Para terminar la demostraci, resta probar que = z*. Para ello, supongamos que# z*. Como
z* € B(p,w), sabemos que(z*) < u(z). De hecho, como la demanda @sica (concavidad), se
tiene queu(z*) < u(z) (caso contrario, si(z*) = u(x) tendiamos quer* es demanda, lo que no es
posible ya quer # x*). Veamos ahora que para cadaexiste alginn > ng tal quex € B(p,,w).
En caso contrario, existe) tal que para toda > ny se cumple que: ¢ B(p,,w), es decir, tal que
Dn - T > Dp - w. Sea

On=pPp T —pPp-w>0

y sea

Tp =X — Ope
cone = (1,1,...,1). Note ques,, — 0y quex,, € B(pp,w) yaquep, - T, = Dn - & — 0, = Pp, * w.
Luego, se tendrque

lo cual implica queu(x) < u(z*), que no puede ser por lo ya visto. Luego, necesariamente para cada
no € IN ha de existim’ > ng tal quex € B(p,,w). Esto permite definir una sub-sudasidexz,,,
digamosz,,, con losinidicen’ que satisfacen lo anterior) de tal forma que B(p,/,w). Luego, se
cumple que

u(x) < u(zy).

Peroz,, converge a* ya que la suceén z,, — z*. Luego, de la continuidad dese deduce que
u(z) < u(xz*) que es una contradi@m con el hecho que(z*) < u(x). Con esto queda probada la
continuidad dex(-) en funcbn de los precios en el interior del Simplex. O

Ejemplo 2.2 Para el caso de un mercado con dos bienes, la demanda de un indi@duse obtiene
de resolver un problema de optimizaeide la forma

{méx ui(xl, $2)

s.a  P1r] + P2r2 = p1wil + Pawio.

Puesto que los precios los podemos normalizaiisegs convenga; sal asumir quep; = 1y
queps = p el problema queda como

{méx ui(x1, x2)

s.a 1+ pr2 = wil + pwi2.

Con esto, la demanda por el bien dos proviene de maximizar la siguientérfunci
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wi(wi1 + pwiz — pra, T2).

Si suponemos que la fur@zi de utilidad es derivable, se tiene que aplicando la regla de la cadena la
condicbn de optimalidad es
Ou;  Olwir + pwip — pra] Oy Ou;

+ =0 & (—p) + Ou; _ 0
8.%’1 (91'2 (91'2 N 8.%’1 p (91'2 N

es decir,

ou;
oz, _ 1

Goenetricmente, esta cond@m corresponde a quen la demanda, la curva de indiferencia es
tangente a la recta presupuestaraueston que se ilustra en la siguiente figura.

(1.p)

Finalmente note la demanda depende tanto de las dotaciones iniciales de los individuos como del
precio de los bienes. Si el precio se modifica, entonces la demanda puede cambiar (la recta presupues-
taria cambia de pendiente); si las dotaciones iniciales se modifican la demanda puede cambiar ya que la
recta presupuestaria se traslada paralelamente.

2.4. Elequilibrio en el modelo de intercambio

Dadop € A un precio de los bienes, sabemos que la demapga de individuo representa sus
“intenciones” de compra de bienes. A priori, estas intenciones no necesariamente se condicen con la
cantidad de bienes que hay en la ecoteorial concepto de equilibrio que vamos a definir es uno donde,
por un lado, los agentes no tienen injerencia individual en el precio final de los bienes y, por otro lado,
el precio que se determine debe ser compatible con la dotactal de recursos que existen en la
econonma. Que el precio no pueda ser fijado por dinggente en particular lleva a lo que en ecorgom
se denominaituacbn competitiva

Definicion 2.1 Diremos quep* € A es unprecio de equilibrio para la econoria €& = (u;,w;)icr Si

14
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Z zi(p*) = Zwi.

i€l i€l

Las demandas;(p*) sefan entonces laasignaciones de Equilibrioal preciop*®.

Una forma equivalente de presentar el equilibrio es por medio de la llamadarfienaieso de
demanda

Definicion 2.2 Dadop € A, definimos la funéin exceso de demandaomoz : A — IR tal que

2(p) =) wilp) = ) wie

el i€l

De lo anterior entonces, un pregid € A es de equilibrio si y&o si

Z2(p*) = 0pe.
Proposicion 2.8
(a) Paratodop € intA se tiene que - z(p) = 0.
(b) z(-) es una fundn continua.

(c) Supongamos que = 2% € ]R?H, dadop € frAydadap, € intA tal quep,, — p se tiene
1€
que

[12(pn) || = oo

Prueba. La parte(a) es lo que denomina keondicion de Walraspara la funadn exceso de demanda.
La prueba es directa considerando que dadointA, sabemos que - x;(p) = p - w;, i € 1. Porlo
tanto,

p-(zi(p) —wi) =0 = p-Y [wi(p) —wi] =0,
iel

es decirp - z(p) = 0. La parte(b) es directa considerando que la demanda es continua en el interior
del Simplex. La partéc) es la nas complicada de probar. Para ello, notemos en primer lugar que si
Sierwi € IRY L0, entonce® - [>;crwi] > 0y por lo tanto existé, € I tal quep - w;, > 0. Por lo
tanto, ya quep, — p tenemos que para € IN suficientemente grande, = p,w;, > 0. Mas aun,
dadoe > 0, existen, suficientemente grande tal quge < p - w;, + €, ¥Yn > ng. Por otro lado, ya que
pn — p € frA, sin gerdida de generalidad supondremos gue- 0, p; > 0, j # 1. Se tiene entonces
lo siguiente:

SEn rigor, la condiddn de factibilidad se debier referir al hecho que la suma de las demandas debe ser igual o menor,
por componentes, que la cantidad total de recursos de la et@nBm embargo, puesto que las funciones de utilidad son
estrictamente crecientes por componentes, entonces al precio de equilibrio siempre se @orisaiwdr los bienes de la
econonia, de modo que asumir la igualdad como en la definicio introduce ninguna particularidad en el modelo.
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c.1. mostremos que;,;(pn), j # 1, es acotado por arriba (y por lo tanto acotada ya que por defini-
cibn es acotada por abajo, sien@su cota inferior). En efecto, dadosuficientemente grande,
sabemos que

0< PnZig (pn) = pnlxiol(pn) + anjxioj(pn) =71 <p- Wi, t €
j#1
lo cual implica el acotamiento por arriba dg; (p,, ), pues en caso contrario no se puede garanti-

zar la desigualdad anterior dado gug — p; > 0. Mas aun, de lo anterior podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que la suéesi;,;(p,), j # 1, €s convergenté

c.2. Mostremos que;,1(p,) esno acotada Si lo fuera, entonces nuevamente padros suponer sin
pérdida de generalidad qug,: (p,) converge, digamosa;,1(p) € IR,. Luego, del hecho que

Pn1Zig1 (pn) + anjfﬂioj (Pn) = Pnwiq
i#1

tomando imite (todo es convergente) se tiene que

0- i1 (p) + Y piTigi(p) = p - wio.
J#1
Sin embargo, para los precios indicados, de la monatbe.;, Se tiene que cualquier otra canasta
donde el primerérmino es un valor positivo cualquiera mayor gqug (p) y el resto es;;;(p), es

una canasta factible y preferida estrictamente a la encontrada. Luego, el punto anterior no puede
ser lademanda y con ello se tiene el no - acotamientg de,,) cuandop,, — p € frA.

Por lo tanto, ya que

2(pn) =Y _wilpn) — Y _wi
iel icl

se concluye que(p,,) esno acotado cuandg, — p € frA, es decir||z(py)| —n—oo 0. O

Notemos que la condion de Walra® - z(p) se satisface ya sea ques precio de equilibrio o no.
Por lo tanto, si efectivamente fuese ques intA es un precio de equilibrio, entonces sabemos que
z(p) = 0y adenasp - z(p) = 0. Por lo tanto, si lag — 1 primeras componentes d€p) son cero
(es decir, si lo€ — 1 primeros mercados ést equilibrados), simplemente por la conditde Walras
ocurre que eliltimo mercado tamiin esh equilibrado. En efecto, que los primeros- 1 mercados
esen equilibrados corresponde a decir que las primérad componentes del vectar(p) — w son
cero. Luego, si ldiltima componente no es cero, del hecho gugz(p) — w] = 0, al serp, > 0 se
tendiia quep;. por estalltima componente skr positivo, lo que no es posible dada la identidad de
Walras. En resumen, en la ecorianbasta qué — 1 mercados eéh equilibrado para que éltimo
tambien lo est. Este hecho simple es de gran ayudaéeminos pacticos como pasamos a ver en el
siguiente ejemplo.

"Esto viene de lo siguiente: ya qus,,(p.) es acotada (€& 0y acotada por arriba como hemos probado) se tiene
que existe una sub-suceside ella que converge. Luego, podemos asumir que la Sacesiverge pues en caso contrario
trabajamos con los indices de la sub-suesi
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Ejemplo 2.3 Supongamos que las funciones de utilidad de los individuos son funciones Cobb - Douglas
de las forma

ui(z,22) = 27 - 25

ug(z1,22) =

8 1-p
1%
b}

y que las dotaciones respectivas son = (wiq,wi2), we = (woy,wo) € IR?. Entonces, dado un

preciop = (1, p)8, el problema del individué = 1 es
max z§ - gy *
s.a X1+ pr2 = wi1 + pwiz,

a partir de lo cual, imponiendo las condiciones de optimalidad, se obtiene que

olwir + pwi2 1 — a)wi1 + pwia
] g < 0 o)

Analogamente para el individud las demandas son

£U11(p,w1) =

Blwar *fpwm]’ T95(p, ws) = (1-p) [w;1 +pw22].

Por lo tanto,p* sera un precio de equilibrio si

x1(p, w2) =

alwin + pwio]  Blwar + pwao)
T

= w11 + w2

(1 — a)wi1 + pwio] n (1 — B)[wa1 + pwaz] — Wiy + wos.
p p
Por la condicbn de Walrasno necesitamos equilibrar ambos mercados: basta con encontrar el
precio de equilibrio en el mercado uno (es decir, la primera ecdi@cpara que automaticamente el
mercado dos esten equilibrio en el mismo precios. Olvidando entonces la segunda éclis® tiene

gue la indgnita del problema debe satisfacer

(1 —)wiy + (1 = Bwa
aw1g + Bwar

alwir + piwig) + Blwar + prwas] =wit +war = pt =

Con este precio de equilibrio se pueden obtener las demandas (asignaciones) de equilibrio, que
para el individuo uno son dadas pox; (p*) y z12(p*) (se reemplaza* en la expresin de la demanda).
Obviamenters; (p*) = w11 + w21 — 71 Y 222(p*) = w12 + waz — z7,. A mismo es posible obtener el
ingreso en el equilibrioque para cada individuo es dado por

*k *
I = w11 +pwig, I35 = wo + prwan.

Note finalmente quel ingreso de equilibrio depende tanto del precio de equilibrio como de las
dotaciones iniciales O

8Recordar que los precios los podemos normalizafirsems convenga. En este caso, hemos escogido el bien uno como
numerario, lo que nos permite ahorrar ungigita en todo nuestro alisis!
®Podiamos haber obviado la primera y resolver el problema usando la segunda. Larsekiz mismal
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En lo que sigue, nos ocuparemos de probar la existencia del equilibrio en la éapesrdecir,
determinar bajo que condiciones sobre los entes que definen la dea®posible que exista un precio
de equilibrio. Para esto, notar que garantizar la existencia de un precio de equilibrio en laiacemom
equivalente, en el contexto que estamos considerando, a garantizar la existencia de ubra deluci
la ecuaddn z(p) = 0p¢. Ahora bien, note que gi es tal quez(p) = 0, resulta quez(p) + p = p.
Definiendo entonceg(p) comog(p) = z(p) + p, el problema de existencia anterior corresponde a
encontrar algn punto tal quey(p) = p, es decir, que al aplicar la furigi g no se altera el argumento.
Este tipo de puntos que satisfacen esta coodise denominan puntos fijos.

Definicion 2.3 Dada una fundn g : R’ — IR’, diremos quet € IR’ es unpunto fijo de g si
9(z) = .

De lo anterior entonces, determinar puntos fijos de funciones es equivalente a encardsatea
ecuaciones. A partir de esto, determinar la existencia de equilibriasingsroblema de determinar la
existencia de puntos fijos. Sobre ettimo, para demostrar la existencia de puntos fijos tenemos dos
caminos. El primero es simplemente encontrarlosieitpimente. El segundo es utilizar afgresultado
tedrico que nos garantice su existencia, dadas algunaselip que deben ser verificadas. El primer
camino es complejo y muchas veces inconducente. El segundo camino requiere de resultados generales
de punto fijo y de obviamente comprobar que las funciones involucradas verifican désstipe-
gueridas para su aplicabilidad. Este enfoque es el que utilizaremos en nuéfitis.ahl respecto, el
teorema de punto fijo que ocuparemos es aquel de Brouwer, el cual pasamos a enunciar sin hacer la
demostrad@n.

Teorema 2.1 Teorema de Punto Fijo de Brouwer.
Sea$S un conjunto no vao, convexo y compacto (en particul&r,= A)y f : S — S una funcén
continua cualquiera. Entonces existe un punto fijofd S, es decir, existe € S tal que f(z) = z.

Teorema 2.2 Teorema de Existencia de Equilibrio

Si las funciones de utilidad son continuas, estrictamegteavas y crecientes por componentes,
siadenasw = Y, ;w; € IR, ., entonces existe un precio de equilibrio queaest el interior del
Simplex, es decir, existeé € intA tal quez(p*) = 0.

Prueba.Definamosh : A — A como

P TS max{0, 2 (p)}
JjEL

ke L={1,2,...,0}.

Claramenté es continua en el interior del simplex. Por lo tanto, existe un punto fijo, digamos,
En consecuencia, para toflce L = {1,2,...,/} se tiene que

pr + max{0, zx(p*)}

1+ > max{0, z;(p*)}’
jeL

ph = keL=1{12..10,

lo cual implica

Dp Zméx{& zi(p")} = max{0, z(p*)}, k=1,2,...,L.
JeL
Por lo tanto,
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2k(p") | Y méx{0,2(p")} | = 2z (p*) méx{0, 2. (p")} =
JEL

Y a) | vk Y max{0,2(p")}| =D zk(p”) mdx{0, z(p*)}.

kel JjEL kel

Ordenando lo@rminos, estaltima expresin es equivalente a

> piae®) | Do mdx{0,z;(p)} | =D 2 (p") mdx{0, z.(p")}.

kel JjEL kel
Por ley de Walras, eErmino de la izquierda es cero, luego
3" z(p*) max{0, 2 (p*)} = 0,
kel
lo que finalmente implica que cadg(p*) debe ser igual a cero, es decir, quees un precio de
equilibrio. O

Ejemplo 2.4 Consideremos una econgncon tres consumidores y dos bienes. Cada uno de ellos es
caracterizado de la siguiente manera:

u(2,y) = zy, us(z,y) = 2%y, us(z,y) = zy?

w1 = (1,2), Wy = (1, 1), w3 = (2,3)

Note que las funciones de utilidad anteriores cumples con todas las propiedadéisgr como
ejercicio) que garantizan la existencia y unicidad de la demanda para> 0. De hecho, dadp =
(p1,p2) >> 0, se puede probar que (Ejercicio)

9

2 2
di(p) = <P1+ P2 p1+ p2>

2p 2p2
do(p) = 2p1 +2p2 p1+p2
? 3p1 | 3p2
ds(p) = 2p1 + 3p2 4p1 + 6p2
s 3pi 7 3pe

Por lo tanto, con lo anterior se tiene que

11p; + 16p2 13p1 + 20p2

0 = ( , ~(4,0)
6p1 6p2

y con ello, un precio de equilibrio es

Z@%4Q®¢>ﬂ=(;;£>-
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2.5. Lacajade Edgeworth

Una forma muyitil para ilustrar el equilibrio de intercambio cdosbienes ydosagentes (econoia
de2 x 2) es por medio de la llamadaja de Edgeworth Para ello, supongamos que del bjes 1, 2
las dotaciones iniciales san;, coni = 1,2 denotando al consumidor . Sea entonees= wi; + wo;
la cantidad total de biepen la econoria. Un punto de dotaciones inciales cualquiera se puede ilustrar
en la siguiente figura:

Wo4
12

| r wwzz

donde los origenes para los individuos 1 y 2 son representad¢$)pof2) respectivamente. El sentido
de los ejes (crecimiento) es indicado por la flechas en la figura.

De acuerdo a la definian anterior se tiene que de existir equilibrio en la ecoapmecesariamente
el consumodptimo debe ser alguno de los puntos de la figura (caja) anterior, pues cualquier punto
factible en el sentido de Walras (igualdad demanda con dotaciones iniciales) es un punto de la caja.
En la siguiente figura, dada una dofatiinicial w; = (wj1,wi2), @ = 1,2, y dado un precio
p = (1,p), se ilustra el conjunto de restriéti presupuestario para ambos individuos. Note que di-
cho conjunto no necesariamente ha de estar contenido en la caja de Edgeworth (caso individuo 1).
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Por otro lado, dado un punto de consumo cualguigra x;2), © = 1,2, en la siguiente figura se
ilustra el conjunto de los preferidos al punto respectivo.
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Note que eventualmente existen puntos que son comunes a los preferidos para ambos individuos
(conjunto B en la figura).

Finalmente, con el fin de ilustrar un equilibrio de Walras, en primer lugar recordemos que la de-
manda de un individuo es el elemento maximal de la preferencia sobre el conjunto presupuestario,
gue corresponde a aquellos puntos del conjunto presupuestario que intersectados con los preferidos es-
trictamente a dicho punto resulta en conjuntoi@aPor lo tanto, si suponemos que la preferencia es
continua, de modo que los preferidos son la clausura de los preferidos estrictos, se tiene que dichos
puntos corresponden a aguellos donde se da tangencia entre los preferidos y el conjunto presupuestario.
La siguiente figura ilustra para el individuo 1 la demanda dado un ppe€idl, p) € IR?.

Por lo tanto, un precip* = (1,p*) y una alocadn (z};,z}), i« = 1,2, se@ de equilibrio si
dichos puntos satisfacen las condiciones de tangencia anterior aadtealocadin esh en la caja de
Edgeworth, ya que en tal caso se garantiza la factibilidad de la demanda agregada. Un equilibrio se
ilustra en la siguiente figura.
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Note que:

a.- La tangencia de los preferidos con la recta presupuesteba darse en el mismo punto de la
caja de Edgeworthpara ambos individuos (tal como se ilustra en la figura), pues esto garantiza
la factibilidad.

b- Para un precio dado, digamps puede no haber equilibrio ya gleetangencia se da en puntos
distintos.La siguiente figura ilustra lo anterior.

p*
Wa1
< \ )

Woo

| Indif 1
- Indif 2

2.6. Optimalidad y teoremas de bienestar en el modelo de intercambio

La asignadin de equilibrio es una dentro de muchas que se puedan establecer en laiacBoom
ejemplo, en el modelo de intercambio uno padrensar en asignaciones que eqguitativasen el sen-
tido que a todos los individuos les toca por igual en la repéartide bienes, otras que siequitativas
donde, por ejemplotso a uno de los individuos se le entregan todos los bienes y nada para las, dem
etc.

Qué es lo que define si una asigriatie bienes dauenao mala? Obviamente la bondad o no de una
asignaadn debe ser un criterio égeno a la econota en el sentido que proviene de un acuerdo entre
todos nosotros para definir la calidad de la asigimachl respectono existe un acuerdo universal y
objetivo que nos permita decir si una distribciesbuenao mala la “calidad’de una asignan es
subjetivo y muchas veces obedece a razondigasd, en un amplio sentido de la palabra. Para ilustrar
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la complejidad del problema de asigratide recursos, imaginemos una sitéacilonde Uds. deben
decidir entregar bienes a personas que los necesitemoGe hace la asignadi sin tener que provocar
malestar en algunos o injusticias con otros2 ®ignifica la equidad o la justicia en la asigiaa& No
es claro como abordar el asunto.

Tal vez elunico criterio ampliamente aceptado por la prdfasion el fin de calificar una asignani
de bienes sea aquel dptimalidad de Pareto, que en definitiva nos da cuenta defeciencia ecobmi-
caen la asignacin de los recursos.

Definicibn 2.4 Diremos que una asignami de recursos de la econdar(z}) € IR™** esfactible si

*_
E T = w.

iel

Denotaremos poF’ C IR™** el conjunto de asignaciones factibles de la ecorom

Definicibn 2.5 Diremos quez) € F es undptimo de Paretosi no existeotra asignacon (z) € F
tal que para cada < I se cumple que;(z*) < u;(x;) y que para al@nio € I, ui, (7)) < wio(5,)-

Que la asignabin de bienes sea factible corresponde a decir que la suma de todos los bienes de
la misma coincide con la cantidad total de bienes de la ecandé una asignadn seadptimo de
Pareto fasicamente significa que los recursos fueron distribuidos de tal forma que nada sobre en la
econonia: la asignadn de recursos de la econtnes tal que no se pueden reasignar de modo que se
mejore el bienestar de toda la comunidad (o0 al menos mantenerlo constante) mejorando estrictamente
al menos a uno de ellos.

Notemos que si; es una asignagn de equilibrio (precio de equilibrip*), entonces de haber
otra asignadn factible(z},) € F tal queu,;(z*) < w;(z}) y al menos para ailt i, se cumpla que
wi (7)) < wi(25,), se tendia quep” - xf < p* -z}, i € I,y adendsp* -z} < p* -z . Estolltimo
se tiene ya que en caso contrarig pertenecéa a B(p*,wj,) y por lo tanto, dada la definizh de
demandass;, (77,) > ui,(z},). Luego, sumando todas las desigualdades anteriores,

p*fo <p*-Zx; = p*'w<p*-2x§.
iel iel iel
Pero(x;) € F,raznporlacuab_, ; z; = wyporlotantop*->"._; 27 = p*-w, lo que contradice
lo anterior. Con esto hemos probado entonces la siguiente prdposici

Teorema 2.3 Primer Teorema de Bienestar
Toda asignadin de equilibrio es udptimo de Pareto.

La proposicbn reciproca de la anterior es conocida como&tgundo Teorema de bienestary
su enunciado es algoas complejo. Para fijar ideas, supongamos que un dictador asigna los recursos
totales de la econoim, pero que este dictador no es tonto y los asigna de manera eficiente, en el sentido
de Pareto, de tal forma que todos los individuos tocan algo en la repartidiguien entonces poidr
argumentar que esta asigriatiesa fuera de mercado y obededscsal criterio de este dictador. Sin
embargo, si fuera el caso que el dictador decide argumentar para defender su@sigraa mejor
paraél si pudiese demostrar que efectivamente la asignapie ha hecho poidrser considerada como
una asignadin de mercado, donde los precios son tales que el intercambio competitivo que se produce
a los precios indicados es precisamente la asignaonpuesta. Si el dictador supiese de ecol@om
precisamente esfarseguro que lo indicado ocurre, puesSelgundo Teorema de Bienestaafirma
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guetoda asignadin Paretobptima donde todos los individuos tocan algo de bienes es compatible con
algln precio de mercado, en el sentido que a ese precio Sa dae las transacciones de intermcabio
sefian exactamente aquellas definidas pobptimo de PareroEsto es lo que en econdanse conoce
comodescentralizacon del Pareto, y constituye uno de los resultadés importantes de la econan

Para demostrar este importante resultado se requiere del Teorema de Sephr&tahn - Banach.

Previo a enunciar el Teorema de Sepdmae Hahn - Banach necesitamos recordar algunos con-
ceptos. Diremos que un conjunfvC IR’ esconvexosi para todar, y € C'y para todo\ € [0, 1] se
tiene que

Az 4+ (1— Ny e C.

Por otro lado, dado§, C» C IR’ dos conjuntos convexos cualesquiera, es directo que el conjunto
suma definido como

Ci+Cy={c1+co, c1 €C1, 2 € Ca}

tambén seé un conjunto convexo. Finalmente, si una famct : C — IR esconcava?, entonces dado
o € C'y dados

z,y €Tey ={z € C|[ f(z0) < f(2)}
se tiene que

FOz+ (1= XNy) 2 Af(x) + (1 =N f(y) = Af(zo) + (1 = A) f(w0) = f(20),

razon por la cual’;, es un conjunto convexo. En otras palabrasplacavidad de la funon f implica
la convexidad de las llamadascciones inferioregI';,) asociadas d.

Teorema 2.4 Teorema de Separadn de Hahn - Banach
SeanC; y C, C IR’ dos convexos talestC, # () y adenasintC, N Cy = . Existe entonces un
vectorp € IRY, p # 0, tal que para toda:; € C, ¢5 € C,

p-c1 <0, p-cg >0,

de lo cual se tiene que
prc1 <p-cg, Yoy € Ch, 2 € Co.

La idea detas del teorema es muy simple, tal como se ilustra en la siguiente figura

Recordemos qug : C — IR es dncava si para tode, y € C'y para todo\ € [0, 1] se cumple qugf(Az + (1 — \)y) >
Af(x) + (1= f(y).
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/

\ -

Dados dos convexos cerrados como en la figura (la intetsede uno con el interior del otro es
vada, de hecho, la interseéci de ambos es va), cada uno de ellos @senuno de los ladosdel
hiperplano generado por el vector£ 0. En la figura,C; esh la derecha (por arriba) del hiperplano
(recta en la figura), mientras qud& esf a la izquierda (por abajo) del hiperplano. En este caso se dice
guep separalos conjuntos convexos.

Como caso particular de lo anterior,(3{ s un convexo con interior no vacy ¢y es cualquier
punto que no eéten el interior d&”';, se puede aplicar el Teorema de Hahn - Banach a los conjuntos
Cy1y Cy = {cp}, con lo cual existi@ un vectop # 0 tal que para tode, € C,

p-co<p-cy.

Teorema 2.5 Supongamos que las funciones de utilidad son continuas, crecientes por componentes y
estrictamente @ncavas. Supongamos adesjue para cadac I, w; € Rﬂ+. Entonces, sfz}) es un

éptimo _de Pa_reto tal qt_m;* € ]RﬂJr. Existe entonces un precié € A tal quez; es una asignaoin de
equilibrio a dicho precio.

Prueba. Dadoz, definamos

I; = {z € RS |uix}) <w(z)}, T'= ZI}-.
icl

Por estricta concavidad (en rigogls por concavidad) de; se tiene qué’; es un conjunto convexo
y luegoI" tambén lo es. Veamos que ¢ I'. En caso contrario, tef@mos que existe, € I'; (es
decir, u;(z7) < u;())) tal quew = >, ; x5, 1o que contradice la Paretianidad @¢). Por lo tanto,
considerando qué; = {w}y Cy = I" son convexos tales qu& NCs = (), aplica entonces el Teorema
de Separaéin de Hahn - Banach, por lo cual existec IR’ tal quep* - w < p* - > icr T, paratodo
z; € I';. Dado ahoray, el k-vector de la base canica delR’, es claro que para cada= 1,2,...,m,
ui(z] + %) > u;(x;) (monotona estricta de las preferencias). Por lo tanto, para kadd, 2, ...,/

(&
) [x;‘jt—k} —w+e, el
- m
el
por lo que
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es decir, que* € Rﬂ. Ahora, por Hahn-Banch sabemos gtie# 0 ¢, lo que finalmente implica que
p* puede ser asumido en el Simplex.

Dadoig € I supongamos que exist¢  tal que_(a) wi (2})) > wiy(2f)), con(b) p* - <
p* -z} . A partir de(a), veamos entonces que existe> 0 tal quew;,(zj, — ee) > u;,(z}) ), con
e = (1,1,...,1) € IR‘. En caso contrario, para todo> 0 se tendia queu;, (z}, — €e) < wjo(xy,).
Considerando entonces— 0, de la continuidad de;, se tiene que;, (xgo) < w4, (:c;.‘o), lo que, por
hipotesis, no es posible. De esta manera, paranalg> 0 se tiene quer;, = zj — ee € I';,. Para
i # 1o definamos entonceg como

€e

T Y1)

Dada la monotota deu; para cada € I, es claro que&;, € I';. Por lo tanto,

_ €
iel 1#£i0

/
Perop* - z; < p* -z} . Porlo tanto,

€ €
D IR O D IE B
i€l i#1g
es decir,
>k € >
p-w—52p'%

lo que obviamente es una contrad@ti En consecuencia, no puede existir Gimglementac; tal que
p*-al < p*eaf, conu,(x)) > u;(x}). Esto equivale a decir qug es el ndximo de la fundn de utilidad
sobre todos los elementodales que* - x < p* -z}, es decir, en el conjunto presupuestasip™, 7).

En otras palabrag;z}) es una asignaon de equilibrio al precigp* cuando las dotaciones iniciales
son precisamente las’, que obviamente conforman una reasigbade las dotaciones iniciales de la
econonia. O

Ejemplo 2.5 Determinacion de losoptimos de Pareto de una econofm

Para un modelo de intercambio @ex 2 es posible identificar lo§ptimos de Pareto de la econ@am
Por definicbn, en la caja de Edgeworth dex 2 el conjunto de lo$ptimos de Pareto conforman lo que
se denominaurva de contrato.

Determinar losbptimos de Pareto (y por ende la curva de contrato) en una ectandendos por
dos es relativamente simple. La idea es como sigue. Dadas las funciones de utiliglag, podemos
concebir entonces unfaincion de utilidad de la sociedadsimplemente como la suma ponderada de
las funciones de utilidad de los individuos, es decir, de la forma

up + Aug
con )\ > 0 alguna constante (que en principio pdarser uno). Dado esto, consideremos el siguiente
problema de optimizadi:

max ui(xi1, v12) + Aua(xar, v22)
s.a  x11 +T21 = w11 + W21

T2 + To2 = w12 + w22.
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Supongamos que resolvemos este problema de optitiizaeendo las soluciones, z*12, x5, y
x39. En primer lugar, estas asignaciones de conswwmo factibles ya que cumplen con la restridsi
del problema

* *
Ty + Ty =wn t w21

* *
T1g + Tog = W12 + waz.

En segundo lugar, veamos que esta asighaeinterior es urbptimo de Pareto. En efecto, si ex-
istiese otra asignaon factible, digamos’, =, #4,, x4, tal que mejora estrictamente a un individuo
(digamos al uno) manteniendo al otro igual o mejor de lo que estaba originalmente (al tipo dos), es de-
cir, up (x4, ) > ui(xiy, z7,) (Mejora estrictamente al uno)wp (z,, 5y) > ua(xd;, x39) (Mejora
0 mantiene igual al tipo dos), entonces se téadjue

uy (@1, 20) + Mug(why, 2hy) > ur(x]y, 21y) + Aug(xyy, 259)

lo que es una contradicdi con el hecho que;,, z7,, 3, Y 23, maximizaba la funén u; + Aug en
el conjunto de las asignaciones factibles. Por lo tanto hemos probado qégtiosos de Pareto de la
econorii provienen de resolver el problema de optimidaci

max up(z11, 12) + Aug(x21, T22)
s.a 11+ 221 = wi1 + w21

T12 + T22 = wi2 + wa2,

dondeX > 0 es un padmetro arbitrario.

Desarrollemos entonces las condiciones de optimalidad del problema. Para ello, notemos que al
definirw, = w11 + w1 Y wy = wie + woo: dotaciones totales de bienes uno y dos, y haciendo el
reemplazore; = wy — 211 Y 222 = wo — 12, €l problema de optimizath anterior corresponde a

max ui(zi1,r12) + Aug(wi — x11,ws — T12).
11,712

Ad, derivando c.r a las variables, se tiene que

our (11, z12) Oug (w1 — x11, w2 — x12)

91y + A D, =0 &
Our (211, 12) Oua(wi — 11, w2 — 12)
A (=1) =0
0x11 * Oxa1 (=1)

lo que corresponde a decir que (deshacer el reemplazo)

Oui (11, 212) )\auQ(xm, r29)
69011 8:1/‘21 )

Analogamente para la segunda variable, se tiene

Ouy (711, 712) )\31&2(96217 T22)

8:7512 8:622
por lo que, finalmente, en éptimo de Pareto ocurre
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* 0\ * *
v96’1179012u1(x117 x12) - )‘VI21,9€22u2('x217 $22),

es decirJos gradientes de las funciones de utilidad son proporcional€es decir, linealmente depen-
dientes!), lo que es equivalente a decir dag curvas de indiferencia son tangentes en ldgptimos
de Pareta Precisamente esta propiedad es la que caracteriza la curva de cons@idodos aquellos
puntos de la caja de Edgeworth donde las curvas de indiferencia son tangentés siguiente figura
ilustra lo anterior

Indif1

Curva de

Contrato
2 Pareto

=l

Indif,

[ — 1
W4

Para ilustrar lo anterior, supongamos que las funciones de utilidad de dos individuas 6oyy) =
zy Y us(z,y) = z’y. Las dotaciones iniciales senw; = (2,1) yws = (2, 2). Luego, las dotaéin
total esw = (3,2).

Para encontrar el (lospptimos de pareto, debemos encontrar todos aquellos puntos de la caja de
Edgeworth donde el gradiente de las utilidades es I.d. Para efectostell@, note que las variables
deben ser expresadas en el mismo sistema coordenaklsi As y) denota una canasta para el indi-
viduo1 entonces(3 — z, 2 — y) denota aquella correspondiente para el individd.uego, urbptimo
de Pareto ha de satisfacer la siguiente con@irci

Vui(z,y) = AVue(3 —x,2 — y)

es decit?,

de lo cual se tiene que

es decir,

4
v 0<z <3

A

Hcalcular las derivadas parcialeswey us c.r a sus variables y evaluar en el punto indicado anteriormente, es(degiy,
paraly (3 — z,2 — y) para2.
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Luego, por ejemploz} = (2,555) = (2,8) yz3 = (3—2,2—§) = (1,2) es unoptimo de

Pareto para la econofa. Note que, respecto del sistema coordenado del primer individuo, la curva de
contrato es

Az <z<3

i
Y x+3 —

Ejemplo 2.6 Considere una econdmde intercambio con dos bienes y dos consumidores. Las dota-
ciones iniciales sow; = (10,2) para el individuo uno yv; = (2,10) para el individuo dos. Las
funciones de utilidad de ambos soidicas, dadas poti(zy,zs) = zfzy *, con0 < a < 1. Dado
esto, esdcil ver que el precio de equilibrio en esta econaras

* * 1 -«
(1,p*) e R | p* = :
a

y que las respectivaasignaciones de equilibricson

Individuo uno : x7; = x]y = al0+ (1 — )2

Individuo dos : x5, = x5, = a2 + (1 — «)10.
De hecho, en este caso es claro que al precio de equilipficomo antes, el “ingreso”de los
individuos uno y dos es

l—« 1l -«

=10+4+——-2 =2+ - 10
«o

respectivamente. Agor ejemplo, el individuo uno “es &s rico"que el dos siempre y cuando

041" 9504279 10 & g5 (1_O‘>8 Jlme g
(6] (6] « (6]

lo que se tiene si < 1/2. Supongamos entonces que el individuo uno&snioo que el individuo dos,
pero que esta situadn no es deseable. As0s hemos convencido que se requiere una intervaren
el mercado de modo que la desigualdad de ingresos sea reducida. De hecho, supongamos que se desea
intervenir la econoia de modo que la ra@m de ingresos sea igual a un valor prefijado> 0 (por
ejemplo, igualitario sp = 1). Para implementar esto, sabemos ex ante que la solutécesariamente
sera unéptimo de Pareto, es decir, un punto de la curva de contrato. Identifiguemos entonces el punto en
cuestbn. Para encontrar la curva de contrato, se debe resolver el siguiente problema de optimizaci
(A > 0 arbitrario):

‘ 1— 1—
max x{ 25, ¢+ Ar5 25" s.a 1 + 201 = 12, 210 + 200 = 12,

lo que deriva en

méx Y zy ® + A[12 — 211]*[12 — z12) 7
11,712

Derivando e igualando a cero se tiene que (llamemesz11, y = x12)

eraxaz®ly' = 4 M- (~1) - [12 - 2]* 12— ') = 0

cray(l—a)z®y “+A[(l—a)-(=1)-[12—-2]*[12 -y *] =0
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con lo cual,

az®lylme Ao [12 — 2]* 112 — 1]

(1—a)zoy= N1 —a) [12 - 2]*[12 -y~
lo que finalmente implica que

y 12—y
r 12—x
Por lo tanto, la curva de contrato son todos aquellos puntos de la caja de Edgeworth que cumplen
con lo anterior, es decir, la diagonal de la caja. Para determinar el precio que descentraliaatiimo
de Pareto cualquiera, recordemos que la conlicgiue cumple cualquier punto de la curva de contrato
es que las curvas de indiferencia son tangentes enhga dicho punto, ran por la cual la recta pre-
supuestaria que pase por dichptimo de Pareto es tangente a la curva de indiferencia. Esto equivale
a decir que el gradiente de la furiei de utilidad debe ser paralelo al vector ortogonal de la recta
presupuestaria, es decir, qut gradiente de la funcbn de utilidad de cada individuo en el punto
optimo de Pareto es paralelo al precio que descentralizdor lo tanto, normalizando el gradiente
de la funcon de utilidad de modo que la primera componente sea uno, se tiene que la segunda compo-
nente del precio que descentraliza es simplemente el cociente de las derivadas parciales déda funci
de utilidad en ebptimo de Pareto, es decir, la reldri marginal de sustitudin en dicho punto. En el
ejemplo, la fundn de utilidad del individuo uno es (z,y) = z%y' =%, por lo que gradiente es

= L2y—zy=12z—2y = z=uy.

Vui(z,y) = (az® 1y~ (1 - a)2®y )" € R?,

con lo que el vector gradiente normalizadd®es

l—ay t
(1, ) e IR?.
a

Para terminar, el valor anterior debe ser evaluado erbptimo de Pareto que deseamos descen-
tralizar. En este caso, logptimos de Pareto son tal que= y, razdn por la cual el precio que descen-

traliza es
1 — t
p= <1, a) e IR?,
[0

gue en este ejempim depende del Pareto consideradel precio que descentraliza todos lgtimos

de Pareto es el mismo, que de hecho es el precio de equilibrio. Para terminar entonces con la pregunta,
todo el asunto eéten encontrar urbptimo de Pareto tal que la rén de ingresos entre el individuo

uno y dos sea, es decir, buscamos el punto de la for(@az) (todos losdptimos de Pareto e&h en la
diagonal!) tal quep - (z, z) (ingreso del individuo uno) dividido pgr- (12 — z,12 — ) (ingreso del
individuo dos}® sea igual ap, es decir,

z+ 19z z IR b7
= = €r = —-.
(12-7)+==(2-z 12-2 ' 1+p

En resumen, para cumplir con el objetivo de equidad indicado, se debe entonces alcamzenel
de Pareto

12Debemos hacer aparecer un uno en la primera componente, lo que se logra dividiendo por la derivada parcial c.r a
3Recordar que si el individuo uno tiesedel bien uno, el tipo dos tienk — z; aralogo con bien dos.
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_ (12;) 12p> _ < 12p 12,0>
rnn=\——1», To=(12———,12— —— ],
1+p 14p 1+p I+p

el que es descentralizado por el precio de equilirfoya encontrado. Ahora, para “implementélr.
Pareto anterior, la idea es determinar una transferencia de tal forma que las dotaciones finales yazcan
en la recta presupuestaria definida por el prepioy que pasa por el Pareto anterior. La ecuagide
esta recta es
11—« 12p 1—a 12p 12p
x + Yy = = .
a 1+p a 1+p al+p)
Por lo tanto, si la transferencia del individuo uno &s = (711, 712), la dotacbn de bienes del

individuo uno ex post la transferencia 86— T3, del bien uno y2 — Ty del bien dos. Luego, para que
la dotacbn final est en la recta presupuestaria anterior se debe cumplir que

1-«a 12 l—a 12
P p

10 — T + (2_T12>:1+p o 1—|—p'

Por ejemplo, si[};, = 1 queda entonces que

11—« 12p 11—« 12p
10 —Ty1 + = T, =10+ —
1 « a(l+p) 1 a a(l+p)
Con esto, y a modo de resumen, una forma de para lograr el objetivo de redishribdeiingreso
solicitado, consiste en que al individuo uno le quiterigs del bien uno yIj;, = 1 del bien dos, y
gue esto sea entregado al individuo dos. Note finalmente que existen muchas opciones de hacer los
traspasos con el fin de cumplir con el objetivo social indicado. O

2.7. Elnlcleo de la econoria

En lo que sigue vamos a definir el conceptdeleode una economa. Para ello, se requieren de
algunos conceptos previos que pasamos a definir.

Definicion 2.6 DadoI = {1,2,...,m} unacoalicion de individuos s&x simplemente un conjunto
S CI.

Definicion 2.7 Dada una distribudin factible(z;);c; € F, diremos que una coalimn S C I mejora
dicha distribucion siempre y cuando exista otra distriboicifactible(y;);c; € F tal que

@ >vi=> w
i€S i€S
En palabras, una coal@ mejora una determinada asigriacsi es posible encontrar otra asigeci

de recursos de tal forma que todos los miembros de dicho grugoorasiores con esta nueva asigoaci
de recursos.

Definicion 2.8 Diremos que una distribuin factible(z});c; € F' est en elnlcleode la econona

siempre y cuandoo existe ninguna coalidbn que la mejore El nicleo de la econofa sea denotado
porC.
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En palabras, una asignaaiesé en el ficleo si no existe ninguna otra asigré@atde recursos que
mejore estrictamente a todos los miembros déarakub-grupo de individuos.

Proposicion 2.9 Toda distribucbn en el ificleo es Pareto optimal e individualmente racional.

Prueba. Sea(z}),c; € C. Veamos que es individualmente racional. En efecto, si fuera que para alg
k e I, xj <, wg, entonces la coalioh definida porS = {k} mejora esfictamente la distribuon
original.

Veamos que es Pareto. Si no lo fuera, entonces existia distribudn factible (z});c; tal que
ui(x}) < wiwy), Vi € I, conugy (o)) < ugg (). Luego, la coalidn S = {io} mejora la distribudn
|n|C|aI, lo que no es posible pues se encuentra eficdko. O

Proposicion 2.10 Toda distribucdn de equilibrio est en el riicleo de la econora.

Prueba. Seap* € intA un precio de equilibrio y sea}, i € I, la correspondiente distribum de
equilibrio. Supongamos entonces que dicha distriiuoo esh enC. Sabemos entonces que existe una
coalicion S C I, S # (), y una distribuaddn factible que la mejora. Sea enton¢gs, i € I, tal que

a- D yi= ), wi

ies €S
b.- ui(z}) < ui(yi), Vi€ S.

De la condicdn [b.-], se tiene que* - w; < p* - y;, Vi € S, pues en caso contrario se teladjue
yi € Bi(p*,w;) y con ellou;(y;) < ui(z}), ¢ € S. Luego, utilizando la condion [a.-], al multiplicar
porp* se tiene que

P yi=pt Y wi
i€S i€S
lo cual no puede ser pues ya &ahos que™ - w; < p*-y;, 1 € Syconellop*- > y; <p*- > w;. O
i€S =
De las Proposicionea.9y 2.10se tiene directamente el siguiente resultado.

Proposicion 2.11 Todo distribucbn de equilibrio es individualmente racionabptimo de Pareto.

Prueba. Inmediata.

Ejemplo 2.1 El nGicleo y la caja de Edgeworth

En lo que sigue vamos a ilustrar détleo de una econoia utilizando la caja de Edgeworth. Para
ello, en primer lugar notemos que toda distriliucgue est en el ficleo es Paretoptima, luego ha de
estar en la curva de contrato.

Por otro lado, el conjunto de puntos que soniestmente preferidos a las dotaciones iniciales del
individuo = 1, 2 esin por sobre la curva de indiferencia que pasa por la deotacicial del individuo
i = 1, 2. En consecuencia, la régi que es encerrada por las dos curvas de indiferencia que pasan por la
dotacbn inicial define todos aquellos puntos que sorietstmente preferidos a las dotaciones iniciales
para ambos individuos. La siguiente figura ilustra la idea:
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=l

[ — |
Wy

Por lo tanto, ya que los puntos ddlaleo sonbptimos de Pareto e individualmente racionales, se
tiene que el ficleo de la econora corresponde a aquellos puntos de la curva de contrato dueerst
la regibn antes descrita. La siguiente figura ilustra entonces los punto&aebn

_ — B

Indif 2

=l

Curva de contrato

[ — |
Wy

Ejemplo 2.2 Siguiendo con el Ejempl@?, dadasu;(z,y) = zy y us(z,y) = =2y, y dotaciones
inicialeswy = (3,1) yw, = (2, 2), la curva de contrato eéstlada por la relagh

4z
—, 0< 2z < 3.
T+ 3

Calculemos ahora elieleo. Para ello debemos calcular las curvas de indiferencia que pasan por los
puntos de dotabn inicial dados anteriormente. Para el primer individuo, dicha cunzadeginida por
todos aquellos puntos de la caja de Edgeworth tal que

y:

3

Luego,
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Con esto, la curva de indiferencia corta a la curva de contrato en el punto donde se satisfacen las
ecuaciones:

y = ff:s yz%@lze—Sx—Q:O
cuyas soluciones son
_ 3+9+576  3++/585
YT T 32
Puesto qué < x < 3, la solucdbn que nos sirve es la positiva, es decir,
3+ /585
Tq = T

En forma a@loga para el segundo individuo, la curva de indiferencia (expresada en coordenadas
del primer individuo) corresponde al conjunto de puntos que cumple con

3\ 127
B-ap-2-n=(3-3) -5-%

de lo cual se tiene que la intersemticon la curva de contrato ésada por aquel punto que resuelve
la siguiente ecuaoin'*

4x )= 27
r+3 8
Queda propuesto continuar con el problema e ilustrar @agcamente la situagn.

(B3—2)"-(2—

3. Econonia con produccbn

Definicion 3.1 Se entendérpor produccion cualquier proceso destinada a transformar ciertos bienes
en otros diferentes de los originales.

En tal sentido, cuando se hablalienes diferenteso $lo se hace referencia a cuestionisschs
gue muestren un cambio evidente de las cualidades de los originales a los finales, sino qere tambi
se considera el hecho que los bienes tienen asoctadastefisticas espaciales y temporalgae los
pueden diferenciar. A modo de ejemplo, una naranja colocada en Santiago, el 13 de febrero de 1999, a
las 13:45 hrs., es un bien distinto dewésmanaranja® colocado en Arica, el 14 de febrero a las 12:00.

A partir de lo anterior, se infiere quiado un proceso productivexisten dos tipos de biengae
lo conforman: aquellos que sar transformados y aquellos que resultan de la transfoomatbs
primeros sean llamadosnaterias primas, inputs o factoresdel proceso productivo, mientras que los
segundos séan losproductos o bienes finales Para la producén de jugo de naranja, algunos de los
factores podan ser las naranjas, el agua, el edulcorante, el colorante, la mano de obra involucrada,
etc; mientras que el producto final de esta etapa es el jugo de naranja. Siguiendo con este ejemplo, el
mismo jugo de naranja pddr perfectamente ser un factor para otro proceso productivo, por ejemplo,
una pasteléa que lo ocupe para fabricar queques de naranja.

En el modelo ecaimico, las unidadesasicas que llevan a cabo los procesos productivos son las
firmas o empresas Estas son las unidadesnimas que desemfpan tal labor, mientras que una agru-
pacbn de ellas que producen bien icenticose denominaxindustria del bien considerado.

“Recordar qug = 2%;.

5Es decir, del mismo bien desde el punto de vista de sus propiedaites f
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Es necesario destacar que una firma, dados ciertos factores de pbadpuaeide elaborar simahea-
mente varios productos. En este caso general hablaremos de unaniiltipgoductomientras que,
cuando la firma produce udl® bien, se di& que esnonoproducto

Como veremos pronto, cada firma&saracterizadapor lo que llamaremos secnoloda de pro-
duccbn. Esta simplemente define la manera que dicha empresa tiene para combinar los factores con el
fin de elaborar su producto final. En todo lo que sigue, salvo que se diga expresamente, asumiremos que
para una determinada firma, dicfegnolodga es dadaa priori.

En lo que sigue, supondremos que hay IN firmas en el mercado, las cualeségemdexadas por
jeJ={12,...n}.

Definicion 3.2 Los bienes que la firma oferece en el mercad@setenominadoproductos (output)
de la firma, mientras que aquellos que son utilizados para la elabonadé los productos sén llama-
dosfactores (input) de la firma. Urplan de produccion de una firmaj € J sefa un vectory; R
cuyas componentes gerlos factores y los productos que se pueden obtener de los mismos.

Es obvio que los planes de produmtide una firma dependen de cada una en patrticular, esto ya sea
por el tipo de producto y factor que se utilice en el proceso mismo, como por la factibéicisida de
obtener dichos productos a partir de los factores correspondientes. Note qéedila gde generalidad
podemos asumir que cada plan de produtadebe estar efR’, pues, por ejemplo, si para una firma
j € J hay bienes que no son factores de dimgroducto de la firma, entonces podemos asumir que
€n su proceso ocupa cero cantidad del mismo. Por otro lado, si para dicha firma hay un bien que no es
parte de su oferta, entonces podemos asumir que lo produce en cantidad cero. Note finalmente que los
factores y productos de una firma pueden ser completamente diferentes aquellos de otra firma.

Definicion 3.3 El conjunto de producéin de una firma cualquiera se define como el conjunto de todos
los planes de producgn de la misma. Para una firmac J seta denotado pol’; C IR

Por conveniencia y simplicidad de lo que sigue, de ahora en adelante dado un plan de @noducci
de una firmaj € J, quedaan claramente identificados los bienes quérséactores y los bienes que
seian productos. Dado un plan de prodéecde una firmg € J, digamosgy; € Y;, asumiremos que las
primeras componentes del vector corresposder los factores de produbai, cuyas cantidades ser
negativas, mientras que las componentes finales del misio Issrproductos, que de ser bienes en la
econoniia seén expresados por cantidades positi¥aBe esta manera, dago € Y; se tiene que

>0 sibienk € L es un producto
Uik < 0 si bien bien k£ € L es un factor.

Nota 3.1 Se insiste en que si un produdtoc L es un mal, puede tener valor negativo, lo que no
significa que sea un factor. De hecho, para evitar cualquier codfusbn esto, para cada firmae J
podemos asumir (y definir) a priori gubienes sém productos y cuales ser 'an factores. Para ello,
bastaiia definir un conjuntd; C L, F; # (), deindices que correspondan a los factores de la firmay

otro conjuntoP; C L, P; # (), que denota los productos de la firma (bienes o males). No procederemos
de esta forma, asumiendo que en el contexto siempre es claro el rol de cada bien dentro del proceso
productivo.

185 los productos correspondenmalesde la econoria, asumiremos que tienen valor negativo, lo que no significa que
sean factores. Esta diferencia siemprastara en el contexto en que trabajemos.
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Ejemplo 3.1 llustremos los conceptos anteriores para una firma que ocupa un factor y produce un
producto. Por convendn, asumiremos que la primera componente denota la cantidad del factor (eje
X) mientras que la segunda aquella cantidad de producto que se puede elaborar con la cantidad de
factor correspondiente.

La figura nos dice que dada una cantidad de fagjor< 0, es posible producig, cantidad de
producto, pero taml@ind y ¢, siendo en eliltimo caso una producén de males ecdamicos. La figura
nos dice ade#@s que con la cantidad de factgy no es posible producit > 0 cantidad del producto.

Definicion 3.4 Diversos tipos de conjuntos de producéin.
Diremos que un conjunto de produeniY; C IR

a.- esconvexosi es convexo, es decir, si para toglo y§ € Y; y paratodo) € [0,1] se tiene que

Ay + (L= Ny €Y,

b.- escerrado si es cerrado, es decir, si para toda suéesde elementog; € Y; tal quey; — v,
se tiene que; € Y.

c.- cumple laposibilidad de inaccibn si 0. € Y; (es decir, hacer nada es un plan factible).

d.- satisface la condiéin deimposibilidad de produccibn libre si

Y; N IRY. € {0}.

e.- cumple la propiedad dibre eliminacion si

4
Y; - RS CY;.

Ejemplo 3.2 La cerradura, la convexidad y la posibilidad de ina@mside un conjunto de produdsi,

son directas de interpretar y ver geétricamente. La imposibilidad de produéailibre nos dice un

plan de producdn que $lo tenga componentes positivas no es factible de ser elaborado (por eso la
interseccbn es va@), es decir, para producir algo positivo se necesitan factores: nada sale de la nada.
La libre disposicbn nos dice que si tenemos un plan de produtdactible, entonces al ocuparas
factores (es decir, aumentar las componentes negativas) sigue siendo posible producir lo mismo que
ya se elaboraba con los factores originales. En otras palabras, dado un plan de prodygct Y,

36



Doctorado en Investiga@n de Operaciones Universidad de Chile

entonces al sumar un vector de componentes negativas el resultado sigue siendo factible. La siguiente
figura ilustra los conceptos anteriores:

N

En la figura, el conjuntd’ es cerrado, convexo, satisface la imposibilidad de prodarctibre, la
posibilidad de inacdén y la higbotesis de libre disposién (desde cualquier punto d§, al dibujar el
cuadrante negativo el conjunto resultante sigue estandg, grEl conjuntoY; no cumple la imposibil-
idad de producdn libre, pues, por ejemplo, el punto del eje vertical donde ocurre la ibfegs uno
donde hay cero factor pero producto positivo.

Definicion 3.5 Retornos de escala

Diremos que un conjunto de produeniY; C IR’ presenta rendimientos crecientes de escala si
para cualquier plan de producgn y; < Y; se tiene quéy; < Y}, para todot > 1. Diremos ader@as
gue dicho conjunto presenta rendimientos decrecientes de escala si para cualquier plan de producci
y; € Y; se tiene quey; € Y;, paratodo0 < ¢t < 1. Finalmente, se dice que el conjunto de prodanci
presenta rendimientos constantes de escala si tiene rendimientos crecientes y decrecientes a la vez.

Proposicion 3.1 Un conjunto de produconY; C IR’ convexo tal qué Y; presenta rendimientos
decrecientes de escala.

Prueba. Ejercicio.

Ejemplo 3.3 La siguiente figura ilustra los diversos tipos de rendimientos de escala.

A A

y

\W

\
g
2\ | \E \
X\ N

Y7 tiene rendimientos decrecientas, crecientes mientras qui; constantes. Se deja propuesto
probar lo anterior.

&

3.1. Problema de la firma

Definicion 3.6 Para una firmaj € .J, dado un plan de produadtin y; € Y; y dado un precip € IR/,
el beneficio que la firma logra con dicho plan corresponde a
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P-yj.

Nota 3.2 Note que,

¢
Pyi= Y Delik = Y DrlUjk+ > Prlik
k=1

kEF; keP;
donde se cumple que para cakl& F}, y;;, < 0 mientras quey;; > 0sik € P;. Luego,kgl;pkyj;.C <0
corresponde a losostosde los factores empleados, mientras qMe piy;; > 0 nos entreéa éhgreso
por la venta de los bienes correspondientes. De esta manzergf dada nuestra comameignos, el
producto interno del precio con el plan de produmtinos entrega, en definitiva, beneficiode la

firma dado el plan de produad@ny; y el preciop € IR(.

Ejemplo 3.4 llustremos geogtricamente el beneficio de una firma dado un precio y dado un plan
de producaddn cualquiera. Para ello, supongamos dado el conjunto de prodacdigamosy’, y sea

y € Y. Dado el precigp € IR/, dibujemos la recta ortogonal al precio, recta que haremos pasar por el
origen tal como muestra la siguiente figura:

/p

Es claro que un vector € IR? es en la recta anterior siempre y cuangoz = 0 (la recta es, por
definicbn, el conjunto de todos los valores ortogonalesa /R¢). Supongamos ahora que la recta es
trasladada de tal forma que la obligamos a pasar por un puptdado a priori, tal como se muestra

en la siguiente figura:
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Entonces, debido a esta traslaaila recta queda a una distanciadel origen. Dado todo lo an-
terior, notemos que la distancides simplemente la norma de la proydatdel origen sobre la recta.
Denotemos pov el vector ortogonal desde el origen a la recta. Luego, se cumplevgderp (v es
paralelo conp) y adends, por la ortogonalidad de a la recta, se cumple que

p- (yO - ’l)) = 07
por lo quep - (yo — Ap) = 0, es decir,

P-Yo P-Yo p p N .« .
A= = v= p=<-yo)=(p-yo)p = d= vl =1p-yol,
Ipl? Ipl? Il Il
conp = ﬁ. Es decir, el valor del producto punto enffeony, corresponde a la distancia que hay de
la recta que defing trasladada hastay, con el origen.
Aplicando lo anterior a conjuntos de produéai, el beneficio que la firma obtiene con un plan de
produccbny € Y dadop € IR/, se ilustra en la siguiente figura:

Para el plan de producény”’ € Y, el beneficio que obtenidrla firma, dado el precip € IR/, es
B" de la figura.

En todo lo que sigue vamos a asumir que el objetivo @svco de cada firma es la maximizaoi
del beneficio ecabmico.

Definicion 3.7 El problema de la firma
Dado un precig € IR(,, el problema de una firma s&el siguiente

max p-y;
Yj

yj €Y.

En otras palabras, dado el prepie IR/, asumiremos que cada firma busca dentro de los planes de
produccon factibles aquel que maximice su beneficio. Note que este es un problema de ogiimizaci
con una fundin objetivo lineal § - y) y restricciones dadas por el conjunto de prodoicclas que a
priori podiian tener cualquier forma. De hecho, debido a que el conjunto de prédusztiene por que
ser compacto, a priori no tenemos garamue la oferta de una firma exista. Ahora bien, aun cuando
existiese oferta, tampoco tenemos gdeaqtie esta sdaica o multivarida.
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Definicion 3.8 Dado un preciop € IR/, si el problema de la firma tiene soléci entonces dicha
solucbn se llama llamadaferta de la firma. Si para un precip € IR/ la solucbn edlnica, hablaremos
defuncion de ofertade la firma. Por el contrario, si hay fitiples soluciones entonces tendremos lo
gue se denomina uneorrespondencia de ofertade la firma. Para una firmg < J, dadop € A,
cuando tenga sentido denotaremos la oferta de la firma (fumeicorrespondencia) comg(p). O

Proposicion 3.2 Si existe la ofertay;(p) de la firma’, entonces para todg, y; € y;(p) se tiene que

Py; =p-y;

Prueba. Seany;, yg € y;j(p). Entonces, por definion se cumple que - y; 2 p- y', y adenas
p‘yé- > p-y;. Luego, ambas cantidades son iguales. Estakdosi la oferta es timoca o multivariada.
O

Notemos entonces que si la oferta de la firma és¢n definida, podemos entonces hablar de la
funcién de beneficiade la firma, la que simplemente es el valor de la fande beneficio en cualquier
punto de la oferta.

Definicion 3.9 Dadop € IR¢ y dada la fundbn (o correspondencia) de oferta de la firmas J, la
funcion de beneficio de la misma se define como

mi(p) =p-y;
dondey’ es un punto cualquiera de la oferta.

Sin nindin tipo de ambigiedad, por lo anterior podemos denotar la fanale beneficios de la firma
como

mi(p) = p - y;(p).

Ejemplo 3.5 llustraci 6n geonetrica de oferta y maximo beneficio

Dado un preciop € IRY(, la oferta de la firma seér un punto del conjunto de produéci donde
la recta ortogonal al precio se encuentra lcasposible a la derecha. El valor delaximo beneficio
esta@ dado por la distancia de dicha recta al origen. En la siguiente figura, gadaR/, se ilustra la
oferta (que esinica sedn la figura) y el raximo beneficio. Note que en se tiene que el beneficio es
cero.

Oferta

y
Maximo beneficio

Y /p

p

Sea esta una correspondencia o una fumde los precios
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Ejemplo 3.6 Ejemplo de no existencia de oferta

Para el siguiente conjunto de produwtila oferta no eétbien definida pues dadoconvieneque
la recta ortogonal al precio se mueva lasra la derecha posible, resultando en valores no acotados de
méaximo beneficio.

Lo que en rigor falla para la existencia de la oferta es que el conjunto es no convexo, presentando,
como veremos, rendimientos crecientes de escala en la prd@aucci

Ejemplo 3.7 Otro ejemplo de no existencia de oferta

Para el siguiente conjunto de produuti la oferta no eétbien definida pues dadg el problema
de optimizaddn no tienen soluéin dado que el candidato a oferta (que es cero en la figura) no es un
punto factible (es decir, no ésén el conjunto de produdi).

N

El problema en el caso anterior es que el conjunto de prodluca es cerrado.

Proposicion 3.3 Si el conjunto de productn Y; es tal que la oferta existe pagac IR¢, entonces Si
Y; es un conjunto cerrado con interior no viagdicha oferta necesariamente &si la frontera de’;.

Prueba. Seap € IR/ y supongamos que la oferta correspondigyites tal quey™ € intY;. Existe
entonces > 0 tal queB(y*,¢) C Y;. Si el precio tiene sus componentes mayores op iguales a cero,
sea entonceg = y* + Qf/ﬁe, cone = (1,1,...,1). De esta definién, es claro qug € B(y*,¢)

y aden@s cumple con que - § > p - y*, cuestbn que negaa el hecho que* es la oferta al precio

p. Luego, necesariamente la ofertagesh la frontera d&’;. Ahora, si el precio es arbitrario, siempre
se poda escoger uy € B(y*, ¢) tal que producto interno comsea mayor que aquel cori, lo que

obviamente es una contradionicon el hecho qug* es la oferta. O
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Nota 3.3 En rigor, la proposicbn anterior es una consecuencia directa del hecho que al maximizar
(optimizar) una fundn lineal sobre un convexo, la soléai siempre es un punto extremal del mismo,
puntos que a su vez son frontera del conjunto.

Definicion 3.10 Dado Y C IR’ un conjunto convexo con interior no viag diremos que esstricta-
mente convexasi para todo par de puntos en su frontera, digamesy. € frY, se tiene que para
todo\ €]0, 1]

Ayr + (1 — Ny € intY.

La idea de la estricta convexidad §edo anterior corresponde a conjuntos convexos que tienen
tramos planos (rectos) en su frontera. La utilidad de este tipo de conjuntos es que si corresponden a
conjuntos de producgh para los cuales la oferta existe, entonces ellmes.

Proposicion 3.4 SiY; es un conjunto de produd@n cerrado, con interior no vao y estrictamente
convexo, entonces si la oferta existe para A, necesariamente ésica.

Prueba. Supongamos que hay dos ofertas al precie A, digamosy;, y». Por la Proposiéin 3.3
sabemos qug, y» € frY;. Ademas, de la Proposion 3.2, sabemos qug- y; = p - y». Por la estricta
convexidad del conjunto, dado<]0, 1[, ocurre que

yx = Ay1 + (1 — Ay2) € intY].

Luego, existe: > 0 tal queB(yy,€) C Y. Sea entonceg = y, + ﬁe, cone = (1,1,...,1).
De esta definid@n, es claro qugy € B(yy,e) C Y; y aden@ds cumple con que -y > p - yy =
p-[Ay1 + (1 — Ay2)] = p - y1, lo que no es posible ya que (e y2) son las ofertas. Luego, existe una

Unica oferta. 0

Proposicion 3.5 Supongamos qug; es cerrado, convexoly,: € Y;. Entonces, dadp € A, y;(p) es
un convexo cerrado tal quey; > 0, Vy; € y;(p).

Prueba. Seap € Ay supongamos qug;(p) # 0 (de ser vam la propiedad es obvia, ya qllees
cerrado y convexo). Habida cuenta gyép) es no vai, veamos entonces gque es convexo. En efecto,
seany, 2 € y;(p) y seai € [0, 1]. Entonces, por convexidad dg se tiene que

A1+ (1= Ny2 €Y.

Mas aun, del hecho quey; = p-y9, setiene que- [Ay1 +(1—=Nya] = Ap-y1+(1—=Np-ya =p-11

(= p-y2). Luego,\y; + (1 — \)yo € Y; tambén maximizgp -y cony € Y}, es decirhy; + (1 —\)y2 €
y;j(p). Para ver la cerradura del conjuntgp), seay,, € y;(p) tal quey,, — yo. ComoY; es cerrado,

yo € Y;. Ahora, por definidn se tiene que - y, > p -y, Yy € Y;. Tomandoimite sabemos que no se
altera la desigualdad anterior, por lo cpalyy > p -y, Vy € Yj, es deciryy € y;(p), lo que prueba
quey;(p) es cerrado. Finalmente, quey; > 0 paratodo elemento en la oferta proviene directamente
del hecho qu@y,: € Yj, yluego,p-y; > p-Ope = 0. O

Nota 3.4 La proposicon anteriorno nos dice quey;(p) sea no va ni continua en funéin de los

precios (si fuera correspondencia, en vez de continuidad se considera la denominada semi continuidad
superior, s.c.s). El problema surge, fundamentalmente, del hechd;aquees compacto, por lo cual no
podemos garantizar a priori que el problema de maximizaae beneficio tenga solaei enY;. La

idea es entonces trabajar caonjuntos de produccdn restringidos, tal como pasamos a detallar.
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Definicion 3.11 Seak > 0y seae = (1,1,1,...,1) € IR’ DadoY}, definamos entonces el conjunto
deproduccion restringido de la siguiente forma

Y = {5 = (ysx) € Y5 | lysel <k} = Y5 01 [—ke, ke]
donde[—ke, ke] es un cubo e’ cuya diagonal tiene por extrembsy —ke € IR’

La siguiente figura ilustra el concepto anterior.

\\Y

Definicion 3.12 Dadok > 0y dadop € A, definamos entoncesdderta restringida como la soludn
(o conjunto soludin) del siguiente problema de optimiz&ici

maxp - y;
s.a y; € Y]k =Y N [—ke, ke].

Denoémosla poy} (p).

Proposicion 3.6 Supongamos quE; es cerrado, estrictamente convexo y tal Qpe € Y;. Dadop
A, paratodd: € IN setiene qugf(p) es un convexo, cerrado, no vadal quepy; > 0, Yy; € yf(p).
Ademas, la funobn yf : A — IR’ es continua y la funéin de beneficio restringidya;?(p) tambén es
continua.

Prueba.Dadok > 0, se tiene quéfj’“ es compacto, convexo y no vacEn efecto: compacto pué$

es cerrado y—ke, ke] tambén lo es, luego la interse@ri es cerrada. Es acotado plY#%g [—ke, ke].
Luego se tiene lo indicado. Es convexo ya que es la intefsede convexos. Finalmente, es noieac
ya quel € Yj’“. Luego, de la compacidad y del hecho quey; es continua, sabemos que existe

solucbn, es deciryf(-) es no va@. La conexidad y cerradura viene de la Prop6si&i.5. Sea ahora
unasucesinp,, € A tal quep, — p. Seay* ¢ ij la oferta correspondiente (que existe por lo anterior),
la que podemos asumir convergeéh (por compacidad d& ). Sea entonceg; —.,, y* € Y. Por
definicion, para todq, € Y]’C se tiene que, - y¥ > p, - ¥, luego, tomandoiinite se deduce que
p-y* >p-y, paratody € Y. En particularp - y* > p - y*. Pero, comg/* es la oferta al precip, se
tiene entonces que- y* = p - ¥*. Finalmente, de la estricta convexidadjese deduce qug* = yk.
Luego, la oferta es continua eg’@ ya queyé?(pn) — y;?(p). Finalmente, la continuidad de®(-) es
directa ya que es el producto de funcione continuas. O

Nota 3.5 Cuando el conjunto de produéei es $lo convexo (no estrictamente), no se puede afirmar
gue la oferta sea continua, basicamente por que en tal caso la oferta puedasdeman punto. Como
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sabemos, esta ofim considera que la oferta sea una correspondencia en vez de unariuigi el

contexto en que trabajamos, el buen concepto de “continuidad”’que se utiliza para correspondencias
es aquel de semi-continuidad superior. De hecho, bajo los supuestos indicados, donde se asume con-
vexidad del conjuntd’; en vez estricta convexidad, se puede probar que la correspondyzjr(e)aes
semi-continua superior y que la fudci de beneficio sigue siendo continua. El resultado matiem

gue garantiza esta propiedad estebrema del maximo de Berge:

“supongamos queéD C RF y X C IR™ son conjuntos compactos y no @& Seas :
D — X una correspondencia compacta, convexa, continua y nmwaseau : X — IR
una funcdn continua. Finalmente sea: D — X definida por

~v(d) = {argmaz u(z), z € 5(d)}

es decir, las soluciones de la maximiZatdeu(-) eng(d). Entonces, bajo las condiciones
indicadas,y(-) es s.c.s e y la funcbn valoroptimo es continua”.

Nota 3.6 Nota Importante. Para qé precios tiene sentido hablar de oferta de la firma? Hasta el mo-
mento hemos supuesto ingtamente que los precios estaban en el Simplex. Sin embargo, es perfec-
tamente posible considerar precios negativos y plantear enggstaads el problema de maximizaai

de beneficio de la firma. Sin embargo, bajo un caso particular muy importante se tiene que, de existir
oferta para una firma, esta tiene sentidtwssi los precios son positivos (por lo cual podemos asumir
gue estan en el Simplex). Este caso es cuando la techialogrifica la hiptesis de libre disposian.

En efecto, supongamos gtigcumple con la libre disposish y que ader@s, para IR’ existe oferta,
digamos,y:. Luego, se cumple que- y; > p - y;, Vy; € Y;. Pero, por libre disposion, para todo

v E ]R‘i se tiene que;; — v € Yj, porlo cualp - y; > p- (y; — v), es decirp - v > 0, para todo

v E JRﬂ. Por lo tanto, de haber oferta bien definida, necesariamentd). En otras palabras: si los
conjuntos cumplen con la Higesis de libre disposian, entonces la oferta (si existe) tiene sentidlo s

para precios positivos. Esta es la relevancia de lategss, la que sarasumida en todo lo que sigue.
Note finalmente que esta condini en general, no implica nada respecto de la continuidad, convexidad
u otra propiedad topobica, de la oferta: son condiciones de compacidad y convexidad del conjunto
en 3 lo que permite garantizar buenas propiedades de la oferta. La libre di$posicimportante para
garantizar que los precios interesantefsaiempre positivos, y por ende, podemos asumirlas.en

En todo lo que sigue, asumiremos que los conjuntos de prditusatisfacen la hijtesis de libre
eliminacibn, radn por la cual se puede entender que los precios sean asumidos en

3.2. Modelo de econona de propiedad privada

Comenzaremos esta sdmtipresentando un modelo de eaonico ampliamente utilizado en la
literatura, cual es el deconori|a con propiedad privadae las firmas. La idea es formalizar el hecho
gue sean los consumidores los dues de las empresas y por lo tanto, el resultado del ejercicio de la
firma (beneficio) debén ser repartidos entre estos. Dado esto, las restricciones presupuestagias podr
ser modificadas ség la firma obtenga o no beneficios.

La forma mas simple de modelar lo anterior consiste en asumir que existen proporciones fifas
0 sedin las cuales un individube I es du&o de la firmaj € J. De esta manera, para considerar un
modelo de propiedad privada se debe asumir que

> 0 =1.

jed
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Asi, dado un precip € A, si el beneficio de la firmg € J es7;(p) se tiene que el individube 1
recibe como ingreso adicional la cantidad

057 (p)
con lo cual, finalmente, su ingreso total dade A seia

ri(p) =p-wi+ Y Oimi(p), i € 1.
Jj€J

Definicion 3.13 Dadop € A, el conjunto presupuestario del individue I se define como

Bip) =S x € Ry |p-z<ri(p)=p-wi+ > 0iym;(p)
jeJ
Con esto, dado un precip € A, la demanda del individue € I, que denotaremos pai;(p),
se define como el conjunto de puntos que maximizan ladmtg utilidadu; sobre el conjuntgs;(p)
anterior.

Definicion 3.14 Una econoria de propiedad privada se define como

&= ((Rﬂ) s (Zi)iers Widier > (Y5) e (eij)z‘el,jeJ) :

3.3. Problema del consumidor revisado

Dadop € A, el problema de optimiza@n de los consumidores en una ecoime propiedad
privada es

max u;(zr)
sap-x<p-w+ Y 0imi(p).
=
Note que, aun cuando impongamos algunas restricciones razonable¥;s@meejemplo, convex-
idad), sabemos que no necesariamente la oferta y laffiade beneficio sé&n continuas. Por esta faz,
de existir, la correspondencia de demanda tampo@&amtinua (0 s.C.S si es una correspondencia).
Sin embargo, al trabajar con un conjunto de produtceestringido, bajo condiciones generales sobre
la producobn, la oferta de la firma sers.c.s y la fundin valor sea continua. En tal caso, aplicando el
Teorema del Mximo, resulta que la demanda tagmsea s.c.s, cuesin que es asica para pretender
estudiar existencia de equilibrio.
Consideremos entonces el problema restringido del consumidor definido como

max u;(z)

sapr<p-w-+ Qijﬁf(p),
Jj€J

dondevr;'€ (p) viene de la maximizadn del beneficio en el conjunﬁdj’f ya definido. Dadgp € A, para
este caso denotemos la correspondencia de demanda por

di (p).
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Proposicion 3.7 Bajo las condiciones de la Proposici 3.6 sobre la producdn, si la funcon de utili-
dad es continua y; >> 0, entonces la correspondencia de demadfia) es s.c.s en el interior da.
Méas aun, dicha correspondencia es a valores convexos, compactosine.vac

Prueba.En primer lugar, se requiere que >> 0y quep € A para garantizar que la demandadsen

definida. Ahora bien, de las condiciones del problema, sabemos;¢yees continua en los precios.

Luego, la correspondencia : A — IR’ de restricaddn presupuestaria es continua en los precios y

a valores compactos. Por lo tanto, considerando que ladfurohjetivo es continua, del Teorema del
Maximo de Berge se deduce que la demanda es s.c.s en los precios. Que sea a valores convexos y
compactos es directo y queda como ejercicio. O

3.4. Nocbny existencia de equilibrio

A partir de todo lo anterior, estamos en condiciones de definir el concepto de equilibrio en un
modelo de economa de propiedad privada. Obviamente el concepto a definir parte de la base de los
problemas de la firma y los individuos que ya hemas descrito, considerandasdaala restricon
de Walras debe tomar en cuenta el hecho que la praolugasa a forma parte del consumo de los
individuos. Previo a definir el concepto de equilibrio, necesitamos algunas definiciones previas.

Definicion 3.15 Unadistribuci 6n de bieneses un punto
((w1)ier, (yj)jer) € RY < T] ¥
jed
Una distribucdn de bienes$(z;);cr, (v;);cs) Se dicefactible si
in < Zyj +sz‘.
icl jet icl

El conjunto de las distribuciones factibles &etenotado por

Q=< ((wi)ier, (y5)jer) € Rﬂm X HY] ] le < Zyj + Zwi'

jeJ iel jeJ icl

Finalmente, denotemos pdit*’ eYjQ las proyecciones de sobre]Rﬂ eY; respectivamente. Estos
conjuntos corresponden a lognsumos y producciones factiblegespectivamente. Es directo que

Nota 3.7 La idea de definir los conjuntos anteriores es hacer iexpl el hecho que, a priori, no
cualquier plan de producoin puede ser factible y por lo tanto, existen ciertos puntos en los conjuntos
de consumo y produdm que nunca participam en el equilibrio, cualquiera que este sea. Tal co-
mo veremos de inmediato, no édcsun asunto de utilidades y beneficios lo que finalmente define el
equilibrio, la condicon de factibilidad &cnica delimita las opciones para que un plan de consumo y
produccbn pueda ser o no un equilibrio.

Dado lo anterior estamos en condiciones de definir el concepto de equilibrio en un modelo de
econonna de propiedad privada.
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Definicion 3.16 Un equilibrio competitivo de una econ@ade propiedad privad& es una distribu-
cion factible((:z:;‘)ie[, (yj)jej) junto con un precip* € A, tales que

a.- paratodoi € I, x} € d;(p*);
b.- paratodoj € J, y} € y;(p*);

- Yar< Yyt Y

i€l jeJ i€l

En otras palabras, un equilibrio es una colénale consumos, producciones y un precio tales que
para cada individuo, el consumo indicado es el maximal de la preferencia en el conjunto presupuestario
(maximo de la utilidad) que define el precio de equilibrio, cada firma maximiza sus beneficios en el
nivel de produc@n correspondiente al nivel de precios de equilibrio, y se cumple la reétride
factibilidad.

Una forma muy utilizada para expresar en forma equivalente el concepto de equilibrio éssa trav
del uso de la funéin (correspondencia) exceso de demanda.

Definicion 3.17 La correspondencia (o funi@n sedin correspondagxceso de demandae define co-
mo:

C:A— IR | ((p) =) di(p) =Y _yi(p) — > wi.
iel jed iel
]
Por lo tanto, de la definioh de equilibrio, sabemos que(gi*, (x})ier, (y;f)jeJ> es un equilibrio,
significa que paratodbe I, j € J,
z; € di(p"), y; € y;(p")
y adends,)  z} < ) y;‘ + > w;. Por lo tanto, definiendo
icl = i€l
T WD
iel jed iel
se tiene que el punto es equilibrio sigls si
2 e ((p*), z* <0.
Si la oferta y las demandas son funciones, entonces el exceso de demanda es Gnayflmci

condicbn de equilibrio corresponde a garantizar la existencia de un gréeiaA tal que

C(p*) < OBL

Luego, todo el problema de demostrar existencia de equilibrio consiste en probar que existen puntos
p*y z* cumpliendo lo anterior.

Definicion 3.18 Dadok > 0, definamos la correspondencia exceso de demanda restringida como

A= R

tal que
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Fp) =D dip) = > uip) =D wi,

il jeJ iel

dondedf ey§-C vienen del problema restringido que hatnos definido.

La siguiente proposion se obtiene directamente como resumen de todo lo desarrollado hasta el
momento.

Proposicion 3.8 Si se cumple que:
a.- Paracada € I,

- uy JRﬂ — IR es continua, estrictamentémcava y estrictamente creciente por compo-
nentes;

ii- w; € RL .
b.- Paratodoj € J se tiene que

I.- Y; es cerrado y convexo;
ii- 0€Yy;
e g
.- Y; — IR, CY;

c.- ) es compacto

entonceg”(-) es una correspondencia s.c.s, a valores convexos, compactos Yio®. veteras,p- » =
0 paratodop € A, z € ((p) (ley de Walras).

Prueba. Que la correspondencia sea s.c.s se obtiene del hechd gues la suma de corresponden-

cias s.c.s sdm ya halblamos demostrado anteriormente. Que sea a valores convexos y compactos se
obtiene del hecho que las correspondendjds y yf(~) lo son, como ya tdamos bajo las condiciones
indicadas. Finalmente, resta demostfdoda ley de Walras. Esto viene del hecho que bajo condiciones

de estricta monotda de las funciones de utilidad, se cumple que para tode d%(p), para todo

yj € ¥ (p),
prai=p-wi+ > 0ip-y;.
jeJ
Luego, sumando enc I se tiene que
DT IEED 3 WIEETD DL 0
i€l i€l iel jeJ iel =

pues, por definidin, )  0;; = 1. Luego, ordenand@tminos, se tiene que

el
p- in—-z-yj—Zwi =0.

el jeJ el
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De las propiedades d¢ es directo probar (Ejercicio) que
¢ta)=J <)
peEA

es un conjunto compacto. Dado esto, se tiene la siguiente prdpusatave para demostrar el
Teorema de Existencia de Equilibrio.

Proposicion 3.9 SeaZ un conjunto compacto no vicde IR’ y seal’ : A — Z una correspondencia
s.c.s a valores compactos y no i@ Supongamos adésique para toda € I'(p), p € A, se cumple
quep - z = 0. Entonces existg* € Ay z* € I'(p*) tal quez* < 0.

Prueba.Seah : Z — A definida por

h(z)={pelAl|p-z>p -2z W eA}

Es directo (Ejercicio, ver la demostraoidel Teorema de Existencia de Equilibio para ecdasm
de intercambio) qué(-) es a valores convexos, compactos, ndesy s.c.s.
Sea entonces

wi:Z XA —7ZxA

definida como

w(z,p) =T(p) X h(z).

Es facil ver que (Ejercicio):(-) es s.c.s, a valores convexos, compactos y n@msa€or lo tanto,
del hecho qué&’ x A es convexo y compacto, podemos aplicar Kakutani y deducir que éxisie’)
Z x Atal que

(2%, p") € u(z",p") = T(p") x h(z"),

delo cual se tiene que € I'(p*) y p* € h(z*). De lo primero, por hiptesis se concluye qugé-z* = 0.

De la segunda, tenemos qué- z* > p' - z*, Vp' € A, es decir, para todp’ € A se tiene que
p’ - 2* < 0. Porlotantoz* < 0 (Ejercicio: probar por contradia@n quez* debe ser neagativo en todas
sus componentes). O

Dado todo lo anterior, estamos en condiciones de probar el Teorema de existencia de equilibrio bajo
las condiciones que se detalar

Teorema 3.1 Teorema de existencia de equilibrio
Si se cumple que:

a.- Paracada € 1,

i- u; : RY. — IR es continua, cuasiéncava y no saciada;
ii- w; € R,

b.- Paratodoj € J se tiene que

I.- Y; es cerrado y convexo;
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i.- 0€Y;;
iii.- ;- R CY;

c.- ) es compacto
entonces existe equilibrio competitivo para ecofeén
Prueba. Por compacidad €k existek > 0 tal que

QO C [—ke, ke]

dondee = (1,1,1,...,1) € IR". Luego, los consumos y producciones factib’@’s, IR (contenidos en
2) pueden ser incluidos en una cgjge, ke], conk > 0 suficientemente grande.&d aun, escojamos
k > 0 de modo que los factibles ésten el interior de la cajay s€a

Y =Y;n[~ke ke], j €J, X =R\ N[—ke ke]=[0,ke],i€cl

que son conjuntos son compactosi#e Dado esto, como sabemos la correspondencia de exceso de
demanda restringidd ¢*(-) cumple con todas las hitesis de la Proposimn 3.9, por lo cual existe
(p*, z*) tal quez* € ¢*(p*), conz* < 0. Luego, del hecho que* se puede descomponer de la forma

T SR o

iel jed iel
se tiene quep®, (z7), (y;)) es un equilibrio de la econdmrestringida. Vamos a probar que dicho
equilibrio en la econoia restringida es un equilibrio en la ecoriari. Supongamos entonces

no maximizap - y cony € Y. Entonces, existg; € Y; tal quep” - y; > p* - y7. Sea entonces €]0, 1]

y definamos

y; = Ayj + (1= Ny;.

De la convexidad d& se tiene qug;-’ € Y;. Por otro lado, puesto qug € int|—ke, ke] y la caja
es convexa, se tiene que paraercano a uno (pero diferente), el pugﬁ-’oestaé en la cajay con ello,
para\ cercano a uno, concluimos que eétaan’“. Notemos ahora que

Py = ATy (L= Np” -y > pty;
lo que es una contradidmi puesy; maximizaba el beneficio e]@’“
Veamos ahora que; maximiza la utilidad en el conjunto de consumo sin restdiecEn efecto,
en primer lugar notemos qug (p*) = m;(p*) puesy; maximiza el beneficio en todo el conjunto de
consumo (obviamente tan@ni en el conjunto restringido). Supongamos entonces que egisteﬂ%ﬂ

tal quew;(z}) > u;(x}). Puesto queﬂ%ﬂ es convexo Y hemos supuesto que los factibles se encuentran
en el interior de la cajf, ke, se tiene que paracercano a uno el punto

z; = At + (1 -\

18En rigor, el problema restringido del consumidor considera que los puntos factibles son aqugligs de|0, ke]. Sin
embargo, cuandb > 0 es suficientemente grande, podemos asumir que el conjunto presupuesiacanéstido en la caja,
por lo cual esta restricgh es superflua.

¥Insisto: conk > 0 suficientemente grande, en el problema restringido de los consumidores es la caja no aporta como
restriccbn pues el conjunto presupuestario es compacto.
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estad en|0, ke]. Puesto que la funéh es cuasi -@ncava, se tiene entonces que

wi(a;) > ui(])

lo que no puede ser ya qu¢ maximiza la funddn en el conjuntg0, ke]. Con todo lo anterior, hemos
terminado de demostrar el Teorema de Existencia de Equilibrio. O

4. Fallas de mercado

Todo el modelo que hemos estudiado hasta el momento descansa en dos supuestos fundamentales.
El primero es que ninguno de los agentes de la ectatiane injerencia individual en los precios, y el
segundo que en las decisiones de consumo de los individuos, y de poddedas firmas, los agentes
deciden sobre las base de funciones objetivo gledependen de los bienes por ellos consumidos y de
precios, valores estos que resumen para cada agante los resultados de las decisiones de todos los otros
participantes de la econdan

En nindgin caso en el modelo que hemos desarrollado se han considerado hechos relevantes que
comunmente se observan en la realidad y que en alguna medida dan cuenta de situaciones donde,
precisamente, las decisiones de cada individuo pueden ser afectadas por las decisiones o acciones de
los dends. Lalnica interac@n que se considera en el modelo usual radica en la igualdad entre ofertay
demanda que finalmente debe ser verificada para vaciar el mercado. Como dice Madinvenatklo de
produccbn y consumo, con el que hemos razonado hasta ahora, ofrece una ceticdemportante
a la que debemos prestar ateani las interdependencias que reconoce entre los agentes se reducen al
minimo és estricto

Tratar de incorporar con toda generalidad las posibles inter-relaciones entre los agentes de laeconom
es, en realidad, un trabajo est. Lo anterior se debeasicamente a la alta complejidad que se alcanza
en una estructura ecomica tan general. El punto no es pensar en estos “super modelos’que permitan
incorporar toda la complejidad de la ecoriaren uninico modelo, sino s bien considerar algunos
tipos de interrelaciones que puedan ser tratadas de manera satisfactoria, y qas tedean algn
interés en la pactica. Precisamente el&@isis de los bienesblicos y la presencia de externalidades en
el mercado son dos de las interrelacionés melevantes que usualmente se consideran en ec@nom

4.1. Externalidades

Existe una externalidad en la ecorianmoda vez quel bienestar de un consumidor o los planes
de producddn de una firma son afectados directamente por las acciones de los otros agentes de la
econori|, de tal forma que la decish sobre tales acciones no depende de un mecanismo de precios
La idea es entonces considerar la existencia de ciertas acciones (y sus consecuencias), que ejecutadas
por determinados individuos pueden tener efectos en los otros, y de tal forma que las decisiones sobre las
mismas no surgen como resultado de las transacciones entre los individuos, no interviniprenas
para determinar los valores finales resultantes.

Ejemplo 4.1 Cuando uno escuchalsica, obviamente pagpor el disco, por la electricidad, por el
reproductor, etc. Si la fsica que Ud. escucha es desagradable para otro individuo, Ud. no necesari-
amente “internalizatales perjuicios en su futide utilidad de tal forma que su aooi (escuchar
mUsica desagradable o muy fuerte) no tiene un costo para Ud., pero si representa un perjuicio para el
otro personaje. En tal caso, como Ud. no “debe pagar’por escuchasiaaxcomo desee pero ocurre

gue la utilidad del otro depende de esa décisestamos entonces en presencia de una externalidad
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en la econona. En este caso, como lalsica que Ud. escucha (o el volumen de la misma) es “de-
sagradable’para el otro (digamos, es un ‘@& un “bien”) hablamos de externalidad negativa. Por el
contrario, si su vecino disfruta de sus gustos musicales, estamos entonces en presencia de una externali-
dad positiva. Note que en esttimo caso no hemos planteado la posibilidad que su vecino le page para
gue Ud. pongau musiquitaTampoco hemos planteado la posibilidad que si fgioa es muy mala,

Ud. deba pagar por escuchar, de modo que compense dniangtnte su mal gusto...

Para modelar la externalidades en la ecogeonsideremaos un primer caso simple dos individuos
y dos bienes. Supongamos entonces que un individsol, 2 posee una funén de utilidadu; que
depende del vector de consump = (x;1,zi2) € IR? y de un nuevo factoe € IR. Supongamos
adends que uno de los individuos decidptimamente la cantidad @e(el tipo uno) y que el otro&o
recibe las consecuencias, sin tener injerencia en laieudatla misma (el tipo dos). Que el efecto
sobre el individuo dos sea “positi?d'negativo”no es relevante por el momentolAdadas dotaciones
inicialesw; = (w;1,w;2) € IR? de bienes de consumo, al precio de mergado(p;, p2) € IR? tenemos
gue el problema del consumidor uno es

max u(x;,e)
Z;,e
s.a p-x;=Dp-w;.
Note que en este problema no hemos supuesto que la cantidad demanelattardda riqueza del
tipo. Precisamente esto asn la naturaleza de la externalidadi,A$ denotamos pot* la cantidad

optima de externalidad del tipo uno, la demanda por bienés esgoncese; (e*). Dada la utilidad
indirecta

UT = ul(af{v 6*),

se tiene entonces que

[(%{] _0 o {8u1 ory, N Ouy 0z _o
de | _ .« Or11 Oe Or12 Oe | _.«
por lo que en ebptimo se cumple que
Ouy 0xiqy
Or11 de
dui Bzt (1)
Oz12 Oe
Para el tipo dos, su problema de maximibacile beneficio es
max ug (e, e)
€2
s.a p-T2=Dp-ws.
De las condiciones de optimalidad sigue que
Oug P
dz21 1
aff; = (2)
s P2

Por lo tanto, de las ecuacionds ¢ (2) se tiene que, en general,

8u1 aug
0z11 021
ouq Oug ’
0x12 0x22
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es decir, que la decisn dptima de externalidad por parte del individuo uno implica una asignats
recursos que no necesariamente es Pareto eficiente.

A partir de lo anterior, surge entonces la pregunta sokikasuentonces la cantidégtima dec que
debefta ocupar el individuo uno. La respuesta no es obvia y depende de como se comparen la utilidades
de los individuos. En efecto, uno pdaliir al extremo y considerar que el ruido en la ecoreno es
deseable. Dado esto,@btimo serae* = 0, y en tal caso el tipo dos estamuy feliz, pero, y esto es lo
relevante, el tipo uno esfarmuy descontento. Gana entonces la sociedad? No es claro. En el ejemplo
anterior, ganaa si la sociedad valora muy poco la preferencia del individuo uno y mucho la del dos.
Para responder entonces a la pregunta uno teliesponer de una forma de computar algocasno
una “utilidad socia la decisbn 6ptima dee* es aquella que maximiza esta utilidad. Por lo tanto, la
respuesta finalmente depende de como se defina la utilidad social...

Con el fin de ser proactivos, supongamos, por simplicidad, que la “utilidad 8®siaiplemente
la suma de las utilidades de los individuos. En tal caso, la canfigiicha dec debe ser aquella que
maximice la utilidad anterior sujeto obviamente a la restbiccle factibilidad de los consumos (que no
depende de la eled@ dee). Asi, el problema que nos ocupa es

mAx w1 (11, 12, €) + uz(z21, T32, €)
z11,212,721,722,€

s.a r11 + T21 = Wy
T12 + To2 = wa.

Ademas de la condiéin de tangencia de las curvas de indiferencia, la smude este problema

implica que

QO _y,

Oe Oe
En otras palabras, la cantidagtima de externalidad que demanda el individuo uno debe ser tal que
la suma de las utilidades marginales c.r a la externalidad sumen cero. Es decir, que el beneficio extra
gue obtiene el individuo uno por consumir una unidabrdee sea igual a des-utilidad que obtiene el
individuo dos por lo mismo. Si denotamos 6t el valor de la externalidad que resuelve el “problema
socialnterior, es claro que en general

e* #£ e,

Lo anterior implica entonces un problema relevante: si el individuo uno “no intershfimeblema
que le puede causar al individuo dos producto de su guste, mmurre su demanda por externalidad
no tiene por géa ser compatible con lo que s&deseable socialmente. La preguna que surge entonces
es ®@mo “obligard individuo uno para que su demanda por externalidade$eg no ¢*. Llamemos
e* la solucbn privada ye** la solucbn social. Por lo tanto, el tema es como hacer compatible la
solucbn social con la privada. Una primera aproxin@ecpara lograr esta compatibilidad parte de la
idea de “obligadl individuo uno a “internalizar el costo’de su externalidad, ya seael pago de
“impuesto® imponiendo cotas a la demanda. Esta s@ludnterventora es precisamente la saaajue
Pigou propone en su famoso tralfjcAsi, supongamos qugdenota un precio a la externalidad, de tal
forma que el problema del consumidor uno es ahora

max ul(.%'n, 12, 6)
Z11,212,€

s.a P1r11 +paxi2 +te-€=p-wi.

2Ver en http://www.econlib.org/library/NPDBooks/Pigou/pgEW.html
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En el problema anterior hemos internalizado la demanda &ste problema tiene una solanj
digamosx1(p, q) Y e(p, q). Claramente sy = 0, entonceg(p, 0) = e*. Por otro lado, asumiendo que
es posible, podemos imaginar la existencia de un vglotal que

e(p,q™) = e*,

es decir, al imponer precios adecuados (impuestosjguods obligar a que la demanda privada coin-
cida con la demanda social.

Un enfoque distinto del anterior $ardefinir unmecanismo de mercadgara lograr el mismo
objetivo. En el caso “pigoviano”la idea es hacer intervenir un tercer agente (el Estado) que fija impuestos
(precios) segn lo anterior. Sin embargo, si uno define ciertos derechos de los individuos respecto de la
externalidad y permite que estos derechos sean transados en el mercado, ocurre entonces que bajo ciertas
condiciones precisamente esta trangatcie mercado llevara la misma soludn anterior. Para fijar
ideas, supongamos que algestado garantiza que el individuo dos débestar libre de la externalidad
e Y que, bajo esta premisa, si el individuo uno de todas formas desea usar externalidad, debe entonces
compensar al individuo dos por los efectos que esta pueda provocar. En tal caso, el individuo dos ofrece
vender parte de su derecho, permitiendo al tipo uno ocupar cierta cantidapledgndo por lo mismo.

Si denotamos pary el precio de la externalidad (que aema variable erijena, es decir, por determinar
al interior del equilibrio), el problema del consumidor uno es

{méx ui(xy,e)

sa p-I]=p-w — ge,

mientras que aquel del individuo dos es

{méx uz(x2,€)

s.a p-x2=p- w2+ qe.

En el modelo anterior, el individuo dos tiene el “dereélim. ambiente libre de la externalidadSi
el individuo uno decide demandar una cierta cantida@be entonces dado un pregioor unidad, debe
pagarle al individuo una cantidad, la que obviamente se resta de su riqueza. De lo anterior entonces,
dados los precios, en situaaide optimalidad ocurre que si el individuo uno decide incrementar en una
unidad el consumo de externalidad, su utilidad margina %r y el costo de esto esq. Ahora, si
el individuo dos decide vender una unidad de externalidad, su des-utilidad margdi#a) pero recibe
una ganancia. Luego, en situaéin optimal se debe cumplir que

Por el lado de los bienes, en@ltimo obviamente se debe cumplir la igualdad de tasas marginales
de sustitudn. Con esto, las condiciones de optimalidad que se obtiene en este problema son las mis-
mas que telmmos para el problema social antes detallado. Por lo tanto, la @oldei este problema
debe coincidir con dichéptimo social. La gran conclusi es entonces quedefiniendo derechos so-
bre la externalidad (es decir, introduciendo un mercado para la misma) y dejando que los individuos
intercambien libremente, la demandatima de externalidad es aquella que se téamdomo solud@n
Optima social En otras palabras, este modelo simple nos muestra que una alternatinteaviencon

a la Pigoues precisamente dejar en claro los derechos de propiedad de los individuos respecto de la
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externalidad y dejar que un mecanismo de mercado asigne los recursos. Este resultado, en forma sim-
ple, es precisamente Borema de Coas&': ante presencia de determinadas externalidades (efectos
externos) siempre s&mposible la consecuah de una externalidadptima, compatible con el @imo
bienestar social. Esto se logi@m traves de la negociadn entre las partes, bajo el supuesto que (i)

gue los derechos de propiedad de las distintas parté&ndsen asignados, (ii) que no existan costos de
transaccon y (iii) que no existan efectos renta

Nota 4.1 La transacdn de derechos puede tener costos tan elevados que absorban completamente los
beneficios derivados del intercambio. Para fijar ideas, supongamos que una pianta quuy efi-

ciente se instala en la ribera de,rde tal manera que para producir necesariamente debe contaminar. Si
rio abajo est instalada una planta lechera que ocupa aguaajejue ex-ante la instalawmi de la planta
guimica ocupaba el agua pura para producir, obviamente con la inétalagipoda producir. Si la

planta lechera tiene el derecho a agua pura, entonces la plamia&se instalaxtoda vez que llegue a

un acuerdo privado con la planta lechera respecto de cuanto pueda contaminar. Si efectivamente conta-
mina, debe entonces compensar a la planta lechera por un monto que acuerdé€uase funciona...
Supongamos ahora que no hay planta lechera, de tal forma que ahora los perjudicadgstmde

rio, quienes getricamente tiene derecho a tener un ambiente libre de contabrinzaria su divergin.

Para hacer su operadi, la plan tiene entonces que ponerse de acuerdo con dichas persomasd:

dra identificar a todos y cada uno defiligtas y ponerse de acuerdo con cada uno de ellos respecto del
monto de la indemnizadn? Siempre apareéar nuevos individuos afirmando queimla intenddn

de ir bavarse al 1o y que por tanto quieren una indemnizaciPor otro lado, pod aparecer alguno

gue se aproveche de la situatide tal manera que estando consciente que puede impedirgmo s

que la planta gunica entre en funcionamiento, pealpara suna indemnizaéin excesiva. En este caso,

los costos de transaéei podian ser muy altos y con ello no necesariamente una $olut® mercado

es las que nos llevaral 6ptimo social.

Nota 4.2 Otro efecto que puede ocurrir con el tema de los mercados de derechos, es que producto de
las transacciones algunos individuos pueden cambiar la renta y con ello su demanda por ciertos bienes.
Si la compensadin es alta, entonces determinados individuos que antes no valoraban la calidad del
medio ambiente pueden ahora, por efecto renta, valoraaoda lo que lo haan originalmente. Esto

puede traer problemas que dificulten la negoéiagia que, por ejemplo, ex post el contrato pueden
alegar que no eah de acuerdo con el precio, que se “oponen a la externalidad”, etc. Este efecto renta
es despreciado en el Teorema de Coase.

Nota 4.3 Algunas criticas que ha recibido el enfoque de Coase se deben a SamuelBomicgique

con el teorema de Coase usualmente la riqueza @onsgetima ain con costos de transaoni nulos.

Lo anterior ya que siempre haben la negociadbn un monopolio bilateral que lleve a un resultado
indeterminado, por miedo a empeorar una sitiraale status quo existente. Coase dice que esta ar-
gumentadn es erbnea porque si ya héb contrato, las condiciones del mismo se cumplen, y si no
hay contrato no hay condim que poner en peligro. Dice Coase que Samuelson plantea esto porque
quiza considera una situadgi en que no existe contrato ni intercambio, al no ponerse de acuerdo las
partes, y ello afecta a las ganancias. En ese caso, es posible que no se maximice la riqueza, pero dice
Coase que esas situacionesagarinimas. Sin embargo Coase no argumenta pérago es aspor lo

que cabe poner en tela de juicio la postura de ambos. Gtieaca Coase es que, realmente, existen
efectos renta que \ian la asignaéin de recursos. Pero lo que hace Coase es suponer un efecto total de
ingreso es cero tras la negociatj por lo que no debir haber una modificai@n en la asignadn de

2para nas detalles y ejemplos, ver R. H. Coase (1994): “La empresa, el mercado y la ley”. Alianza Editorial. Madrid,
1994.
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recursos que invalide el teorema. En referencia a la asigmdei derechos, Coase afirma que si existen
costos de transadmi nulos, aunque cambie la situailegal la asignadin de recursos no viar. En
cambio dicen sus @icos que ante una modificéci de las leyes va la distribucdn de la riqueza, lo
cual da lugar a variaciones de la demanda y consecuentes cambios en la@sideaecursos. Coase
niega esto, porque se ha explicado ya que la disti@ioude riqgueza no va ante cambios de leyes.

Ejemplo 4.2 Consideremos dos firmas en el mercafle-(1, 2) de tal forma que la fundin de produc-
cion de la firma uno es dada pér

v1 = fi(L1)
y para la dos

y2 = fa(y1, L2)
La existencia de la externalidad presupone que

y2
—= #0.
Oy 7
Si la deriva anterior es negativa, la externalidad es negativa; la externalidad es positiva en caso

contrario. Note ahora que
yo = fo(y1, L2) = fo(f1(L1), L2) = fo(L1, La).
Si denotamos pof,y la cantidad de factor disponible, dado> 0, sabemos que las producciones

Pareto eficientes provienen de la sofurcdel problema de optimizami

max f1(L1) + pfa(L1, Lo)
Ly,Lo
s.a L+ Lo = Ly.

La solucbn del problema anterior, que dependeigalefine entonces las asignaciones eficientes
(deseables) en la econaf’. Dado entonces el Lagrangeano

L= fi(L1) + pfa(L1, L) + M(Lo — L1 — La)

sigue que las condiciones de optimalidad son

oL o Oh 0
oL, ¢ oL, “Mar, 70
oL _ o dfr —0
oL, =MoL, T

oL
5:0 I+ Ly= 1Ly

Con esto, finalmente, queda que

223uponga quedo hay un factor: trabajo.

2| as asignaciones deseables, eficientes, etc., al menos hanaisers de Pareto. Otra forma de ver esto es considerar
que la funcbn de producdn conjunta anterior representa una fa@mcdle producdin social que es deseable maximizar. Esta
funcion social claramente internaliza el efecto de la externalidad que provoca la firma uno sobre la dos.
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df1 0 f2 0 f2
oL, "o, ~Mary @
gue, adicional a la condizn de factibilidad, define entonces las asignaciones eficientes en esta &conom
Supongamos ahora que las firmagiaatcompetitivamente en el mercado, de tal forma que el precio
del factor esv y aquel de los productos s para el bien uno que produce la firma ungyypara aquel
de la firma dos. Si las firmas deciden maximizar el beneficio conjunto en edtsisade equilibrio

parcial (precio fijos), entonces el problema de las firma ser

inéLX p1f1(L1) + pofo(Li, L) — w(Ly + Ly)
1,42

gue, al imponer las condiciones de optimalidad, resulta exld¢go a lo anterior)

df1 0fs  0fa
plaLl +p28L1 _p28L2'
Note que SV%, en este aalisis de equilibrio parcial ocurre que la soligidel problema anterior
deriva en urbptimo de Pareto. En lo que sigue, asumimos que se cumple lo anterior, de tal forma que
la maximizacbn del beneficio conjunto lleva a w@ptimo de Pareto de la econ@nNote que sdm
lo anterior, al llevar a cabo este proceso de maxim@aconjunta, la firma uno internaliza el hecho
gue sus decisiones pueden afectar el resultado de la firma dos. Supongamos ahora que la firma uno no
internaliza este efecto. En tal caso, su décisle producdn es tal que maximiza su propio beneficio

Hiéxpl ~fi(L1) —wlLy
1
lo que implica

oh
b1 oL,

=w

cuya soluddn denotamog, — 1. Por otro lado, asumiendo dado el efecto externo que provoca la firma
uno sobre la dos (es decir, asumiendo dada la demiy)da firma dos resuelve el siguiente problema

r%éXPQ - fo(L1, L) — wia,
2

por lo que
Oh
P2 oL,
De lo anterior se deduce que
oh _Oh  Oh _ Of
Pror, =P oL, oL, "' oLy

relacion que difiere de aquella dada dhque defifia las asignaciones Pareto. En consecuencia, cuando

las firmas proceden individualmente sin que se internalice el efecto que una tiene sobre la otra, ocurre
gue la soludn que se alcanza no es eficiente. Para resolver este problema, el enfoque a al Pigou propone
entonces poner un impuesto a los beneficios de la firma uno. Si denotanibsljphio impuesté’, el
problema de la firma uno es entonces

23e insiste que estamos en el supuesto que la externalidad que provoca la firma uno es negativa.
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max(l —T)p1 - f1(L1) — wLy.

Ly
Dado esto, la condion de optimalidad ahora es
i
'oL,
gue, asumiendo que la firma dos no percibe ni impuesto ni subsidio, implica que

(1-1T) w,

f1 0 fo
1-T =py-
es decir,
ofi ofi 0fs ofy . 0fi 0f2
L Tp e =py - =2 T =y 2
Por, L, TP oL, T oL, tor, M oL,
Para que se satisfaga la refati4) se debe entonces cumplir que
of1 0 f>
Y s
oL, oL,
es decir,
pdf B
— _ P1 1
T=-=%x =—"on >0
dL1 dLy

En forma a@loga podemos imaginar que la firma uno no percibe impuestos, pero que la firma dos
es compensadda/un subsidio por el efecto que recibe. Queda propuesto modelar este caso.

Veamos ahora como interviene Coase. Para esto consideremos dos casos. El primero es que la firma
uno tiene el derecho a contaminar pero debe compensar a la firma dos pondssque recibe. El
segundo, es que la firma dos tiene el derecho a ambiente libre de externalidad, pero que puede vender
parte de su derecho a la firma uno.

Para el caso uno, notemos que la si la firma uno decide ocupar una cdntidelfactor, entonces
la demanda por factor de la firma dos viene de la coadici

. fa(L1, L2) Cw
D2 8L2 )

lo que define una relamn implicita Ly = Lo(L1) (obviamos por el momento los precios). De esto
entonces, el @mximo beneficio de la firma dos es

m2(L1) = pafo(L1, La(L1)) — wLa(Ly).

Por lo tanto, si la firma uno no produce, el beneficio de la firma d@sns€0). Luego, dadad.,
perjuicio de la firma dos es

Ay = m2(0) — ma(L1).

Precisamente este es el valor que debentonces pagar la firma uno a la dos si desea producir. Con
esto, el problema de la firma uno consiste entonces en
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mLéXPlfl(Ll) —wly — [m2(0) — m2(L1)],
1
cuyas condiciones de optimalidad implican que

on ., om

plaLl—w-i-aiLl:O. (5)

La firma dos maximiza el beneficio incluyendo la comperisagis f2(L1, La(L1)) — wLy(L1) +
m2(0) — m2(L1). Luego, la condid@n de optimalidad implica que

a—ﬁ —w=20
p28L2
por lo que
f1 O _ 3f2
Por, T ar, ~ oLy ©)

Calculemosg—ﬁ. Del hecho query (L) = pofa(L1, Lo(L1)) — wLo(Ly), aplicando regla de la
cadena se tiene entonces que

oma (L) o 0 fo n Ofs OLs _waLQ _ 0 fa
oL,  *7|oL, " oL, oL, oL, ?or,
pues, por condiéin de optimalidad,
oh _,
b2 9Ly .
Reemplazando en la ecuani(6) se tiene que
dfi of>  0fo
+ P2 D

Pror, " P*orL, ~ oLy
que es precisamente la condicique garantiza la optimalidad de las asignaciones. Concluimos en-
tonces que en esquema donde la firma uno debe compensar a la firma dos por las externalidades que
provoca, teniendo esta el derecho a dicha compemsagscurre que las asignaciones resultantes son
eficientes. Queda propuesto analizar el caso en que la firma dos debe compensar a la firma uno por im-
poner restricciones al uso del factor uno. Debe probar que se cumple exactamente lo mismo que hemos
probado. Con todo esto se corrobora el Teorema de Coase.

4.2. Bienes fiblicos y equilibrio de Lindahl

Cuando(i) una manzana es consumida por un determinado individuo, sé kEcatanzana y nadie
nunca nas poda consumir dicha manzana. Cuando alguien ocipauna “balsa pblica’para cruzar
un rio, en el momento de ocuparla pibé el uso de la misma por cualquier otra persona (balsa chica),
pero una vez que la ha desocupado cualquier otro individuo puede hacer uso de la miglogo An
con (ii7) una balsa por la cual hay que pagartageaje: el uso de ella en determinado momento
prohibe el uso de la misma por parte de cualquier otro individuo, pero una vez desocupada, cualquiera
que pague el peaje puede hacer uso. Por otro [@dpla seral publica de TV es gratis para todos, a
nadie le est prohibido su consumo y ad@sicuando alguien disfruta la TV nada implica respecto de la
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calidad de la seal que otros pueden recibir. Finalmen(te) en general a nadie le égprohibido pescar
deportivamente en un lago, pero cuando lo hace ocurre que la cantidad de peces disponibles para el
resto de los individuos claramente se ve modificada. Salvo el ejgmptodos los otros dan cuenta de

lo que en econoila se denominahienes fiblicos

Un bien privado es bien tal que su consumo puede ser hecho pokinita persona de manera
gue una vez consumido no puede ser aprovechado por otro individuo y quasadiehp consumo no
implica externalidades hacia los dasa Por otro lado, ubien pUblico es simplemente un bien que
puede ser consumido poraside un individuo, aunque no necesariamente en forma aimealt

Los bienes fiblicos pueden a su vez ser clasificadodisegearrivales o excluyentes Un bien
publico se diceno rival si el consumo del mismo no reduce la cantidad disponible para otros individuos.
Tal es el caso de la el de TV del ejempldiv) anterior. Los peces del lago $egel ejempla(v) son
bienes fiblicos rivales: son bienes p ublicos por que los peces pueden ser consumidos por cualquiera,
son rivales ya que la cantidad de peces disponibles para el resto dependen de la cantidad de peces que
uno de los pescadores haya pescado.

Un bien publico se diceno excluyentesi ningin individuo puede ser excluido de su consumo.
Ejemplos de no exclugh son la balsa{blica (ejempla(ii), la seral de TV @v), y los peces del lago
sedin el ejemplo(v). Un bien fublico excluyente es la balsa privada del ejem(pio) anterior: es un
bien pdiblico (puede ser consumido por varios individuos) pero es excluyente ya que se debe pagar por
el uso.

Note que la naturaleza del biealgico nada tiene que ver con sea el sectdsligco que lo provea.
La idea de fiblico viene de la posibilidad queas de un agente haga uso y goce del mismo.

Ejemplo 4.3 El bien giblico “plaza®sno rival ni excluyente. El bien({iblico “carretera concesionafa.

un bien no rival pero excluyente: no es rival ya que el consumo de la carretera no implica que la carretera
se acabe para el resto; es excluyente ya que para usarla se debe pagar. Sobre este mismo ejemplo, la
“carretera libre®s un bien fiblico no excluyente, que cuando tiene poca demandfcft) puede ser
considerado no rival. Sin embargo, ante una alta solicitud se convierte en urubliw® pival o, como

se plantea por algunos, parcialmente rival. De hecho, en edarsmmhabla de la congesticomo un

fenbmeno de rivalidad parcial. Finalmente, note que un bigslipo rival pero no excluyente son los

peces de un lago seg el ejemplo(v): es rival ya que el consumo por parte de algunos obviamente
incide en la cantidad disponible para los otros; no es excluyente ya qukrdifite podiamos prohibir

la pesca deportiva en determinado lago.

Usando los conceptos anteriores, hdsnes privados son simplemente aquellos que son rival ni
excluyentes el consumo de un bien privado piibk el consumo del mismo por parte de otro individuo
(rivalidad) y, por otro lado, su consumo no es ‘libmaue se debe pagar por el mismo (excludabilidad).

Por lo anterior, ebien plblico es entonces aquel que no es privades decir, un bien tal que:
(a) 0 no es ni rival ni excluyentep) o es rival pero no excluyentég)o es excluyente pero no rival.
Ejemplo de(a) es la plaza, la balsaiplica anterior, la seal de TV abierta, etc.; ejemplo d&) son los
peces de un lago que son usados para pesca deportiva; ejenip)jaedda “balsa privadénterior: no
es rival ya que el uso de la balsa por alguien no ekl uso de la misma por otro, es excluyente ya
gue se debe pagar por el uso, de tal forma que no todos pueden acceder a la misma. El siguiente cuadro
resume lanomenclaturaque existe al respecto:

Rival No Rival
No Excluyente Bien Publico Puro | “Recursos Comunes/
Excluyente Bien de club Bien privado
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En todo lo que sigudrabajaremos con bienes pblicos purosy consideremos un modelo simple
donde en la econoim hay $lo dos bienes: uno privado y undifglico que elabora una firma a partir
de bien privado. Asumimos que hayconsumidores que consumen los bienes privadobfigo. Las
dotaciones iniciales de bien privado del consumider! = {1,2,...,m} sonw; € IR, y la funcion
de utilidad del tipo es;. El bien publico puro se asume deseable por todos los individuos. Por lo tanto,
siy € IR, denota la cantidad de bieftilplico disponible, entonces de la no rivalidad y la no exolsi
del mismo, la cantidad que consume cada individuo es precisamddselo esto, st; € IR, denota
el consumo privado, la utilidad del tipos I es simplemente;(z;,y).

Finalmente, denotemos pgrla funcion de producdin que elabora bien{plico a partir de bien
privado. A3, dada una cantidamliG de bien privado aportado por cada individuo para efectos de la
produccén de bien piblico, resulta entonces que la cantidad disponible del mismo en el mercado es

y:f@x?).

Con estodadas las contribuciones del resto de los individugsisumiendo que el bien privado
tiene precio unitario (numerario), el problema del consumidel es entonces

T,

s.a I; +xiG = w;

yzf(:riG+ > xf),
JENN{i}
es decir, dado lo que los otros @sthaciendo en materia de bieabtico, el problema es escoger la
cantidad de bien(gblico y privado conducente a maximizar la fubtide utilidad anterior. Sea ; =
> x]G Dado esto, el problema del individue I se puede re-escribir como
JEN\{i}

mgx U (wi — l’iG7f («TZG + 5—i>)

:E’L

La imponer las condiciones de optimalidad sigue que

_8ui 8u, ﬁ .
dx; Oy daf -

es decir,

8’U,,L'

oxr; af
ou; [eX
Em 0x;

es decir, que la relazh marginal de sustitugn entre bien pblico y privado es igual al producto mar-
ginal que se tiene con el aporte individual de bien privado para la ppouis bien fablico. Estalltima
se puede entender a su vez como la rélacharginal de transformam entre bien pblico y bien
privado.

Obviamente que lo anterior es condicionar al aporte que han hecho los otros individuos. Esto no
altera el aalisis que sigue. Lo relevante es que, desde el punto de vista privad@pima se cumple
la igualdad anterior. Veamos ahora si la forma de provisionar Hidtiqn a partir de las decisiones
privadas como la anterior es eficiente. Recordemos que para hablar de eficiencia necesitamos definir
una funcon de utilidad social. Sean entonces una fanale utilidad social de la forma
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U= Z Uy

iel
Dado esto, el problema social para determinar la prowigptima de bien pblico es

Ixné;( U($17$27--'7xm7y)

sa Y. Titz=) w;
il i€l
y=[f(2)

Para imponer las condiciones de optimalidad, al reemplazar la segunda r@stenda funddn
objetivo, resulta que el Lagrangeano del problema es

L= Zaiui(xi,f(z))—l—)\ Z:L'H—z :Zwi

il il icl
por lo que las condiciones de optimalidad son

8ui
i— +A=0
az&vi +
Ju; 0
Zai auzaff-i-/\zo.
iel y oz
De la primera ecuaon,
A
Q5 _E7
ox;
que reemplazando en la segunda implica que
X Ou; Of Qui
i Oy
D D DE S
i i f
e o V02 icl on; 0%

Como la regroca de la relaéin marginal de sustitugn entrea y b es la reladn marginal entre
by a, lo anterior nos dice que, desde el punto de vista social, la condigie se debe satisfacer en el
optimo es quéa suma de las relaciones marginales de sustitu@i entre bien piblico y bien privado
es igual a la relacon marginal de transformacion entre bien piblico y bien privado (las reéprocas
de las relaciones marginales de sust@inantre bien privado y bieriiplico!). Claramente estatima
condicbn no tiene nada que ver con la “condiciprivada’que ya habmos obtenido. La relamn
obtenida se denominzondicion de de Lindahl - Samuelsorpara determinar la cantidaxbtima de
bien piblico en un determinado mercado.

Una forma de “intui® por qLe la diferencia entre las condiciones sociales y privadarskgante-
rior viene del hecho que, desde el punto de vista privado, a cada individuo le conviene que sea su vecino
quién haga el sacrificio en bienes privados para financiar un biglicp, el cual, ex post, puede utilizar
sin problemas. Esto es, nias ni menos, que el denominado problema del “free fitlecononia.

En lo que sigue, vamos a introducir un mecanismo de mercado que nos iigptarad de provisin
de un bien fiblico. El concepto de equilibrio que vamos a definir es aquel de Lindahl. Para ello, la idea
es simplemente que cada individuo pague por el bigriqo sedin la idea que cada individuo internal-
ice el costo del bien{blico y no pueda actuar como free rider @edo ya mencionado. Para definir el
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equilibrio de Lindahl, se parte del principio que el pago por determinado kigicp esh asociado a la
disposicon a pagar que cada individuo tiene.iAsno puede suponer que aun cuando en el equilibrio
cada consumidor consume la misma cantidad de hibliqn, no es menos cierto que cada uno de ellos
paga un precio distinto por el mismo. Por ejemplo, si un consuniidof es cargado con un precig

por el bien jublico, asumiendo que el precio del bien privado es uno (numerario), ocurre entonces que
el problema del consumideérc I es escoger la cantidagtima de bien privado yiblico con el fin de
resolver

max u;(z;,y)
Ti, Y
s.a T+ Py = w;.

Al despejarz; en funcbn dey y reemplazar en la fungh objetivo, el problema anterior equivale a

méix wi(wi — Py, y)

y luego, de las condiciones de optimalidad se tiene que

Ou;
8ui auz 0 ,
oz, ( pz) By bi g;l

Para la producéin del bien fiblico, la firma compra los factores a los consumidores (precio igual
a uno) y vende el bien(blico. El pago que recibe es igual a la suma de las disposiciones a pagar por
cada consumidor. Por lo tanto, el problema de la firma es @argé producdin f)

mfmx Zpi f(z)—=z
icl
por lo que, al imponer condiciones de optimalidad,

af 1
Zpia—lzo = Zpi:E.

i€l i€l 0z

Reemplazandp; del problema del consumidor en la ecuacanterior, tenemos que
ou;

S o=
8U¢ - Bif ’
i€l Oz, 0z

gue es precisamente la condicide optimalidad que t&amos para obtener asignaciones eficientes de
bienes piblicos. De esta manera, al cargar un precio personalizado a cada consumntiddo sagerior,

en el equilibrio de la econdim ocurre que la asignaxi de bienes {blicos es eficiente. Esto motiva

la siguiente definiéin. Las asignaciones de precigs y las consiguientes asignaciones de recursos,
conforman lo que se denomina equilibrio de Lindahl para nuestra econden Obviamente este
concepto puede ser extendido a una ecdaagganeral, con productores y consumidores arbitrarios. No

es objetivo de este curso detallar el modelo general. El modelo simple anterior tiene toda la riqueza de
lo que necesitamos en este curso.
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5. Ejercicios propuestos

5.1. Preguntas Cortas

Comenteen forma concisala veracidad de las siguientes afirmaciones.

(a) ¢Es posible que en una ecoriaraxistarbptimos de Pareto pero que no haya equilibrio de Wal-
ras?

(b) En un contexto donde hay una externalidad, si los costos de tramsaoci cero, la negocidsi
entre las partes conduce a@ptimo de Pareto, que es independiente de sobengecaigan los
derechos de propiedad.

(c) En estricto rigor, financiar una plaza eun problema netamente privado si efectivamente cada
persona usa la plaza segel dinero que pone para financiarla.

(d) Silas dotaciones iniciales de los individuos se modifican, entonces tantolebrtomo la curva
de contrato de la econdentambén se modifican.

(e) Siunindividuo provoca una externalidad muy negativa en la ecamdosocialmentéptimo es
propender a que dicha externalidad sea anulada, ya sea por un mecanismo de mercado (Coase) 0
por intervenabn directa de un planificador (Pigou).

(f) Si precisamente un posibiptimo de Pareto de la econ@ares aquel donde todos los recursos
son de propiedad de urimica persona,@no se explica entonces que exista un precio tal que
dicha asignadin sea un equilibrio de Walras.

(g) Un mecanismo alternativo para alcanaptimos de Pareto deseables es simplemente por medio
de la fijacbn de los precios en vez de utilizar transferencias de bienes.

(h) Aun cuando el icleo sea vdo, de todas formas puede existir equilibrio en la ecaappues el
nicleo se refiere a “coaliciones’mientras que el equilibrio a “decisiones individuales”.

(i) Silas preferencias de los individuos son saciadas, entonces una asigieequilibrio de Walras
no necesariamente seunoptimo de Pareto, es decir, se viola el Primer Teorema de Bienestar.

() Silas presencias son m@onas, una asignasi quedptimo de Pareto necesariamente debe es-
tar en el ruicleo de la economa, ya que ningn individuo tiene incentivos a transar los bienes
correspondientes.

5.2. Equilibrio, Pareto y equidad

Suponga una econdende2 x 2 caracterizada por

ui(x,y) = ua(x,y) =227 w = (L,a—1) ER%FJF, wo = (b—1,1) GR?H, a,b> 1.
(a) Determine la curva de contrato de esta ecoi@om

(b) Determine el precio de equilibrio de Walras esta ecdagmlas consiguientes asignaciones de
equilibrio.
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En lo que siguesuponga quea = b. Dado esto, un planificador central @éttersado en reasignar
recursos en la econdm de modo que el equilibrio resultante en la nueva ectaeea Io‘'mas eq-

uitativo posible”. Usted le sugiere que para sustentar su discurso, o mejor es considerar uda funci
de utilidad socialque tome en cuenta las preferencias de las personas y el contexto de equidad que le
interesa. Ud. le pregunta a su profesor como proceddycyipticamente, le sugiere que considere estas
dos posibles funciones de utilidad social:

S (ul, UQ) = ln(ul) + IH(UQ)

SQ(Ul,UQ) = U1 + us.

(c) De las anteriores, ¢ alicree Ud. que es una mejor fuanide utilidad social para tomar en cuenta
la equidad® ¢ Q@& ventajas y desventajas tiefiey S, ? Justifique su respuesta.

(d) Habiendo escogido Ud. la furizi de ustilidad socialq; o S2), determine entonces &lude los
optimos de Pareto es la mejor solutipara el objetivo social considerado.

(e) Encuentre la transferencia b&n uno que se debe implementar para alcanzar la mejor oluci
gue Ud. determit en el punto anterior.

5.3. Equilibrio y bienes indivisibles

Considere una econdende intermcambio con tres agentes, donde todos los bienésdbasbles, es
decir, discretos. Las funciones de utilidad de los consumidoes;$orny) =z -y,i € I = {1,2,3},y

las respectivas dotaciones iniciales de cada uno de elles;sen(7,0), ws = (0, 3),ws = (0,4) € N2,
Dadon un nimero natural mayor qug para cada € I denote potX,, = {0,...,n} x {0,...,n} €

N x N el conjunto deconsumos factiblesde cada individuo. Este conjunto corresponde al set de
opciones de consumo que tiene el individuo, en el sentido que dado un precigp;, p2) € R?
cualquiera, el problema de cada consumdor es entonces:

max u;(z,y) s.a. (1) prz+ poy < prwin + pawiz, (2) (z,y) € X,,.

(@) Muestre que al precip* = (1,1) € R?, se tiene que las asignaciones = (4,3), x5 =
(1,2), x5 = (2,2) y 2} = (3,4), =5 = (2,1), 2% = (2,2) son factibles para cada individuo,
en el sentido que satisfacen las restricciones del problema del consumidor fsademplen
con la restricdin global de factibilidad relacionada con los recursos de la eclan@manote estas
asignaciones por* y 2’ respectivamente.

(b) Muestre que el precip* es un precio de equilibrio de esta econansiendo las asignacione$
y 2’ dos posibles asignaciones de equilibrio a dicho precio.

(c) ¢mo se entiende que existan dos asignaciones de equilibrio para el mismo precio de equilibrio?
Explique detalladamente.

Suponga ahora que introducimpapel monedaen el modelo, de tal forma que cada individuo posee
inicialmente una cantidad positiva @& Este papel moneda seunnavariable continua, cuyo precio
gererico se denotarporg € R, y que aderasno participa en las preferencias Dado todo lo anterior,

si la dotacbn inicial de papel moneda del individue I esm;, el problema del consumidor es (precios

p=(p1,p2) Y q):
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max u;(x,y) s.a. p1x+ p2 < prwil + pawiz + gm;, (x,y) € X,

(d) Dadosm; = 1/10,mp = 1y mg = 1/4, mostre quep = (1,2),7= 1,71 = (3,3), T2 = (2,2)
y T3 = (2,2) es un equilibrio de Walras de la econi@ncon moneda.

(e) ¢Qwe consecuencias importantes observa Ud. que ocurren en la decoompapel moneda
respecto de la econdainicial (sin papel moneda)? Comente detalladamente a partir de todo lo
anterior.

5.4. Mas sobre equidad

Considere dos econdas de intercambio conformadas parindividuos (indexados pare I =
{1,2,...,m})y dos bienes{ = 2). Para ambas econdas, las funciones de utilidad de un individuo
i € I son dadas por

wi(z1, 1) = x?"x;ai

Para la primera econdm(llamadda original), las dotaciones iniciales del individdas I son dadas
por w; = (wi1,wi2) € R2++- La dotacon total de bien uno es; y aquella de bien doss; w =
(w1,w2) es el vector de dotaciones totales. Por otro lado, para la segunda éadli@madda final),
las dotaciones iniciales son una reasigoadie las originales, de tal manera que para el individad
son dadas por

Wi = Aw; + (1 = X)piw = (W1, wi2),
siendoX € [0, 1] y p; €]0, 1] parametros dadogtal que
iel
Escogiendo ébien uno como numerariq se pide entonces lo siguiente.

(a) Muestre quev;, i € I, es una reasignam de los recursos iniciales.

(b) Muestre que el precio de equilibrio para la ecoimoriginal e 1, p) tal que

> (1= ag)win

_ el
Z QWi
iel
Determine ade#s el precio de equilibrio de la econ@nfinal.

(c) Muestre que cuande; = «; (= «) para cada, j, entonces los precios determinados en la parte
anterior son coincidentes e iguale§lap*) con

*

bt = (l—a)wl'

Qawo
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Ahora bien,bajo el supuesto que todos los individuos tienen la misma fur@ de utilidad (con
palametroa), denotemos entonces los ingresos de equilibria-pgIr; respectivamente, es decir,

ri =wi + P wie, 7 =wi1+Pp* wi.
Finalmente, denote pdty R el ingreso (riqueza) total para ambas ecofasyes decif = Y icrTis R=
Zz’el Ti.

(d) Muestre que bajo el supuestoidédividuos idénticosanterior, se tiene que

R=R
y adenas
T T
==A=+(1-=XN)p;.
= g T(1-Ap
5.5. Derechos de consumo
Suponga dada una econfande intercambio com individuos, indexados pare [ = {1,2,...,m},

cuyas funciones de utilidad y dotaciones iniciales spn R, — Ry w; € RY respectivamente. La
cantidad de bienes en la ecoriaras!/ y w es la cantidad total de recursos iniciales. En todo lo que sigue,
asuma que las funciones de utilidad son las usuales, es decir, crecientes por componentes, diferenciables
y estrictamenteancavas.

Para efectos de generar transferencias, vamos a considerar la existencia de un planificador central
gue decide sobre lo que llamarentezsechos de consumg sobre unaegla de preciosgue se impon-
dra exd6genamente en la econ@nLosderechos de consumeon una cantidad real € R, asignada
a cada individuo. Denotemos pfirla suma de todos los derechos asignados, B.e,> _, ;.

En este modelo, si @recio de los bienegsp € Ay, elprecio de los derechogsg € R, y s € Rﬁ
denota undasa de transformacbn de bienes en derechofodos valores por determinar), entonces
ASUMA que el problema del consumidor es

m;ix wi(x;) s.a (p+qs) -z =p-w;+qri. @)

Encontrar equilibrios en esta econiantorresponde determinar los preciosp, ¢y s que hacen
gue las demandas correspondientes sean factibles, es decir,

siz;(p, ¢, s,w;) €s una soludn al problemaT), entonces diremos qug, ¢* y s* sonprecios de
equilibrio si

le(p*v q*7 5*7wi) = w.

el

Finalmentey muy importante, note que la cantidad de inégnitas del problema de equilibrio
es2- ¢+ 1 (¢ por el lado dep, £ por s y una por g), mientras que la cantidad de ecuaciones que
definen el equilibrio soi (dadas por suma de demandas igual a dotaciones totales). De esta manera, el
problema anterior presenta una indetermioa¢undamental. A partir de lo anterior, con el fin de evitar
la multiplicidad de equilibrios, se introduce lo que llamaremos negda de preciosen la econona
gue, como se ha indicado, es una herramienta adicional que posee un planificador central para reasignar
recursos. La regla &s simple que podemos imaginar es la que llamaraegla lineal, dada por la
siguiente reladin entre los precios
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1
s = *AP,
q

siendo4 € R*¢ una matriz real dé por /. Mas aunasumiremosque A es una matriz diagonal de la
forma

A=oll],
dondeo > 0 es unescalar prefijadoe [I] la matriz identidad.

(a) Muestre que bajo la regla de precios anterior (lineal-diagonal), sl ¢ son precios de equilib-
rio, entonces necesariamente se debe cumplir que

-2
q= R p-w,
y con ello concluya que, sirgpdida de generalidad, el problema del individuo se puede re-escribir
como
, R o_\ri
max u;(r;) s.a p-x;=p [1+0—%<1+0>Rw]. (8)

Denotemos entonces

Gi= 2ty J B
' l4o 1+0/) R

(b) Muestre qugw; },; es unareasignacdn factible de los recursos iniciales, es decir, muestre que
Z &Z = Ww.
1€l
Muestre ader@s que siv € R, , yr; > 0 paratoda € I, entoncess; € RY .

(c) Usando resultados conocidagncluyaque siw € RLF yr; > 0,Vi € I, entonces necesaria-
mente ha de existir un equilibrio de Walras en la ecoi@otnyas dotaciones iniciales son dadas
por w;, i € I. Denote el precio de equilibrio anterior pply las respectivas asignaciones por
fi, 1€ 1.

(d) Dado el equilibrio anterior, determine entonces el equilibrio en la ectmonginal, es decir,
determinep*, ¢*, s* y las respectivas asignaciones de equilibfio
5.6. Modelo de transferencia

Considere una econdende intercambio con m individuos y dos bienesxX 2), donde las prefer-
encias de cada individuo son dadas pgdtr,y) = 2* - y'=%,i € I = {1,2,...,m}. Las dotaciones
iniciales sonu; = (wj;1,w;2) € R2, y las dotaciones totales sane R? | .

Considere ahora una transferencia de forma tal que las nuevas dotaciones son ahora dadas por

_ w 2
wZZQ(quLE) €R++.
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(a) Muestre qudw;, i € I} es una redistribudin de los bienes.

(b) Muestre que el precio de equilibrio antes de la reasi@macbincide con aquel ex - post la
reasignadn.

Denote el precio anterior pot. y defina la riqueza relativa del individuo antes de la reasigmaci
como

- W,
RWiINI _ De )
Pc - W
mientras que aquella luego de la reasigpacomo
RW,L'FIN — p ] .
Dc - w

La definicibn anterior tiene sentido toda vez que el precio de equilibrio no cambia con la rea@ignaci
gue se ha descrito.

(c) Dado todo lo anterior, muestre que

RWiFIN _ 1 <R‘/ViINI + 1> :
2 m

y concluya que la varianza la riqueza relativa cumple con que
1
var [RW,L»FIN] = qver [RWZ»INI] .

Concluya que la implementdxi de la transferencia indicada reduce la desigualdad en la distribu-
cion del ingreso.

5.7. Externalidades

Considere una econdende intercambio con dos bienes (cantidade&dess dadas parey). Las
preferencias de los tres consumidores 1, 2, 3 de esta econora son dadas por

1/2 1/2
u(z1,21) = 951/ + 1 +962/

1/2 1/2
uz(w2,y2) = 1?2/ +y2 + 961/
1/2
uz(ws, y3) = z3' " + ys.
Suponga que todos los consumidores tienen las mismas dotaciones

wi = (9,10) € R%, i =1,2,3.

(a) Calcule el equilibrio de Walras de esta ecoiam

(b) Muestre que el equilibrio de Walras anterior no es Pareto eficiente. Para esto, muestre que los
consumidores pueden transferirse bienes de manera que todos mejoren, es decir, encuentre una
reasignadin de los recursos de modo que el nivel de satisbaode cada individuo es mayor que
aguel que obtienen con el Walras ya encontrado.

(c) Sei@a o no relevante la participaxi del individuo 3 en una eventual negoc@centre los agentes
para asignabptimamente los recursos con el fin de resolver la externalidad descrita en el modelo.
Comente y justifique su afirmami.
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5.8. Mas sobre externalidades

Suponga que en una econiande2 x 2, las funciones de utilidad de los consumidores son dadas
por

l-«

ui(z,y) = uz(z,y) = 2% -y

Suponga adeés que las dotaciones iniciales son, respectivamente, (a,0) y we = (0,a), con
a > 0.

(a) Dibuje la curva de contrato de esta ecofi@en la respectiva caja de Edgeworth.

(b) Determine el precio de equilibrio de esta ecoimrasuponiendo el bien uno como numerario. Us-
ando la curva de contrato anterior y el precio de equilibrio ya encontrado, determine directamente
las asignaciones de equilibrio de esta ecoom

(c) Silapoitica ©lo permite hacer transferencias de bien unogg@nsferencia de bienes halgjue
realizar entre los consumidores para que la asignaigualitaria, para cada individuo, sea un
equilibrio de Walras?

Suponga ahora que hay una externalidad en el consumo de los individuos a partir del hecho que las
preferencias son ahora

11—« 11—«
ur (11, 12) = T x5 Y, ua(T21, T22) = To1a- Ty, 4 0211,

coné > 0. Las dotaciones iniciales son las mismas que antes.

(d) ¢Gmo cambia el precio de equilibrio en esta nueva ecéa®dustifique su respuesta.

(e) ¢Cambia la curva de contrato en esta nueva ec@®dustifique su respuesta.

5.9. Ejercicios varios

1. Determine la curva de contrato cuando las funciones de utilidadusony) = z%y'=*vy
ug(z,y) = xPy'~P, esto asumiendo que las dotaciones inicialeswson= (1,a) cc R?*y
Wy = (b, 1) € IR?.

2. Muestre formalmente que todo equilibrio de Walras en una ectanda® x 2 es unoptimo de
Pareto (Primer Teorema de Bienestar).

3. Determine, si existe, el precio de equilibrio y las asignaciones de equilibrio de una éaonom
dondeu; (z,y) = [z + py®]"/® y us(z,y) = [z* + py?]'/’, siendo las dotaciones iniciales
w1 = (0,R) €€ R*y wy = (R,0) € IR?.

4. Consideremos una econ@de2 x 2 y asumamos que los individuos tienen la misma fanci
de utilidadu(z1, x2) = x§ - 23~ %, cona €]0, 1]. Asumamos ade#s que las dotaciones iniciales
sonw; = (1,1) € IR? y wy = (40,40) € IR%. Determine entonces el precio de equilibrio y
muestre que la ré@mn de ingresos en el equilibrio és: 40. Suponga ahora que un planificador
central decide recolectar la mitad de todos los recursos de la éyatevolverlos de acuerdo a
un porcentaje prefijado. Seac [0, 1] la fraccbn (porcentaje) de los recursos que se devuelven
al individuo uno (por lo tanto el individuo dos recibe— r) del total recolectado). Determine el
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nuevo precio de equilibrio y muestre entonces que lanage ingresos en el nuevo equilibrio es
dado por
I(r) 81 —4lr

IR(r) = Li(r)  1+41r°

5. Suponga una econdenformada por dos consumidores ylmco bien. Asumamos que la utilidad
de cadaindividuo depende de lo que consume peroasldmlo que el otro consume. Denotemos
por z; el consumo del individue = 1,2 y suponga que las funciones de utilidad de cada uno de
ellos es

x1 sl g > w1/2
Ul(l‘l) =

/T T Sl o <x1/2

xo sl xy > x9/2
u2(x2) =

VT xg stz < 22/2.

Partiendo de la base que la cantidad total del bien esiR, ., determine la(s) asigndm(es)
eficientes en esta econan

6. Considere una econdancon dos consumidores y una firma, la que produce exclusivamente un
bien diblico. Cada individuo posee como dofarinicial una unidad de trabajo. Suponga que la
tecnoloda de producdn del bien fiblico esy = L, siendol la cantidad de trabajo empleado en
su producdn. Las funciones de utilidad de cada individuo son

ui(L1,y) = (1 — L1)y, uz2(La,y) = (1 — La)y®.

Dado lo anterior, determine entonces el conjuntdpémos de Pareto de esta econanDe-
termine aderas las funciones de demanda de cada individuo y determine el (los) equilibrios de
Lindahl de esta econdia

Suponga ahora que la empresa que produce el lilelicp es propiedad del individuo dos y que
la tecnologa de producdin es

L
y=1L1+ ?2
Determine entonces el conjunto de asignaciones eficientes de la dagnoafcule el (los) equi-

librios de Lindahl correspondientes.

7. Considere una econdencon dos bienes y tres consumidores. Denotemos;pet consumo del
bienj = 1,2 por parte del individua = 1, 2,3 y suponga que las funciones de utilidad de estas
personas son dadas por = xi{z + 212 + $;{27 up = xé{z + x22 + x}{Q, uz = xé{g + x32.
Suponga que todos los consumidores tienen las mismas dotaciprey9,10), i = 1,2, 3.
Calcule entonces el equilibrio competitivo de esta ecdaote intercambio y muestre que la
asignaadn de equilibrio no es Pareto eficientebr@o se podan obtener asignaciones Pareto

optimas en el contexto anterior. Explique y desarrolle.

71



Doctorado en Investiga@n de Operaciones Universidad de Chile

8. Una tienda de ropa (R) y una joyar(J) esin situadas la una junto a la otra. Seagl gasto en
publicidad de la tienda de ropa(yr(z) = x2/100 la funcion de costos de dicha tienda. Sean
el gasto en publicidad de la joyerC;(y, z) = y?/100 — = su funcbn de costos. Los beneficios
de estas tiendas vienen descritos por las funciones: 2o — Cr(x) y 75 = 3y — C(y, x).

Calcule entonces la dedisi 6ptima de gasto en publicidad de cada tienda. Suponga ahora que
ambas tiendas se fusionan.a&lsea entonces el gasto en publicidad de la nueva tiendaPesu

el nivel de impuesto o subveriti que se debe fijar para que el nivel de publicidad sea eficiente
bajo el supuesto que no se fusionan?

9. Un aeropuerto eatsituado junto a un gran terreno propiedad de un agente inmobiliario. Cuanto
mayor es el numero de aviones, mayores son los costos de la inmobiliaria para vender sus depar-
tamentos. Sea el numero de aviones, seael numero de edificios. Los costos del aeropuerto
vienen dados pof4(z) = 22 y su beneficio porry = 48z — C4(x). Los costos de la inmo-
biliaria son dados po€;(y, ) = 3> + xy y su beneficio porr; = 60y — CI(y,z). Bajo lo
indicado, calcule entonces elimero de edificios que constraita inmobiliaria. Suponga ahora
gue autoridad local prdbe el aeropuerto, @ntos edificios se constrain en dicho escenario? Si
el aeropuerto tiene que compensar a la agencia inmobiliaria por s dpie le produce, @l
se@ el imero de aviones que el aeropuerto per@itircular? Q& nivel de impuesto se debe
fijar para que el amero de aviones que se permitan sea el eficiente?
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