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1. Introducción

Desde un punto de vista formal, el estudio del equilibrio general en economı́a trata el problema
de la existencia de precios y distribuciones de bienes que cumplanciertos objetivos fijados a priori
respecto de los agentes de la economı́a (consumidores y productores). Estosobjetivospueden ser de
variadaı́ndole y normalmente vienen de alguna definición de comportamiento individual de agentes,
considerando adeḿas la existencia de restricciones globales sobre las decisiones de los mismos. Ya
más en detalle, la idea es estudiar la existencia y propiedades de ciertas cantidades (precios, consumos
y producciones) que serán las soluciones de ciertos problemas de optimización para cada agente. El
punto central es que, normalmente para los diversos modelos que existen, estas soluciones encontradas
deben satisfacer dos tipos de criterios centrales: por un lado uno de tiposimultaneidady, por otro
lado, uno debalance ecońomico. El criterio de simultaneidad se refiere a que el concepto de equilibrio
que normalmente se define lleva implı́citas variables que deben ser comunes a todos los individuos
participantes de la economı́a (precios) mientras que el de balance se refiere a que los equilibrios debeán
cumplir con ciertas ecuaciones de conservación1.

El concepto de equilibrio económico ḿas ampliamente utilizado en la literatura (y más conocido) es
el Walrasiano. En este concepto, por un lado se asumen comportamientos hedonistas de los consumi-
dores y, para efectos de las firmas, se asumen comportamientos de lucro económico. La idea es que sólo
a trav́es del consumo de bienes los individuos logran su felicidad mientras que por el lado de las firmas,
es el lucro (ganancia) de la transacción lo que motiva la producción. Laúnica restriccíon que se impone
en este modelo es quelo consumido ḿas lo producido debe ser igual a lo que existe inicialmente en
la econoḿıa (digamos, recursos naturales o dotaciones de los individuos). Esta es la llamada ley de
Walras. La existencia del equilibrio es, por tanto, la existencia de precios y distribuciones de bienes
que sean compatibles con los objetivos antes indicados. El precio obviamente debe ser común a cada
individuo y es a trav́es de este que existirı́a unflujo de bienes que llevarı́a a cada uno de los participantes
a un estadio superior de bienestar. De esta manera, el rol del precio en economı́a es fundamental. Es a
través de esta cantidad que el sistema resume sus valoraciones subjetivas de los bienes y con ellos es
que tambíen se transforman las cosas en unidades equivalentes que puedan servir para transar (esta es
la riqueza de los individuos, que no es otra cosa que la valoración de los activos de un individuo a los
precios de mercado).

Es tan complejo el mecanismo de la creación de los precios que hoy en dı́a no existe una teorı́a
razonable y satisfactoria para explicarlo: no sólo es un problema económico, es adeḿas un problema
socioĺogico y sicoĺogico de gran envergadura.

No est́a deḿas decir que el concepto de equilibrio ya indicado no es elúnico que podemos imaginar
razonablemente. De hecho, el supuesto de hedonismo es, en muchos casos, muy poco realista, ya que,
para la mayoŕıa de nosotros, se tiene que la felicidad de otros es una variable de decisión muy importante
a la hora de sacar las cuentas: es el bienestar de los hijos o seres queridos lo que muchas veces nos obliga
a sacrificar nuestro propio consumo. Es en este caso que se habla de la existencia de externalidades en
la econoḿıa.

Para efectos del estudio del equilibrio general en economı́a, tres son los problemas centrales que
ocupan la agenda de investigación y ańalisis. Enprimer lugar, la existenciadel concepto de equilibrio
que se defina en el contexto económico considerado. En este sentido, para estudiar este problema se
da un juego natural entre supuestos que se asumen sobre la economı́a y profundidad de los resultados
obtenidos. Normalmente, la convexidad (o cóncavidad) ha tenido un rol básico en este análisis.

Un segundo problemadel cual se preocupa la teorı́a del equilibrio general dice relación con las

1Nada se crea o se destruye, sólo se transforma.
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propiedades de eficienciaasociados al equilibrio. En este sentido hay dos conceptos básicos que per-
siguen darnos luces sobre la temáatica del bienestar y/o laracionalidadde las distribuciones: laPare-
tianidad de la asignación y el concepto denúcleo en la econoḿıa. Intuitivamente, el concepto de
Paretianidad trata de modelar laeficienciade las asignaciones en el sentido de evitar el desperdicio
de bienes. La idea de núcleo se relaciona con que las asignaciones de equilibrio puedan o no ser ro-
bustas ante la existencia de coaliciones de individuos que puedan o no sacar provecho cambiando las
asignaciones que se han obtenido. Sobre esteúltimo punto no se discute en el presente documento.

Finalmente, untercer (e importante)problema a tratar viene de estudiar si dadas ciertasdistribu-
ciones eficientesde bienes será o no posible encontrar precios tales que las conviertan en equilibrios
de la econoḿıa. En otras palabras, la problemática de descentralizar puntos eficientes de la economı́a
(óptimos de Pareto). Este es un problema fundamental en economı́a, sobre el cual existen muchos tra-
bajos.

En lo que sigue, no estudiaremos el modelo de equilibrio general en toda su extensión, sino que ḿas
bien aquel denominadomodelo de intercambio, y más espećıficamente, el modelo de intercambio con
dos agentes y dos bienes.

2. Modelo de intercambio

El modelo de intercambio es el más simple que podemos concebir. No por ello deja de ser in-
teresante, ya que, informalmente, toda la riqueza del análisis del equilibrio est́a precisamente en este
modelo. La idea es formalizar una economı́a de trueque.

2.1. El modelo

Supongamos que en la economı́a haym personas (consumidores), indexadas pori ∈ I = {1, 2, . . . , m}.
Asumiremos adeḿas que en la economı́a hay` > 0 bienes y que cada uno de los individuos es posee-
dor de ciertasdotaciones inicialesde bienes dadas por un vectorωi = (ωi1, ωi2, . . . , ωi`) ∈ IR`

+. La
cantidad total de bienes que hay en la economı́a es, por tanto,

ω =
∑

i∈I

ωi ∈ IR2
++.

Las dotaciones iniciales pueden ser herencias, regalos, etc. En definitiva, conforman todos aquellos
bienes que definen lo que el individuo posee en la vida. Obviamente se debe asumir queω ∈ IR`

++ ya
que de tener componentes cero simplemente ese bien puede ser ignorado del análisis. Note que asumir
ω ∈ IR`

++ no implica que cadaωi tenga componentes estrictamente positivas.

Supondremos que las preferencias de cada individuo son representadas por una función de utilidad

ui : IR`
+ → IR

de tal forma que dadas dos canastasx, y ∈ IR`
+, diremos quey es preferido ax si y śolo si

ui(x) ≤ ui(y).

Más aun, si ocurre queui(x) < ui(y) diremos quey es estrictamente preferido ax.

Nota 2.1 Note que siui representa la utilidad de un individuoi ∈ I, entonces cualquier transformación
creciente de la misma también representa el ordenamiento del individuo. En efecto, siψ : IR → IR es
una funcíon estrictamente creciente, entoncesui(x) ≤ ui(y) siempre y cuandoψ(ui(x)) ≤ ψ(ui(y)),
por lo cualψ ◦ ui es tambíen una funcíon de utilidad del individuo.
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A partir de todo lo anterior, una economı́a de intercambio es simplemente una colección

E = (ui, ωi, IR
`
+)ı∈I ,

dondeIR`
+ indica el espacio donde los consumidores pueden escoger sus consumos (espacio de con-

sumos admisibles).

2.2. Los precios y la restriccíon presupuestaria

Más alĺa del significado o interpretación que puedan tener, en todo este análisis no entraremos
en detalles sobre la formación, origen, relevancia y/o significado de los “precios”. Asumiremos una
concepcíon intuitiva de los mismos.

Como veremos, el rol esencial de los precios está en convertir los distintos bienes en una unidad
equivalente, que llamaremosriqueza, la que se puede transar en el mercado. Es a través de los precios
que podremos definir el intercambio entre los individuos.

Puesto que en todo este análisis tratamos con bienes y no con males, asumiremos entonces que
los precios son valores positivos (o iguales a cero). Genéricamente un vector de precios es entonces un
elemento deIR`

+. Aśı, dado un preciop = (pk) ∈ IR`
+ y dada una canasta de consumox = (xk) ∈ IR`

+,
definimos suvalor como

p · x =
m∑

k=1

pkxk.

A partir de lo anterior entonces, definimos la riqueza de un individuoi ∈ I al preciop ∈ IR`
+

simplemente como el valor de sus dotaciones iniciales, es decir,

p · ωi.

Con esto entonces, dado un preciop, uno define elconjunto presupuestariode un individuoi ∈ I
simplemente como odas aquellas canastas que cuyo valor es menor o igual a la riqueza del individuo a
dicho precio. Si lo denotamos porB(p, ωi) se tiene entonces que

B(p, ωi) =
{

x ∈ IR`
+ | p · x ≤ p · ωi

}
.

Gráficamente el conjunto presupuestario es como sigue (` = 2):

�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
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�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
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�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
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�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������

p=(p ,p )
1 2

w=(w  ,w  )
i1 i2

(x,y)
���
���
��� ���

���
���

(x*,y*)
���
���
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En la figura anterior se ilustra un conjunto presupuestario asumiendo que el precio de mercado es
p = (p1, p2) y las dotaciones de un individuo sonωi = (ωi1, ωi2). Que la canasta(x, y) est́e en el
conjunto presupuestario significa que el individuo correspondiente “lo puede comprar”. Dicho vector
puede estar en elinterior del conjunto presupuestario ((x, y) en la figura) o en la frontera del mismo.
Que est́e en la frontera implica a su vez que o bien alguna de sus componentes es cero (y por lo tanto el
punto est́a en alguno de los ejes) o bien esté en la llamadarecta presupuestariadel mismo, cual es el
caso de(x∗, y∗) de la figura anterior.

La recta presupuestariade B(p, ωi) est́a formada por todos aquellos puntos que satisfacen la
ecuacíon

R = {x = (xk) ∈ IR`
+ | p · x = p · ωi}.

Note que las dotaciones iniciales de un individuosiempreest́a en la recta presupuestaria, cualquiera
que sea el precio considerado.

Proposición 2.1 Dadosp ∈ IR`
+ y λ > 0, se tiene que

B(λp, ωi) = B(p, ωi).

Prueba.La demostracíon es muy simple. Supongamos quex ∈ B(p, ωi), entoncesp ·x ≤ p ·ωi. Luego,
multiplicando toda la desigualdad porλ > 0 se tiene que

(λp) · x ≤ (λp) · ωi,

es decir, que el individuo puede comprar dicha canasta si los precios fueranλp, con lo cualx ∈
B(λp, ωi). La rećıproca es obvia: si

(λp) · x ≤ (λp) · ωi

al simplificar porλ se obtiene lo indicado. ¤
Lo anterior se expresa diciendo que el conjunto presupuestario es homogéneo de grado cero en

los precios. A partir de este hecho, la consecuencia directa es que los precios se puedennormalizar
seǵun convenga al contexto que tratemos, cuestión que no altera el conjunto presupuestario en sı́. De
esta manera, sin pérdida de generalidad, se puede suponer, por ejemplo, que uno de los precios de
la econoḿıa es uno (digamos,p1 = 1) y los otros son arbitrarios. Al bien que se le asigna precio
uno se le denominanumerario. Otra forma de “normalizar” los precios es dividir por la suma de sus
componentes. Dadop ∈ IR`

+, obviamente conp 6= 0IR` , definiendo

δ =
∑̀

k=1

pk > 0,

podemos entonces definir el precio normalizado como

p̂ = (p̂k) =
1
δ
p.

Notemos entonces que para todok ∈ L ≡ {1, 2, . . . , `}, p̂k ≥ 0. Adeḿas, de la definicíon, es
directo que

6
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∑̀

k=1

p̂k = 1.

De lo anterior entonces, podemos asumir que los precios son elementos del llamadoSimplex de
IR`, es decir, del conjunto

∆` =

{
σ = (σk) ∈ IR` | σk ≥ 0,

∑̀

k=1

σk = 1

}
.

Proposición 2.2

(a) El interior y la frontera2 del Simplex son

int∆` = {p = (pk) ∈ ∆` | pk > 0, ∀k ∈ L}

fr∆` = {p = (pk) ∈ ∆` | ∃k ∈ L, pk = 0} .

(b) El Simplex es un subconjunto compacto y convexo deIR`.

Prueba.Ejercicio. ¤

Geoḿetricamente, el simplex deIR2 y IR3 se ilustra en la siguiente figura:

Simplex en R 2 Simplex en R3

Proposición 2.3

(a) Para cualquierp ∈ ∆`, B(p, ωi) es un conjunto convexo y cerrado.

(b) B(p, ωi) es compacto si y sólo sip ∈ int∆`.

(c) Si p · ωi > 0, entoncesB(p, ωi) tiene interior no vaćıo. Si este es el caso,intB(p, ωi) = {x ∈
B(p, ωi) | 0 <<` x, p · x < p · ωi}.

2Recordemos que dadoA ⊆ IR`, un puntoa ∈ A es interior al conjunto si existeε > 0 tal queB(a, ε) ⊆ A, siendo
B(a, ε) = {x ∈ IR` | ‖x−a‖ < ε}: bola abierta de centroa y radioε > 0. El interior deA es el conjunto de todos los puntos
interiores. Por otro lado, la frontera deA corresponde a la diferencia (de conjuntos) entre la clausura deA y su interior, donde
la clausura es el conjunto de todos los puntos de acumulación de elementos deA, que equivalentemente corresponde al menor
cerrado que contiene aA.
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Prueba.

a.- Que sea convexo es inmediato: dadosx, x′ ∈ B(p, ωi) y dadoλ ∈ [0, 1], se tiene quep ·
(λx + (1 − λ)x′) = λp · x + (1 − λ)p · x′ ≤ λp · ωi + (1 − λ)p · ωi = p · ωi, con lo cual
λx + (1 − λ)x′ ∈ B(p, ωi). Para ver la cerradura, consideremos una secuenciaxn ∈ B(p, ωi),
tal quexn → x. Entoncesp · xn ≤ p ·ωi. Luego,p · x ≤ p ·ωi con lo cualx ∈ B(p, ωi), es decir,
B(p, ωi) es cerrado.

b.- Recordemos que un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. De la parte anterior,
sabemos queB(p, ωi) es cerrado. Resta ver entonces que bajo la hipótesis indicada es acotado.
En efecto, supongamos que existe una sucesiónxn ∈ B(p, ωi) que no es acotada3. Luego, existe
al menos una componentexnk ∈ IR, k ∈ L, que converge a infinito. Dado esto, del hecho que

p · xn = pkxnk +
∑

j∈L\{k}
pjxnj ≥ pkxnk ≥ 0

se tiene quep·xn →∞ puespkxnk →∞ dado que todas las componentes dep son estŕıctamente
positivas. Lo anterior no es posible ya quep ·xn es acotado superiormente porp ·ωi. Finalmente,
si p ∈ fr∆, se tiene que al menos una de sus componentes es cero, digamos,p1 = 0. Si la
componentej = 1, 2, · · · , ` del vectorωi es denotada comoωij , se deduce que para todox ≥ 0 el
vector(x, ωi2, ωi3, · · · , ωi`) ∈ B(p, ωi), con lo cual el conjunto presupuestario no es compacto.

c.- Seanp ∈ ∆ y ωi ∈ IR`
+ tales queδ = p · ωi > 0. Dadoω̄i = ωi

2 , es obvio quep · ω̄i = δ/2 > 0.
Probemos entonces que existeε > 0 tal que4 B(ω̄i, ε) ⊆ B(p, ωi). En efecto, dadox ∈ B(ω̄i, ε),
existeh ∈ B(0, ε) tal quex = ω̄i + h. En consecuencia,

p · x = p · (ω̄i + h) = p · ω̄i + p · h ≤ pω̄i + ‖p‖ · ‖h‖ ≤ pω̄i + ε

pues‖p‖ ≤ 1. Tomandoε = δ
2 = p · ω̄i > 0 concluimos

p · x ≤ p · ω̄i + p · ω̄i = p · ωi,

es decir,B(ω̄i, ε) ⊆ B(p, ωi), con lo cual queda demostrado queB(p, ωi) tiene interior no vaćıo.

Caractericemos finalmente el interior deB(p, ωi) bajo el supuesto que es no vacı́o. Si x ∈
intB(p, ωi), entonces existeε > 0 tal queB(x, ε) ⊆ B(p, ωi). Luego, dadoe = (1, 1, ..., 1) ∈
IR`

+ se tiene quex + ηe ∈ B(p, ωi) paraη > 0 suficientemente pequeño (por ejemplo, basta con
tomarη = ε

2‖e‖ ). Por lo tanto, de la inclusión anterior sabemos quep · (x + ηe) ≤ p · ωi. Como
p 6= 0 (es decir, es diferente de cero en al menos una componentes) se tiene quep · (ηe) > 0,
de donde se concluye quep · x < p · ωi. Claramente de lo anterior se tiene que0IR` <<` x,
ya que en caso contrario tomandox − ηe ∈ B(x, ε) ⊆ B(p, ωi) se concluye que alguna de sus
componentes serı́a negativa, lo que no es posible pues el punto está en el presupuesto. Supong-
amos ahora quep · x < p · ωi, conx estrictamente positivo. Sea entoncesε = p·ωi−p·x

2 > 0.
Note que dadoz ∈ B(0, ε), |p · z| ≤ ‖p‖ε ≤ ε. Luego, para todoz ∈ B(0IR` , ε) se cumple que
p · (x + z) ≤ p · ωi, es decir,B(x, ε) ⊆ B(p, ωi), con lo cual finaliza la prueba.

3Recuerde quexn ∈ IR`
+, por lo cual siempre existe una cota por abajo. El punto es probar que hay acotamiento por

arriba.
4En lo que sigue, la bola de centrox0 y radior > 0 se denotaB(x0, r). Esto para distinguirlo del conjunto presupuestario.
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En IR2, dadop = (p1, p2) ∈ ∆2 y dadoω = (ω1, ω2) ∈ IR2
++, el conjunto presupuestario queda

representado en la siguiente figura
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A

B
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Note que un punto interiorB = (b1, b2) ∈ intB(p, ω) satisfacep · B = p1b1 + p2b2 < p · ω =
p1ω1 + p2ω2. La rećıproca no es cierta, es decir, sip · x < p · ωi no implica quex es un punto interior
deB(p, ω) (por qúe?).

Note finalmente un aspecto geométrico importante: la recta presupuestaria

{x ∈ IR`
+ | p · x = p · ωi}

se puede re-escribir de la forma

p · (x− ωi) = 0.

Luego, por definicíon, el vector de precios es siempreortogonal a la recta presupuestaria, tal como
se muestra en la figura anterior. Note que un cambio en los precios implica un cambio en la recta pre-
supuestaria y por ende en el conjunto presupuestario. Más aun, modificaciones en los precios implican
rotaciones de dicha recta tal como se muestra en la siguiente figura (se ilustra sólo la recta presupuestaria
del conjunto):

(1)

(2)

p

p

p

1

0

2

Otra manera de modificar el conjunto presupuestario es a través de cambiar las dotaciones iniciales
ωi. De hecho, dado un preciop = (p1, p2), un aumento en alguna de las componentes deωi implica
que la recta (plano) que define la frontera superior se traslada hacia la derecha y arriba; al contrario con
disminuir los valores de las dotaciones iniciales.

En resumen, a través de modificaciones en el precio y dotaciones iniciales, la frontera presupuestaria
o bienrota o bien setraslada en el espacio.
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Finalmente una cuestión de tipo normativo: el tamãno del conjunto presupuestario es una medida
indicativa de las posibilidades de consumo a que puede acceder un individuo, pues todos los puntos de
él son canastas de bienes que puede comprar dados los precios y dada la dotación inicial que dispone.
De esta manera, si fuera que, por ejemplo, un individuo posee cero dotación inicial de bienes, entonces
su conjunto presupuestario se restringe sólo al vector cero, independientemente de los precios, es decir,
no puede acceder a bien alguno para su consumo. Por otro lado, aunque tenga dotaciones positivas, fi-
nalmente serán los precios los que han de definir el temaño del conjunto presupuestario, y estos valores,
como veremos, dependen del conjunto de la economı́a y no śolo del individuo en cuestión.

Ejemplo 2.1

a.- Si p = (p1, p2) ∈ int∆2, entonces el conjunto presupuestario tiene la forma usual siempre y
cuando alguna de las dotaciones iniciales es diferentes de cero,

b.- si el preciop1 > 0, p2 = 0 y las dotaciones son tal quep · ωi = 0, entonces el conjunto
presupuestario no tiene interior (JUSTIFICAR) tal como lo muestra la siguiente figura:

p = (p ,p =0 )
1 2

2.3. La demanda en un modelo de intercambio

En el contexto en que estamos trabajando, dado un preciop ∈ ∆, la demandade un individuo
i ∈ I se define simplemente como aquel (aquellos) elementos del conjunto presupuestarioB(p, ωi)
que maximizan la utilidadui del individuo, es decir, como las soluciones del siguiente problema de
optimizacíon (llamado problema del consumidor):

Pi :

{
máx ui(x)
s.a x ∈ B(p, ωi).

El problema anterior puede no tener solución, tener muchas soluciones o unaúnica solucíon (es
decir, la demanda puede no existir, haber muchos puntos de demanda o haber unúnico punto demanda).
Lo que finalmente determina lo anterior son las propiedades de la función de utilidad y del conjunto
presupuestario.

Proposición 2.4 Si la funcíon de utilidadui, i ∈ I, es continua, la demanda del individuoi ∈ I existe
para cualquierp ∈ int∆.

Prueba. La demostracíon es directa considerando que sip ∈ int∆ entoncesB(p, ωi) es compacto.
Como la funcíon de utilidad es continua, existe entonces solución al problemaPi (“continua sobre
compacto alcanza su máximo y su ḿınimo”). ¤
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Para que la demanda seaúnica se deben imponer condiciones adicionales a la función de utilidad.
La siguiente proposición nos entrega un resultado al respecto.

Proposición 2.5 Si la funcíon de utilidadui, i ∈ I, es continua y estrictamente cóncava, entonces la
demanda del individuoi ∈ I existe para cualquierp ∈ int∆.

Prueba.Recordemos queui es estrictamente cóncava si para todox, y ∈ IR` y para todoλ ∈]0, 1[ se
cumple que

ui(λx + (1− λ)y) > lambdaui(x) + (1− λ)ui(y).

De la continuidad deui y la compacidad deB(p, ωi) sigue que la demanda existe. Supongamos
entonces que no esúnica, es decir, supongamos quex∗, x′ ∈ B(p, ωi) son demandas. Luego, para todo
x ∈ B(p, ωi) se cumple queui(x) ≤ ui(x∗) y ui(x) ≤ ui(x′). Con esto,ui(x∗) = ui(x′). Por otro
lado, comoB(p, ωi) es convexo, sabemos que para cadaλ ∈]0, 1[, λx∗ + (1− λ)x′ ∈ B(p, ωi). Por lo
tanto,ui(λx∗ + (1− λ)x′) ≤ ui(x∗) (1). Pero, por ćoncavidad estricta, sabemos que

ui(λx∗ + (1− λ)x′) > λui(x∗) + (1− λ)ui(x′) = λui(x∗) + (1− λ)ui(x∗) = ui(x∗),

lo que obviamente es una contradicción con la desigualdad (1) anterior. ¤
Finalmente, partiendo que la demanda existe (continuidad) y esúnica (ćoncavidad), resta por con-

siderar el caso eventual que ella esté localizada en el interior del conjunto presupuestario. Este hecho
eventual puede implicar problemas como varemos más adelante, razón por la cual se requieren condi-
ciones adicionales a las anteriores con el fin de garantizar que la demanda este siempre localizada en la
recta presupuestaria.

Proposición 2.6 Si la funcíon de utilidad es estrictamente creciente por componentes, entonces (de
existir) la demanda yace en la recta presupuestaria.

Prueba.Seax∗ una (la) demanda del individuoi ∈ I al preciop ∈ ∆. Supongamos entonces quex∗ ∈
intB(p, ωi). Por lo tanto, existeε > 0 tal queB(x∗, ε) ⊆ B(p, ωi). Entonces, dadoe = (1, 1, . . . , 1) ∈
IR`, el puntox′ = x∗+δe estaŕa en la bolaB(x∗, ε) paraδ suficientemente pequeño5. Como la funcíon
de utilidad es estrictamente creciente, es claro entonces queui(x∗) < ui(x′), lo que contradice el hecho
quex∗ es demanda. Luego, necesariamentex∗ est́a en la recta presupuestaria, es decir,

p · x∗ = p · ωi,

lo que termina la prueba. ¤

En resumen, es una hipótesis de continuidad la que garantiza la existencia de demanda (habida
cuenta de precios sin componentes cero!), es una hipótesis de ćoncavidad la que garantiza la unicidad y
es una hiṕotesis de monotonı́a la garantiza que las demandas estén en la recta presupuestaria.En todo
lo que sigue, asumiremos que las funciones de utilidad son continuas, estrictamente cóncavas y
crecientes estrictas por componentes.

5Por ejemplo, basta con escoger

δ =
ε

2
√

n
> 0

para que se cumpla lo indicado.
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De lo anterior entonces, el problema del consumidor se puede re-plantear equivalentemente como

Pi ⇔
{

máx ui(x)
s.a p · x = p · ωi.

Ya que bajo los supuestos asumidos se tiene que la solución del problema anterior esúnica cuando
los precios están en el interior del Simplex, podemos entonces definir la demanda del individuoi ∈ I
como una funcíonxi : intδ → IR` tal quexi(p) es la solucíon del problemaPi.

Nota 2.2 Por qúe tanta insistencia con que los precios deben estar en el interior del Simplex? La razón
es que, bajo los supuestos sobre la función de utilidad, si los precios no están en el interior del Simplex,
entonces la demanda no está bien definida. En efecto, sip ∈ fr∆ corresponde a decir que alguna de
sus componentes es cero, digamos,p1. En tal caso, el conjuntoB(p, ωi) no es compacto, ḿas aun, no
es acotado en la primera componente. Luego, la maximización de la utilidad (y considerando que esta
es creciente estricta por componentes) nos lleva a una solución no acotada, al menos en la primera
componente. Esto obviamente no permite definir la demanda. La forma “económica”de interpretar lo
anterior es considerando que si un precio es cero, entonces podemos demandar libremente del bien
correspondientes sin que esto implique modificar la riqueza. Como la función de utilidad es creciente
por componentes, entonces la demanda será infinita en esa componente.

Concluyamos esta sección con la proposición más importante.

Proposición 2.7 Bajo los supuestos que hemos asumido sobre la función de utilidad, se tiene que la
funciónxi(p) es continua en el interior del Simplex.

Prueba.En lo que sigue omitiremos elı́ndicei ∈ I. Aśı, la utilidad geńerica seŕau y las dotacionesω.
Seapn ∈ int∆ tal quepn → p ∈ int∆ y seaxn = x(pn) la demanda de un individuo cualquiera. Sea
adeḿasx ∈ B(p, ω) la demanda al preciop. Para demostrar la continuidad de la demanda, debemos
probar quexn → x. Para ello, veamos primero quexn es acotada. En efecto, dado quexn es demanda,
se cumple quepn · xn = pn · ωi. Peropn → p, luegopn se puede escribir comopn = p + hn, con
hn → 0IR` . En consecuencia,pn ·ωi = p ·ωi + hn ·ωi. Aśı, usando desigualdad de Cauchy - Schwartz,
sigue que

pn · ωi ≤ p · ωi + ‖hn‖‖ωi‖,
de lo cual, considerando quehn → 0IR` , se tiene que paran suficientemente grande,‖hn‖ ≤ 1, por lo
que, finalmente, paran suficientemente grande se cumple que

pn · ωi ≤ p · ωi + ‖ωi‖.
Luego, del hecho quepn · xn = pn · ωi, se concluye que para cadak ∈ L:

pnkxnk ≤ pn · ωi ⇒ pnkxnk ≤ p · ωi + ‖ωi‖,
siendoxnk la componentek del vectorxn. Comopn → p, se tiene quepnk → pk > 0. Por lo tanto, dado
ε > 0 suficientemente pequeño, sabemos que paran suficientemente grande0 < pk−ε < pnk < pk+ε,
con lo que

0 ≤ xnk ≤ p · ωi + ‖ωi‖
pk − ε

.
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Lo anterior muestra quexnk est́a acotado paran suficientemente grande, por lo quexn tambíen
lo est́a. De esta manera, sin pérdida de generalidad podemos suponer quexn converge (esto ya que al
menos una sub-secuencia del ella lo hace). Supongamos quexn → x∗. Veamos ahora quex∗ ∈ B(p, ω).
En efecto, del hecho que

pn · xn = pn · ω
como todas las sucesiones convergen podemos tomar lı́mites directamente en la igualdad anterior para
concluir quep · x∗ = p · ω, es decir,x∗ ∈ B(p, ω).

Para terminar la demostración, resta probar quex = x∗. Para ello, supongamos quex 6= x∗. Como
x∗ ∈ B(p, ω), sabemos queu(x∗) ≤ u(x). De hecho, como la demanda esúnica (concavidad), se
tiene queu(x∗) < u(x) (caso contrario, siu(x∗) = u(x) tendŕıamos quex∗ es demanda, lo que no es
posible ya quex 6= x∗). Veamos ahora que para cadan0 existe alǵun n ≥ n0 tal quex ∈ B(pn, ω).
En caso contrario, existen0 tal que para todon ≥ n0 se cumple quex /∈ B(pn, ω), es decir, tal que
pn · x > pn · ω. Sea

δn = pn · x− pn · ω > 0

y sea

x̄n = x− δne

cone = (1, 1, . . . , 1). Note queδn → 0 y quex̄n ∈ B(pn, ω) ya quepn · x̄n = pn · x − δn = pn · ω.
Luego, se tendrá que

u(x̄n) ≤ u(xn)

lo cual implica queu(x) ≤ u(x∗), que no puede ser por lo ya visto. Luego, necesariamente para cada
n0 ∈ IN ha de existirn′ ≥ n0 tal quex ∈ B(pn, ω). Esto permite definir una sub-sucesión dexn,
digamosxn′ con losı́nidicen′ que satisfacen lo anterior) de tal forma quex ∈ B(pn′ , ω). Luego, se
cumple que

u(x) ≤ u(xn′).

Peroxn′ converge ax∗ ya que la sucesión xn → x∗. Luego, de la continuidad deuse deduce que
u(x) ≤ u(x∗) que es una contradicción con el hecho queu(x∗) < u(x). Con esto queda probada la
continuidad dex(·) en funcíon de los precios en el interior del Simplex. ¤

Ejemplo 2.2 Para el caso de un mercado con dos bienes, la demanda de un individuoi ∈ I se obtiene
de resolver un problema de optimización de la forma

{
máx ui(x1, x2)
s.a p1x1 + p2x2 = p1ωi1 + p2ωi2.

Puesto que los precios los podemos normalizar según nos convenga; ası́, al asumir quep1 = 1 y
quep2 = p el problema queda como

{
máx ui(x1, x2)
s.a x1 + px2 = ωi1 + pωi2.

Con esto, la demanda por el bien dos proviene de maximizar la siguiente función
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ui(wi1 + pwi2 − px2, x2).

Si suponemos que la función de utilidad es derivable, se tiene que aplicando la regla de la cadena la
condicíon de optimalidad es

∂ui

∂x1
· ∂[ωi1 + pωi2 − px2]

∂x2
+

∂ui

∂x2
= 0 ⇔ ∂ui

∂x1
· (−p) +

∂ui

∂x2
= 0

es decir,

∂ui
∂x1

∂ui
∂x2

=
1
p
.

Goeḿetricmente, esta condición corresponde a queen la demanda, la curva de indiferencia es
tangente a la recta presupuestaria, cuestíon que se ilustra en la siguiente figura.
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�������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
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(1,p )

��
��

(x(p,w),y(p,w))

Finalmente note la demanda depende tanto de las dotaciones iniciales de los individuos como del
precio de los bienes. Si el precio se modifica, entonces la demanda puede cambiar (la recta presupues-
taria cambia de pendiente); si las dotaciones iniciales se modifican la demanda puede cambiar ya que la
recta presupuestaria se traslada paralelamente.

2.4. El equilibrio en el modelo de intercambio

Dadop ∈ ∆ un precio de los bienes, sabemos que la demandaxi(p) de individuo representa sus
“intenciones” de compra de bienes. A priori, estas intenciones no necesariamente se condicen con la
cantidad de bienes que hay en la economı́a. El concepto de equilibrio que vamos a definir es uno donde,
por un lado, los agentes no tienen injerencia individual en el precio final de los bienes y, por otro lado,
el precio que se determine debe ser compatible con la dotación total de recursos que existen en la
econoḿıa. Que el precio no pueda ser fijado por ningún agente en particular lleva a lo que en economı́a
se denominasituacíon competitiva.

Definición 2.1 Diremos quep∗ ∈ ∆ es unprecio de equilibrio para la econoḿıa E = (ui, ωi)i∈I si
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∑

i∈I

xi(p∗) =
∑

i∈I

ωi.

Las demandasxi(p∗) seŕan entonces lasasignaciones de Equilibrioal preciop∗6.

Una forma equivalente de presentar el equilibrio es por medio de la llamada función exceso de
demanda.

Definición 2.2 Dadop ∈ ∆, definimos la funcíonexceso de demandacomoz : ∆ → IR` tal que

z(p) =
∑

i∈I

xi(p)−
∑

i∈I

ωi.

De lo anterior entonces, un preciop∗ ∈ ∆ es de equilibrio si y śolo si

z(p∗) = 0IR` .

Proposición 2.8

(a) Para todop ∈ int∆ se tiene quep · z(p) = 0.

(b) z(·) es una funcíon continua.

(c) Supongamos queω =
∑
i∈I

ωi ∈ IR`
++, dadop ∈ fr∆ y dadapn ∈ int∆ tal quepn → p se tiene

que

‖z(pn)‖ → ∞.

Prueba.La parte(a) es lo que denomina lacondición de Walraspara la funcíon exceso de demanda.
La prueba es directa considerando que dadop ∈ int∆, sabemos quep · xi(p) = p · ωi, i ∈ I. Por lo
tanto,

p · (xi(p)− ωi) = 0 ⇒ p ·
∑

i∈I

[xi(p)− ωi] = 0,

es decir,p · z(p) = 0. La parte(b) es directa considerando que la demanda es continua en el interior
del Simplex. La parte(c) es la ḿas complicada de probar. Para ello, notemos en primer lugar que si∑

i∈I ωi ∈ IR`
++0, entoncesp · [∑i∈I ωi

]
> 0 y por lo tanto existei0 ∈ I tal quep · ωi0 > 0. Por lo

tanto, ya quepn → p tenemos que paran ∈ IN suficientemente grande,rn = pnωi0 > 0. Más aun,
dadoε > 0, existen0 suficientemente grande tal quern ≤ p · ωi0 + ε, ∀n ≥ n0. Por otro lado, ya que
pn → p ∈ fr∆, sin ṕerdida de generalidad supondremos quep1 = 0, pj > 0, j 6= 1. Se tiene entonces
lo siguiente:

6En rigor, la condicíon de factibilidad se deberı́a referir al hecho que la suma de las demandas debe ser igual o menor,
por componentes, que la cantidad total de recursos de la economı́a. Sin embargo, puesto que las funciones de utilidad son
estrictamente crecientes por componentes, entonces al precio de equilibrio siempre se consumirán todos los bienes de la
econoḿıa, de modo que asumir la igualdad como en la definición no introduce ninguna particularidad en el modelo.
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c.1. mostremos quexi0j(pn), j 6= 1, es acotado por arriba (y por lo tanto acotada ya que por defini-
ción es acotada por abajo, siendo0 su cota inferior). En efecto, dadon suficientemente grande,
sabemos que

0 ≤ pnxi0(pn) = pn1xi01(pn) +
∑

j 6=1

pnjxi0j(pn) = rn ≤ p · ωi0 + ε

lo cual implica el acotamiento por arriba dexi0j(pn), pues en caso contrario no se puede garanti-
zar la desigualdad anterior dado quepnj → pj > 0. Más aun, de lo anterior podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que la sucesiónxi0j(pn), j 6= 1, es convergente7.

c.2. Mostremos quexi01(pn) esno acotado. Si lo fuera, entonces nuevamente podrı́amos suponer sin
pérdida de generalidad quexi01(pn) converge, digamos axi01(p) ∈ IR+. Luego, del hecho que

pn1xi01(pn) +
∑

j 6=1

pnjxi0j(pn) = pnωi0

tomando ĺımite (todo es convergente) se tiene que

0 · xi01(p) +
∑

j 6=1

pjxi0j(p) = p · ωi0 .

Sin embargo, para los precios indicados, de la monotonı́a deui0 se tiene que cualquier otra canasta
donde el primer t́ermino es un valor positivo cualquiera mayor quexi01(p) y el resto esxi0j(p), es
una canasta factible y preferida estrictamente a la encontrada. Luego, el punto anterior no puede
ser la demanda y con ello se tiene el no - acotamiento dexi0(pn) cuandopn → p ∈ fr∆.

Por lo tanto, ya que

z(pn) =
∑

i∈I

xi(pn)−
∑

i∈I

ωi

se concluye quez(pn) esno acotado cuandopn → p ∈ fr∆, es decir,‖z(pn)‖ →n→∞ ∞. ¤
Notemos que la condición de Walrasp · z(p) se satisface ya sea quep es precio de equilibrio o no.

Por lo tanto, si efectivamente fuese quep ∈ int∆ es un precio de equilibrio, entonces sabemos que
z(p) = 0 y adeḿasp · z(p) = 0. Por lo tanto, si las̀ − 1 primeras componentes dez(p) son cero
(es decir, si los̀ − 1 primeros mercados están equilibrados), simplemente por la condición de Walras
ocurre que eĺultimo mercado también est́a equilibrado. En efecto, que los primeros` − 1 mercados
est́en equilibrados corresponde a decir que las primeras` − 1 componentes del vectorz(p) − ω son
cero. Luego, si láultima componente no es cero, del hecho quep · [z(p) − ω] = 0, al serp` > 0 se
tendŕıa quepk por estaúltima componente serı́a positivo, lo que no es posible dada la identidad de
Walras. En resumen, en la economı́a basta què − 1 mercados estén equilibrado para que elúltimo
tambíen lo est́e. Este hecho simple es de gran ayuda en términos pŕacticos como pasamos a ver en el
siguiente ejemplo.

7Esto viene de lo siguiente: ya quexi0j(pn) es acotada (es≥ 0 y acotada por arriba como hemos probado) se tiene
que existe una sub-sucesión de ella que converge. Luego, podemos asumir que la sucesión converge pues en caso contrario
trabajamos con los indices de la sub-sucesión.
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Ejemplo 2.3 Supongamos que las funciones de utilidad de los individuos son funciones Cobb - Douglas
de las forma

u1(x1, x2) = xα
1 · x1−α

2

u2(x1, x2) = xβ
1 · x1−β

2

y que las dotaciones respectivas sonω1 = (ω11, ω12), ω2 = (ω21, ω22) ∈ IR2. Entonces, dado un
preciop ≡ (1, p)8, el problema del individuoi = 1 es

{
máx xα

1 · x1−α
2

s.a x1 + px2 = ω11 + pω12,

a partir de lo cual, imponiendo las condiciones de optimalidad, se obtiene que

x11(p, ω1) =
α[ω11 + pω12]

1
, x12(p, ω1) =

(1− α)[ω11 + pω12]
p

.

Análogamente para el individuo2 las demandas son

x21(p, ω2) =
β[ω21 + pω22]

1
, x22(p, ω2) =

(1− β)[ω21 + pω22]
p

.

Por lo tanto,p∗ seŕa un precio de equilibrio si

α[ω11 + pω12]
1

+
β[ω21 + pω22]

1
= ω11 + ω21

(1− α)[ω11 + pω12]
p

+
(1− β)[ω21 + pω22]

p
= ω12 + ω22.

Por la condicíon de Walrasno necesitamos equilibrar ambos mercados: basta con encontrar el
precio de equilibrio en el mercado uno (es decir, la primera ecuación) para que automaticamente el
mercado dos esté en equilibrio en el mismo precios. Olvidando entonces la segunda ecuación9, se tiene
que la inćognita del problema debe satisfacer

α[ω11 + p∗ω12] + β[ω21 + p∗ω22] = ω11 + ω21 ⇒ p∗ =
(1− α)ω11 + (1− β)ω21

αω12 + βω22

Con este precio de equilibrio se pueden obtener las demandas (asignaciones) de equilibrio, que
para el individuo uno son dadas porx11(p∗) yx12(p∗) (se reemplazap∗ en la expresíon de la demanda).
Obviamentex21(p∗) = ω11 + ω21− x∗11 y x22(p∗) = ω12 + ω22− x∗12. Aśı mismo es posible obtener el
ingreso en el equilibrioque para cada individuo es dado por

I∗1 = ω11 + p∗ω12, I∗2 = ω21 + p∗ω22.

Note finalmente queel ingreso de equilibrio depende tanto del precio de equilibrio como de las
dotaciones iniciales. ¤

8Recordar que los precios los podemos normalizar según nos convenga. En este caso, hemos escogido el bien uno como
numerario, lo que nos permite ahorrar una incógnita en todo nuestro análisis!

9Podŕıamos haber obviado la primera y resolver el problema usando la segunda. La solución es la misma!
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En lo que sigue, nos ocuparemos de probar la existencia del equilibrio en la economı́a, es decir,
determinar bajo que condiciones sobre los entes que definen la economı́a es posible que exista un precio
de equilibrio. Para esto, notar que garantizar la existencia de un precio de equilibrio en la economı́a es
equivalente, en el contexto que estamos considerando, a garantizar la existencia de una solución de
la ecuacíon z(p) = 0IR` . Ahora bien, note que sip es tal quez(p) = 0, resulta quez(p) + p = p.
Definiendo entoncesg(p) comog(p) = z(p) + p, el problema de existencia anterior corresponde a
encontrar alǵun punto tal queg(p) = p, es decir, que al aplicar la función g no se altera el argumento.
Este tipo de puntos que satisfacen esta condición se denominan puntos fijos.

Definición 2.3 Dada una funcíon g : IR` → IR`, diremos quēx ∈ IR` es unpunto fijo de g si
g(x̄) = x̄.

De lo anterior entonces, determinar puntos fijos de funciones es equivalente a encontrar raı́ces de
ecuaciones. A partir de esto, determinar la existencia de equilibrios será un problema de determinar la
existencia de puntos fijos. Sobre estoúltimo, para demostrar la existencia de puntos fijos tenemos dos
caminos. El primero es simplemente encontrarlos explı́citamente. El segundo es utilizar algún resultado
teórico que nos garantice su existencia, dadas algunas hipótesis que deben ser verificadas. El primer
camino es complejo y muchas veces inconducente. El segundo camino requiere de resultados generales
de punto fijo y de obviamente comprobar que las funciones involucradas verifican las hipótesis re-
queridas para su aplicabilidad. Este enfoque es el que utilizaremos en nuestro análisis. Al respecto, el
teorema de punto fijo que ocuparemos es aquel de Brouwer, el cual pasamos a enunciar sin hacer la
demostracíon.

Teorema 2.1 Teorema de Punto Fijo de Brouwer.
SeaS un conjunto no vaćıo, convexo y compacto (en particular,S = ∆) y f : S → S una funcíon

continua cualquiera. Entonces existe un punto fijo def enS, es decir, existēx ∈ S tal quef(x̄) = x̄.

Teorema 2.2 Teorema de Existencia de Equilibrio
Si las funciones de utilidad son continuas, estrictamente cóncavas y crecientes por componentes,

si adeḿas ω =
∑

i∈I ωi ∈ IR`
++, entonces existe un precio de equilibrio que está en el interior del

Simplex, es decir, existep∗ ∈ int∆ tal quez(p∗) = 0IR` .

Prueba.Definamosh : ∆ → ∆ como

hk(p) =
pk + máx{0, zk(p)}

1 +
∑
j∈L

máx{0, zj(p)} , k ∈ L = {1, 2, . . . , `}.

Claramenteh es continua en el interior del simplex. Por lo tanto, existe un punto fijo, digamos,p∗.
En consecuencia, para todok ∈ L = {1, 2, . . . , `} se tiene que

p∗k =
pk + máx{0, zk(p∗)}

1 +
∑
j∈L

máx{0, zj(p∗)} , k ∈ L = {1, 2, . . . , `},

lo cual implica

p∗k
∑

j∈L

máx{0, zj(p∗)} = máx{0, zk(p∗)}, k = 1, 2, . . . , `.

Por lo tanto,
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zk(p∗)


p∗k

∑

j∈L

máx{0, zj(p∗)}

 = zk(p∗)máx{0, zk(p∗)} ⇒

∑

k∈L

zk(p∗)


p∗k

∑

j∈L

máx{0, zj(p∗)}

 =

∑

k∈L

zk(p∗)máx{0, zk(p∗)}.

Ordenando lo t́erminos, estáultima expresíon es equivalente a

∑

k∈L

p∗kzk(p∗)


∑

j∈L

máx{0, zj(p∗)}

 =

∑

k∈L

zk(p∗)máx{0, zk(p∗)}.

Por ley de Walras, el término de la izquierda es cero, luego

∑

k∈L

zk(p∗)máx{0, zk(p∗)} = 0,

lo que finalmente implica que cadazk(p∗) debe ser igual a cero, es decir, quep∗ es un precio de
equilibrio. ¤

Ejemplo 2.4 Consideremos una economı́a con tres consumidores y dos bienes. Cada uno de ellos es
caracterizado de la siguiente manera:

u1(x, y) = xy, u2(x, y) = x2y, u3(x, y) = xy2

ω1 = (1, 2), ω2 = (1, 1), ω3 = (2, 3).

Note que las funciones de utilidad anteriores cumples con todas las propiedades (verificar como
ejercicio) que garantizan la existencia y unicidad de la demanda parap >> 0. De hecho, dadop =
(p1, p2) >> 0, se puede probar que (Ejercicio)

d1(p) =
(

p1 + 2p2

2p1
,
p1 + 2p2

2p2

)

d2(p) =
(

2p1 + 2p2

3p1
,
p1 + p2

3p2

)

d3(p) =
(

2p1 + 3p2

3p1
,
4p1 + 6p2

3p2

)

Por lo tanto, con lo anterior se tiene que

z(p) =
(

11p1 + 16p2

6p1
,
13p1 + 20p2

6p2

)
− (4, 6)

y con ello, un precio de equilibrio es

z(p) = (0, 0) ⇔ p∗ =
(

16
29

,
13
29

)
.
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2.5. La caja de Edgeworth

Una forma muýutil para ilustrar el equilibrio de intercambio condosbienes ydosagentes (econoḿıa
de2× 2) es por medio de la llamadacaja de Edgeworth. Para ello, supongamos que del bienj = 1, 2
las dotaciones iniciales sonωij , coni = 1, 2 denotando al consumidor . Sea entoncesωj = ω1j + ω2j

la cantidad total de bienj en la econoḿıa. Un punto de dotaciones inciales cualquiera se puede ilustrar
en la siguiente figura:

| |

| |

_

_

_

_

(1)

(2)

w
11

w
12

w

21w

22

| |

_

_

w

w

2

1

donde los origenes para los individuos 1 y 2 son representados por(1) y (2) respectivamente. El sentido
de los ejes (crecimiento) es indicado por la flechas en la figura.

De acuerdo a la definición anterior se tiene que de existir equilibrio en la economı́a, necesariamente
el consumoóptimo debe ser alguno de los puntos de la figura (caja) anterior, pues cualquier punto
factible en el sentido de Walras (igualdad demanda con dotaciones iniciales) es un punto de la caja.

En la siguiente figura, dada una dotación inicial ωi = (ωi1, ωi2), i = 1, 2, y dado un precio
p ≡ (1, p), se ilustra el conjunto de restricción presupuestario para ambos individuos. Note que di-
cho conjunto no necesariamente ha de estar contenido en la caja de Edgeworth (caso individuo 1).
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Doctorado en Investigación de Operaciones Universidad de Chile

Por otro lado, dado un punto de consumo cualquiera(xi1, xi2), i = 1, 2, en la siguiente figura se
ilustra el conjunto de los preferidos al punto respectivo.
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Note que eventualmente existen puntos que son comunes a los preferidos para ambos individuos
(conjunto B en la figura).

Finalmente, con el fin de ilustrar un equilibrio de Walras, en primer lugar recordemos que la de-
manda de un individuo es el elemento maximal de la preferencia sobre el conjunto presupuestario,
que corresponde a aquellos puntos del conjunto presupuestario que intersectados con los preferidos es-
trı́ctamente a dicho punto resulta en conjunto vacı́o. Por lo tanto, si suponemos que la preferencia es
continua, de modo que los preferidos son la clausura de los preferidos estrictos, se tiene que dichos
puntos corresponden a aquellos donde se da tangencia entre los preferidos y el conjunto presupuestario.
La siguiente figura ilustra para el individuo 1 la demanda dado un preciop ≡ (1, p) ∈ IR2.
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Por lo tanto, un preciop∗ ≡ (1, p∗) y una alocacíon (x∗i1, x
∗
i2), i = 1, 2, seŕa de equilibrio si

dichos puntos satisfacen las condiciones de tangencia anterior y además la alocacíon est́a en la caja de
Edgeworth, ya que en tal caso se garantiza la factibilidad de la demanda agregada. Un equilibrio se
ilustra en la siguiente figura.
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Note que:

a.- La tangencia de los preferidos con la recta presupuestariadebe darse en el mismo punto de la
caja de Edgeworthpara ambos individuos (tal como se ilustra en la figura), pues esto garantiza
la factibilidad.

b- Para un precio dado, digamosp∗, puede no haber equilibrio ya quela tangencia se da en puntos
distintos.La siguiente figura ilustra lo anterior.
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2.6. Optimalidad y teoremas de bienestar en el modelo de intercambio

La asignacíon de equilibrio es una dentro de muchas que se puedan establecer en la economı́a. Por
ejemplo, en el modelo de intercambio uno podrı́a pensar en asignaciones que sonequitativasen el sen-
tido que a todos los individuos les toca por igual en la repartición de bienes, otras que soninequitativas,
donde, por ejemplo, sólo a uno de los individuos se le entregan todos los bienes y nada para los demás,
etc.

Qué es lo que define si una asignación de bienes esbuenaomala? Obviamente la bondad o no de una
asignacíon debe ser un criterio exógeno a la econoḿıa en el sentido que proviene de un acuerdo entre
todos nosotros para definir la calidad de la asignación. Al respecto,no existe un acuerdo universal y
objetivo que nos permita decir si una distribución esbuenao mala: la “calidad”de una asignación es
subjetivo y muchas veces obedece a razones polı́ticas, en un amplio sentido de la palabra. Para ilustrar
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la complejidad del problema de asignación de recursos, imaginemos una situación donde Uds. deben
decidir entregar bienes a personas que los necesitan. Cómo se hace la asignación sin tener que provocar
malestar en algunos o injusticias con otros? Qué significa la equidad o la justicia en la asignación? No
es claro como abordar el asunto.

Tal vez elúnico criterio ampliamente aceptado por la profesión con el fin de calificar una asignación
de bienes sea aquel deoptimalidad de Pareto, que en definitiva nos da cuenta de laeficiencia ecońomi-
caen la asignación de los recursos.

Definición 2.4 Diremos que una asignación de recursos de la economı́a (x∗i ) ∈ IRm×` esfactible si

∑

i∈I

x∗i = ω.

Denotaremos porF ⊆ IRm×` el conjunto de asignaciones factibles de la economı́a.

Definición 2.5 Diremos que(x∗i ) ∈ F es unóptimo de Paretosi no existeotra asignacíon (x′i) ∈ F
tal que para cadai ∈ I se cumple queui(x∗) ≤ ui(x′i) y que para alǵun i0 ∈ I, ui0(x

∗
i0

) < ui0(x
′
i0

).

Que la asignación de bienes sea factible corresponde a decir que la suma de todos los bienes de
la misma coincide con la cantidad total de bienes de la economı́a. Qúe una asignación seaóptimo de
Pareto b́asicamente significa que los recursos fueron distribuidos de tal forma que nada sobre en la
econoḿıa: la asignacíon de recursos de la economı́a es tal que no se pueden reasignar de modo que se
mejore el bienestar de toda la comunidad (o al menos mantenerlo constante) mejorando estrictamente
al menos a uno de ellos.

Notemos que six∗i es una asignación de equilibrio (precio de equilibriop∗), entonces de haber
otra asignacíon factible(x′i) ∈ F tal queui(x∗) ≤ ui(x′i) y al menos para alǵun i0 se cumpla que
ui0(x

∗
i0

) < ui0(x
′
i0

), se tendŕıa quep∗ · x∗i ≤ p∗ · x′i, i ∈ I, y adeḿasp∗ · x∗i0 < p∗ · x′i0 . Estoúltimo
se tiene ya que en caso contrariox′i0 pertenecerı́a aB(p∗, ωi0) y por lo tanto, dada la definición de
demanda,ui0(x

∗
i0

) ≥ ui0(x
′
i0

). Luego, sumando todas las desigualdades anteriores,

p∗ ·
∑

i∈I

x∗i < p∗ ·
∑

i∈I

x′i ⇒ p∗ · ω < p∗ ·
∑

i∈I

x′i.

Pero(x′i) ∈ F , raźon por la cual
∑

i∈I x′i = ω y por lo tanto,p∗ ·∑i∈I x′i = p∗ ·ω, lo que contradice
lo anterior. Con esto hemos probado entonces la siguiente proposición.

Teorema 2.3 Primer Teorema de Bienestar
Toda asignacíon de equilibrio es uńoptimo de Pareto.

La proposicíon rećıproca de la anterior es conocida como elSegundo Teorema de bienestar, y
su enunciado es algo más complejo. Para fijar ideas, supongamos que un dictador asigna los recursos
totales de la econoḿıa, pero que este dictador no es tonto y los asigna de manera eficiente, en el sentido
de Pareto, de tal forma que todos los individuos tocan algo en la repartición. Alguien entonces podrı́a
argumentar que esta asignación est́a fuera de mercado y obedece sólo al criterio de este dictador. Sin
embargo, si fuera el caso que el dictador decide argumentar para defender su asignación, nada mejor
paraél si pudiese demostrar que efectivamente la asignación que ha hecho podrı́a ser considerada como
una asignación de mercado, donde los precios son tales que el intercambio competitivo que se produce
a los precios indicados es precisamente la asignación impuesta. Si el dictador supiese de economı́a
precisamente estarı́a seguro que lo indicado ocurre, pues elSegundo Teorema de Bienestarafirma
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quetoda asignacíon Paretoóptima donde todos los individuos tocan algo de bienes es compatible con
algún precio de mercado, en el sentido que a ese precio se darı́a que las transacciones de intermcabio
seŕıan exactamente aquellas definidas por elóptimo de Parero. Esto es lo que en economı́a se conoce
comodescentralizacíon del Pareto, y constituye uno de los resultados más importantes de la economı́a.
Para demostrar este importante resultado se requiere del Teorema de Separación de Hahn - Banach.

Previo a enunciar el Teorema de Separación de Hahn - Banach necesitamos recordar algunos con-
ceptos. Diremos que un conjuntoC ⊆ IR` esconvexosi para todox, y ∈ C y para todoλ ∈ [0, 1] se
tiene que

λx + (1− λ)y ∈ C.

Por otro lado, dadosC1, C2 ⊆ IR` dos conjuntos convexos cualesquiera, es directo que el conjunto
suma definido como

C1 + C2 = {c1 + c2, c1 ∈ C1, c2 ∈ C2}
tambíen seŕa un conjunto convexo. Finalmente, si una funciónf : C → IR escóncava10, entonces dado
x0 ∈ C y dados

x, y ∈ Γx0 = {z ∈ C | f(x0) ≤ f(x)}
se tiene que

f(λx + (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ λf(x0) + (1− λ)f(x0) = f(x0),

raźon por la cualΓx0 es un conjunto convexo. En otras palabras, la cóncavidad de la funciónf implica
la convexidad de las llamadassecciones inferiores(Γx0) asociadas af .

Teorema 2.4 Teorema de Separacíon de Hahn - Banach.
SeanC1 y C2 ⊆ IR` dos convexos talesintC1 6= ∅ y adeḿasintC1 ∩ C2 = ∅. Existe entonces un

vectorp ∈ IR`, p 6= 0, tal que para todoc1 ∈ C1, c2 ∈ C2,

p · c1 ≤ 0, p · c2 ≥ 0,

de lo cual se tiene que

p · c1 ≤ p · c2, ∀c1 ∈ C1, c2 ∈ C2.

La idea detŕas del teorema es muy simple, tal como se ilustra en la siguiente figura

10Recordemos quef : C → IR es ćoncava si para todox, y ∈ C y para todoλ ∈ [0, 1] se cumple quef(λx+(1−λ)y) ≥
λf(x) + (1− λ)f(y).
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Dados dos convexos cerrados como en la figura (la intersección de uno con el interior del otro es
vaćıa, de hecho, la intersección de ambos es vacı́a), cada uno de ellos está enuno de los ladosdel
hiperplano generado por el vectorp 6= 0. En la figura,C1 est́a la derecha (por arriba) del hiperplano
(recta en la figura), mientras queC2 est́a a la izquierda (por abajo) del hiperplano. En este caso se dice
quep separalos conjuntos convexos.

Como caso particular de lo anterior, siC1 es un convexo con interior no vacı́o y c0 es cualquier
punto que no está en el interior deC1, se puede aplicar el Teorema de Hahn - Banach a los conjuntos
C1 y C2 = {c0}, con lo cual existiŕa un vectorp 6= 0 tal que para todoc1 ∈ C1

p · c0 ≤ p · c1.

Teorema 2.5 Supongamos que las funciones de utilidad son continuas, crecientes por componentes y
estrictamente ćoncavas. Supongamos además que para cadai ∈ I, ωi ∈ IR`

++. Entonces, si(x∗i ) es un
óptimo de Pareto tal quex∗i ∈ IR`

++. Existe entonces un preciop∗ ∈ ∆ tal quex∗i es una asignación de
equilibrio a dicho precio.

Prueba.Dadox∗i , definamos

Γi = {x ∈ IR`
+ | ui(x∗i ) < ui(x)}, Γ =

∑

i∈I

Γi.

Por estricta concavidad (en rigor, sólo por concavidad) deui se tiene queΓi es un conjunto convexo
y luegoΓ tambíen lo es. Veamos queω /∈ Γ. En caso contrario, tendı́amos que existex′i ∈ Γi (es
decir,ui(x∗i ) < ui(x′i)) tal queω =

∑
i∈I x′i, lo que contradice la Paretianidad de(x∗i ). Por lo tanto,

considerando queC1 = {ω} y C2 = Γ son convexos tales queC1∩C2 = ∅, aplica entonces el Teorema
de Separación de Hahn - Banach, por lo cual existep∗ ∈ IR` tal quep∗ · ω ≤ p∗ ·∑i∈I xi, para todo
xi ∈ Γi. Dado ahoraek el k-vector de la base canónica deIR`, es claro que para cadai = 1, 2, . . . , m,
ui(x∗i + ek

m ) > ui(x∗i ) (monotońıa estricta de las preferencias). Por lo tanto, para cadak = 1, 2, . . . , `

∑

i∈I

[
x∗i +

ek

m

]
= ω + ek ∈ Γ

por lo que
p∗ · ω ≤ p∗ · (ω + ek) ⇒ p∗ · ek = p∗k ≥ 0,
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es decir, quep∗ ∈ IR`
+. Ahora, por Hahn-Banch sabemos quep∗ 6= 0IR` , lo que finalmente implica que

p∗ puede ser asumido en el Simplex.

Dado i0 ∈ I, supongamos que existex′i0 tal que(a) ui0(x
′
i0

) > ui0(x
∗
i0

), con (b) p∗ · x′i0 ≤
p∗ · x∗i0 . A partir de(a), veamos entonces que existeε > 0 tal queui0(x

′
i0
− εe) > ui0(x

∗
i0

), con
e = (1, 1, . . . , 1) ∈ IR`. En caso contrario, para todoε > 0 se tendŕıa queui0(x

′
i0
− εe) ≤ ui0(x

∗
i0

).
Considerando entoncesε → 0, de la continuidad deui0 se tiene queui0(x

′
i0

) ≤ ui0(x
∗
i0

), lo que, por
hipótesis, no es posible. De esta manera, para algún ε > 0 se tiene quēxi0 = x′i0 − εe ∈ Γi0 . Para
i 6= i0 definamos entonces̄xi como

x̄i = x∗i +
εe

2(m− 1)
.

Dada la monotońıa deui para cadai ∈ I, es claro quēxk ∈ Γk. Por lo tanto,

p∗ ·
∑

i∈I

x̄i = p∗ · x′i0 +
∑

i6=i0

p∗ · x∗i −
ε

2
≥ p∗ · ω

Perop∗ · x′i0 ≤ p∗ · x∗i0 . Por lo tanto,

p∗ ·
∑

i∈I

x∗i −
ε

2
≥ p∗ · x′i0 +

∑

i6=i0

p∗ · x∗i −
ε

2
≥ p∗ · ω

es decir,
p∗ · ω − ε

2
≥ p∗ · ω,

lo que obviamente es una contradicción. En consecuencia, no puede existir ningún elementox′i tal que
p∗ ·x′i ≤ p∗ ·x∗i , conui(x′i) > ui(x∗i ). Esto equivale a decir quex∗i es el ḿaximo de la funcíon de utilidad
sobre todos los elementosx tales quep∗ ·x ≤ p∗ ·x∗i , es decir, en el conjunto presupuestarioB(p∗, x∗i ).
En otras palabras,(x∗i ) es una asignación de equilibrio al preciop∗ cuando las dotaciones iniciales
son precisamente losx∗i , que obviamente conforman una reasignación de las dotaciones iniciales de la
econoḿıa. ¤

Ejemplo 2.5 Determinación de losóptimos de Pareto de una econoḿıa
Para un modelo de intercambio de2×2 es posible identificar lośoptimos de Pareto de la economı́a.

Por definicíon, en la caja de Edgeworth de2×2 el conjunto de lośoptimos de Pareto conforman lo que
se denominacurva de contrato.

Determinar losóptimos de Pareto (y por ende la curva de contrato) en una economı́a de dos por
dos es relativamente simple. La idea es como sigue. Dadas las funciones de utilidadu1 y u2, podemos
concebir entonces unafunción de utilidad de la sociedadsimplemente como la suma ponderada de
las funciones de utilidad de los individuos, es decir, de la forma

u1 + λu2

conλ > 0 alguna constante (que en principio podrı́a ser uno). Dado esto, consideremos el siguiente
problema de optimización:





máx u1(x11, x12) + λu2(x21, x22)
s.a x11 + x21 = ω11 + ω21

x12 + x22 = ω12 + ω22.
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Supongamos que resolvemos este problema de optimización, siendo las solucionesx∗11, x
∗12, x∗21 y

x∗22. En primer lugar, estas asignaciones de consumoson factibles, ya que cumplen con la restricción
del problema

x∗11 + x∗21 = ω11 + ω21

x∗12 + x∗22 = ω12 + ω22.

En segundo lugar, veamos que esta asignación anterior es uńoptimo de Pareto. En efecto, si ex-
istiese otra asignación factible, digamosx′11, x

′
12, x

′
21, x

′
22, tal que mejora estrictamente a un individuo

(digamos al uno) manteniendo al otro igual o mejor de lo que estaba originalmente (al tipo dos), es de-
cir, u1(x′11, x

′
12) > u1(x∗11, x

∗
12) (mejora estrictamente al uno) yu2(x′21, x

′
22) > u2(x∗21, x

∗
22) (mejora

o mantiene igual al tipo dos), entonces se tendrı́a que

u1(x′11, x
′
12) + λu2(x′21, x

′
22) > u1(x∗11, x

∗
12) + λu2(x∗21, x

∗
22)

lo que es una contradicción con el hecho quex∗11, x
∗
12, x∗21 y x∗22 maximizaba la función u1 + λu2 en

el conjunto de las asignaciones factibles. Por lo tanto hemos probado que losóptimos de Pareto de la
econoḿıa provienen de resolver el problema de optimización





máx u1(x11, x12) + λu2(x21, x22)
s.a x11 + x21 = ω11 + ω21

x12 + x22 = ω12 + ω22,

dondeλ > 0 es un paŕametro arbitrario.

Desarrollemos entonces las condiciones de optimalidad del problema. Para ello, notemos que al
definir ω1 = ω11 + ω21 y ω2 = ω12 + ω22: dotaciones totales de bienes uno y dos, y haciendo el
reemplazox21 = ω1 − x11 y x22 = ω2 − x12, el problema de optimización anterior corresponde a

máx
x11,x12

u1(x11, x12) + λu2(ω1 − x11, ω2 − x12).

Aśı, derivando c.r a las variables, se tiene que

∂u1(x11, x12)
∂x11

+ λ
∂u2(ω1 − x11, ω2 − x12)

∂x11
= 0 ⇔

∂u1(x11, x12)
∂x11

+ λ
∂u2(ω1 − x11, ω2 − x12)

∂x21
· (−1) = 0

lo que corresponde a decir que (deshacer el reemplazo)

∂u1(x11, x12)
∂x11

= λ
∂u2(x21, x22)

∂x21
.

Análogamente para la segunda variable, se tiene

∂u1(x11, x12)
∂x12

= λ
∂u2(x21, x22)

∂x22
,

por lo que, finalmente, en elóptimo de Pareto ocurre
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∇x11,x12u1(x∗11, x
∗
12) = λ∇x21,x22u2(x∗21, x

∗
22),

es decir,los gradientes de las funciones de utilidad son proporcionales(es decir, linealmente depen-
dientes!), lo que es equivalente a decir quelas curvas de indiferencia son tangentes en lośoptimos
de Pareto. Precisamente esta propiedad es la que caracteriza la curva de contrato:son todos aquellos
puntos de la caja de Edgeworth donde las curvas de indiferencia son tangentes. La siguiente figura
ilustra lo anterior

Indif
1

Indif
2

Pareto

Curva de
Contrato

A

B

| |

_

_

w1

w
2

_

_

Para ilustrar lo anterior, supongamos que las funciones de utilidad de dos individuos sonu1(x, y) =
xy y u2(x, y) = x2y. Las dotaciones iniciales serán ω1 = (3

2 , 1
2) y ω2 = (3

2 , 3
2). Luego, las dotación

total esω = (3, 2).
Para encontrar el (los)́optimos de pareto, debemos encontrar todos aquellos puntos de la caja de

Edgeworth donde el gradiente de las utilidades es l.d. Para efectos del cálculo, note que las variables
deben ser expresadas en el mismo sistema coordenado. Ası́, si (x, y) denota una canasta para el indi-
viduo1 entonces,(3− x, 2− y) denota aquella correspondiente para el individuo2. Luego, uńoptimo
de Pareto ha de satisfacer la siguiente condición:

∇ui(x, y) = λ∇u2(3− x, 2− y)

es decir11,

(y, x) = −λ(2(3− x)(2− y), (3− x)2)

de lo cual se tiene que

y

x
=

2(2− y)
3− x

es decir,

y =
4x

x + 3
, 0 ≤ x ≤ 3.

11Calcular las derivadas parciales deu1 y u2 c.r a sus variables y evaluar en el punto indicado anteriormente, es decir,(x, y)
para1 y (3− x, 2− y) para2.
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Luego, por ejemplo,x∗1 = (2, 4·2
2+3) = (2, 8

5) y x∗2 = (3 − 2, 2 − 8
5) = (1, 2

5) es unóptimo de
Pareto para la econoḿıa. Note que, respecto del sistema coordenado del primer individuo, la curva de
contrato es

y =
4x

x + 3
, 0 ≤ x ≤ 3.

Ejemplo 2.6 Considere una economı́a de intercambio con dos bienes y dos consumidores. Las dota-
ciones iniciales sonω1 = (10, 2) para el individuo uno yω2 = (2, 10) para el individuo dos. Las
funciones de utilidad de ambos son idénticas, dadas poru(x1, x2) = xα

1 x1−α
2 , con0 < α < 1. Dado

esto, es f́acil ver que el precio de equilibrio en esta economı́a es

(1, p∗) ∈ <2 | p∗ =
1− α

α
,

y que las respectivasasignaciones de equilibrioson

Individuo uno : x∗11 = x∗12 = α10 + (1− α)2

Individuo dos : x∗21 = x∗22 = α2 + (1− α)10.

De hecho, en este caso es claro que al precio de equilibriop∗ como antes, el “ingreso”de los
individuos uno y dos es

I∗1 = 10 +
1− α

α
· 2 I∗2 = 2 +

1− α

α
· 10

respectivamente. Ası́, por ejemplo, el individuo uno “es ḿas rico”que el dos siempre y cuando

10 +
1− α

α
· 2 > 2 +

1− α

α
· 10 ⇒ 8 >

(
1− α

α

)
8 ⇒ 1− α

α
< 1

lo que se tiene siα < 1/2. Supongamos entonces que el individuo uno es más rico que el individuo dos,
pero que esta situación no es deseable. Ası́, nos hemos convencido que se requiere una intervención en
el mercado de modo que la desigualdad de ingresos sea reducida. De hecho, supongamos que se desea
intervenir la econoḿıa de modo que la razón de ingresos sea igual a un valor prefijadoρ > 0 (por
ejemplo, igualitario siρ = 1). Para implementar esto, sabemos ex ante que la solución necesariamente
seŕa unóptimo de Pareto, es decir, un punto de la curva de contrato. Identifiquemos entonces el punto en
cuestíon. Para encontrar la curva de contrato, se debe resolver el siguiente problema de optimización
(λ > 0 arbitrario):

máx xα
11x

1−α
21 + λxα

21x
1−α
22 s.a x11 + x21 = 12, x12 + x22 = 12,

lo que deriva en

máx
x11,x12

xα
11x

1−α
21 + λ[12− x11]

α[12− x12]
1−α.

Derivando e igualando a cero se tiene que (llamemosx = x11, y = x12)

c.r a x αxα−1y1−α + λ[α · (−1) · [12− x]α−1[12− y1−α] = 0

c.r a y (1− α)xαy−α + λ[(1− α) · (−1) · [12− x]α[12− y−α] = 0
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con lo cual,

αxα−1y1−α

(1− α)xαy−α
=

λ[α · [12− x]α−1[12− y1−α]
λ[(1− α) · [12− x]α[12− y−α]

lo que finalmente implica que

y

x
=

12− y

12− x
⇒ 12y − xy = 12x− xy ⇒ x = y.

Por lo tanto, la curva de contrato son todos aquellos puntos de la caja de Edgeworth que cumplen
con lo anterior, es decir, la diagonal de la caja. Para determinar el precio que descentraliza unóptimo
de Pareto cualquiera, recordemos que la condición que cumple cualquier punto de la curva de contrato
es que las curvas de indiferencia son tangentes entre sı́ en dicho punto, raźon por la cual la recta pre-
supuestaria que pase por dichoóptimo de Pareto es tangente a la curva de indiferencia. Esto equivale
a decir que el gradiente de la función de utilidad debe ser paralelo al vector ortogonal de la recta
presupuestaria, es decir, queel gradiente de la funcíon de utilidad de cada individuo en el punto
óptimo de Pareto es paralelo al precio que descentraliza. Por lo tanto, normalizando el gradiente
de la funcíon de utilidad de modo que la primera componente sea uno, se tiene que la segunda compo-
nente del precio que descentraliza es simplemente el cociente de las derivadas parciales de la función
de utilidad en eĺoptimo de Pareto, es decir, la relación marginal de sustitución en dicho punto. En el
ejemplo, la funcíon de utilidad del individuo uno esu1(x, y) = xαy1−α, por lo que gradiente es

∇u1(x, y) = (αxα−1y1−α, (1− α)xαy−α)t ∈ IR2,

con lo que el vector gradiente normalizado es12

(
1,

1− α

α

y

x

)t

∈ IR2.

Para terminar, el valor anterior debe ser evaluado en elóptimo de Pareto que deseamos descen-
tralizar. En este caso, lośoptimos de Pareto son tal quex = y, razón por la cual el precio que descen-
traliza es

p̄ =
(

1,
1− α

α

)t

∈ IR2,

que en este ejemplono depende del Pareto considerado:el precio que descentraliza todos losóptimos
de Pareto es el mismo, que de hecho es el precio de equilibrio. Para terminar entonces con la pregunta,
todo el asunto está en encontrar uńoptimo de Pareto tal que la razón de ingresos entre el individuo
uno y dos seaρ, es decir, buscamos el punto de la forma(x̄, x̄) (todos losóptimos de Pareto están en la
diagonal!) tal quep̄ · (x̄, x̄) (ingreso del individuo uno) dividido por̄p · (12 − x̄, 12 − x̄) (ingreso del
individuo dos)13 sea igual aρ, es decir,

x̄ + 1−α
α x̄

(12− x̄) + 1−α
α (12− x̄)

=
x̄

12− x̄
= ρ ⇒ x̄ =

12ρ
1 + ρ

.

En resumen, para cumplir con el objetivo de equidad indicado, se debe entonces alcanzar elóptimo
de Pareto

12Debemos hacer aparecer un uno en la primera componente, lo que se logra dividiendo por la derivada parcial c.r ax.
13Recordar que si el individuo uno tienēx del bien uno, el tipo dos tiene12− x̄; ańalogo con bien dos.
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x̄1 =
(

12ρ

1 + ρ
,

12ρ

1 + ρ

)
, x̄2 =

(
12− 12ρ

1 + ρ
, 12− 12ρ

1 + ρ

)
,

el que es descentralizado por el precio de equilibriop∗ ya encontrado. Ahora, para “implementar.el

Pareto anterior, la idea es determinar una transferencia de tal forma que las dotaciones finales yazcan
en la recta presupuestaria definida por el preciop∗ y que pasa por el Pareto anterior. La ecuación de
esta recta es

x +
1− α

α
y =

12ρ

1 + ρ
+

1− α

α

12ρ
1 + ρ

=
12ρ

α(1 + ρ)
.

Por lo tanto, si la transferencia del individuo uno esT1 = (T11, T12), la dotacíon de bienes del
individuo uno ex post la transferencia es10− T11 del bien uno y2− T12 del bien dos. Luego, para que
la dotacíon final est́e en la recta presupuestaria anterior se debe cumplir que

10− T11 +
1− α

α
(2− T12) =

12ρ

1 + ρ
+

1− α

α

12ρ

1 + ρ
.

Por ejemplo, siT ∗12 = 1 queda entonces que

10− T11 +
1− α

α
=

12ρ

α(1 + ρ)
T ∗11 = 10 +

1− α

α
− 12ρ

α(1 + ρ)

Con esto, y a modo de resumen, una forma de para lograr el objetivo de redistribución de ingreso
solicitado, consiste en que al individuo uno le quitemosT ∗11 del bien uno yT ∗12 = 1 del bien dos, y
que esto sea entregado al individuo dos. Note finalmente que existen muchas opciones de hacer los
traspasos con el fin de cumplir con el objetivo social indicado. ¤

2.7. El núcleo de la econoḿıa

En lo que sigue vamos a definir el concepto denúcleode una econoḿıa. Para ello, se requieren de
algunos conceptos previos que pasamos a definir.

Definición 2.6 Dado I = {1, 2, ..., m} una coalición de individuos seŕa simplemente un conjunto
S ⊆ I.

Definición 2.7 Dada una distribución factible(xi)i∈I ∈ F , diremos que una coalición S ⊆ I mejora
dicha distribuci ón siempre y cuando exista otra distribución factible(yi)i∈I ∈ F tal que

(a)
∑
i∈S

yi =
∑
i∈S

ωi

(b) ui(xi) < ui(yi), ∀i ∈ S.

En palabras, una coalición mejora una determinada asignación si es posible encontrar otra asignación
de recursos de tal forma que todos los miembros de dicho grupo están mejores con esta nueva asignación
de recursos.

Definición 2.8 Diremos que una distribución factible(x∗i )i∈I ∈ F est́a en elnúcleo de la econoḿıa
siempre y cuandono existe ninguna coalicíon que la mejore. El núcleo de la econoḿıa seŕa denotado
porC.
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En palabras, una asignación est́a en el ńucleo si no existe ninguna otra asignación de recursos que
mejore estrictamente a todos los miembros de algún sub-grupo de individuos.

Proposición 2.9 Toda distribucíon en el ńucleo es Pareto optimal e individualmente racional.

Prueba.Sea(x∗i )i∈I ∈ C. Veamos que es individualmente racional. En efecto, si fuera que para algún
k ∈ I, x∗k ≺k ωk, entonces la coalición definida porS = {k} mejora estŕıctamente la distribución
original.

Veamos que es Pareto. Si no lo fuera, entonces existirá una distribucíon factible(x′i)i∈I tal que
ui(x∗i ) ≤ ui(x′i), ∀i ∈ I, conui0(x

∗
i0

) < ui0(x
′
i0

). Luego, la coalicíonS = {i0}mejora la distribucíon
inicial, lo que no es posible pues se encuentra en el núcleo. ¤

Proposición 2.10 Toda distribucíon de equilibrio est́a en el ńucleo de la econoḿıa.

Prueba. Seap∗ ∈ int∆ un precio de equilibrio y seax∗i , i ∈ I, la correspondiente distribución de
equilibrio. Supongamos entonces que dicha distribución no est́a enC. Sabemos entonces que existe una
coaliciónS ⊆ I, S 6= ∅, y una distribucíon factible que la mejora. Sea entonces(yi), i ∈ I, tal que

a.-
∑
i∈S

yi =
∑
i∈S

ωi

b.- ui(x∗i ) < ui(yi), ∀i ∈ S.

De la condicíon [b.-], se tiene quep∗ · ωi < p∗ · yi, ∀i ∈ S, pues en caso contrario se tendrı́a que
yi ∈ Bi(p∗, ωi) y con elloui(yi) ≤ ui(x∗i ), i ∈ S. Luego, utilizando la condición [a.-], al multiplicar
porp∗ se tiene que

p∗ ·
∑

i∈S

yi = p∗ ·
∑

i∈S

ωi

lo cual no puede ser pues ya sabı́amos quep∗ ·ωi < p∗ · yi, i ∈ S y con ellop∗ · ∑
i∈S

yi < p∗ · ∑
i∈S

ωi. ¤

De las Proposiciones2.9y 2.10se tiene directamente el siguiente resultado.

Proposición 2.11 Todo distribucíon de equilibrio es individualmente racional yóptimo de Pareto.

Prueba. Inmediata.

Ejemplo 2.1 El núcleo y la caja de Edgeworth
En lo que sigue vamos a ilustrar el nćleo de una econoḿıa utilizando la caja de Edgeworth. Para

ello, en primer lugar notemos que toda distribución que est́a en el ńucleo es Paretóoptima, luego ha de
estar en la curva de contrato.

Por otro lado, el conjunto de puntos que son estrı́ctamente preferidos a las dotaciones iniciales del
individuo i = 1, 2 est́an por sobre la curva de indiferencia que pasa por la dotación inicial del individuo
i = 1, 2. En consecuencia, la región que es encerrada por las dos curvas de indiferencia que pasan por la
dotacíon inicial define todos aquellos puntos que son estrı́ctamente preferidos a las dotaciones iniciales
para ambos individuos. La siguiente figura ilustra la idea:
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Por lo tanto, ya que los puntos del núcleo sonóptimos de Pareto e individualmente racionales, se
tiene que el ńucleo de la econoḿıa corresponde a aquellos puntos de la curva de contrato que están en
la regíon antes descrita. La siguiente figura ilustra entonces los puntos del núcleo.
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Curva de contrato

Núcleo

Ejemplo 2.2 Siguiendo con el Ejemplo??, dadasu1(x, y) = xy y u2(x, y) = x2y, y dotaciones
inicialesω1 = (3

2 , 1
2) y ω2 = (3

2 , 3
2), la curva de contrato está dada por la relación

y =
4x

x + 3
, 0 ≤ x ≤ 3.

Calculemos ahora el núcleo. Para ello debemos calcular las curvas de indiferencia que pasan por los
puntos de dotación inicial dados anteriormente. Para el primer individuo, dicha curva está definida por
todos aquellos puntos de la caja de Edgeworth tal que

x · y =
3
2
· 1
2

=
3
4
.

Luego,

y =
3
4x

.
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Con esto, la curva de indiferencia corta a la curva de contrato en el punto donde se satisfacen las
ecuaciones:

y =
4x

x + 3
y =

3
4x

⇔ 16x2 − 3x− 9 = 0

cuyas soluciones son

x =
3±√9 + 576

2 · 16
=

3±√585
32

.

Puesto que0 ≤ x ≤ 3, la solucíon que nos sirve es la positiva, es decir,

xa =
3 +

√
585

32
.

En forma ańaloga para el segundo individuo, la curva de indiferencia (expresada en coordenadas
del primer individuo) corresponde al conjunto de puntos que cumple con

(3− x)2 · (2− y) =
(

3− 3
2

)2

· (2− 1
2

=
27
8

de lo cual se tiene que la intersección con la curva de contrato está dada por aquel punto que resuelve
la siguiente ecuación14

(3− x)2 · (2− 4x

x + 3
) =

27
8

.

Queda propuesto continuar con el problema e ilustrar geométricamente la situación.

3. Econoḿıa con produccíon

Definición 3.1 Se entenderá porproducción cualquier proceso destinada a transformar ciertos bienes
en otros diferentes de los originales.

En tal sentido, cuando se habla debienes diferentesno śolo se hace referencia a cuestiones fı́sicas
que muestren un cambio evidente de las cualidades de los originales a los finales, sino que también
se considera el hecho que los bienes tienen asociadascaracteŕısticas espaciales y temporalesque los
pueden diferenciar. A modo de ejemplo, una naranja colocada en Santiago, el 13 de febrero de 1999, a
las 13:45 hrs., es un bien distinto de lamismanaranja15 colocado en Arica, el 14 de febrero a las 12:00.

A partir de lo anterior, se infiere quedado un proceso productivo,existen dos tipos de bienesque
lo conforman: aquellos que serán transformados y aquellos que resultan de la transformación. Los
primeros seŕan llamadosmaterias primas, inputs o factoresdel proceso productivo, mientras que los
segundos serán losproductos o bienes finales. Para la producción de jugo de naranja, algunos de los
factores podŕıan ser las naranjas, el agua, el edulcorante, el colorante, la mano de obra involucrada,
etc; mientras que el producto final de esta etapa es el jugo de naranja. Siguiendo con este ejemplo, el
mismo jugo de naranja podrı́a perfectamente ser un factor para otro proceso productivo, por ejemplo,
una pastelerı́a que lo ocupe para fabricar queques de naranja.

En el modelo ecońomico, las unidades básicas que llevan a cabo los procesos productivos son las
firmas o empresas. Estas son las unidades mı́nimas que desempeñan tal labor, mientras que una agru-
pacíon de ellas que producen unbien id́enticose denominará industria del bien considerado.

14Recordar quey = 4x
x+3

.
15Es decir, del mismo bien desde el punto de vista de sus propiedades fı́sicas.

34



Doctorado en Investigación de Operaciones Universidad de Chile

Es necesario destacar que una firma, dados ciertos factores de producción, puede elaborar simultánea-
mente varios productos. En este caso general hablaremos de una firmamultiproductomientras que,
cuando la firma produce un sólo bien, se diŕa que esmonoproducto.

Como veremos pronto, cada firma está caracterizadapor lo que llamaremos sutecnoloǵıa de pro-
duccíon. Esta simplemente define la manera que dicha empresa tiene para combinar los factores con el
fin de elaborar su producto final. En todo lo que sigue, salvo que se diga expresamente, asumiremos que
para una determinada firma, dichatecnoloǵıa es dadaa priori.

En lo que sigue, supondremos que hayn ∈ IN firmas en el mercado, las cuales serán indexadas por
j ∈ J ≡ {1, 2, ..., n}.

Definición 3.2 Los bienes que la firma oferece en el mercado serán denominadosproductos (output)
de la firma, mientras que aquellos que son utilizados para la elaboración de los productos serán llama-
dosfactores (input) de la firma. Unplan de produccíon de una firmaj ∈ J seŕa un vectoryj ∈ IR`

cuyas componentes serán los factores y los productos que se pueden obtener de los mismos.

Es obvio que los planes de producción de una firma dependen de cada una en particular, esto ya sea
por el tipo de producto y factor que se utilice en el proceso mismo, como por la factibilidad técnica de
obtener dichos productos a partir de los factores correspondientes. Note que, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que cada plan de producción debe estar enIR`, pues, por ejemplo, si para una firma
j ∈ J hay bienes que no son factores de ningún producto de la firma, entonces podemos asumir que
en su proceso ocupa cero cantidad del mismo. Por otro lado, si para dicha firma hay un bien que no es
parte de su oferta, entonces podemos asumir que lo produce en cantidad cero. Note finalmente que los
factores y productos de una firma pueden ser completamente diferentes aquellos de otra firma.

Definición 3.3 El conjunto de producción de una firma cualquiera se define como el conjunto de todos
los planes de producción de la misma. Para una firmaj ∈ J seŕa denotado porYj ⊆ IR`.

Por conveniencia y simplicidad de lo que sigue, de ahora en adelante dado un plan de producción
de una firmaj ∈ J , quedaŕan claramente identificados los bienes que serán factores y los bienes que
seŕan productos. Dado un plan de producción de una firmaj ∈ J , digamosyj ∈ Yj , asumiremos que las
primeras componentes del vector corresponderán a los factores de producción, cuyas cantidades serán
negativas, mientras que las componentes finales del mismo serán los productos, que de ser bienes en la
econoḿıa seŕan expresados por cantidades positivas16. De esta manera, dadoyj ∈ Yj se tiene que

yjk =

{
> 0 si bien k ∈ L es un producto
< 0 si bien bien k ∈ L es un factor.

Nota 3.1 Se insiste en que si un productok ∈ L es un mal, puede tener valor negativo, lo que no
significa que sea un factor. De hecho, para evitar cualquier confusión con esto, para cada firmaj ∈ J
podemos asumir (y definir) a priori qué bienes seŕan productos y cuales ser ’an factores. Para ello,
bastaŕıa definir un conjuntoFj ⊆ L,Fj 6= ∅, deı́ndices que correspondan a los factores de la firma y
otro conjuntoPj ⊆ L,Pj 6= ∅, que denota los productos de la firma (bienes o males). No procederemos
de esta forma, asumiendo que en el contexto siempre es claro el rol de cada bien dentro del proceso
productivo.

16Si los productos corresponden amalesde la econoḿıa, asumiremos que tienen valor negativo, lo que no significa que
sean factores. Esta diferencia siempre será clara en el contexto en que trabajemos.
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Ejemplo 3.1 Ilustremos los conceptos anteriores para una firma que ocupa un factor y produce un
producto. Por convención, asumiremos que la primera componente denota la cantidad del factor (eje
X) mientras que la segunda aquella cantidad de producto que se puede elaborar con la cantidad de
factor correspondiente.

y
1

y
2

a

b

c

Y

La figura nos dice que dada una cantidad de factory1 < 0, es posible produciry2 cantidad de
producto, pero tambiénb y c, siendo en eĺultimo caso una producción de males económicos. La figura
nos dice adeḿas que con la cantidad de factory1 no es posible producira > 0 cantidad del producto.

Definición 3.4 Diversos tipos de conjuntos de producción.
Diremos que un conjunto de producciónYj ⊆ IR`

a.- esconvexosi es convexo, es decir, si para todoyj , y′j ∈ Yj y para todoλ ∈ [0, 1] se tiene que

λyj + (1− λ)y′j ∈ Yj .

b.- escerrado si es cerrado, es decir, si para toda sucesión de elementosyn
j ∈ Yj tal queyn

j → yj

se tiene queyj ∈ Yj .

c.- cumple laposibilidad de inaccíon si 0IR` ∈ Yj (es decir, hacer nada es un plan factible).

d.- satisface la condición deimposibilidad de producción libre si

Yj ∩ IR`
+ ⊆ {0}.

e.- cumple la propiedad delibre eliminaci ón si

Yj − IR`
+ ⊆ Yj .

Ejemplo 3.2 La cerradura, la convexidad y la posibilidad de inacción de un conjunto de producción,
son directas de interpretar y ver geométricamente. La imposibilidad de producción libre nos dice un
plan de produccíon que śolo tenga componentes positivas no es factible de ser elaborado (por eso la
interseccíon es vaćıa), es decir, para producir algo positivo se necesitan factores: nada sale de la nada.
La libre disposicíon nos dice que si tenemos un plan de producción factible, entonces al ocupar más
factores (es decir, aumentar las componentes negativas) sigue siendo posible producir lo mismo que
ya se elaboraba con los factores originales. En otras palabras, dado un plan de producción yj ∈ Yj ,
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entonces al sumar un vector de componentes negativas el resultado sigue siendo factible. La siguiente
figura ilustra los conceptos anteriores:
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En la figura, el conjuntoY1 es cerrado, convexo, satisface la imposibilidad de producción libre, la
posibilidad de inaccíon y la hiṕotesis de libre disposición (desde cualquier punto deY1, al dibujar el
cuadrante negativo el conjunto resultante sigue estando enY1). El conjuntoY2 no cumple la imposibil-
idad de produccíon libre, pues, por ejemplo, el punto del eje vertical donde ocurre la inflexión es uno
donde hay cero factor pero producto positivo.

Definición 3.5 Retornos de escala
Diremos que un conjunto de producción Yj ⊆ IR` presenta rendimientos crecientes de escala si

para cualquier plan de producción yj ∈ Yj se tiene quetyj ∈ Yj , para todot > 1. Diremos adeḿas
que dicho conjunto presenta rendimientos decrecientes de escala si para cualquier plan de producción
yj ∈ Yj se tiene quetyj ∈ Yj , para todo0 < t < 1. Finalmente, se dice que el conjunto de producción
presenta rendimientos constantes de escala si tiene rendimientos crecientes y decrecientes a la vez.

Proposición 3.1 Un conjunto de producción Yj ⊆ IR` convexo tal que0 ∈ Yj presenta rendimientos
decrecientes de escala.

Prueba.Ejercicio.

Ejemplo 3.3 La siguiente figura ilustra los diversos tipos de rendimientos de escala.
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Y1 tiene rendimientos decrecientes,Y2 crecientes mientras queY3 constantes. Se deja propuesto
probar lo anterior.

3.1. Problema de la firma

Definición 3.6 Para una firmaj ∈ J , dado un plan de producción yj ∈ Yj y dado un preciop ∈ IR`,
el beneficio que la firma logra con dicho plan corresponde a
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p · yj .

Nota 3.2 Note que,

p · yj =
∑̀

k=1

pkyjk =
∑

k∈Fj

pkyjk +
∑

k∈Pj

pkyjk

donde se cumple que para cadak ∈ Fj , yjk ≤ 0 mientras queyjk ≥ 0 sik ∈ Pj . Luego,
∑

k∈Fj

pkyjk ≤ 0

corresponde a loscostosde los factores empleados, mientras que
∑

k∈Pj

pkyjk ≥ 0 nos entrega elingreso

por la venta de los bienes correspondientes. De esta manera, dada nuestra convención de signos, el
producto interno del precio con el plan de producción nos entrega, en definitiva, elbeneficiode la
firma dado el plan de producciónyj y el preciop ∈ IR`.

Ejemplo 3.4 Ilustremos geoḿetricamente el beneficio de una firma dado un precio y dado un plan
de produccíon cualquiera. Para ello, supongamos dado el conjunto de producción, digamosY , y sea
y ∈ Y . Dado el preciop ∈ IR`, dibujemos la recta ortogonal al precio, recta que haremos pasar por el
origen tal como muestra la siguiente figura:

p

Es claro que un vectorx ∈ IR2 est́a en la recta anterior siempre y cuandop ·x = 0 (la recta es, por
definicíon, el conjunto de todos los valores ortogonales ap ∈ IR`). Supongamos ahora que la recta es
trasladada de tal forma que la obligamos a pasar por un puntoy0 dado a priori, tal como se muestra
en la siguiente figura:

p

p

y
0

d
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Entonces, debido a esta traslación la recta queda a una distanciad del origen. Dado todo lo an-
terior, notemos que la distanciad es simplemente la norma de la proyección del origen sobre la recta.
Denotemos porv el vector ortogonal desde el origen a la recta. Luego, se cumple quev = λp (v es
paralelo conp) y adeḿas, por la ortogonalidad dep a la recta, se cumple que

p · (y0 − v) = 0,

por lo quep · (y0 − λp) = 0, es decir,

λ =
p · y0

‖p‖2
⇒ v =

p · y0

‖p‖2
p =

(
p

‖p‖ · y0

)
p

‖p‖ = (p̂ · y0)p̂ ⇒ d = ‖v‖ = |p̂ · y0|,

conp̂ = p
‖p‖ . Es decir, el valor del producto punto entrep̂ cony0 corresponde a la distancia que hay de

la recta que definep trasladada hastay0 con el origen.

Aplicando lo anterior a conjuntos de producción, el beneficio que la firma obtiene con un plan de
produccíony ∈ Y dadop ∈ IR`, se ilustra en la siguiente figura:

Y

yy'

y''

p

p

p

B''

Para el plan de produccióny
′′ ∈ Y , el beneficio que obtendrı́a la firma, dado el preciop ∈ IR`, es

B
′′

de la figura.

En todo lo que sigue vamos a asumir que el objetivo económico de cada firma es la maximización
del beneficio ecońomico.

Definición 3.7 El problema de la firma
Dado un preciop ∈ IR`+, el problema de una firma será el siguiente





máx
yj

p · yj

yj ∈ Yj .

En otras palabras, dado el preciop ∈ IR`, asumiremos que cada firma busca dentro de los planes de
produccíon factibles aquel que maximice su beneficio. Note que este es un problema de optimización
con una funcíon objetivo lineal (p · y) y restricciones dadas por el conjunto de producción, las que a
priori podŕıan tener cualquier forma. De hecho, debido a que el conjunto de producción no tiene por que
ser compacto, a priori no tenemos garantı́a que la oferta de una firma exista. Ahora bien, aun cuando
existiese oferta, tampoco tenemos garantı́a que esta seáunica o multivarida.
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Definición 3.8 Dado un preciop ∈ IR`, si el problema de la firma tiene solución entonces dicha
solucíon se llama llamadaoferta de la firma. Si para un preciop ∈ IR` la solucíon esúnica, hablaremos
de función de ofertade la firma. Por el contrario, si hay ḿultiples soluciones entonces tendremos lo
que se denomina unacorrespondencia de ofertade la firma. Para una firmaj ∈ J , dadop ∈ ∆,
cuando tenga sentido denotaremos la oferta de la firma (función o correspondencia) comoyj(p). ¤

Proposición 3.2 Si existe la ofertayj(p) de la firma17, entonces para todoy∗j , y′j ∈ yj(p) se tiene que

p · y∗j = p · y′j .

Prueba. Seany∗j , y′j ∈ yj(p). Entonces, por definición se cumple quep · y∗j ≥ p · y′, y adeḿas
p·y′j ≥ p·y∗j . Luego, ambas cantidades son iguales. Esto es válido si la oferta es unı́voca o multivariada.
¤

Notemos entonces que si la oferta de la firma está bien definida, podemos entonces hablar de la
función de beneficiode la firma, la que simplemente es el valor de la función de beneficio en cualquier
punto de la oferta.

Definición 3.9 Dadop ∈ IR` y dada la funcíon (o correspondencia) de oferta de la firmaj ∈ J , la
función de beneficio de la misma se define como

πj(p) = p · y∗j
dondey∗j es un punto cualquiera de la oferta.

Sin ninǵun tipo de ambig̈uedad, por lo anterior podemos denotar la función de beneficios de la firma
como

πj(p) = p · yj(p).

Ejemplo 3.5 Ilustraci ón geoḿetrica de oferta y máximo beneficio
Dado un preciop ∈ IR`, la oferta de la firma seŕa un punto del conjunto de producción donde

la recta ortogonal al precio se encuentra lo más posible a la derecha. El valor del máximo beneficio
estaŕa dado por la distancia de dicha recta al origen. En la siguiente figura, dadop ∈ IR`, se ilustra la
oferta (que eśunica seǵun la figura) y el ḿaximo beneficio. Note que eny

′′
se tiene que el beneficio es

cero.

p

p

p

Y

y
y''

y'

Máximo beneficio

Oferta

17Sea esta una correspondencia o una función de los precios
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Ejemplo 3.6 Ejemplo de no existencia de oferta
Para el siguiente conjunto de producción, la oferta no está bien definida pues dadop convieneque

la recta ortogonal al precio se mueva lo más a la derecha posible, resultando en valores no acotados de
máximo beneficio.

Y p

Lo que en rigor falla para la existencia de la oferta es que el conjunto es no convexo, presentando,
como veremos, rendimientos crecientes de escala en la producción.

Ejemplo 3.7 Otro ejemplo de no existencia de oferta
Para el siguiente conjunto de producción, la oferta no está bien definida pues dadop, el problema

de optimizacíon no tienen solución dado que el candidato a oferta (que es cero en la figura) no es un
punto factible (es decir, no está en el conjunto de producción).

p

Y

El problema en el caso anterior es que el conjunto de producción no es cerrado.

Proposición 3.3 Si el conjunto de producción Yj es tal que la oferta existe parap ∈ IR`, entonces si
Yj es un conjunto cerrado con interior no vacı́o, dicha oferta necesariamente está en la frontera deYj .

Prueba. Seap ∈ IR` y supongamos que la oferta correspondientey∗ es tal quey∗ ∈ intYj . Existe
entoncesε > 0 tal queB(y∗, ε) ⊆ Yj . Si el precio tiene sus componentes mayores op iguales a cero,
sea entonces̄y = y∗ + ε

2
√

n
e, con e = (1, 1, . . . , 1). De esta definicíon, es claro quēy ∈ B(y∗, ε)

y adeḿas cumple con quep · ȳ > p · y∗, cuestíon que negarı́a el hecho quey∗ es la oferta al precio
p. Luego, necesariamente la oferta está en la frontera deYj . Ahora, si el precio es arbitrario, siempre
se podŕa escoger un̄y ∈ B(y∗, ε) tal que producto interno conp sea mayor que aquel cony∗, lo que
obviamente es una contradicción con el hecho quey∗ es la oferta. ¤
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Nota 3.3 En rigor, la proposicíon anterior es una consecuencia directa del hecho que al maximizar
(optimizar) una funcíon lineal sobre un convexo, la solución siempre es un punto extremal del mismo,
puntos que a su vez son frontera del conjunto.

Definición 3.10 DadoY ⊆ IR` un conjunto convexo con interior no vacı́o, diremos que esestricta-
mente convexosi para todo par de puntos en su frontera, digamosy1, y2 ∈ frY , se tiene que para
todoλ ∈]0, 1[

λy1 + (1− λ)y2 ∈ intY.

La idea de la estricta convexidad según lo anterior corresponde a conjuntos convexos que tienen
tramos planos (rectos) en su frontera. La utilidad de este tipo de conjuntos es que si corresponden a
conjuntos de producción para los cuales la oferta existe, entonces ella esúnica.

Proposición 3.4 Si Yj es un conjunto de producción cerrado, con interior no vacı́o y estrictamente
convexo, entonces si la oferta existe parap ∈ ∆, necesariamente esúnica.

Prueba. Supongamos que hay dos ofertas al preciop ∈ ∆, digamosy1, y2. Por la Proposicíon 3.3
sabemos quey1, y2 ∈ frYj . Adeḿas, de la Proposición3.2, sabemos quep · y1 = p · y2. Por la estricta
convexidad del conjunto, dadoλ ∈]0, 1[, ocurre que

yλ = λy1 + (1− λy2) ∈ intYj .

Luego, existeε > 0 tal queB(yλ, ε) ⊆ Yj . Sea entonces̄y = yλ + ε
2
√

n
e, cone = (1, 1, . . . , 1).

De esta definicíon, es claro quēy ∈ B(yλ, ε) ⊆ Yj y adeḿas cumple con quep · ȳ > p · yλ =
p · [λy1 + (1 − λy2)] = p · y1, lo que no es posible ya quey1 (e y2) son las ofertas. Luego, existe una
única oferta. ¤

Proposición 3.5 Supongamos queYj es cerrado, convexo y0IR` ∈ Yj . Entonces, dadop ∈ ∆, yj(p) es
un convexo cerrado tal quepy∗j ≥ 0, ∀y∗j ∈ yj(p).

Prueba. Seap ∈ ∆ y supongamos queyj(p) 6= ∅ (de ser vaćıo la propiedad es obvia, ya que∅ es
cerrado y convexo). Habida cuenta queyj(p) es no vaćıo, veamos entonces que es convexo. En efecto,
seany1, y2 ∈ yj(p) y seaλ ∈ [0, 1]. Entonces, por convexidad deYj se tiene que

λy1 + (1− λ)y2 ∈ Yj .

Más aun, del hecho quep ·y1 = p ·y2, se tiene quep · [λy1 +(1−λ)y2] = λp ·y1 +(1−λ)p ·y2 = p ·y1

(= p ·y2). Luego,λy1 +(1−λ)y2 ∈ Yj tambíen maximizap ·y cony ∈ Yj , es decir,λy1 +(1−λ)y2 ∈
yj(p). Para ver la cerradura del conjuntoyj(p), seayn ∈ yj(p) tal queyn → y0. ComoYj es cerrado,
y0 ∈ Yj . Ahora, por definicíon se tiene quep · yn ≥ p · y, ∀y ∈ Yj . Tomando ĺımite sabemos que no se
altera la desigualdad anterior, por lo cualp · y0 ≥ p · y, ∀y ∈ Yj , es decir,y0 ∈ yj(p), lo que prueba
queyj(p) es cerrado. Finalmente, quep · y∗j ≥ 0 para todo elemento en la oferta proviene directamente
del hecho que0IR` ∈ Yj , y luego,p · y∗j ≥ p · 0IR` = 0. ¤

Nota 3.4 La proposicíon anteriorno nos dice queyj(p) sea no vaćıa ni continua en función de los
precios (si fuera correspondencia, en vez de continuidad se considera la denominada semi continuidad
superior, s.c.s). El problema surge, fundamentalmente, del hecho queYj no es compacto, por lo cual no
podemos garantizar a priori que el problema de maximización de beneficio tenga solución enYj . La
idea es entonces trabajar conconjuntos de produccíon restringidos, tal como pasamos a detallar.
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Definición 3.11 Seak > 0 y seae = (1, 1, 1, ..., 1) ∈ IR`. DadoYj , definamos entonces el conjunto
deproducción restringido de la siguiente forma

Y k
j = {yj = (yjk) ∈ Yj | |yjk| ≤ k} = Yj ∩ [−ke, ke]

donde[−ke, ke] es un cubo enIR` cuya diagonal tiene por extremoske y −ke ∈ IR`.

La siguiente figura ilustra el concepto anterior.
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Definición 3.12 Dadok > 0 y dadop ∈ ∆, definamos entonces laoferta restringida como la solucíon
(o conjunto solucíon) del siguiente problema de optimización:

{
máx p · yj

s.a yj ∈ Y k
j = Yj ∩ [−ke, ke].

Denot́emosla poryk
j (p).

Proposición 3.6 Supongamos queYj es cerrado, estrictamente convexo y tal que0IR` ∈ Yj . Dadop ∈
∆, para todok ∈ IN se tiene queyk

j (p) es un convexo, cerrado, no vacı́o tal quepyj ≥ 0, ∀yj ∈ yk
j (p).

Además, la funcíon yk
j : ∆ → IR` es continua y la función de beneficio restringidaπk

j (p) tambíen es
continua.

Prueba.Dadok > 0, se tiene queY k
j es compacto, convexo y no vacı́o. En efecto: compacto puesYj

es cerrado y[−ke, ke] tambíen lo es, luego la intersección es cerrada. Es acotado puesY k
j ⊆ [−ke, ke].

Luego se tiene lo indicado. Es convexo ya que es la intersección de convexos. Finalmente, es no vacı́o
ya que0 ∈ Y k

j . Luego, de la compacidad y del hecho quep · yj es continua, sabemos que existe
solucíon, es decir,yk

j (·) es no vaćıa. La conexidad y cerradura viene de la Proposición 3.5. Sea ahora
una sucesiónpn ∈ ∆ tal quepn → p. Seayk

n ∈ Y k
j la oferta correspondiente (que existe por lo anterior),

la que podemos asumir converge enY k
j (por compacidad deY k

j ). Sea entoncesyk
n →n y∗ ∈ Y k

j . Por
definición, para todoy ∈ Y k

j se tiene quepn · yk
n ≥ pn · y, luego, tomando lı́mite se deduce que

p · y∗ ≥ p · y, para todoy ∈ Y k
j . En particular,p · y∗ ≥ p · yk. Pero, comoyk es la oferta al preciop, se

tiene entonces quep · y∗ = p · yk. Finalmente, de la estricta convexidad deYj se deduce quey∗ = yk.
Luego, la oferta es continua enY k

j ya queyk
j (pn) → yk

j (p). Finalmente, la continuidad deπk(·) es
directa ya que es el producto de funcione continuas. ¤

Nota 3.5 Cuando el conjunto de producción es śolo convexo (no estrictamente), no se puede afirmar
que la oferta sea continua, basicamente por que en tal caso la oferta puede ser más de un punto. Como
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sabemos, esta opción considera que la oferta sea una correspondencia en vez de una función. En el
contexto en que trabajamos, el buen concepto de “continuidad”que se utiliza para correspondencias
es aquel de semi-continuidad superior. De hecho, bajo los supuestos indicados, donde se asume con-
vexidad del conjuntoYj en vez estricta convexidad, se puede probar que la correspondenciayk

j (·) es
semi-continua superior y que la función de beneficio sigue siendo continua. El resultado matemático
que garantiza esta propiedad es elteorema del ḿaximo de Berge:

“supongamos queD ⊆ IRk y X ⊆ IRn son conjuntos compactos y no vacı́os. Seaβ :
D → X una correspondencia compacta, convexa, continua y no vacı́a y seau : X → IR
una funcíon continua. Finalmente seaγ : D → X definida por

γ(d) = {argmax u(x), x ∈ β(d)}
es decir, las soluciones de la maximización deu(·) enβ(d). Entonces, bajo las condiciones
indicadas,γ(·) es s.c.s enD y la funcíon valoróptimo es continua”.

Nota 3.6 Nota Importante. Para qúe precios tiene sentido hablar de oferta de la firma? Hasta el mo-
mento hemos supuesto implı́citamente que los precios estaban en el Simplex. Sin embargo, es perfec-
tamente posible considerar precios negativos y plantear en esos términos el problema de maximización
de beneficio de la firma. Sin embargo, bajo un caso particular muy importante se tiene que, de existir
oferta para una firma, esta tiene sentido sólo si los precios son positivos (por lo cual podemos asumir
que estaŕan en el Simplex). Este caso es cuando la tecnologı́a verifica la hiṕotesis de libre disposición.
En efecto, supongamos queYj cumple con la libre disposición y que adeḿas, parap ∈ IR` existe oferta,
digamos,y∗j . Luego, se cumple quep · y∗j ≥ p · yj , ∀yj ∈ Yj . Pero, por libre disposición, para todo

v ∈ IR`
+ se tiene quey∗j − v ∈ Yj , por lo cual,p · y∗j ≥ p · (y∗j − v), es decir,p · v ≥ 0, para todo

v ∈ IR`
+. Por lo tanto, de haber oferta bien definida, necesariamentep ≥ 0. En otras palabras: si los

conjuntos cumplen con la hipótesis de libre disposición, entonces la oferta (si existe) tiene sentido sólo
para precios positivos. Esta es la relevancia de la hipótesis, la que será asumida en todo lo que sigue.
Note finalmente que esta condición, en general, no implica nada respecto de la continuidad, convexidad
u otra propiedad topológica, de la oferta: son condiciones de compacidad y convexidad del conjunto
en śı lo que permite garantizar buenas propiedades de la oferta. La libre disposición es importante para
garantizar que los precios interesantes serán siempre positivos, y por ende, podemos asumirlos en∆.

En todo lo que sigue, asumiremos que los conjuntos de producción satisfacen la hiṕotesis de libre
eliminacíon, raźon por la cual se puede entender que los precios sean asumidos en∆.

3.2. Modelo de econoḿıa de propiedad privada

Comenzaremos esta sección presentando un modelo de económico ampliamente utilizado en la
literatura, cual es el deeconoḿıa con propiedad privadade las firmas. La idea es formalizar el hecho
que seŕan los consumidores los dueños de las empresas y por lo tanto, el resultado del ejercicio de la
firma (beneficio) deberán ser repartidos entre estos. Dado esto, las restricciones presupuestarias podrán
ser modificadas según la firma obtenga o no beneficios.

La forma ḿas simple de modelar lo anterior consiste en asumir que existen proporciones fijasθij ≥
0 seǵun las cuales un individuoi ∈ I es duẽno de la firmaj ∈ J . De esta manera, para considerar un
modelo de propiedad privada se debe asumir que

∑

j∈J

θij = 1.
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Aśı, dado un preciop ∈ ∆, si el beneficio de la firmaj ∈ J esπj(p) se tiene que el individuoi ∈ I
recibe como ingreso adicional la cantidad

θijπj(p)

con lo cual, finalmente, su ingreso total dadop ∈ ∆ seŕa

ri(p) = p · ωi +
∑

j∈J

θijπj(p), i ∈ I.

Definición 3.13 Dadop ∈ ∆, el conjunto presupuestario del individuoi ∈ I se define como

βi(p) =



x ∈ IR`

+ | p · x ≤ ri(p) = p · ωi +
∑

j∈J

θijπj(p)



 .

Con esto, dado un preciop ∈ ∆, la demanda del individuoi ∈ I, que denotaremos pordi(p),
se define como el conjunto de puntos que maximizan la función de utilidadui sobre el conjuntoβi(p)
anterior.

Definición 3.14 Una econoḿıa de propiedad privada se define como

E =
((

IR`
+

)
, (¹i)i∈I , (ωi)i∈I , (Yj)j∈J , (θij)i∈I,j∈J

)
.

3.3. Problema del consumidor revisado

Dadop ∈ ∆, el problema de optimización de los consumidores en una economı́a de propiedad
privada es





máx ui(x)
s.a p · x ≤ p · ωi +

∑
j∈J

θijπj(p).

Note que, aun cuando impongamos algunas restricciones razonables sobreYj (por ejemplo, convex-
idad), sabemos que no necesariamente la oferta y la función de beneficio serán continuas. Por esta razón,
de existir, la correspondencia de demanda tampoco será continua (o s.c.s si es una correspondencia).
Sin embargo, al trabajar con un conjunto de producción restringido, bajo condiciones generales sobre
la produccíon, la oferta de la firma será s.c.s y la funcíon valor seŕa continua. En tal caso, aplicando el
Teorema del Ḿaximo, resulta que la demanda también seŕa s.c.s, cuestión que es b́asica para pretender
estudiar existencia de equilibrio.

Consideremos entonces el problema restringido del consumidor definido como




máx ui(x)
s.a p · x ≤ p · ωi +

∑
j∈J

θijπ
k
j (p),

dondeπk
j (p) viene de la maximización del beneficio en el conjuntoY k

j ya definido. Dadop ∈ ∆, para
este caso denotemos la correspondencia de demanda por

dk
i (p).
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Proposición 3.7 Bajo las condiciones de la Proposición3.6sobre la produccíon, si la funcíon de utili-
dad es continua yωi >> 0, entonces la correspondencia de demandadk

i (·) es s.c.s en el interior de∆.
Más aun, dicha correspondencia es a valores convexos, compactos no vacı́os.

Prueba.En primer lugar, se requiere queωi >> 0 y quep ∈ ∆ para garantizar que la demanda esté bien
definida. Ahora bien, de las condiciones del problema, sabemos queπ̂j(·) es continua en los precios.
Luego, la correspondenciaβi : ∆ → IR` de restriccíon presupuestaria es continua en los precios y
a valores compactos. Por lo tanto, considerando que la función objetivo es continua, del Teorema del
Máximo de Berge se deduce que la demanda es s.c.s en los precios. Que sea a valores convexos y
compactos es directo y queda como ejercicio. ¤

3.4. Nocíon y existencia de equilibrio

A partir de todo lo anterior, estamos en condiciones de definir el concepto de equilibrio en un
modelo de econoḿıa de propiedad privada. Obviamente el concepto a definir parte de la base de los
problemas de la firma y los individuos que ya hemos descrito, considerando además que la restricción
de Walras debe tomar en cuenta el hecho que la producción pasa a forma parte del consumo de los
individuos. Previo a definir el concepto de equilibrio, necesitamos algunas definiciones previas.

Definición 3.15 Unadistribuci ón de bieneses un punto

((xi)i∈I , (yj)j∈J) ∈ IR`m
+ ×

∏

j∈J

Yj .

Una distribucíon de bienes((xi)i∈I , (yj)j∈J) se dicefactible si

∑

i∈I

xi ≤
∑

j∈J

yj +
∑

i∈I

ωi.

El conjunto de las distribuciones factibles será denotado por

Ω =



((xi)i∈I , (yj)j∈J) ∈ IR`m

+ ×
∏

j∈J

Yj |
∑

i∈I

xi ≤
∑

j∈J

yj +
∑

i∈I

ωi.



 .

Finalmente, denotemos porIRΩ eY Ω
j las proyecciones deΩ sobreIR`

+ eYj respectivamente. Estos
conjuntos corresponden a losconsumos y producciones factibles, respectivamente. Es directo que

IRΩ ⊆ IR`
+, Y Ω

j ⊆ Yj .

Nota 3.7 La idea de definir los conjuntos anteriores es hacer explı́cito el hecho que, a priori, no
cualquier plan de producción puede ser factible y por lo tanto, existen ciertos puntos en los conjuntos
de consumo y producción que nunca participaŕan en el equilibrio, cualquiera que este sea. Tal co-
mo veremos de inmediato, no es sólo un asunto de utilidades y beneficios lo que finalmente define el
equilibrio, la condicíon de factibilidad t́ecnica delimita las opciones para que un plan de consumo y
produccíon pueda ser o no un equilibrio.

Dado lo anterior estamos en condiciones de definir el concepto de equilibrio en un modelo de
econoḿıa de propiedad privada.
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Definición 3.16 Un equilibrio competitivo de una economı́a de propiedad privadaE es una distribu-

ción factible
(
(x∗i )i∈I , (y∗j )j∈J

)
junto con un preciop∗ ∈ ∆, tales que

a.- para todoi ∈ I, x∗i ∈ di(p∗);

b.- para todoj ∈ J , y∗j ∈ yj(p∗);

c.-
∑
i∈I

x∗i ≤
∑
j∈J

y∗j +
∑
i∈I

ωi.

En otras palabras, un equilibrio es una colección de consumos, producciones y un precio tales que
para cada individuo, el consumo indicado es el maximal de la preferencia en el conjunto presupuestario
(máximo de la utilidad) que define el precio de equilibrio, cada firma maximiza sus beneficios en el
nivel de produccíon correspondiente al nivel de precios de equilibrio, y se cumple la restricción de
factibilidad.

Una forma muy utilizada para expresar en forma equivalente el concepto de equilibrio es a través
del uso de la función (correspondencia) exceso de demanda.

Definición 3.17 La correspondencia (o función seǵun corresponda)exceso de demandase define co-
mo:

ζ : ∆ → IR` | ζ(p) =
∑

i∈I

di(p)−
∑

j∈J

yj(p)−
∑

i∈I

ωi.

¤

Por lo tanto, de la definición de equilibrio, sabemos que si
(
p∗, (x∗i )i∈I , (y∗j )j∈J

)
es un equilibrio,

significa que para todoi ∈ I, j ∈ J ,

x∗i ∈ di(p∗), y∗j ∈ yj(p∗)

y adeḿas,
∑
i∈I

x∗i ≤
∑
j∈J

y∗j +
∑
i∈I

ωi. Por lo tanto, definiendo

z∗ =
∑

i∈I

x∗i −
∑

j∈J

y∗j −
∑

i∈I

ωi

se tiene que el punto es equilibrio si y sólo si

z∗ ∈ ζ(p∗), z∗ ≤ 0.

Si la oferta y las demandas son funciones, entonces el exceso de demanda es una función y la
condicíon de equilibrio corresponde a garantizar la existencia de un preciop∗ ∈ ∆ tal que

ζ(p∗) ≤ 0IR` .

Luego, todo el problema de demostrar existencia de equilibrio consiste en probar que existen puntos
p∗ y z∗ cumpliendo lo anterior.

Definición 3.18 Dadok > 0, definamos la correspondencia exceso de demanda restringida como

ζk : ∆ → IR`

tal que
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ζk(p) =
∑

i∈I

dk
i (p)−

∑

j∈J

yk
j (p)−

∑

i∈I

ωi,

dondedk
i eyk

j vienen del problema restringido que habı́amos definido.

La siguiente proposición se obtiene directamente como resumen de todo lo desarrollado hasta el
momento.

Proposición 3.8 Si se cumple que:

a.- Para cadai ∈ I,

i.- ui : IR`
+ → IR es continua, estrictamente cóncava y estrictamente creciente por compo-

nentes;

ii.- ωi ∈ IR`
++

b.- Para todoj ∈ J se tiene que

i.- Yj es cerrado y convexo;

ii.- 0 ∈ Yj ;

iii.- Yj − IR`
+ ⊆ Yj

c.- Ω es compacto

entoncesζk(·) es una correspondencia s.c.s, a valores convexos, compactos y no vacı́os. Adeḿas,p·z =
0 para todop ∈ ∆, z ∈ ζ(p) (ley de Walras).

Prueba. Que la correspondencia sea s.c.s se obtiene del hecho queζk(·) es la suma de corresponden-
cias s.c.s seǵun ya hab́ıamos demostrado anteriormente. Que sea a valores convexos y compactos se
obtiene del hecho que las correspondenciasdk

i (·) y yk
j (·) lo son, como ya teńıamos bajo las condiciones

indicadas. Finalmente, resta demostrar sólo la ley de Walras. Esto viene del hecho que bajo condiciones
de estricta monotonı́a de las funciones de utilidad, se cumple que para todoxi ∈ dk

i (p), para todo
yj ∈ yk

j (p),

p · xi = p · ωi +
∑

j∈J

θijp · yj .

Luego, sumando eni ∈ I se tiene que

p ·
∑

i∈I

xi = p ·
∑

i∈I

ωi +
∑

i∈I

∑

j∈J

θijp · yj = p ·
∑

i∈I

ωi + p ·
∑

j∈J

·yj

pues, por definicíon,
∑
i∈I

θij = 1. Luego, ordenando términos, se tiene que

p ·

∑

i∈I

xi − ·
∑

j∈J

·yj −
∑

i∈I

ωi


 = 0.
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De las propiedades deζk es directo probar (Ejercicio) que

ζk(∆) =
⋃

p∈∆

ζ(p)

es un conjunto compacto. Dado esto, se tiene la siguiente proposición, clave para demostrar el
Teorema de Existencia de Equilibrio.

Proposición 3.9 SeaZ un conjunto compacto no vacı́o deIR` y seaΓ : ∆ → Z una correspondencia
s.c.s a valores compactos y no vacı́os. Supongamos además que para todoz ∈ Γ(p), p ∈ ∆, se cumple
quep · z = 0. Entonces existep∗ ∈ ∆ y z∗ ∈ Γ(p∗) tal quez∗ ≤ 0.

Prueba.Seah : Z → ∆ definida por

h(z) = {p ∈ ∆ | p · z ≥ p′ · z, ∀p′ ∈ ∆.}
Es directo (Ejercicio, ver la demostración del Teorema de Existencia de Equilibio para economı́as

de intercambio) queh(·) es a valores convexos, compactos, no vacı́os y s.c.s.
Sea entonces

µ : Z ×∆ → Z ×∆

definida como

µ(z, p) = Γ(p)× h(z).

Es f́acil ver que (Ejercicio)µ(·) es s.c.s, a valores convexos, compactos y no vacı́os. Por lo tanto,
del hecho queZ×∆ es convexo y compacto, podemos aplicar Kakutani y deducir que existe(z∗, p∗) ∈
Z ×∆ tal que

(z∗, p∗) ∈ µ(z∗, p∗) = Γ(p∗)× h(z∗),

de lo cual se tiene quez∗ ∈ Γ(p∗) y p∗ ∈ h(z∗). De lo primero, por hiṕotesis se concluye quep∗·z∗ = 0.
De la segunda, tenemos quep∗ · z∗ ≥ p′ · z∗, ∀p′ ∈ ∆, es decir, para todop′ ∈ ∆ se tiene que
p′ · z∗ ≤ 0. Por lo tanto,z∗ ≤ 0 (Ejercicio: probar por contradicción quez∗ debe ser neagativo en todas
sus componentes). ¤

Dado todo lo anterior, estamos en condiciones de probar el Teorema de existencia de equilibrio bajo
las condiciones que se detallarán.

Teorema 3.1 Teorema de existencia de equilibrio
Si se cumple que:

a.- Para cadai ∈ I,

i.- ui : IR`
+ → IR es continua, cuasi-ćoncava y no saciada;

ii.- ωi ∈ IR`
++

b.- Para todoj ∈ J se tiene que

i.- Yj es cerrado y convexo;
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ii.- 0 ∈ Yj ;

iii.- Yj − IR`
+ ⊆ Yj

c.- Ω es compacto

entonces existe equilibrio competitivo para economı́a E .

Prueba. Por compacidad deΩ, existek > 0 tal que

Ω ⊆ [−ke, ke]

dondee = (1, 1, 1, ..., 1) ∈ IR`. Luego, los consumos y producciones factiblesY Ω
j , IRΩ (contenidos en

Ω) pueden ser incluidos en una caja[−ke, ke], conk > 0 suficientemente grande. Ḿas aun, escojamos
k > 0 de modo que los factibles estén en el interior de la caja y sea18

Y k
j = Yj ∩ [−ke, ke], j ∈ J, Xk

i = IR`
+ ∩ [−ke, ke] = [0, ke], i ∈ I

que son conjuntos son compactos deIR`. Dado esto, como sabemos la correspondencia de exceso de
demanda restringida19 ζk(·) cumple con todas las hipótesis de la Proposición 3.9, por lo cual existe
(p∗, z∗) tal quez∗ ∈ ζk(p∗), conz∗ ≤ 0. Luego, del hecho quez∗ se puede descomponer de la forma

z∗ =
∑

i∈I

x∗i −
∑

j∈J

y∗j −
∑

i∈I

ωi

se tiene que(p∗, (x∗i ), (y
∗
j )) es un equilibrio de la economı́a restringida. Vamos a probar que dicho

equilibrio en la econoḿıa restringida es un equilibrio en la economı́a E . Supongamos entonces quey∗j
no maximizap · y cony ∈ Yj . Entonces, existey′j ∈ Yj tal quep∗ · y′j > p∗ · y∗j . Sea entoncesλ ∈]0, 1[
y definamos

y
′′
j = λy∗j + (1− λ)y′j .

De la convexidad deYj se tiene quey
′′
j ∈ Yj . Por otro lado, puesto quey∗j ∈ int[−ke, ke] y la caja

es convexa, se tiene que paraλ cercano a uno (pero diferente), el puntoy
′′
j estaŕa en la caja y con ello,

paraλ cercano a uno, concluimos que estará enY k
j . Notemos ahora que

p∗ · y′′j = λp∗ · y∗j + (1− λ)p∗ · y′j > p∗ · y∗j
lo que es una contradicción puesy∗j maximizaba el beneficio enY k

j .
Veamos ahora quex∗i maximiza la utilidad en el conjunto de consumo sin restricción. En efecto,

en primer lugar notemos queπj(p∗) = πj(p∗) puesy∗j maximiza el beneficio en todo el conjunto de

consumo (obviamente también en el conjunto restringido). Supongamos entonces que existex′i ∈ IR`
+

tal queui(x′i) > ui(x∗i ). Puesto queIR`
+ es convexo y hemos supuesto que los factibles se encuentran

en el interior de la caja[0, ke], se tiene que paraλ cercano a uno el punto

x
′′
i = λx∗i + (1− λ)x′i

18En rigor, el problema restringido del consumidor considera que los puntos factibles son aquellos deβi(p) ∩ [0, ke]. Sin
embargo, cuandok > 0 es suficientemente grande, podemos asumir que el conjunto presupuestario está contenido en la caja,
por lo cual esta restricción es superflua.

19Insisto: conk > 0 suficientemente grande, en el problema restringido de los consumidores es la caja no aporta como
restriccíon pues el conjunto presupuestario es compacto.
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estaŕa en[0, ke]. Puesto que la función es cuasi - ćoncava, se tiene entonces que

ui(x
′′
i ) > ui(x∗i )

lo que no puede ser ya quex∗i maximiza la funcíon en el conjunto[0, ke]. Con todo lo anterior, hemos
terminado de demostrar el Teorema de Existencia de Equilibrio. ¤

4. Fallas de mercado

Todo el modelo que hemos estudiado hasta el momento descansa en dos supuestos fundamentales.
El primero es que ninguno de los agentes de la economı́a tiene injerencia individual en los precios, y el
segundo que en las decisiones de consumo de los individuos, y de producción de las firmas, los agentes
deciden sobre las base de funciones objetivo que sólo dependen de los bienes por ellos consumidos y de
precios, valores estos que resumen para cada agante los resultados de las decisiones de todos los otros
participantes de la economı́a.

En ninǵun caso en el modelo que hemos desarrollado se han considerado hechos relevantes que
comunmente se observan en la realidad y que en alguna medida dan cuenta de situaciones donde,
precisamente, las decisiones de cada individuo pueden ser afectadas por las decisiones o acciones de
los deḿas. Laúnica interaccíon que se considera en el modelo usual radica en la igualdad entre oferta y
demanda que finalmente debe ser verificada para vaciar el mercado. Como dice Malinvaud,el modelo de
produccíon y consumo, con el que hemos razonado hasta ahora, ofrece una caracterı́stica importante
a la que debemos prestar atención: las interdependencias que reconoce entre los agentes se reducen al
ḿınimo ḿas estricto.

Tratar de incorporar con toda generalidad las posibles inter-relaciones entre los agentes de la economı́a
es, en realidad, un trabajo estéril. Lo anterior se debe básicamente a la alta complejidad que se alcanza
en una estructura económica tan general. El punto no es pensar en estos “super modelos”que permitan
incorporar toda la complejidad de la economı́a en unúnico modelo, sino ḿas bien considerar algunos
tipos de interrelaciones que puedan ser tratadas de manera satisfactoria, y que además tengan alǵun
inteŕes en la pŕactica. Precisamente el análisis de los bienes públicos y la presencia de externalidades en
el mercado son dos de las interrelaciones más relevantes que usualmente se consideran en economı́a.

4.1. Externalidades

Existe una externalidad en la economı́a toda vez queel bienestar de un consumidor o los planes
de produccíon de una firma son afectados directamente por las acciones de los otros agentes de la
econoḿıa, de tal forma que la decisión sobre tales acciones no depende de un mecanismo de precios.
La idea es entonces considerar la existencia de ciertas acciones (y sus consecuencias), que ejecutadas
por determinados individuos pueden tener efectos en los otros, y de tal forma que las decisiones sobre las
mismas no surgen como resultado de las transacciones entre los individuos, no interviniendo ası́ precios
para determinar los valores finales resultantes.

Ejemplo 4.1 Cuando uno escucha música, obviamente pagó por el disco, por la electricidad, por el
reproductor, etc. Si la ḿusica que Ud. escucha es desagradable para otro individuo, Ud. no necesari-
amente “internaliza”tales perjuicios en su función de utilidad de tal forma que su acción (escuchar
música desagradable o muy fuerte) no tiene un costo para Ud., pero si representa un perjuicio para el
otro personaje. En tal caso, como Ud. no “debe pagar”por escuchar la música como desee pero ocurre
que la utilidad del otro depende de esa decisión, estamos entonces en presencia de una externalidad
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en la econoḿıa. En este caso, como la música que Ud. escucha (o el volumen de la misma) es “de-
sagradable”para el otro (digamos, es un “mal2no un “bien”) hablamos de externalidad negativa. Por el
contrario, si su vecino disfruta de sus gustos musicales, estamos entonces en presencia de una externali-
dad positiva. Note que en esteúltimo caso no hemos planteado la posibilidad que su vecino le page para
que Ud. pongasu musiquita. Tampoco hemos planteado la posibilidad que si su música es muy mala,
Ud. deba pagar por escuchar, de modo que compense monetáriamente su mal gusto...

Para modelar la externalidades en la economı́a, consideremos un primer caso simple dos individuos
y dos bienes. Supongamos entonces que un individuoi = 1, 2 posee una función de utilidadui que
depende del vector de consumoxi = (xi1, xi2) ∈ IR2 y de un nuevo factore ∈ IR. Supongamos
adeḿas que uno de los individuos decideóptimamente la cantidad dee (el tipo uno) y que el otro śolo
recibe las consecuencias, sin tener injerencia en la cuantı́a de la misma (el tipo dos). Que el efecto
sobre el individuo dos sea “positivo.o “negativo”no es relevante por el momento. Ası́, dadas dotaciones
inicialesωi = (ωi1, ωi2) ∈ IR2 de bienes de consumo, al precio de mercadop = (p1, p2) ∈ IR2 tenemos
que el problema del consumidor uno es





máx
xi,e

u1(xi, e)

s.a p · xi = p · ωi.

Note que en este problema no hemos supuesto que la cantidad demandada dee altera la riqueza del
tipo. Precisamente esto está en la naturaleza de la externalidad. Ası́, si denotamos pore∗ la cantidad
óptima de externalidad del tipo uno, la demanda por bienes será entoncesx1(e∗). Dada la utilidad
indirecta

v∗1 = u1(x∗1, e
∗),

se tiene entonces que
[
∂v∗1
∂e

]

e=e∗
= 0 ⇔

[
∂u1

∂x11

∂x∗11

∂e
+

∂u1

∂x12

∂x∗12

∂e

]

e=e∗
= 0

por lo que en eĺoptimo se cumple que

∂u1
∂x11

∂u1
∂x12

= −
∂x∗12
∂e

∂x∗11
∂e

. (1)

Para el tipo dos, su problema de maximización de beneficio es




máx
x2

u2(x2, e
∗)

s.a p · x2 = p · ω2.

De las condiciones de optimalidad sigue que

∂u2
∂x21

∂u2
∂x22

=
p1

p2
. (2)

Por lo tanto, de las ecuaciones (1) y (2) se tiene que, en general,

∂u1
∂x11

∂u1
∂x12

6=
∂u2
∂x21

∂u2
∂x22

,
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es decir, que la decisión óptima de externalidad por parte del individuo uno implica una asignación de
recursos que no necesariamente es Pareto eficiente.

A partir de lo anterior, surge entonces la pregunta sobre cuál es entonces la cantidadóptima dee que
debeŕıa ocupar el individuo uno. La respuesta no es obvia y depende de como se comparen la utilidades
de los individuos. En efecto, uno podrı́a ir al extremo y considerar que el ruido en la economı́a no es
deseable. Dado esto, elóptimo seŕıae∗ = 0, y en tal caso el tipo dos estarı́a muy feliz, pero, y esto es lo
relevante, el tipo uno estarı́a muy descontento. Gana entonces la sociedad? No es claro. En el ejemplo
anterior, ganarı́a si la sociedad valora muy poco la preferencia del individuo uno y mucho la del dos.
Para responder entonces a la pregunta uno deberı́a disponer de una forma de computar algo ası́ como
una “utilidad social2la decisíon óptima dee∗ es aquella que maximiza esta utilidad. Por lo tanto, la
respuesta finalmente depende de como se defina la utilidad social...

Con el fin de ser proactivos, supongamos, por simplicidad, que la “utilidad social.es simplemente
la suma de las utilidades de los individuos. En tal caso, la cantidadóptima dee debe ser aquella que
maximice la utilidad anterior sujeto obviamente a la restricción de factibilidad de los consumos (que no
depende de la elección dee). Aśı, el problema que nos ocupa es





máx
x11,x12,x21,x22,e

u1(x11, x12, e) + u2(x21, x32, e)

s.a x11 + x21 = ω1

x12 + x22 = ω2.

Además de la condición de tangencia de las curvas de indiferencia, la solución de este problema
implica que

∂u1

∂e
+

∂u2

∂e
= 0.

En otras palabras, la cantidadóptima de externalidad que demanda el individuo uno debe ser tal que
la suma de las utilidades marginales c.r a la externalidad sumen cero. Es decir, que el beneficio extra
que obtiene el individuo uno por consumir una unidad más dee sea igual a des-utilidad que obtiene el
individuo dos por lo mismo. Si denotamos pore∗∗ el valor de la externalidad que resuelve el “problema
social.anterior, es claro que en general

e∗ 6= e∗∗.

Lo anterior implica entonces un problema relevante: si el individuo uno “no internaliza.el problema
que le puede causar al individuo dos producto de su gusto pore, ocurre su demanda por externalidad
no tiene por qúe ser compatible con lo que serı́a deseable socialmente. La preguna que surge entonces
es ćomo “obligar.al individuo uno para que su demanda por externalidad seae∗∗ y no e∗. Llamemos
e∗ la solucíon privada ye∗∗ la solucíon social. Por lo tanto, el tema es como hacer compatible la
solucíon social con la privada. Una primera aproximación para lograr esta compatibilidad parte de la
idea de “obligar.al individuo uno a “internalizar el costo”de su externalidad, ya sea vı́a el pago de
“impuesto.o imponiendo cotas a la demanda. Esta solución interventora es precisamente la solución que
Pigou propone en su famoso trabajo20. Aśı, supongamos queq denota un precio a la externalidad, de tal
forma que el problema del consumidor uno es ahora





máx
x11,x12,e

u1(x11, x12, e)

s.a p1x11 + p2x12 + te · e = p · ω1.

20Ver en http://www.econlib.org/library/NPDBooks/Pigou/pgEW.html
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En el problema anterior hemos internalizado la demanda dee. Este problema tiene una solución,
digamos,x1(p, q) y e(p, q). Claramente siq = 0, entoncese(p, 0) = e∗. Por otro lado, asumiendo que
es posible, podemos imaginar la existencia de un valorq∗∗ tal que

e(p, q∗∗) = e∗∗,

es decir, al imponer precios adecuados (impuestos) podrı́amos obligar a que la demanda privada coin-
cida con la demanda social.

Un enfoque distinto del anterior serı́a definir unmecanismo de mercadopara lograr el mismo
objetivo. En el caso “pigoviano”la idea es hacer intervenir un tercer agente (el Estado) que fija impuestos
(precios) seǵun lo anterior. Sin embargo, si uno define ciertos derechos de los individuos respecto de la
externalidad y permite que estos derechos sean transados en el mercado, ocurre entonces que bajo ciertas
condiciones precisamente esta transacción de mercado llevará a la misma solución anterior. Para fijar
ideas, supongamos que algún Estado garantiza que el individuo dos deberı́a estar libre de la externalidad
e y que, bajo esta premisa, si el individuo uno de todas formas desea usar externalidad, debe entonces
compensar al individuo dos por los efectos que esta pueda provocar. En tal caso, el individuo dos ofrece
vender parte de su derecho, permitiendo al tipo uno ocupar cierta cantidad dee, pagando por lo mismo.
Si denotamos porq el precio de la externalidad (que será una variable end́ogena, es decir, por determinar
al interior del equilibrio), el problema del consumidor uno es

{
máx u1(x1, e)
s.a p · x1 = p · ω1 − qe,

mientras que aquel del individuo dos es
{

máx u2(x2, e)
s.a p · x2 = p · ω2 + qe.

En el modelo anterior, el individuo dos tiene el “derecho.a un ambiente libre de la externalidade. Si
el individuo uno decide demandar una cierta cantidade, debe entonces dado un precioq por unidad, debe
pagarle al individuo una cantidadqe, la que obviamente se resta de su riqueza. De lo anterior entonces,
dados los precios, en situación de optimalidad ocurre que si el individuo uno decide incrementar en una
unidad el consumo de externalidad, su utilidad marginal será ∂u1

∂e , y el costo de esto es−q. Ahora, si
el individuo dos decide vender una unidad de externalidad, su des-utilidad marginal es∂u1

∂e , pero recibe
una gananciaq. Luego, en situación optimal se debe cumplir que

∂u1

∂e
− q = 0,

∂u2

∂e
+ q = 0 ⇒ ∂u1

∂e
+

∂u2

∂e
= 0. (3)

Por el lado de los bienes, en elóptimo obviamente se debe cumplir la igualdad de tasas marginales
de sustitucíon. Con esto, las condiciones de optimalidad que se obtiene en este problema son las mis-
mas que teńıamos para el problema social antes detallado. Por lo tanto, la solución de este problema
debe coincidir con dichóoptimo social. La gran conclusión es entonces que:definiendo derechos so-
bre la externalidad (es decir, introduciendo un mercado para la misma) y dejando que los individuos
intercambien libremente, la demandaóptima de externalidad es aquella que se tendrı́a como solucíon
óptima social.En otras palabras, este modelo simple nos muestra que una alternativa a laintervencíon
a la Pigoues precisamente dejar en claro los derechos de propiedad de los individuos respecto de la
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externalidad y dejar que un mecanismo de mercado asigne los recursos. Este resultado, en forma sim-
ple, es precisamente elTeorema de Coase21: ante presencia de determinadas externalidades (efectos
externos) siempre será posible la consecución de una externalidad́optima, compatible con el ḿaximo
bienestar social. Esto se logrará a trav́es de la negociación entre las partes, bajo el supuesto que (i)
que los derechos de propiedad de las distintas partes estén bien asignados, (ii) que no existan costos de
transaccíon y (iii) que no existan efectos renta.

Nota 4.1 La transaccíon de derechos puede tener costos tan elevados que absorban completamente los
beneficios derivados del intercambio. Para fijar ideas, supongamos que una planta quı́mica muy efi-
ciente se instala en la ribera de rı́o, de tal manera que para producir necesariamente debe contaminar. Si
rı́o abajo est́a instalada una planta lechera que ocupa agua del rı́o, que ex-ante la instalación de la planta
qúımica ocupaba el agua pura para producir, obviamente con la instalación no podŕa producir. Si la
planta lechera tiene el derecho a agua pura, entonces la planta quı́mica se instalaŕa toda vez que llegue a
un acuerdo privado con la planta lechera respecto de cuanto pueda contaminar. Si efectivamente conta-
mina, debeŕa entonces compensar a la planta lechera por un monto que acuerden. Ası́, Coase funciona...
Supongamos ahora que no hay planta lechera, de tal forma que ahora los perjudicados son bañistas del
rı́o, quienes geńericamente tiene derecho a tener un ambiente libre de contaminación para su diversiı́on.
Para hacer su operación, la plan tiene entonces que ponerse de acuerdo con dichas personas. Cómo po-
drá identificar a todos y cada uno de bañistas y ponerse de acuerdo con cada uno de ellos respecto del
monto de la indemnización? Siempre aparecerán nuevos individuos afirmando que tenı́an la intencíon
de ir bãnarse al ŕıo y que por tanto quieren una indemnización. Por otro lado, podrı́a aparecer alguno
que se aproveche de la situación de tal manera que estando consciente que puede impedir por sı́ solo
que la planta qúımica entre en funcionamiento, pedirá para śı una indemnización excesiva. En este caso,
los costos de transacción podŕıan ser muy altos y con ello no necesariamente una solución de mercado
es las que nos llevará alóptimo social.

Nota 4.2 Otro efecto que puede ocurrir con el tema de los mercados de derechos, es que producto de
las transacciones algunos individuos pueden cambiar la renta y con ello su demanda por ciertos bienes.
Si la compensación es alta, entonces determinados individuos que antes no valoraban la calidad del
medio ambiente pueden ahora, por efecto renta, valorarlo más de lo que lo hacı́an originalmente. Esto
puede traer problemas que dificulten la negociación ya que, por ejemplo, ex post el contrato pueden
alegar que no están de acuerdo con el precio, que se “oponen a la externalidad”, etc. Este efecto renta
es despreciado en el Teorema de Coase.

Nota 4.3 Algunas criticas que ha recibido el enfoque de Coase se deben a Samuelson, quién dice que
con el teorema de Coase usualmente la riqueza no será máxima áun con costos de transacción nulos.
Lo anterior ya que siempre habrá en la negociación un monopolio bilateral que lleve a un resultado
indeterminado, por miedo a empeorar una situación de status quo existente. Coase dice que esta ar-
gumentacíon es erŕonea porque si ya habı́a contrato, las condiciones del mismo se cumplen, y si no
hay contrato no hay condición que poner en peligro. Dice Coase que Samuelson plantea esto porque
quizá considera una situación en que no existe contrato ni intercambio, al no ponerse de acuerdo las
partes, y ello afecta a las ganancias. En ese caso, es posible que no se maximice la riqueza, pero dice
Coase que esas situaciones serán ḿınimas. Sin embargo Coase no argumenta por qué eso es ası́, por lo
que cabe poner en tela de juicio la postura de ambos. Otra crı́tica a Coase es que, realmente, existen
efectos renta que varı́an la asignación de recursos. Pero lo que hace Coase es suponer un efecto total de
ingreso es cero tras la negociación, por lo que no deberı́a haber una modificación en la asignación de

21Para ḿas detalles y ejemplos, ver R. H. Coase (1994): “La empresa, el mercado y la ley”. Alianza Editorial. Madrid,
1994.
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recursos que invalide el teorema. En referencia a la asignación de derechos, Coase afirma que si existen
costos de transacción nulos, aunque cambie la situación legal la asignación de recursos no varı́a. En
cambio dicen sus crı́ticos que ante una modificación de las leyes varı́a la distribucíon de la riqueza, lo
cual da lugar a variaciones de la demanda y consecuentes cambios en la asignación de recursos. Coase
niega esto, porque se ha explicado ya que la distribución de riqueza no varı́a ante cambios de leyes..

Ejemplo 4.2 Consideremos dos firmas en el mercado (j = 1, 2) de tal forma que la función de produc-
ción de la firma uno es dada por22

y1 = f1(L1)

y para la dos

y2 = f2(y1, L2)

La existencia de la externalidad presupone que

∂y2

∂y1
6= 0.

Si la deriva anterior es negativa, la externalidad es negativa; la externalidad es positiva en caso
contrario. Note ahora que

y2 = f2(y1, L2) = f2(f1(L1), L2) ≡ f̃2(L1, L2).

Si denotamos porL0 la cantidad de factor disponible, dadoµ > 0, sabemos que las producciones
Pareto eficientes provienen de la solución del problema de optimización





máx
L1,L2

f1(L1) + µf̃2(L1, L2)

s.a L1 + L2 = L0.

La solucíon del problema anterior, que depende deµ, define entonces las asignaciones eficientes
(deseables) en la economı́a23. Dado entonces el Lagrangeano

L = f1(L1) + µf̃2(L1, L2) + λ(L0 − L1 − L2)

sigue que las condiciones de optimalidad son

∂L
∂L1

= 0 :
∂f1

∂L1
+ µ

∂f̃2

∂L1
− λ = 0

∂L
∂L2

= 0 : µ
∂f̃2

∂L2
− λ = 0

∂L
∂λ

= 0 : L1 + L2 = L0

Con esto, finalmente, queda que

22Suponga que śolo hay un factor: trabajo.
23Las asignaciones deseables, eficientes, etc., al menos han de seróptimos de Pareto. Otra forma de ver esto es considerar

que la funcíon de produccíon conjunta anterior representa una función de produccíon social que es deseable maximizar. Esta
función social claramente internaliza el efecto de la externalidad que provoca la firma uno sobre la dos.
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∂f1

∂L1
+ µ

∂f̃2

∂L1
= µ

∂f̃2

∂L2
, (4)

que, adicional a la condición de factibilidad, define entonces las asignaciones eficientes en esta economı́a.
Supongamos ahora que las firmas actúan competitivamente en el mercado, de tal forma que el precio

del factor esw y aquel de los productos esp1 para el bien uno que produce la firma uno yp2 para aquel
de la firma dos. Si las firmas deciden maximizar el beneficio conjunto en este análisis de equilibrio
parcial (precio fijos), entonces el problema de las firma será

máx
L1,L2

p1f1(L1) + p2f̃2(L1, L2)− w(L1 + L2)

que, al imponer las condiciones de optimalidad, resulta en (análogo a lo anterior)

p1
∂f1

∂L1
+ p2

∂f̃2

∂L1
= p2

∂f̃2

∂L2
.

Note que siµ=p2

p1
, en este ańalisis de equilibrio parcial ocurre que la solución del problema anterior

deriva en uńoptimo de Pareto. En lo que sigue, asumimos que se cumple lo anterior, de tal forma que
la maximizacíon del beneficio conjunto lleva a uńoptimo de Pareto de la economı́a. Note que seǵun
lo anterior, al llevar a cabo este proceso de maximización conjunta, la firma uno internaliza el hecho
que sus decisiones pueden afectar el resultado de la firma dos. Supongamos ahora que la firma uno no
internaliza este efecto. En tal caso, su decisión de produccíon es tal que maximiza su propio beneficio

máx
L1

p1 · f1(L1)− wL1

lo que implica

p1
∂f1

∂L1
= w

.
cuya solucíon denotamos̄L− 1. Por otro lado, asumiendo dado el efecto externo que provoca la firma
uno sobre la dos (es decir, asumiendo dada la demandaL̄1), la firma dos resuelve el siguiente problema

máx
L2

p2 · f̃2(L̄1, L2)− wL2,

por lo que

p2 · ∂f̃2

∂L2
= w.

De lo anterior se deduce que

p1
∂f1

∂L1
= p2 · ∂f̃2

∂L2
⇔ ∂f1

∂L1
= µ · ∂f̃2

∂L2
,

relacíıon que difiere de aquella dada en (4) que defińıa las asignaciones Pareto. En consecuencia, cuando
las firmas proceden individualmente sin que se internalice el efecto que una tiene sobre la otra, ocurre
que la solucíon que se alcanza no es eficiente. Para resolver este problema, el enfoque a al Pigou propone
entonces poner un impuesto a los beneficios de la firma uno. Si denotamos porT dicho impuesto24, el
problema de la firma uno es entonces

24Se insiste que estamos en el supuesto que la externalidad que provoca la firma uno es negativa.
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máx
L1

(1− T )p1 · f1(L1)− wL1.

Dado esto, la condición de optimalidad ahora es

(1− T )p1
∂f1

∂L1
= w,

que, asumiendo que la firma dos no percibe ni impuesto ni subsidio, implica que

(1− T )p1
∂f1

∂L1
= p2 · ∂f̃2

∂L2
,

es decir,

p1
∂f1

∂L1
− Tp1

∂f1

∂L1
= p2 · ∂f̃2

∂L2
⇔ ∂f1

∂L1
− T

∂f1

∂L1
= µ · ∂f̃2

∂L2
.

Para que se satisfaga la relación (4) se debe entonces cumplir que

−T
∂f1

∂L1
= µ

∂f̃2

∂L1

es decir,

T = −µ ∂f̃2

∂L1

∂f1

∂L1

= −
p2

p1

∂f̃2

∂L1

∂f1

∂L1

> 0.

En forma ańaloga podemos imaginar que la firma uno no percibe impuestos, pero que la firma dos
es compensada vı́a un subsidio por el efecto que recibe. Queda propuesto modelar este caso.

Veamos ahora como interviene Coase. Para esto consideremos dos casos. El primero es que la firma
uno tiene el derecho a contaminar pero debe compensar a la firma dos por los daños que recibe. El
segundo, es que la firma dos tiene el derecho a ambiente libre de externalidad, pero que puede vender
parte de su derecho a la firma uno.

Para el caso uno, notemos que la si la firma uno decide ocupar una cantidadL1 del factor, entonces
la demanda por factor de la firma dos viene de la condición

p2 · f̃2(L1, L2)
∂L2

= w,

lo que define una relación impĺıcita L2 ≡ L2(L1) (obviamos por el momento los precios). De esto
entonces, el ḿaximo beneficio de la firma dos es

π2(L1) = p2f̃2(L1, L2(L1))− wL2(L1).

Por lo tanto, si la firma uno no produce, el beneficio de la firma dos será π2(0). Luego, dadoL1,
perjuicio de la firma dos es

∆2 = π2(0)− π2(L1).

Precisamente este es el valor que deberı́a entonces pagar la firma uno a la dos si desea producir. Con
esto, el problema de la firma uno consiste entonces en
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máx
L1

p1f1(L1)− wL1 − [π2(0)− π2(L1)],

cuyas condiciones de optimalidad implican que

p1
∂f1

∂L1
− w +

∂π2

∂L1
= 0. (5)

La firma dos maximiza el beneficio incluyendo la compensación:p2f̃2(L1, L2(L1))− wL2(L1) +
π2(0)− π2(L1). Luego, la condicíon de optimalidad implica que

p2
∂f̃2

∂L2
− w = 0

por lo que

p1
∂f1

∂L1
+

∂π2

∂L1
= p2

∂f̃2

∂L2
. (6)

Calculemos∂π2
∂L1

. Del hecho queπ2(L1) = p2f̃2(L1, L2(L1)) − wL2(L1), aplicando regla de la
cadena se tiene entonces que

∂π2(L1)
∂L1

= p2 ·
[

∂f̃2

∂L1
+

∂f̃2

∂L2

∂L2

∂L1

]
− w

∂L2

∂L1
= p2

∂f̃2

∂L1

pues, por condición de optimalidad,

p2
∂f̃2

∂L2
= w.

Reemplazando en la ecuación (6) se tiene que

p1
∂f1

∂L1
+ p2

∂f̃2

∂L1
= p2

∂f̃2

∂L2
,

que es precisamente la condición que garantiza la optimalidad de las asignaciones. Concluimos en-
tonces que en esquema donde la firma uno debe compensar a la firma dos por las externalidades que
provoca, teniendo esta el derecho a dicha compensación, ocurre que las asignaciones resultantes son
eficientes. Queda propuesto analizar el caso en que la firma dos debe compensar a la firma uno por im-
poner restricciones al uso del factor uno. Debe probar que se cumple exactamente lo mismo que hemos
probado. Con todo esto se corrobora el Teorema de Coase.

4.2. Bienes ṕublicos y equilibrio de Lindahl

Cuando(i) una manzana es consumida por un determinado individuo, se acabó la manzana y nadie
nunca ḿas podŕa consumir dicha manzana. Cuando alguien ocupa(ii) una “balsa ṕublica”para cruzar
un ŕıo, en el momento de ocuparla prohı́be el uso de la misma por cualquier otra persona (balsa chica),
pero una vez que la ha desocupado cualquier otro individuo puede hacer uso de la misma. Análogo
con (iii) una balsa por la cual hay que pagar algún peaje: el uso de ella en determinado momento
proh́ıbe el uso de la misma por parte de cualquier otro individuo, pero una vez desocupada, cualquiera
que pague el peaje puede hacer uso. Por otro lado,(iv) la sẽnal pública de TV es gratis para todos, a
nadie le est́a prohibido su consumo y además cuando alguien disfruta la TV nada implica respecto de la
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calidad de la sẽnal que otros pueden recibir. Finalmente,(v) en general a nadie le está prohibido pescar
deportivamente en un lago, pero cuando lo hace ocurre que la cantidad de peces disponibles para el
resto de los individuos claramente se ve modificada. Salvo el ejemplo(i), todos los otros dan cuenta de
lo que en econoḿıa se denominanbienes ṕublicos.

Un bien privado es bien tal que su consumo puede ser hecho por unaúnica persona de manera
que una vez consumido no puede ser aprovechado por otro individuo y que además dicho consumo no
implica externalidades hacia los demás. Por otro lado, unbien público es simplemente un bien que
puede ser consumido por más de un individuo, aunque no necesariamente en forma simultánea.

Los bienes ṕublicos pueden a su vez ser clasificados según seanrivales o excluyentes. Un bien
público se diceno rival si el consumo del mismo no reduce la cantidad disponible para otros individuos.
Tal es el caso de la señal de TV del ejemplo(iv) anterior. Los peces del lago según el ejemplo(v) son
bienes ṕublicos rivales: son bienes p ublicos por que los peces pueden ser consumidos por cualquiera,
son rivales ya que la cantidad de peces disponibles para el resto dependen de la cantidad de peces que
uno de los pescadores haya pescado.

Un bien ṕublico se diceno excluyentesi ninǵun individuo puede ser excluido de su consumo.
Ejemplos de no exclusión son la balsa ṕublica (ejemplo(ii), la sẽnal de TV (iv), y los peces del lago
seǵun el ejemplo(v). Un bien ṕublico excluyente es la balsa privada del ejemplo(iii) anterior: es un
bien ṕublico (puede ser consumido por varios individuos) pero es excluyente ya que se debe pagar por
el uso.

Note que la naturaleza del bien público nada tiene que ver con sea el sector público que lo provea.
La idea de ṕublico viene de la posibilidad que más de un agente haga uso y goce del mismo.

Ejemplo 4.3 El bien ṕublico “plaza.esno rival ni excluyente. El bien ṕublico “carretera concesionada.es

un bien no rival pero excluyente: no es rival ya que el consumo de la carretera no implica que la carretera
se acabe para el resto; es excluyente ya que para usarla se debe pagar. Sobre este mismo ejemplo, la
“carretera libre.es un bien ṕublico no excluyente, que cuando tiene poca demanda (tráfico) puede ser
considerado no rival. Sin embargo, ante una alta solicitud se convierte en un bine público rival o, como
se plantea por algunos, parcialmente rival. De hecho, en economı́a se habla de la congestión como un
fenómeno de rivalidad parcial. Finalmente, note que un bien público rival pero no excluyente son los
peces de un lago según el ejemplo(v): es rival ya que el consumo por parte de algunos obviamente
incide en la cantidad disponible para los otros; no es excluyente ya que dificı́lmente podŕıamos prohibir
la pesca deportiva en determinado lago.

Usando los conceptos anteriores, losbienes privados son simplemente aquellos que son rival ni
excluyentes: el consumo de un bien privado prohı́be el consumo del mismo por parte de otro individuo
(rivalidad) y, por otro lado, su consumo no es ‘libre2a que se debe pagar por el mismo (excludabilidad).

Por lo anterior, elbien público es entonces aquel que no es privado, es decir, un bien tal que:
(a) o no es ni rival ni excluyente,(b) o es rival pero no excluyente,(c)o es excluyente pero no rival.
Ejemplo de(a) es la plaza, la balsa pública anterior, la sẽnal de TV abierta, etc.; ejemplo de(b) son los
peces de un lago que son usados para pesca deportiva; ejemplo de(c) es la “balsa privada.anterior: no
es rival ya que el uso de la balsa por alguien no prohı́be el uso de la misma por otro, es excluyente ya
que se debe pagar por el uso, de tal forma que no todos pueden acceder a la misma. El siguiente cuadro
resume lanomenclaturaque existe al respecto:

Rival No Rival
No Excluyente Bien Público Puro “Recursos Comunes”

Excluyente Bien de club Bien privado
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En todo lo que sigue,trabajaremos con bienes ṕublicos purosy consideremos un modelo simple
donde en la econoḿıa hay śolo dos bienes: uno privado y uno público que elabora una firma a partir
de bien privado. Asumimos que haym consumidores que consumen los bienes privado y público. Las
dotaciones iniciales de bien privado del consumidori ∈ I = {1, 2, . . . ,m} sonωi ∈ IR+ y la función
de utilidad del tipo esui. El bien ṕublico puro se asume deseable por todos los individuos. Por lo tanto,
si y ∈ IR+ denota la cantidad de bien público disponible, entonces de la no rivalidad y la no exclusión
del mismo, la cantidad que consume cada individuo es precisamentey. Dado esto, sixi ∈ IR+ denota
el consumo privado, la utilidad del tipoi ∈ I es simplementeui(xi, y).

Finalmente, denotemos porf la función de produccíon que elabora bien público a partir de bien
privado. Aśı, dada una cantidadxG

i de bien privado aportado por cada individuo para efectos de la
produccíon de bien ṕublico, resulta entonces que la cantidad disponible del mismo en el mercado es

y = f

(∑

i∈I

xG
i

)
.

Con esto,dadas las contribuciones del resto de los individuos, asumiendo que el bien privado
tiene precio unitario (numerario), el problema del consumidori ∈ I es entonces





máx
xi,xG

i

ui(xi, y)

s.a xi + xG
i = ωi

y = f

(
xG

i +
∑

j∈I\{i}
xG

j

)
,

es decir, dado lo que los otros están haciendo en materia de bien público, el problema es escoger la
cantidad de bien ṕublico y privado conducente a maximizar la función de utilidad anterior. Seaδ−i =∑
j∈I\{i}

xG
j . Dado esto, el problema del individuoi ∈ I se puede re-escribir como

máx
xG

i

ui

(
ωi − xG

i , f
(
xG

i + δ−i

))

La imponer las condiciones de optimalidad sigue que

−∂ui

∂xi
+

∂ui

∂y

∂f

∂xG
i

= 0,

es decir,

∂ui
∂xi

∂ui
∂y

=
∂f

∂xG
i

,

es decir, que la relación marginal de sustitución entre bien ṕublico y privado es igual al producto mar-
ginal que se tiene con el aporte individual de bien privado para la provisión de bien ṕublico. Estáultima
se puede entender a su vez como la relación marginal de transformación entre bien ṕublico y bien
privado.

Obviamente que lo anterior es condicionar al aporte que han hecho los otros individuos. Esto no
altera el ańalisis que sigue. Lo relevante es que, desde el punto de vista privado, en elóptimo se cumple
la igualdad anterior. Veamos ahora si la forma de provisionar bien público a partir de las decisiones
privadas como la anterior es eficiente. Recordemos que para hablar de eficiencia necesitamos definir
una funcíon de utilidad social. Sean entonces una función de utilidad social de la forma
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U =
∑

i∈I

αiui.

Dado esto, el problema social para determinar la provisión óptima de bien ṕublico es




máx
xi, z

U(x1, x2, . . . , xm, y)

s.a
∑
i∈I

xi + z =
∑
i∈I

ωi

y = f(z)

Para imponer las condiciones de optimalidad, al reemplazar la segunda restricción en la funcíon
objetivo, resulta que el Lagrangeano del problema es

L =
∑

i∈I

αiui(xi, f(z)) + λ

[∑

i∈I

xi + z =
∑

i∈I

ωi

]

por lo que las condiciones de optimalidad son

αi
∂ui

∂xi
+ λ = 0

∑

i∈I

αi
∂ui

∂y

∂f

∂z
+ λ = 0.

De la primera ecuación,

αi = − λ
∂ui
∂xi

,

que reemplazando en la segunda implica que

∑

i∈I

− λ
∂ui
∂xi

∂ui

∂y

∂f

∂z
+ λ = 0 ⇔

∑

i∈I

∂ui
∂y

∂ui
∂xi

=
1
∂f
∂z

.

Como la rećıproca de la relación marginal de sustitución entrea y b es la relacíon marginal entre
b y a, lo anterior nos dice que, desde el punto de vista social, la condición que se debe satisfacer en el
óptimo es quela suma de las relaciones marginales de sustitución entre bien público y bien privado
es igual a la relacíon marginal de transformación entre bien público y bien privado (las rećıprocas
de las relaciones marginales de sustitución entre bien privado y bien público!). Claramente estáultima
condicíon no tiene nada que ver con la “condición privada”que ya habı́amos obtenido. La relación
obtenida se denominacondición de de Lindahl - Samuelsonpara determinar la cantidad́optima de
bien ṕublico en un determinado mercado.

Una forma de “intuir.el por qúe la diferencia entre las condiciones sociales y privada según lo ante-
rior viene del hecho que, desde el punto de vista privado, a cada individuo le conviene que sea su vecino
quién haga el sacrificio en bienes privados para financiar un bien público, el cual, ex post, puede utilizar
sin problemas. Esto es, ni más ni menos, que el denominado problema del “free rider.en econoḿıa.

En lo que sigue, vamos a introducir un mecanismo de mercado que nos lleve alóptimo de provisíon
de un bien ṕublico. El concepto de equilibrio que vamos a definir es aquel de Lindahl. Para ello, la idea
es simplemente que cada individuo pague por el bien público seǵun la idea que cada individuo internal-
ice el costo del bien ṕublico y no pueda actuar como free rider según lo ya mencionado. Para definir el

62



Doctorado en Investigación de Operaciones Universidad de Chile

equilibrio de Lindahl, se parte del principio que el pago por determinado bien público est́a asociado a la
disposicíon a pagar que cada individuo tiene. Ası́, uno puede suponer que aun cuando en el equilibrio
cada consumidor consume la misma cantidad de bien público, no es menos cierto que cada uno de ellos
paga un precio distinto por el mismo. Por ejemplo, si un consumidori ∈ I es cargado con un preciopi

por el bien ṕublico, asumiendo que el precio del bien privado es uno (numerario), ocurre entonces que
el problema del consumidori ∈ I es escoger la cantidadóptima de bien privado y ṕublico con el fin de
resolver





máx
xi, y

ui(xi, y)

s.a xi + piy = ωi.

Al despejarxi en funcíon dey y reemplazar en la función objetivo, el problema anterior equivale a

máx
y

ui(ωi − piy, y)

y luego, de las condiciones de optimalidad se tiene que

∂ui

∂xi
(−pi) +

∂ui

∂y
= 0 ⇒ pi =

∂ui
∂y

∂ui
∂xi

.

Para la producción del bien ṕublico, la firma compra los factores a los consumidores (precio igual
a uno) y vende el bien público. El pago que recibe es igual a la suma de las disposiciones a pagar por
cada consumidor. Por lo tanto, el problema de la firma es (función de produccíonf )

máx
z

(∑

i∈I

pi

)
f(z)− z

por lo que, al imponer condiciones de optimalidad,

∑

i∈I

pi
∂f

∂z
− 1 = 0 ⇒

∑

i∈I

pi =
1
∂f
∂z

.

Reemplazandopi del problema del consumidor en la ecuación anterior, tenemos que

∑

i∈I

∂ui
∂y

∂ui
∂xi

=
1
∂f
∂z

,

que es precisamente la condición de optimalidad que tenı́amos para obtener asignaciones eficientes de
bienes ṕublicos. De esta manera, al cargar un precio personalizado a cada consumidor según lo anterior,
en el equilibrio de la econoḿıa ocurre que la asignación de bienes ṕublicos es eficiente. Esto motiva
la siguiente definicíon. Las asignaciones de preciospi, y las consiguientes asignaciones de recursos,
conforman lo que se denomina unequilibrio de Lindahl para nuestra economı́a. Obviamente este
concepto puede ser extendido a una economı́a general, con productores y consumidores arbitrarios. No
es objetivo de este curso detallar el modelo general. El modelo simple anterior tiene toda la riqueza de
lo que necesitamos en este curso.
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5. Ejercicios propuestos

5.1. Preguntas Cortas

Comenteen forma concisala veracidad de las siguientes afirmaciones.

(a) ¿Es posible que en una economı́a existańoptimos de Pareto pero que no haya equilibrio de Wal-
ras?

(b) En un contexto donde hay una externalidad, si los costos de transacción son cero, la negociación
entre las partes conduce a unóptimo de Pareto, que es independiente de sobre quién recaigan los
derechos de propiedad.

(c) En estricto rigor, financiar una plaza serı́a un problema netamente privado si efectivamente cada
persona usa la plaza según el dinero que pone para financiarla.

(d) Si las dotaciones iniciales de los individuos se modifican, entonces tanto el núcleo como la curva
de contrato de la economı́a tambíen se modifican.

(e) Si un individuo provoca una externalidad muy negativa en la economı́a, lo socialmentéoptimo es
propender a que dicha externalidad sea anulada, ya sea por un mecanismo de mercado (Coase) o
por intervencíon directa de un planificador (Pigou).

(f) Si precisamente un posibléoptimo de Pareto de la economı́a es aquel donde todos los recursos
son de propiedad de unaúnica persona, ćomo se explica entonces que exista un precio tal que
dicha asignación sea un equilibrio de Walras.

(g) Un mecanismo alternativo para alcanzaróptimos de Pareto deseables es simplemente por medio
de la fijacíon de los precios en vez de utilizar transferencias de bienes.

(h) Aun cuando el ńucleo sea vacı́o, de todas formas puede existir equilibrio en la economı́a, pues el
núcleo se refiere a “coaliciones”mientras que el equilibrio a “decisiones individuales”.

(i) Si las preferencias de los individuos son saciadas, entonces una asignación de equilibrio de Walras
no necesariamente será unóptimo de Pareto, es decir, se viola el Primer Teorema de Bienestar.

(j) Si las presencias son monótonas, una asignación queóptimo de Pareto necesariamente debe es-
tar en el ńucleo de la econoḿıa, ya que ninǵun individuo tiene incentivos a transar los bienes
correspondientes.

5.2. Equilibrio, Pareto y equidad

Suponga una economı́a de2× 2 caracterizada por

u1(x, y) = u2(x, y) = xα · yβ, ω1 = (1, a− 1) ∈ R2
++, ω2 = (b− 1, 1) ∈ R2

++, a, b > 1.

(a) Determine la curva de contrato de esta economı́a.

(b) Determine el precio de equilibrio de Walras esta economı́a, y las consiguientes asignaciones de
equilibrio.
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En lo que sigue,suponga quea = b. Dado esto, un planificador central está intersado en reasignar
recursos en la economı́a, de modo que el equilibrio resultante en la nueva economı́a sea lo“más eq-
uitativo posible”. Usted le sugiere que para sustentar su discurso, lo mejor es considerar una función
deutilidad socialque tome en cuenta las preferencias de las personas y el contexto de equidad que le
interesa. Ud. le pregunta a su profesor como proceder, yél, cŕıpticamente, le sugiere que considere estas
dos posibles funciones de utilidad social:

S1(u1, u2) = ln(u1) + ln(u2)

S2(u1, u2) = u1 + u2.

(c) De las anteriores, ¿cuál cree Ud. que es una mejor función de utilidad social para tomar en cuenta
la equidad? ¿Qúe ventajas y desventajas tieneS1 y S2? Justifique su respuesta.

(d) Habiendo escogido Ud. la función de ustilidad social (S1 o S2), determine entonces cuál de los
óptimos de Pareto es la mejor solución para el objetivo social considerado.

(e) Encuentre la transferencia debien uno que se debe implementar para alcanzar la mejor solución
que Ud. determińo en el punto anterior.

5.3. Equilibrio y bienes indivisibles

Considere una economı́a de intermcambio con tres agentes, donde todos los bienes sonindivisbles, es
decir, discretos. Las funciones de utilidad de los consumidoes sonui(x, y) = x · y, i ∈ I = {1, 2, 3}, y
las respectivas dotaciones iniciales de cada uno de ellos sonω1 = (7, 0), ω2 = (0, 3), ω3 = (0, 4) ∈ N2.
Dadon un ńumero natural mayor que7, para cadai ∈ I denote porXn = {0, . . . , n} × {0, . . . , n} ∈
N × N el conjunto deconsumos factiblesde cada individuo. Este conjunto corresponde al set de
opciones de consumo que tiene el individuo, en el sentido que dado un preciop = (p1, p2) ∈ R2

cualquiera, el problema de cada consumdor es entonces:

máxui(x, y) s.a. (1) p1x + p2y ≤ p1ωi1 + p2ωi2, (2) (x, y) ∈ Xn.

(a) Muestre que al preciop∗ = (1, 1) ∈ R2, se tiene que las asignacionesx∗1 = (4, 3), x∗2 =
(1, 2), x∗3 = (2, 2) y x′1 = (3, 4), x′2 = (2, 1), x′3 = (2, 2) son factibles para cada individuo,
en el sentido que satisfacen las restricciones del problema del consumidor y, además, cumplen
con la restriccíon global de factibilidad relacionada con los recursos de la economı́a. Denote estas
asignaciones porx∗ y x′ respectivamente.

(b) Muestre que el preciop∗ es un precio de equilibrio de esta economı́a, siendo las asignacionesx∗

y x′ dos posibles asignaciones de equilibrio a dicho precio.

(c) ¿Ćomo se entiende que existan dos asignaciones de equilibrio para el mismo precio de equilibrio?
Explique detalladamente.

Suponga ahora que introducimospapel monedaen el modelo, de tal forma que cada individuo posee
inicialmente una cantidad positiva deél. Este papel moneda será unavariable continua, cuyo precio
geńerico se denotará porq ∈ R+, y que adeḿasno participa en las preferencias. Dado todo lo anterior,
si la dotacíon inicial de papel moneda del individuoi ∈ I esmi, el problema del consumidor es (precios
p = (p1, p2) y q):
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máxui(x, y) s.a. p1x + p2 ≤ p1ωi1 + p2ωi2 + qmi, (x, y) ∈ Xn.

(d) Dadosm1 = 1/10, m2 = 1 y m3 = 1/4, mostre quep = (1, 9
8), q = 1, x1 = (3, 3), x2 = (2, 2)

y x3 = (2, 2) es un equilibrio de Walras de la economı́a con moneda.

(e) ¿Qúe consecuencias importantes observa Ud. que ocurren en la economı́a con papel moneda
respecto de la economı́a inicial (sin papel moneda)? Comente detalladamente a partir de todo lo
anterior.

5.4. Más sobre equidad

Considere dos economı́as de intercambio conformadas porm individuos (indexados pori ∈ I =
{1, 2, . . . ,m}) y dos bienes (̀= 2). Para ambas economı́as, las funciones de utilidad de un individuo
i ∈ I son dadas por

ui(x1, x2) = xαi
1 x1−αi

2 .

Para la primera economı́a (llamadala original ), las dotaciones iniciales del individuoi ∈ I son dadas
por ωi = (ωi1, ωi2) ∈ R2

++. La dotacíon total de bien uno esω1 y aquella de bien dosω2; ω =
(ω1, ω2) es el vector de dotaciones totales. Por otro lado, para la segunda economı́a (llamadala final),
las dotaciones iniciales son una reasignación de las originales, de tal manera que para el individuoi ∈ I
son dadas por

ω̄i = λωi + (1− λ)ρiω = (ω̄i1, ω̄i2),

siendoλ ∈ [0, 1] y ρi ∈]0, 1[ parámetros dadostal que

∑

i∈I

ρi = 1.

Escogiendo elbien uno como numerario, se pide entonces lo siguiente.

(a) Muestre quēωi, i ∈ I, es una reasignación de los recursos iniciales.

(b) Muestre que el precio de equilibrio para la economı́a original es(1,p) tal que

p =

∑
i∈I

(1− αi)ωi1

∑
i∈I

αiωi2

Determine adeḿas el precio de equilibrio de la economı́a final.

(c) Muestre que cuandoαi = αj (= α) para cadai, j, entonces los precios determinados en la parte
anterior son coincidentes e iguales a(1,p∗) con

p∗ =
(1− α)ω1

αω2
.
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Ahora bien,bajo el supuesto que todos los individuos tienen la misma función de utilidad (con
paŕametroα), denotemos entonces los ingresos de equilibrio porri y r̄i respectivamente, es decir,

ri = ωi1 + p∗ ωi2, r̄i = ω̄i1 + p∗ ω̄i2.

Finalmente, denote porR y R el ingreso (riqueza) total para ambas economı́as, es decir,R =
∑

i∈I ri, R =∑
i∈I ri.

(d) Muestre que bajo el supuesto deindividuos idénticosanterior, se tiene que

R = R

y adeḿas

r̄i

R
= λ

ri

R
+ (1− λ)ρi.

5.5. Derechos de consumo

Suponga dada una economı́a de intercambio conm individuos, indexados pori ∈ I = {1, 2, . . . , m},
cuyas funciones de utilidad y dotaciones iniciales sonui : R`

+ → R y ωi ∈ R`
+ respectivamente. La

cantidad de bienes en la economı́a es̀ y ω es la cantidad total de recursos iniciales. En todo lo que sigue,
asuma que las funciones de utilidad son las usuales, es decir, crecientes por componentes, diferenciables
y estrictamente ćoncavas.

Para efectos de generar transferencias, vamos a considerar la existencia de un planificador central
que decide sobre lo que llamaremosderechos de consumoy sobre unaregla de preciosque se impon-
drá ex́ogenamente en la economı́a. Losderechos de consumoson una cantidad realri ∈ R+ asignada
a cada individuo. Denotemos porR la suma de todos los derechos asignados, e.d.,R =

∑
i ri.

En este modelo, si elprecio de los bienesesp ∈ ∆`, elprecio de los derechosesq ∈ R+ y s ∈ R`
+

denota unatasa de transformacíon de bienes en derechos(todos valores por determinar), entonces
ASUMA que el problema del consumidor es

máx
x

ui(xi) s.a (p + qs) · xi = p · ωi + qri. (7)

Encontrar equilibrios en esta economı́a corresponde adeterminar los preciosp, q y s que hacen
que las demandas correspondientes sean factibles, es decir,

si xi(p, q, s, ωi) es una solucíon al problema (7), entonces diremos quep∗, q∗ y s∗ sonprecios de
equilibrio si

∑

i∈I

xi(p∗, q∗, s∗, ωi) = ω.

Finalmente,y muy importante, note que la cantidad de inćognitas del problema de equilibrio
es2 · ` + 1 (` por el lado de p, ` por s y una por q), mientras que la cantidad de ecuaciones que
definen el equilibrio soǹ (dadas por suma de demandas igual a dotaciones totales). De esta manera, el
problema anterior presenta una indeterminación fundamental. A partir de lo anterior, con el fin de evitar
la multiplicidad de equilibrios, se introduce lo que llamaremos unaregla de preciosen la econoḿıa
que, como se ha indicado, es una herramienta adicional que posee un planificador central para reasignar
recursos. La regla ḿas simple que podemos imaginar es la que llamaremosregla lineal, dada por la
siguiente relacíon entre los precios
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s =
1
q
Ap,

siendoA ∈ R`×` una matriz real dè por `. Más aun,asumiremosqueA es una matriz diagonal de la
forma

A = σ[I],

dondeσ > 0 es unescalar prefijadoe [I] la matriz identidad.

(a) Muestre que bajo la regla de precios anterior (lineal-diagonal), sip, s y q son precios de equilib-
rio, entonces necesariamente se debe cumplir que

q =
σ

R
p · ω,

y con ello concluya que, sin pérdida de generalidad, el problema del individuo se puede re-escribir
como

máx ui(xi) s.a p · xi = p ·
[

ωi

1 + σ
+

(
σ

1 + σ

)
ri

R
ω

]
. (8)

Denotemos entonces

ω̃i =
ωi

1 + σ
+

(
σ

1 + σ

)
ri

R
ω.

(b) Muestre que{ω̃i}i∈I es unareasignacíon factible de los recursos iniciales, es decir, muestre que

∑

i∈I

ω̃i = ω.

Muestre adeḿas que siω ∈ R`
++ y ri > 0 para todoi ∈ I, entonces̃ωi ∈ R`

++.

(c) Usando resultados conocidos,concluyaque siω ∈ R`
++ y ri > 0, ∀i ∈ I, entonces necesaria-

mente ha de existir un equilibrio de Walras en la economı́a cuyas dotaciones iniciales son dadas
por ω̃i, i ∈ I. Denote el precio de equilibrio anterior porp̃ y las respectivas asignaciones por
x̃i, i ∈ I.

(d) Dado el equilibrio anterior, determine entonces el equilibrio en la economı́a original, es decir,
determinep∗, q∗, s∗ y las respectivas asignaciones de equilibriox∗i .

5.6. Modelo de transferencia

Considere una economı́a de intercambio con m individuos y dos bienes (m × 2), donde las prefer-
encias de cada individuo son dadas porui(x, y) = xα · y1−α, i ∈ I = {1, 2, . . . , m}. Las dotaciones
iniciales sonωi = (ωi1, ωi2) ∈ R2

++ y las dotaciones totales sonω ∈ R2
++.

Considere ahora una transferencia de forma tal que las nuevas dotaciones son ahora dadas por

ωi =
1
2

(
ωi +

ω

m

)
∈ R2

++.
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(a) Muestre que{ωi, i ∈ I} es una redistribución de los bienes.

(b) Muestre que el precio de equilibrio antes de la reasignación coincide con aquel ex - post la
reasignacíon.

Denote el precio anterior porpc y defina la riqueza relativa del individuo antes de la reasignación
como

RW INI
i =

pc · ωi

pc · ω ,

mientras que aquella luego de la reasignación como

RWFIN
i =

pc · ωi

pc · ω .

La definicíon anterior tiene sentido toda vez que el precio de equilibrio no cambia con la reasignación
que se ha descrito.

(c) Dado todo lo anterior, muestre que

RWFIN
i =

1
2

(
RW INI

i +
1
m

)
,

y concluya que la varianza la riqueza relativa cumple con que

var
[
RWFIN

i

]
=

1
4
var

[
RW INI

i

]
.

Concluya que la implementación de la transferencia indicada reduce la desigualdad en la distribu-
ción del ingreso.

5.7. Externalidades

Considere una economı́a de intercambio con dos bienes (cantidades genéricas dadas porx ey). Las
preferencias de los tres consumidoresi = 1, 2, 3 de esta econoḿıa son dadas por

u1(x1, y1) = x
1/2
1 + y1 + x

1/2
2

u2(x2, y2) = x
1/2
2 + y2 + x

1/2
1

u3(x3, y3) = x
1/2
3 + y3.

Suponga que todos los consumidores tienen las mismas dotaciones

ωi = (9, 10) ∈ R2, i = 1, 2, 3.

(a) Calcule el equilibrio de Walras de esta economı́a.

(b) Muestre que el equilibrio de Walras anterior no es Pareto eficiente. Para esto, muestre que los
consumidores pueden transferirse bienes de manera que todos mejoren, es decir, encuentre una
reasignacíon de los recursos de modo que el nivel de satisfacción de cada individuo es mayor que
aquel que obtienen con el Walras ya encontrado.

(c) Seŕa o no relevante la participación del individuo 3 en una eventual negociación entre los agentes
para asignaŕoptimamente los recursos con el fin de resolver la externalidad descrita en el modelo.
Comente y justifique su afirmación.
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5.8. Más sobre externalidades

Suponga que en una economı́a de2 × 2, las funciones de utilidad de los consumidores son dadas
por

u1(x, y) = u2(x, y) = xα · y1−α.

Suponga adeḿas que las dotaciones iniciales son, respectivamente,ω1 = (a, 0) y ω2 = (0, a), con
a > 0.

(a) Dibuje la curva de contrato de esta economı́a en la respectiva caja de Edgeworth.

(b) Determine el precio de equilibrio de esta economı́a, suponiendo el bien uno como numerario. Us-
ando la curva de contrato anterior y el precio de equilibrio ya encontrado, determine directamente
las asignaciones de equilibrio de esta economı́a.

(c) Si la poĺıtica śolo permite hacer transferencias de bien uno, ¿qué transferencia de bienes habrá que
realizar entre los consumidores para que la asignación igualitaria, para cada individuo, sea un
equilibrio de Walras?

Suponga ahora que hay una externalidad en el consumo de los individuos a partir del hecho que las
preferencias son ahora

u1(x11, x12) = x11α · x1−α
12 , u2(x21, x22) = x21α · x1−α

22 + δx11,

conδ > 0. Las dotaciones iniciales son las mismas que antes.

(d) ¿Ćomo cambia el precio de equilibrio en esta nueva economı́a? Justifique su respuesta.

(e) ¿Cambia la curva de contrato en esta nueva economı́a? Justifique su respuesta.

5.9. Ejercicios varios

1. Determine la curva de contrato cuando las funciones de utilidad sonu1(x, y) = xαy1−α y
u2(x, y) = xβy1−β, esto asumiendo que las dotaciones iniciales sonω1 = (1, a) ∈∈ IR2 y
ω2 = (b, 1) ∈ IR2.

2. Muestre formalmente que todo equilibrio de Walras en una economı́a de2 × 2 es unóptimo de
Pareto (Primer Teorema de Bienestar).

3. Determine, si existe, el precio de equilibrio y las asignaciones de equilibrio de una economı́a
dondeu1(x, y) = [xa + µya]1/a y u2(x, y) = [xb + ρyb]1/b, siendo las dotaciones iniciales
ω1 = (0, R) ∈∈ IR2 y ω2 = (R, 0) ∈ IR2.

4. Consideremos una economı́a de2 × 2 y asumamos que los individuos tienen la misma función
de utilidadu(x1, x2) = xα

1 · x1−α
2 , conα ∈]0, 1[. Asumamos adeḿas que las dotaciones iniciales

sonω1 = (1, 1) ∈ IR2 y ω2 = (40, 40) ∈ IR2. Determine entonces el precio de equilibrio y
muestre que la razón de ingresos en el equilibrio es1 : 40. Suponga ahora que un planificador
central decide recolectar la mitad de todos los recursos de la ecnomı́a y devolverlos de acuerdo a
un porcentaje prefijado. Sear ∈ [0, 1] la fraccíon (porcentaje) de los recursos que se devuelven
al individuo uno (por lo tanto el individuo dos recibe(1− r) del total recolectado). Determine el

70



Doctorado en Investigación de Operaciones Universidad de Chile

nuevo precio de equilibrio y muestre entonces que la razón de ingresos en el nuevo equilibrio es
dado por

IR(r) =
I2(r)
I1(r)

=
81− 41r

1 + 41r
.

5. Suponga una economı́a formada por dos consumidores y unúnico bien. Asumamos que la utilidad
de cada individuo depende de lo que consume pero además de lo que el otro consume. Denotemos
porxi el consumo del individuoi = 1, 2 y suponga que las funciones de utilidad de cada uno de
ellos es

u1(x1) =





x1 si x2 ≥ x1/2

√
x1 · x2 si x2 < x1/2

u2(x2) =





x2 si x1 ≥ x2/2

√
x1 · x2 si x1 < x2/2.

Partiendo de la base que la cantidad total del bien esω ∈ IR++, determine la(s) asignación(es)
eficientes en esta economı́a.

6. Considere una economı́a con dos consumidores y una firma, la que produce exclusivamente un
bien ṕublico. Cada individuo posee como dotación inicial una unidad de trabajo. Suponga que la
tecnoloǵıa de produccíon del bien ṕublico esy = L, siendoL la cantidad de trabajo empleado en
su produccíon. Las funciones de utilidad de cada individuo son

u1(L1, y) = (1− L1)y, u2(L2, y) = (1− L2)y3.

Dado lo anterior, determine entonces el conjunto deóptimos de Pareto de esta economı́a. De-
termine adeḿas las funciones de demanda de cada individuo y determine el (los) equilibrios de
Lindahl de esta econoḿıa.

Suponga ahora que la empresa que produce el bien público es propiedad del individuo dos y que
la tecnoloǵıa de produccíon es

y = L1 +
L2

3
.

Determine entonces el conjunto de asignaciones eficientes de la economı́a y calcule el (los) equi-
librios de Lindahl correspondientes.

7. Considere una economı́a con dos bienes y tres consumidores. Denotemos porxij el consumo del
bienj = 1, 2 por parte del individuoi = 1, 2, 3 y suponga que las funciones de utilidad de estas
personas son dadas poru1 = x

1/2
11 + x12 + x

1/2
21 , u2 = x

1/2
21 + x22 + x

1/2
11 , u3 = x

1/2
31 + x32.

Suponga que todos los consumidores tienen las mismas dotacionesωi = (9, 10), i = 1, 2, 3.
Calcule entonces el equilibrio competitivo de esta economı́a de intercambio y muestre que la
asignacíon de equilibrio no es Pareto eficiente. Cómo se podŕıan obtener asignaciones Pareto
óptimas en el contexto anterior. Explique y desarrolle.
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8. Una tienda de ropa (R) y una joyerı́a (J) est́an situadas la una junto a la otra. Seanx el gasto en
publicidad de la tienda de ropa yCR(x) = x2/100 la función de costos de dicha tienda. Seany
el gasto en publicidad de la joyerı́ y CJ(y, x) = y2/100− x su funcíon de costos. Los beneficios
de estas tiendas vienen descritos por las funciones:πR = 2x− CR(x) y πJ = 3y − CJ(y, x).

Calcule entonces la decisión óptima de gasto en publicidad de cada tienda. Suponga ahora que
ambas tiendas se fusionan. Cuál seŕa entonces el gasto en publicidad de la nueva tienda? Cuál es
el nivel de impuesto o subvención que se debe fijar para que el nivel de publicidad sea eficiente
bajo el supuesto que no se fusionan?

9. Un aeropuerto está situado junto a un gran terreno propiedad de un agente inmobiliario. Cuanto
mayor es el numero de aviones, mayores son los costos de la inmobiliaria para vender sus depar-
tamentos. Seax el número de aviones, seay el numero de edificios. Los costos del aeropuerto
vienen dados porCA(x) = x2 y su beneficio porπA = 48x − CA(x). Los costos de la inmo-
biliaria son dados porCI(y, x) = y2 + xy y su beneficio porπI = 60y − CI(y, x). Bajo lo
indicado, calcule entonces el número de edificios que construirá la inmobiliaria. Suponga ahora
que autoridad local prohı́be el aeropuerto, cuántos edificios se construirán en dicho escenario? Si
el aeropuerto tiene que compensar a la agencia inmobiliaria por los daños que le produce, cuál
seŕa el ńumero de aviones que el aeropuerto permitirá circular? Qúe nivel de impuesto se debe
fijar para que el ńumero de aviones que se permitan sea el eficiente?
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