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PAuTA PROBLEMA 2, CONTROL 1

Problema 2

(a) (2.0 pts) Sea I es un juego en forma extensiva. Si s} es una estrategia del jugador i que difiere de s} s6lo en
la accién prescrita despueés de historias que no ocurren bajo sf, probar que si (s}, s*;) es N.E. entonces también
lo es (s5,s%,).

R: Supongamos que T es el conjunto de etapas del juego, e I el conjunto de jugadores. Definamos el siguiente

conjunto:
- @® A

teT i€l
Con A;+ el conjunto de acciones para el jugador ¢ en la etapa t. H corresponde al conjunto de historias posibles del
juego. Para h € H definamos ademas
p*(h)= Prob(h se juegue bajo (s}, s*,))
p'(h)= Prob(h se juegue bajo (s}, s*,))

u;((s5,5—;)|h) : Utilidad que obtiene el jugador i cuando la estrategia es s condicional en que se jugé h.

Dado que s difiere de s* sélo en la accién prescrita después de historias que no ocurren bajo s}, se tiene que si
p*(h) > 0 entonces u;((s},s*;)|h) = u;((s},s*,;)|h) (1). Es més, como las acciones de ambas estrategias coinciden
en historias que ocurren con una probablhdad no negativa, obtenemos que si p*(h) > 0 entonces p*(h) = p/(h) (2).

Con ello:
B(ui((sh,573)) = > wi((sh, s )[0)p' (h) =Y wil(s], ) [)p* (h) = B(ui((s], 5%,))

heH heH

y de este modo, si s* es N.E., entonces el individuo i no tiene incentivo a desviarse de s, cuando los oponentes
3 *
juegan s*;

Para un jugador j # i el razonamiento es el mismo: como s, difiere inicamente en la accién prescrita después
de historias que no ocurren bajo s, se tiene (2). Es mas, se obtiene que si p*(h) > 0 entonces u;((s},s;)|h) =

u;((s},s;,8%; ;)|h) por el mismo argumento. Si existiese un jugador j y una estrategia $; que le reportara mas

utilidad cuando el resto juega (s}, s*, j) se obtendrfa:

B(u;((55,50,5% ;) = > ui((35, 8}, 5%, ;) [h)p(h)

heH

> ui((s5, 8,85 )P (h) = Y ui((s5, 87,875 ) Ip™ (h) = B (us((s5, 5% )

heH heH

Notando que u;((3;, s}, %, ;)|h) = u;((3;, 5], 5, ;)|h) si p*(h) > 0 se llega a:

E(u;i((85,525)) > E(ui((s],52;))

de donde s* no seria equilibrio de Nash, una contradiccién.



(b) 1. (1.0 pts) La forma normal del juego es:

A B
(D,d) 2,1 2,1
(D,u) 2,1 2,1
(U,d) 0,2 1,0
(U,u) 0,2 3,3

y su forma reducida

A B
(D,d) 2,1 2,1
(U,d) 0,2 1,0
(Uyu) 0,2 3,3

2. (1.0 pts) Analicemos la forma reducida. Notemos que (D,d) domina estrictamente a (U, d) y, de este modo, el
jugador 1 no le dara peso positivo a esta ultima estrategia en cualquier equilibrio. Por lo tanto, nos restringimos a
considerar

Analicemos los equilibrios en estrategias puras:

s ((D,d),A): Sil juega (D,d) 2 no tiene incentivo a salir de A. Si 2 juega A, 1 no tiene incentivo a moverse de

,d Es N.E. puro.

(U,u), A): Si 1 juega (U, u), 2 tiene incentivo a jugar B. No es N.E.

= ((U,u),B): Si 1 juega (U,u) 2 no tiene incentivo a salir de B. Si 2 juega B, 1 no tiene incentivo a moverse de

(

(D

= ((D,d), B): Si 2 juega B, 1 tiene incentivo a jugar (U, u). No es N.E.

(

(
(U, u). Es N.E. puro.

Por lo tanto, los N.E. en estrategias puras del juego original son: ((D,d), A), ((D,u)), A), (U, u), B).

Analicemos los equilibrios en estrategias mixtas (en base la la tltima forma normal presentada). Supongamos
que 1 juega (D, d) con probabilidad p y 2 juega a con probabalidad ¢. Se obtiene:

E(uy((D,d))lq)) =
E(ui((U,u))lg)) =3 -3¢
E(uz(Alp)) =p+2—-2p=2—p
E(uz(Blp)) =p+3—-3p=3-2p

Asi, IE(ug(Alp)) = IE(uz(B|p)) < p = 1. Por otra parte IE(u1((D, d))|q)) = E(u1((U,u))|q)) < g =1/3. Con ello,
BRy(p=1)=(¢,1—¢q), ¢ > 0. BR1((¢,1 —q)) es p=1siy sélo si ¢ > 1/3. De esta manera los equilibrios en
estrategias mixtas de esta forma normal son {((1,0),(¢,1 — ¢))|¢ > 1/3}. Finalmente, los equilibrios de Nash del
juego original serdn:

N.E.={((,1-6,0,0),(q,1—¢))|§ >0,¢ >1/3} U{((0,0,0,1),(0,1))}.



3. (1.0 pts) Equilibrios perfectos.

(i) Consideremos o = ((0,0,0,1),(0,1)). Definamos ol = (¢,¢€,¢,1 — 3¢).

» E(uy(B)|ol) =26+ 3 —9¢=3—Te.

= (

w E(uz(A)|ol) = 4e +2 — 6e = 2 — 2e.
o) =
) >

Asi, E(uy(B)|ol) > E(us(A)|o)) & e < 1/5.

Por otro lado, 02 = (¢,1 — ).
» E(u1((D,d))|o?) =2.
» E(ui1((U,u))]|o?) =3 — 3e.
Ast, IE(u1((U,u))|o?) > E(ui((D,d))|o?) < e < 1/3.

De este modo, o es 1/5-equilibrio perfecto.

(ii) Tomemos o = ((A,1—6,0,0),(¢,1—¢)) conl >8>0y 1>¢qg>1/3. Aqui no es claro como se debe perturbar
cada una de las acciones por lo que se hard lo mas general posible.
Sea €1,€2 > 0 tal que 061 , = (0 —€1,1—0—e,€1,€e2) > 0. Se tendra que:
. E(UQ(A)|U€12) =0—e1+1—0—€3+261 +263 =1+ €1 + €9.
. E(uQ(B)\aqz) =0—€e+1—-0—e3+3ea=1—¢€ + 2¢5.

Ast, E(uz(A)|ol, ,) = E(ux(B Nod, ,) sty sélosier = €z/2. Ademds, como (g,1 — ¢) > 0, es una estrategia
mixta, y asi, no es necesario perturabarla. De esta manera o es equilibrio perfecto.

El caso ((0,1 —6,0,0),(1,0)) también es equilibrio perfecto razonando de la misma forma. Las condiciones
son €1 > €2/2 para el jugador 1, y € < 2/3 para el jugador 2.

(iii) Tomamos ¢ = ((1,0,0,0),(¢,1 —¢q)) con 1 > g > 1/3 (el caso ¢ = ((0,1,0,0),(q,1 — ¢)) es andlogo).
Consideremos o} = (1 — €] — €3 — €3, €1, €2, €3). Luego,

A51 E(uz(A)|ol) = E(ux(B)|ol) si y sélo si ea = €3/2. Si ¢ < 1 el resultado se tiene. Cuando ¢ = 1,
. La condicién es € < 2/3 (viene de (ii)).
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4. (0.5 pts) Equilibrios en Sub-Juego Perfecto.
Backward induction asegura que el inico S.P.E. es ((U,u), B).
5. (0.5 pts) Comparar las respuestas de 3 y 4. Explicar por qué hay diferencias.

Los equilibrios perfectos en estrategias puras son ((U,u), B), ((D,d),A) y ((D,u), A), mientras que existe un
unico equilibrio en sub-juego perfecto ((U,u), B). La diferencia se debe a que S.P.E. es una condicién muchisimo
més fuerte: condicional en haber alcanzado un cierto conjunto de informacién, la restricciéon de la estrategia a la
continuacién del juego debe ser N.E. Por otra parte, la nocién de equilibrio perfecto exige que para perturbaciones
suficientemente pequenas, el equilibrio en cuestién sea alcanzado a partir de un cierto instante (una especie de
continuidad del equilibrio en funcién de la perturbacién), sin embargo, no impone restriccién alguna de optimalidad
a lo que resta de la estrategia cuando se ha alcanzado cualquier etapa del juego.



