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1. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Si una aseveracién es verdadera,
demuéstrela; si es falsa, dé un contraejemplo.

(a)

(10 puntos) Sean o; y oF dos estrategias mixtas del jugador i. Suponga que para cualquier vector
de estrategias puras a_; € A_; del resto de los jugadores, u;(c},a_;) > u;(0;,a—;). Entonces,
para cada vector de estrategias mixtas o_; € A_; se cumple que ui(of, a_i) > ui(ai, o_ji).
Respuesta:

Verdadero:
Sea,

N
ui(ai,a_i) = Z HO’j(CLj) vi(ai,a_i),

acA \j=1

N
ui(ai,a_i) = Z HO’j((l‘j) ai(ai)vi(ai,a_i),

a€A \j#i

donde v;(a;,a_;) es el pago cuando se juegan las acciones (a;, a_;).
Pero,
wi(oi,ai) =Y oia)vi(ai, ay)
acA

Por hipétesis, se tiene que:

wi(oi,a_) < D oacA o¥(a;)vi(a;,a—;) y por lo tanto
N *

Ui(05,0-i) <Daca (Hj;éi Uj(%‘)) o7 (ai)vi(ai, a—;)

wi(04,0_;) < ui(of,o—1) Yo_;

(10 puntos) Sea af € A; es una estrategia pura del jugador 7. Suponga que ninguna estrategia
pura a; € A; domina estrictamente a a. Entonces, ninguna estrategia mixta o; € A(A4;) domina
estrictamente a a;.

Respuesta:
Falso. Un contrajemplo:



2. Sea

1 d
ail ai2
A
3 0
a21 a22
M
0 3
asi as2
B
1 1

En este juego, B no estd dominada ni por A ni M. Sin embargo, para cualquier conjetura que el
jugador 1 haga sobre (¢,1 — q) del Jugador 2, la estrategia pura B es dominada por la estrategla
mixta que asigna probabilidad i sady 2 a M, ya que asi obtiene una utilidad esperada de > 1.

(10 puntos) Si una estrategia mixta o} domina estrictamente a la estrategia pura a;, entonces
cualquier estrategia mixta del jugador ¢ que asigne una probabilidad positiva a la estrategia pura
a; es estrictamente dominada por o;.

Respuesta: Falso.

Para el ejemplo anterior se tiene que: la estrategia mixta o] que asigna probabilidad % a las
estrategias puras A y M, domina estrictamente a la estrategia pura B (1,5 > 1) independiente de
la conjetura que el jugador 1 haga sobre las probabilidades (q,1—q) del jugador 2. Sin embargo, la
estrategia mixta o que asigna probabilidad 1= a las estrategias puras Ay M y 1—15 a la estrategia

pura B domina estrictamente a o5 (1,8 > 1,5).

N
o) =3 | [[oi@) | vila),
acA 7
entonces, o* es un equilibrio de Nash si w;(c},0*;) > u;(s;,0-;) para todo s; 6 S; y para todo

1. Mientras que una estrategia s; es débilmente dominada para cada jugador @ sl existe ol tal que
wi(oh,s_;) > ui(ss,5—;) para todo s_; € S_; y para el caso de estrictamente es necesario sustituir >
por >.

(a)

(10 puntos) Suponga que todas las estrategias débilmente dominadas son eliminadas. Defina el
set S} como el set de estrategias puras que sobrevivié a la eliminacién de estrategias débilmente
dominadas. Dado que el juego se resuelve por estrategias débilmente dominadas, entonces S es
a singleton. Sea s* el perfil de estrategias que sobrevivié el proceso de eliminacion iterativo y
supongamos que existe s; tal que u;(s;, s*;) > u;(sf,s*;). Entonces, si un round de eliminacién
es suficiente para producir s*, entonces s; debe dominar débilmente todas las estrategias en S,
lo cual es imposible dado que s; es una mejor respuesta a s*, que s;. Mas generalmente asuma
que en el proceso de eliminacién iterada s; es débilmente dominada por en algin round por s, la
cual es eliminada en un round mas tarde porque es débilmente dominada por s, la cual es
finalmente eliminada por s;. Dado que s*; pertenece al set de estrategias que no son dominadas
débilmente para los oponentes de ¢ en cada round, por transitividad s*, debe ser una mejor re-
spuesta a s} que s;—una contradiccién. En contraste, dada la definicién de equilibrio de Nash los

.......



jugadores solo puede poner un peso positivo en estrategias que no son eliminadas en el proceso
de eliminacién de estrategias estrictamente dominadas.

(b) (10 puntos) Suponga que todas las estrategias estrictamente dominadas son eliminadas. Defina el
set SF como el set de estrategias puras que sobrevivié a la eliminacién de estrategias estrictamente
dominadas. Dado que el juego se resuelve por estrategias estrictamente dominadas, entonces S}
es a singleton. Sea s* el perfil de estrategias que sobrevivié el proceso de eliminacién iterativo y
supongamos que existe s; tal que u;(s;, s*,;) > u;(sr, s*,). Entonces, si un round de eliminacién
es suficiente para producir s*, entonces s} debe dominar todas las estrategias en .S;, lo cual es
imposible dado que s; es una mejor respuesta a s*, que s;. Mas generalmente asuma que en el
proceso de eliminacién iterada s; es estrictamente dominada por en algin round por s} la cual
es eliminada en un round mas tarde porque es estrictamente dominada por s} ,...... , la cual es
finalmente eliminada por s}. Dado que s*, pertenece al set de estrategias que no son dominadas
para los oponentes de ¢ en cada round, por transitividad s*; debe ser una mejor respuesta a s
que s;—una contradiccién. En contraste, dada la definicién de equilibrio de Nash los jugadores solo
puede poner un peso positivo en estrategias que no son eliminadas en el proceso de eliminacién
de estrategias estrictamente dominadas.

3. (a) (10 puntos) Representacién en Forma Extensiva (5 puntos)

1

(r,r) (2r-D,D)(D,2r-D)

(RR) (2R-D,D)(D,2R-D) (R,R)

Representacién en Forma Normal (5 puntos):



(S.9) (S,NS) (NS,S) (NS,NS)

r r 2r — D 2r — D
(S.5)
r r D D
r r 2r — D 2r — D
(S,NS)
r T D D
D D R D
(NS,S)
2r — D 2r — D R 2R—D
D D 2R—D R
(NS,NS)
2r — D 2r — D D R

(b) (10 puntos) Buscamos los equilibrios de Nash en el subjuego que empieza en el periodo 2.

Como R > Dy 2R — D > R la estrategia sacar domina estrictamente a la estrategia no sacar
para ambos inversores. Por lo tanto, existe un equilibrio de estrategias estrictamente dominantes,
que sera el unico equilibrio de Nash. Luego, en el perfodo 2, ambos inversores sacan su dinero y
obtienen los pagos (R, R).

(c) (10 puntos) Para buscar los Equilibrios Perfectos en Subjuegos (EPS) del juego completo, bus-
camos los equilibrios de Nash del periodo 1 considerando los pagos del equilibrio del periodo 2
(analizado en la parte b) de esta pregunta). La forma normal sera:

S NS
T D

r 2r—D
2r — D R

NS
D R

e Como 2r — D < r (puesto que D > r )y R > D > r, en el juego del periodo 1 existe 1
equilibrio de Nash en estrategias puras que es:

e EPS-1: (57,55) =((NS,S),(NS,S)) lo que conduce a los pagos (R,R).
La razon es simple. Como R > D > r, entonces R > 2r — D. Esto implica si el jugador 1 juega
S entonces la mejor respuesta del jugador 2 es jugar N S. Esto elimina (S, .S) como equilibrio
dado que el juego es simétrico. Si el jugador 1 juega NS entonces la mejor respuesta del
jugador 2 es jugar NS dado que R > 2r — D. Por simetria, la mejor respuesta a N.S del
jugador 2 es NS para el jugador 1.

4. (10 puntos)

(a) Para encontrar el set de EPS usamos induccién inversa:
Jugador 1 decide entre L] y R}: Como 3 > 0 = Jugador 1 escoge L.
Jugador 2 decide entre Ly y Rp: Como 1 > 0 = Jugador 2 escoge Ls.
Jugador 1 decide entre L; y R;: Como 3 > 2 = Jugador 1 escoge L.
Luego, los EPS serdn ((L1,L}), L2) ; ((R1,L}), Re) y ((R1, R}), Ra).



Si usamos la Forma Normal, encontraremos los equilibrios de Nash: (4 puntos)

L2 R2
1 0
(L1, LY)
3 1
-5 0
(Llu Rll)
0 1
2 2
(Rla Lll)
2 2
2 2
(Rla Rll)
2 2

Luego, los equilibrios de Nash son: (4 puntos)

EN1: (L, LL), L)

EN2: ((Ri. L)), R)

EN3: ((Rla Rll)v R2)

Mientras que el dnico equilibrio en sub-juego perfecto es ((L1,L}), L2) dado que los equilibrios
((R1, L), Ra) v ((R1, R}), Ry) estan basados en la amenaza no necesariamente creible de jugar
Ry del jugador 2 en el caso de que le den la oportunidad de jugar que a su vez en el caso de
((R1, R}), R2) se sustenta en la amenaza del jugador 1 de jugar R} en el caso de que el jugador 2
juegue Ls.(4 puntos)

(10 puntos) Sabemos que los trembling hand equilibrios son equilibrios en sub-juego perfecto
son pero no lo contrario, no obstante, para juegos genéricos ambos coinciden. El concepto de
trembling-hand se aplica a la forma estratégica en la cual corresponde a la forma normal menos
aquellas estrategias que dan la misma distribucién de probabilidad sobre los pagos para todas las
estrategias puras de los oponentes.

Demostremos primero que ((L1, L)), La) es un trembling hand equilibrio o equilibrio perfecto (5
puntos).

Sea 0§ = (1 — ¢, €) la estrategia mixta del jugador 2. Luego, el jugador 1 obtiene:

Ur(L1, L)) =3(1—¢€) +e=3 —2¢

Ur(Ly, Ry) =0(1 —€) +e=e

Ul(Rl, /) = 2(176)4’26—2

Dado que Uy(Ry, L)) > Ui(L1, R}) para todo € el jugador 1 no deberia poner ningin peso en
(L1, R}). Ademis para € pequefio, Uy (Ly, L) > Uy (Ry, L}) y por lo tanto el jugador 1 deberia
poner el maximo peso a (L1, L}). Es decir, BR (¢§) = (L1, L}).

Sea ahora 0§ = (1 — 2¢, €, €) la estrategia mixta del jugador 1. En este caso:

Us(La) = 1(1 — 2¢) — 5e+2e =1 — 4e

Us(R2) = 0(1 — 2¢€) + 0e + 2¢ = 4e.

Para e pequeiio, Us(Lg) > Us(Rs) y por lo tanto el jugador 2 deberia poner el méximo peso a L.
Es decir, BR (0§) = La.

Luego, el equilibrio de Nash ((Ll, L)), Ly) es también trembling hand.

Veamos ahora que ((R1, R}), R2) es también trembling hand perfect equilibrium.(5 puntos)



Sea 0§ = (¢,1 — ¢€) la estrategia mixta del jugador 2. Luego, el jugador 1 obtiene:

Ur(L1, L)) =3e+ (1 —€) =1+ 2¢

Ul(Ll,Rll) = 0e + (1 —6) =1—c¢

Ul(Rl,Rll) = 2¢ + 2(1 - 6) =2

Dado que Uy (L1, L) > Uy(Ly, R}) para todo € el jugador 1 no deberia poner ningin peso en
L1, RY. Ademés para e pequeiio, Uy (Ry, R,) > Uy(Ly,L}) y por lo tanto el jugador 1 deberia
poner el maximo peso a (R1, R}). Es decir, BR (05) = (R1, R}).

Tomemos o = (€,¢,1 — 2¢) la estrategia mixta del jugador 1.

El jugador 2 obtendra los siguientes pagos:

Us(La) = 1(e) — be +2(1 — 2¢) = 2 — 8¢

UQ(RQ) = 0(6) + Oe + 2(1 — 26) =2 —4e

Para todo, Us(Rs) > Us(Ls) v por lo tanto el jugador 2 deberia poner el méximo peso a Ry. Es
decir, BR (0) = Rz. Luego, el equilibrio de Nash ((R1, R}), R2) es también trembling hand.
Finalmente, por simetria, ((R1, R}), R2) también resulta ser trembling hand perfect equilibrium.
Claramente, los otras 5 posibilidades no serdn trembling hand perfect ya que: dado que el jugador
2 escoge 0§ = (1 — €,¢), el jugador 1 escogié la jugada (L1, L)), para e chico. Como o$§ tiene
que converger a una estrategia pura, sélo existe la posibilidad de que € se vaya a cero 0 o a 1.
Cuando se va a cero, ya se vio que el jugador 1 prefiere (L1, L}) (eliminando asi la posibilidad
de que las acciones ((Ry,L}),L2) v ((R1, R}), La) sean trembling hand), y cuando € se va a 1
también se vio lo que sucedia; y en ese caso el jugador 1 prefiere (Ry, L)) o (Ry, R}) a las otras
acciones (L1,L}) y (L1, R}). Esto implica que ((R1,L}),L2) , ((R1,R}),L2) , ((L1,R}),L2) ,
((L1,LY), R2) v (L1, R}), R2) no son trembling hand perfect equilibrium.

(10 puntos) En las partes a) y b) se demostré que todos los equilibrios de Nash resultaron ser
trembling hand perfect. Es decir, los trembling hand equilibrios son equilibrios en sub-juego
perfecto pero no lo contrario. Es decir, algunos trembling hand no son sub-juego perfecto. (5
puntos) Intuitivamente, lo que ocurre es que termbling hand permite correlacién entre los tiritones
(trembles ) y sus jugadas en en los set de informacién subsecuentes. Si el jugador tirita y juega Ly
con probabilidad positiva, entonces es muy probable que el juege R} y no Lj. El problema con el
sub-juego perfecto es que considera razonable sélo focalizarse en el sub-juego correspondiente sin
importar como se llego a el. Es decir, si alguien jugo de forma tal de que se arribe a tal sub-juego
o se arrib6 solo por error. (5 puntos)

u(x)

u’(x) *

Asf, la aversién al riesgo de a resulta ser r, = —’?4/,/—((5)), yladebd, r, = —g,/—((f)).

(10 puntos) La definicién de aversién al riesgo de Arrow-Pratt es —

Como A(x) = G(B(z)), con G céncava y creciente, por regla de la cadena,

Al(z) = B'(z)-G'(B(x))
A'(z) = B'(z)-G'(z)+ B'(2)*-G"(x)

Luego,

_B"(z)-G'(B(x)) + B'(x)* - G"(B(x))
B'(x) - G'(B(x))

Tq =



reordenando términos:

. - B'(x) B(zx) G"(B(z))
Bl G'(B(x))
Como B(z) es funcién de utilidad, es creciente, i.e. B'(x) > 0.
Como G(z) es céncava y mondtona creciente, G'(B(x)) > 0y G’ (B(z)) < 0.
Asi/7

B'(x) - G"(B(x))
G'(B(x))

<0 (3)
y por lo tanto,

B'(x) - G"(B(x))
G'(B(x))

i.e. el individuo a es més averso al riesgo que el individuo b.

Ta =Tp —

>y (4)

(b) (10 puntos) Sea € una variable aleatoria con media cero. Se tiene que
A(w —ma) = E(A(w+¢€)) y B(w—7p) = E(B(w+¢)) (5)
También, A(x) = G(B(X)). Queremos demostrar que w4 > 7p.
Se tiene que, por la definicién de A:
A(w —74) = E(A(w + ) = B(G(B(w +6))) (6)

Pero por la desigualdad de Jensen (podemos usarla gracias a la concavidad de G):

E(G(B(w +¢€))) < G(E(B(w + €))) (7)
Por lo que

Alw—ma) < G(E(B(w+e¢)))

Alw—m,4) < GBw-—7pg))

Alw—7a) < Alw—mp)

y como A(+) es una funcién de utilidad, la podemos asumir creciente, por lo que 3 A~%(+), funcién
inversa de A(-). Asi, aplicando A~!(-) a la desigualdad anterior, se obtiene que:

W—TAg w— TR

AN IA

B A

(c) (10 puntos) El premio por riesgo se define a partir de A(w —m4) = E(A(w+¢€)), es decir, el costo
en el cual incurre el individuo A para eliminar incertidumbre en sus actos es m4. El valor que
se le da es el que iguala la utilidad esperada entre un evento con incertidumbre con la utilidad
obtenida en un evento con certeza menos el ”premio por riesgo”.



