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Resumen

Servicios públicos y privados utilizan políticas de citaciones para atender a sus clien-
tes de manera ordenada. Si los tiempos de atención y la llegada de los clientes al
sistema son determinísticos, entonces realizar citaciones es óptimo debido a que ni los
clientes ni los servidores sufren de tiempos de espera. Sin embargo, si los tiempos de
atención tienen variabilidad y/o los clientes llegan tarde a sus citaciones, la política
de citaciones puede perder su virtud ordenadora. En este artículo se determinan los
niveles críticos de variabilidad de los tiempos de atención y de la llegada de los clien-
tes, para los cuales un sistema en que los clientes llegan libremente sin citaciones
funciona mejor que un sistema con citaciones. Se encuentra que, en general, servicios
con tiempos de atención cortos les conviene funcionar con llegada libre, debido a la
presencia de atrasos. Más aún, si la variabilidad de los tiempos de atención es alta,
con mayor razón conviene utilizar esta modalidad. Por su parte, servicios con tiempos
de atención largos, en general, les conviene funcionar con citaciones. Son servicios que
regularmente no tienen una alta variabilidad en los tiempos de atención ni presentan
grandes atrasos en relación a los tiempos de atención. Además con el modelo fue posi-
ble encontrar excepciones a esta regla. Por ejemplo, un servicio altamente congestiona-
do podría funcionar mejor con llegada libre a pesar de que los atrasos de los clientes
y la variabilidad de los tiempos de atención sean bajos. El marco conceptual utilizado
para el análisis correspondió a una empresa de servicios privada que maximiza su
utilidad esperada y enfrenta una demanda sensible al  t iempo de espera.
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1. Introducción

En la actualidad, una gran mayoría de las empresas de servicio enfrenta merca-
dos altamente competit ivos,  con cl ientes cada vez más exigentes.  Estas empresas
compiten no sólo vía precios, sino que también a través de la calidad del servicio
entregado. Uno de los aspectos de la cal idad que ha cobrado gran relevancia en
los últimos años es la rapidez con que se entrega el servicio; es decir, los clientes
no quieren perder su tiempo esperando a ser atendidos.  Taylor (1994) y Katz,
Larson y Larson (1991), entre otros,  reconocen el  impacto negativo que tiene la
espera en la satisfacción global de los consumidores con respecto al  servicio.  El
primero real iza encuestas y el  segundo entrevistas personales,  encontrando am-
bos que si  el  t iempo de espera aumenta, la evaluación del servicio real izada por
los cl ientes empeora.

En cuanto a la celeridad de prestación del servicio existen dos característ i-
cas que deben ser consideradas:  ( i)  la percepción que tiene el  cl iente acerca del
tiempo de espera y (ii) el tiempo de espera en sí mismo. Es evidente que un menor
tiempo de espera incide directamente en una menor percepción de éste.  Sin em-
bargo, si el tiempo de espera no puede ser controlado, entonces se debe controlar
la percepción que tienen los cl ientes acerca de él .  En ese sentido, Larson (1987)
sostiene que un ambiente externo agradable (música en la sala de espera,  por
ejemplo) y la sensación de que el sistema de atención es «socialmente justo» (First-
In-First-Out) reducen la percepción del t iempo de espera,  aumentando la satis-
facción de los clientes con respecto al servicio recibido.

Un factor determinante en el tiempo de espera de los clientes es la política de
atención impuesta por el servidor. En este contexto, entendemos la política de
atención como la forma en que llegan los clientes al sistema. Distintos servicios
utilizan diferentes políticas de atención de clientes. Por ejemplo, la mayoría de los
médicos realiza citaciones. Si éstas se realizan de manera muy seguida, los clientes
enfrentarán largas esperas y, por el contrario, si las citaciones se realizan separa-
das por intervalos de tiempo largos, el tiempo de espera de los clientes será bajo.
Por su parte, es común que los bancos y los restaurantes de comida rápida funcio-
nen sin citas previas en que los clientes llegan libremente al sistema. ¿Por qué
ciertos tipos de servicios funcionan con citas y otros no lo hacen? ¿Cuál es la mejor
forma de controlar el tiempo de espera de los clientes utilizando eficientemente los
recursos del servidor? ¿Qué factores son determinantes en la decisión?

En este artículo se estudia bajo qué condiciones es conveniente real izar ci-
taciones y bajo cuáles, es mejor dejar que los clientes l leguen libremente al siste-
ma. Existen servicios para los cuales esta respuesta es obvia,  por ejemplo, los
servicios que se requieren de manera no planificada sólo pueden funcionar con
llegada l ibre (servicios médicos de emergencia).  Sin embargo, existe una amplia
gama de servicios que pueden funcionar indistintamente con llegada libre de clien-
tes o con citaciones,  para los cuales la pregunta de qué polít ica de atención se
debe usar es relevante.
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La modalidad más común de citación son las citas individuales
equiespaciadas (se cita un cliente a la vez a intervalos de tiempo constante),  mo-
dalidad uti l izada, por ejemplo, por la mayoría de las consultas médicas privadas
de Chile.  Pero, ¿por qué se uti l iza esta modalidad? Una respuesta rápida a esta
pregunta es que de esta manera se impone una forma más ordenada en la l legada
de los clientes, lo cual reduce el tiempo de espera de ellos y el tiempo ocioso del
servidor.  Por ejemplo, s i  tenemos un servicio en el  cual los t iempos de atención
son determinísticos iguales a 20 minutos,  entonces resulta obvio citar precisa-
mente cada 20 minutos. Si los clientes son absolutamente puntuales, se observará
que tanto el  t iempo de espera de los cl ientes como el t iempo ocioso del servidor
serán nulos.  Sin embargo, ¿qué sucede si  los t iempos de atención y la l legada de
los clientes dejan de ser determinísticos? O sea, ¿qué pasa si los tiempos de atención
son variables aleatorias y los cl ientes se atrasan en la l legada a sus respectivas
citas? En este caso, el sistema de citas puede no ser el mejor. Considerando que en
la mayoría de las situaciones en la práctica, los tiempos de atención son aleatorios
y los cl ientes se presentan con atrasos a sus citaciones,  es interesante contestar
la pregunta, sobre qué niveles de variabil idad de los t iempos de atención y de la
llegada de los clientes, las citas individuales pierden su efecto «ordenador» y sim-
plemente es mejor no realizar citaciones,  dejar que los cl ientes l leguen l ibremen-
te y atenderlos según una disciplina FIFO. En este trabajo, se intenta dar res-
puesta a esta pregunta para el  caso de una empresa prestadora de servicios que
maximiza su uti l idad esperada.

El artículo se distribuye de la siguiente manera. En la Sección 2 se hace una
revisión bibliográfica en la cual se crit ica el  modelo de anális is  uti l izado hasta
ahora en la literatura. A partir de esa crítica, en la Sección 3 se propone un nuevo
modelo de análisis  para una empresa privada prestadora de servicios. Luego en la
Sección 4 se explica la forma de resolución del modelo y en la Sección 5 se descri-
ben los escenarios analizados.  Finalmente en la Sección 6 se presentan los resul-
tados obtenidos y en la Sección 7 se realizan las conclusiones y recomendaciones
para investigaciones futuras.

2. Revisión Bibliográfica

En la literatura se ha estudiado ampliamente el tema del diseño de políticas de cita-
ción, estudiando el siguiente problema: dado que se debe citar a un número determi-
nado de clientes, cuál es la manera óptima de hacerlo. Se han estudiado diferentes
políticas de citación bajo distintos escenarios (distintas distribuciones del tiempo de
atención, diversos tipos de servicios y comportamiento de clientes, etc.).

Por ejemplo, Jansson (1966) estudia el comportamiento en el largo plazo de
un sistema simple,  en que los cl ientes son citados individualmente a intervalos
constantes, y en que los tiempos de atención son exponenciales. Encuentra expre-
siones para la esperanza del tiempo ocioso del servidor y del tiempo de espera de
los cl ientes,  con lo cual determina el  intervalo óptimo entre citaciones.  Se nota
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que si la valoración del tiempo ocioso del servidor en la función objetivo es grande
con respecto a la valoración del tiempo de espera de los clientes, las citaciones se
real izarán separadas por intervalos de t iempo pequeños y viceversa.

Fries y Marathe (1981) y Liu y Liu (1998a, 1998b) entre otros abordan el
problema de citar a N personas en K instantes de tiempo predeterminados. Es de-
cir, se debe decidir el número de clientes a citar en los K instantes (n

1
, n

2
,..., n

K
), de

modo que . Por su parte en Wang (1993, 1997) se levanta el supuesto que los

instantes de citación están predeterminados y se consideran políticas de citación
más generales, en que los instantes de citación son variables de decisión. Es decir,
se resuelve el siguiente problema: se debe citar a N clientes y se debe escoger el
vector X = (x

1
, x

2
,..., x

N
), en que xi es el tiempo de citación del cliente i. Haciendo

ciertos supuestos sobre la distribución de los tiempos de atención y el comporta-
miento de los clientes (no se ausentan y son puntuales), es posible deducir expresio-
nes matemáticas que permiten determinar la política óptima de citaciones.

Ho y Lau (1992, 1999) y Yang, Lau y Quek (1998) no consideran un conjunto
de políticas de citación factibles tan general como Wang (1993, 1997), sin embargo
analizan un mayor número de escenarios uti l izando simulación. éstos se refieren
a considerar dist intas distribuciones del  t iempo de atención, dist intos porcenta-
jes de ausentismo y número de cl ientes por atender.

Todos los trabajos mencionados hasta ahora, suponen que los clientes son
homogéneos en el sentido que sus tiempos de atención son variables aleatorias i.i.d..
Weiss (1990) y Klassen y Rohleder (2000) levantan este supuesto y suponen que
existe más de un segmento de clientes, dentro de los cuales los tiempos de atención
se distribuyen de la misma manera, pero las funciones de distribución entre los
distintos segmentos son diferentes. Este problema es muy común en la programa-
ción de las intervenciones de una sala de operaciones, en que se sabe que distintos
procedimientos tienen diferentes distribuciones de tiempo de duración.

Adicionalmente,  existe un conjunto de trabajos,  como por ejemplo Babes y
Sarma (1991) y Bennett y Worthington (1998), que entregan recomendaciones más
generales y cualitativas para el  buen diseño de una polít ica de citaciones.  En su
gran mayoría estos trabajos han surgido al  real izar aplicaciones de investigación
de operaciones en cl ínicas médicas para mejorar la cal idad de servicio.

Alguna de las principales conclusiones obtenidas en la literatura existente son:

1 . La mayoría de los servicios funciona durante una jornada de trabajo acotada,
por lo cual es poco realista suponer que se alcanza estado estacionario. Dado
eso, la herramienta más utilizada para resolver los problemas es simulación.

2 . No existe la mejor regla de citación a todo evento, sino que ésta depende del
escenario estudiado (variabil idad de los tiempos de atención, valoración del
tiempo de espera de los clientes en relación a la valoración del tiempo ocioso
del servidor, etc.).

3 . Si la variabil idad de los t iempos de atención aumenta, el  desempeño de un
sistema que funciona con citaciones empeora.

∑
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Una completa  revis ión bibl iográf ica  del  tema de pol í t icas  de c i tac iones  se
puede encontrar en Mondschein y Weintraub (2000).  A pesar de la  extensa l i te-
ratura en el  tema, todos los trabajos suponen que la polít ica de atención a uti l i-
zar  es  rea l izar  c i tac iones .  Es  decir,  e l  problema que a  continuación se  estudia ,
correspondiente a determinar las  condiciones bajo las  cuales  es  conveniente rea-
l izar  c i taciones en un servic io no ha s ido abordado en la  l i teratura.

Por otro lado,  la  función objet ivo ut i l izada en los  ar t ículos  anter iores  co-
rresponde a  una combinación l ineal  de la  esperanza del  t iempo tota l  de espera
de los  c l ientes  y  del  t iempo ocioso esperado del  servidor  (o a lguna var iac ión
similar  a  esto) .  Así  se  introduce e l  « trade-off»  involucrado en este  problema:  s i
la valoración del tiempo de espera de los clientes en la función objetivo es gran-
de con respecto a  la  valoración del  t iempo ocioso del  servidor,  las  c i taciones se
real izarán separadas  por intervalos  de t iempo grandes,  de modo de disminuir  e l
t iempo de espera  de los  c l ientes  y  v iceversa .  Además en los  t rabajos  anter iores
se  supone que la  cant idad de c l ientes  a  atender  es  f i ja  e  independiente  de la
pol í t ica  de c i tación impuesta .  Es  decir,  se  supone que la  demanda es  exógena y
no depende del tiempo de espera de los clientes, el  cual es afectado directamente
por la  pol í t ica  de c i tac ión ut i l izada.  Mondschein y  Weintraub (2001) discuten
estos  supuestos  y  muestran que la  función objet ivo ut i l izada en la  l i teratura  es
adecuada sólo para  un servic io públ ico que enfrenta  una demanda insensible  a l
t iempo de espera (por ejemplo,  un consultorio médico en que la  gente está dis-
puesta  a  esperar  mucho con ta l  de rec ibir  e l  serv ic io) .  Sin embargo,  para  otros
escenarios,  como un servicio privado que enfrenta una demanda sensible al  t iem-
po de espera,  la  función objet ivo es  inadecuada.

En primer lugar,  en un modelo más real ista se debe suponer que los cl ien-
tes  no desean esperar  para  ser  atendidos .  Es  decir,  mientras  más se  hace espe-
rar  a  la  gente ,  menor será  la  cant idad demandada por e l  serv ic io.  Además se
debe considerar  la  función objet ivo adecuada considerando los  costos  y  benef i -
cios apropiados,  dependiendo de si  el  servidor es público o privado.

En  l a  s e cc ión  s i gu i en t e  s e  p r e s en ta  un  mode lo  que  nos  pe rmi t i r á  com-
pa ra r  e l  de s empeño  de  una  po l í t i c a  de  l l egada  l i b re  de  c l i en t e s  con  re spec to
a l  de  una  po l í t i c a  de  c i t a s  ind iv idua l e s  equ i e spac i ada s  pa r a  una  empre s a
pr i vada  p re s t adora  de  s e r v i c io s .  E l  mode lo  p re s en tado  e s  ba s t an t e  más  re a -
l i s t a  que  e l  u t i l i z ado  en  l a  l i t e r a tu ra ,  inco rporando  una  demanda  a l e a to r i a
que  depende  de l  t i empo  de  e spe ra  y  u t i l i z ando  l a  func ión  ob j e t i vo  adecuada
pa ra  un  s e r v idor  p r i vado  (max imiza r  su  u t i l idad  e spe r ada ) .  Por  un  l ado ,  l a
empre sa  de sea  a t ender  l a  mayor  cant idad  de  c l i en te s  pos ib l e ,  s in  ex t ender  su
jo rnada  de  t r aba jo  « exce s i vamente»  ( s in  su f r i r  de  mucho  t i empo oc io so ) .  Por
o t r a  pa r t e ,  debe  cons ide r a r  que  s i  imp lementa  una  po l í t i c a  de  a t enc ión  que
provoque  a l to s  t i empos  de  e spe r a ,  l a  c an t idad  de  demanda  por  e l  s e r v i c io
podr í a  reduc i r s e  cons ide r ab l emente .
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3. Modelo

A continuación se presenta el modelo general de análisis, introduciendo el proble-
ma de la empresa prestadora de servicios y el  comportamiento de los cl ientes.
Luego, el modelo se describe para las dos políticas de atención a comparar: l lega-
da l ibre de cl ientes y citas individuales equiespaciadas.

3.1 Modelo General

3.1.1 El Problema de la Empresa Prestadora de Servicios

Consideraremos una empresa que ofrece un servicio a través de un único servidor.
La disciplina de atención es FIFO y los t iempos de atención de los cl ientes son
variables aleatorias i . i .d. según alguna función de densidad conocida. La empresa
debe decidir el precio unitario a cobrar por el servicio y la política de atención a
utilizar. El presente trabajo se focalizará en las decisiones de política de atención de
la empresa y, por lo tanto, se supone que el precio es conocido y exógeno al modelo.

El objetivo de la empresa es maximizar su beneficio diario, que se compone
de los ingresos percibidos por las prestaciones brindadas menos el  costo asociado
al funcionamiento. Este último corresponde al costo incurrido por unidad de tiem-
po trabajada, el  cual,  en general ,  es más alto en aquellas horas posteriores a la
jornada normal de trabajo, o sea, en sobretiempo. Suponemos adicionalmente, que
el resto de los costos de operación son constantes para todas las políticas de atención
factibles y,  por lo tanto, no se consideran en la optimización. En consecuencia,
dada una política de atención s,  la uti l idad diaria de la empresa es:

donde p es el precio a cobrar, Q(s) es la cantidad de clientes atendidos (que depende
de la política de atención s impuesta), D es el largo de la jornada normal de trabajo
(por ejemplo de 9:00 a 18:00), tc(s) es el largo de la jornada efectiva de trabajo del
servidor (desde que comienza a trabajar hasta que atiende al último cliente) y to(s)
es el sobretiempo (es igual a max(tc-D, 0)). Las constantes v y  (v < ) correspon-
den a l  cos to  uni ta r io  por  hora  t raba jada  durante  l a  jornada  normal  y  después
de e l la ,  respect ivamente  (por  e jemplo,  son e l  sa lar io  por  unidad de t iempo del
s e r v i d o r ) .

A continuación demostramos la siguiente proposición, que nos será de utili-
dad para la formulación del problema de la empresa.  Denotamos E(X)  como la
esperanza de la variable aleatoria X .  En la proposición y en su demostración se
omite la dependencia de las variables en s  para simplif icar la notación.

Proposición 1

Demostrac ión:
Tomando esperanza sobre la expresión (1),  se obtiene que:

(1)

(2)
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Se tiene que:

en que ftc(t) es la función de densidad de tc.

Por otro lado, tenemos que:

Restando y sumando                       ,  agrupando términos y considerando la
expresión (3), se obtiene:

Reemplazando (4) en (2), finalmente se obtiene:

La utilidad diaria del servidor p es una variable aleatoria y la función obje-
tivo del servidor es maximizar la uti l idad diaria esperada. En consecuencia, uti l i-
zando la proposición 1, el  problema que debe resolver el  servidor queda definido
como:

donde  S  es el  conjunto de políticas de atención factibles a estudiar, que incluyen
las citas individuales equiespaciadas y la l legada l ibre de cl ientes.  En el  caso de
citas individuales,  se debe decidir el  número máximo de citaciones a realizar du-
rante la sesión (C). Se debe notar que C es el cupo disponible para citaciones y es
posible que no se llenen todos si es que la cantidad de demanda por el servicio es
menor a  C .  Para l legada l ibre se decide el  instante hasta el  cual se deja ingresar
clientes al  s istema (H).  Bajo esta modalidad ingresan clientes l ibremente al  s iste-
ma en el  intervalo [0, H] ,  en que H es una decisión que toma el  servidor y es
menor al largo de la jornada normal de trabajo (D).

Se debe notar que en un modelo más general ,  las funciones de costos que
asocia el  servidor a las horas trabajadas podrían ser no l ineales,  punto que cree-
mos toma mayor relevancia en el caso asociado al sobretiempo. Por ejemplo, sería

(3)

(4)

(5)
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razonable pensar que al  médico le molesta quedarse media hora después de las
7:00 en su consulta, pero le molesta aún más quedarse la misma media hora des-
pués de las 7:30, con lo cual la función de costos asociada al sobretiempo sería no
lineal  y convexa.

3.1.2 La Demanda por el Servicio

Por el  lado de la demanda, existe una población de individuos que genera una
demanda potencial por el servicio, la que se describe por un Proceso de Poisson de
tasa  [cl ientes/sesión].  En un modelo más general ,  la tasa media de demanda
potencial podría ir variando a lo largo del día, considerando así la posibilidad de
un proceso no-homogéneo. De esta manera,  se incorporarían al  modelo servicios
en los cuales existen «horas-peak» de demanda.

Se debe notar que este proceso describe la demanda diaria potencial  por el
servicio, es decir, es independiente de las decisiones de la empresa y en particular,
independiente de la polít ica de atención implementada (es la misma para l legada
libre y citaciones individuales).  Además, suponemos que los clientes sólo deciden
acudir al  servicio en un día particular,  s in importarles a qué hora hacerlo.  Por
ejemplo, supongamos un escenario en que el servicio funciona con la disciplina de
l legada l ibre de cl ientes y supongamos que el  intervalo de t iempo en el  cual se
deja ingresar gente al sistema es de ocho horas. Ahora, tenemos el mismo servicio,
pero sólo se deja ingresar personas durante seis  horas.  El supuesto anterior indi-
ca que en ambos escenarios la demanda potencial  será Poisson de tasa  [cl ien-
tes/sesión]. En el caso en que se deja ingresar personas por un intervalo de tiem-
po menor, la demanda se reacomodará  en este intervalo más pequeño. En conse-
cuencia, la demanda potencial por unidad de tiempo en este último caso será mayor,
para así  l legar a la misma demanda potencial por sesión. Una justif icación a este
supuesto es que los servicios considerados en este trabajo, cumplen con la propie-
dad que los cl ientes planifican de antemano su requerimiento (en efecto, pueden
funcionar con citaciones),  por lo cual se espera que el los no sean tan sensibles
frente a la hora en la cual deban recibirlo. Por ejemplo, si una persona debe ir al
dentista,  lo planifica y podría acomodar su horario a una cita en particular.  No
ocurre lo mismo en el caso de una fuente de soda, en que la mayoría de los consu-
midores,  s implemente ingresa a el la en un acto espontáneo, s in demasiada plani-
ficación. En este caso, si la fuente de soda está cerrada, la demanda potencial por
ese servicio se pierde y no se reacomoda en otro horario.

Cada cl iente posee una uti l idad asociada a recibir el  servicio dada por el
valor que tiene el  servicio para él ,  o equivalentemente,  su máxima disposición a
pagar por recibir el servicio si el tiempo de espera fuera nulo (precio de reserva),
menos el precio del servicio y el costo asociado al tiempo de espera. Denotamos la
utilidad del cliente i como ui la que se escribe como:

ui = ri – p – aw,

donde ri  es  el  precio de reserva del  cl iente i ,  p  es  el  precio del servicio,  w  es  el
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tiempo de espera del cliente y a  es el valor unitario del tiempo de espera para los
c l i ente s .

También suponemos que los clientes son neutros al riesgo y por lo tanto, al
tomar sus decisiones evalúan el valor esperado de su utilidad. Es decir, un cliente
demanda efectivamente el  servicio si :

en que es la esperanza del tiempo de espera (E(w)). Es decir, un cliente poten-
cia l  hace efect iva  su demanda por e l  serv ic io s i  la  ut i l idad esperada asociada a
hacerlo es posit iva.  Cada cl iente conoce su precio de reserva,  s in embargo desde
el  punto de v i s ta  del  servidor  son var iables  a leator ias .  Sin pérdida de genera l i -
dad, suponemos que los clientes provienen de una población homogénea y, por lo
tanto,  e l  precio de reser va se  descr ibe por  una única densidad de probabi l idad
fR(r)  conocida.

La forma usada para la util idad de los consumidores es análoga a la util iza-
da en algunos trabajos que estudian colas desde un punto de vista microeconómico.
Ellos consideran el hecho de que cuando un consumidor ingresa al sistema genera
una externalidad negativa (mayor tiempo de espera),  que afecta a los consumido-
res que ingresan después de él .  Lo que se busca en estos trabajos es encontrar
mecanismos de precios que a partir de las decisiones individuales de los consumi-
dores,  se induzcan comportamientos socialmente óptimos. En esta l ínea podemos
mencionar a Mendelson y Whang (1990) y Hassin (1995). La función de utilidad
utilizada supone clientes neutros al riesgo. Un modelo más realista podría conside-
rar clientes aversos al riesgo, en que no sólo importa la esperanza del tiempo de
espera sino que también su varianza. Por ejemplo, un cliente podría preferir un
servicio en el cual siempre esperara 10 minutos con seguridad, por sobre otro, en el
cual tuviera que esperar 20 minutos la mitad de las veces, y nada, la otra mitad. En
efecto, Larson (1987) realizando entrevistas concluye que, en general, el costo de
espera para las personas es una función no lineal del tiempo de espera (los prime-
ros minutos no parecen tan largos, si por ejemplo, se lee una revista en la sala de
espera). Además, Leclerc, Schmitt y Dubé (1995) muestran a través de estudios
empíricos que la tendencia de los individuos es a ser aversos al riesgo para decisio-
nes que involucran el uso de su tiempo. Una explicación posible es que se desea
evitar el riesgo en el dominio del tiempo para así poder planificar mejor.

Para facilitar la notación definimos  Por lo tanto, la utilidad espe-
rada de los consumidores, dada una política de atención s ,  será:

Notemos que el  t iempo medio de espera ( s)  depende de la polít ica de
atención ( s)  impuesta.  Recordando que la demanda potencial  es Poisson de tasa

 y que los clientes demandan el servicio si E(ui(s)) es positivo, entonces dado un
valor de (s), la demanda efectiva observada por el servidor será Poisson de tasa:

(6)

(7)
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en que es la variable aleatoria que describe realizaciones i . i .d. de .  El resul-
tado anterior se obtiene en virtud de la propiedad de división de procesos
Po i s son ianos .

Una vez que un cl iente decide demandar el  servicio,  se supone que ya no puede
tomar más decisiones.  Por lo tanto, una vez que el  cl iente arriba al  s istema para
recibir el servicio no se permite que lo abandone antes de hacerlo.

3.1.3 El Equilibrio de Expectativas Racionales

Los cl ientes no conocen con certeza cuánto tendrán que esperar para recibir el
servicio, pero tienen alguna información de su distribución de probabilidad con la
cual hacen una estimación del t iempo promedio de espera  ( s),  para así  tomar
sus decisiones de demanda. Por ahora supondremos que esta expectativa de tiem-
po de espera es única y constante a lo largo del día. Sin embargo, en un modelo
más realista, podría incluirse el hecho de que a distintas horas del día, se pueden
tener dist intos t iempos promedio de espera.

Suponemos que la estimación que los clientes realizan acerca de  (s) es la
misma para todos los clientes y es la correcta. Es decir, suponemos que los clientes
poseen expectativas racionales (Muth (1961)). Por lo tanto, dada una política de atención
s definida por el servidor, los clientes estiman un valor    (s) con el cual toman sus
decisiones de demanda. Esta demanda, Poisson de tasa ( (s)), genera un tiempo de
espera que justamente coincide con la estimación inicial hecha por los clientes.

El suponer que los cl ientes poseen expectativas racionales para estimar la
esperanza del t iempo de espera,  s ignifica que el los son capaces de aprender de
sus errores y en el  largo plazo real izar una estimación correcta.  Supongamos que
la expectativa que tienen los clientes con respecto a  (s) es, en promedio, menor
a lo que realmente se observa.  En ese caso, exist irán cl ientes que regularmente
demandarán el servicio y luego esperarán más de lo que pensaban, obteniendo en
promedio, uti l idades negativas.  Por el  contrario,  s i  la expectativa que tienen los
clientes con respecto a  (s) es mayor a lo que realmente es, ocurrirá que clientes
que deberían demandar el  servicio (t ienen una uti l idad esperada posit iva s i  lo
hicieran) no lo hacen. Los dos casos anteriores presentan una inconsistencia en-
tre la expectativa de los cl ientes y el  verdadero valor del  t iempo promedio de
espera.  Suponemos que los cl ientes aprenden de esta inconsistencia en el  largo
plazo y por lo tanto, la expectativa que se forman de  (s) es justamente el valor
que toma la variable.  Creemos que este supuesto es bastante real ista,  ya que en
general ,  uno es capaz de estimar (por experiencia propia o de otros que le han
contado) el  t iempo promedio de espera en diferentes servicios.

3.2 Modelo de Llegada Libre

Bajo esta modalidad, los clientes l legan al sistema en el momento en que ellos lo
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estimen conveniente, con la única restricción de que en el instante de su arribo el
s i s t e m a  d e b e  e s t a r  a b i e r t o .  L o s  c l i e n t e s  n o  n e c e s i t a n  u n a  c i t a  d e  m a n e r a
a n t i c i p a d a .

Por su parte,  el  servidor debe decidir el  instante hasta el  cual dejar entrar
clientes al sistema. En este punto, se debe notar que no necesariamente le convie-
ne dejar entrar gente hasta el  f inal  de su jornada normal de trabajo D ,  s ino que
eventualmente,  podría serle más conveniente cerrar la entrada en algún momen-
to anterior, el cual denotamos como H. Este caso se puede deber a que si la entra-
da al  s istema se mantiene abierta durante un intervalo de t iempo muy grande,
entonces es probable que el  servicio deba trabajar durante una jornada mayor
para atender a todos los cl ientes.  Si  el  costo asociado al  largo de la jornada de
trabajo y más aún, el  costo de sobretiempo son muy grandes,  entonces desde al-
gún instante de tiempo, el beneficio obtenido por cada cliente nuevo recibido pue-
de ser menor al costo incurrido. De esta manera si se escoge un valor pequeño de
H ,  la  demanda potencial  debe reacomodarse en un intervalo menor de t iempo,
generando mayor congestión en el  s istema (mayores t iempo de espera),  pero dis-
minuyendo la jornada de trabajo del servidor.

Como se mencionó en la sección 3.1.2, en cuanto a que la demanda se
reacomoda totalmente al  largo de la sesión, la demanda potencial se describe por
un Proceso de Poisson de tasa  [cl ientes/sesión],  independiente del  largo del
intervalo de tiempo en el cual se deja ingresar clientes al sistema (H). Por lo tan-
to, s i  se deja ingresar personas al  s istema durante un intervalo de largo H ,  la
demanda potencial media por unidad de tiempo será      [ clientes/ unidad de tiem-
po]. En consecuencia, la demanda efectiva que observa el servidor, es decir, el proce-
so de llegada al sistema es Poisson de tasa  ( ) [clientes/sesión ] (ecuación (7)).

Por lo tanto, recordando la expresión (5), el problema del servidor en llegada
libre es:

3.3 Modelo de Citaciones Individuales a Intervalos Constantes

Esta polít ica corresponde al  caso en que los cl ientes se citan individualmente se-
parados por intervalos de t iempo constantes.  Por lo tanto, la empresa prestadora
del servicio debe decidir el  número máximo de citaciones a real izar durante la
sesión (C), de modo de maximizar su utilidad esperada diaria. Sólo se citan clien-
tes durante la jornada normal de trabajo y por lo tanto durante el intervalo [0,D].

Una regla de citación muy uti l izada en la real idad (por ejemplo, muchos
médicos la util izan) es citar individualmente a intervalos iguales al tiempo medio
de atención. Esta regla es factible de implementar, si el número de citaciones es lo
suficientemente pequeña como para que todas se puedan real izar durante el  in-
tervalo [0,D]. Por ejemplo, si el tiempo medio de atención es  entonces esta regla
es factible de implementar si . En caso contrario, si el número de citaciones
es mayor,  la forma usual de real izarlas es equiespaciadamente y ordenando los

H

(8)

·

·
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cupos para citaciones de manera uniforme a lo largo del día,  es decir,  citando a
intervalos iguales a D/C .  Si el número de citaciones crece, el intervalo entre ellas
se reduce, aumentando los tiempos de espera de los clientes y reduciendo la jorna-
da laboral  del  servidor.

Considerando lo anterior,  la regla de citaciones que uti l izaremos se define
de la s iguiente manera:

•  Si el  número C  de cl ientes a citar es tal  que ,  entonces se evalúa la
posibilidad de citar a tiempo medio de atención. También se evalúa la alter-
nativa de citar equiespaciadamente a intervalos D/C  ,  que da la posibil idad
de citar a intervalos más largos y se escoge la mejor.

•   Si C > D/t ,  entonces simplemente se cita equiespaciado a intervalos regu-
lares iguales a D/C  .

• A medida que las solicitudes de los clientes van llegando, los cupos disponi-
bles se van l lenando desde comienzos de la sesión hacia el  f inal.

• La disciplina de atención es FIFO.

• Dada la existencia de atrasos,  es posible que l leguen cl ientes después de la
jornada normal de trabajo  D .  Si  un cl iente l lega al  s istema después del  in-
tervalo [0,D] y el servidor está ocupado, entonces una vez que el servidor se
desocupe el cliente entrante será atendido. En caso contrario, si al momento
de la l legada del cliente, el servidor está desocupado, el cliente no recibe la
atención. Este supuesto se asemeja al  comportamiento observado en la rea-
lidad en cuanto a que, en general,  si  el  servidor termina de atender al últi-
mo cl iente después de su jornada normal de trabajo y en ese momento no
hay nadie más esperando, éste se retira del  s istema aunque existan cl ientes
que deberían l legar más tarde.

La regla así  definida simplifica la resolución del problema. Notemos que la
regla de citación individual equiespaciada más general es del tipo (C, ), en que 
es el  intervalo entre citaciones y también es una variable de decisión. Nosotros
hemos omitido la decisión  en la formulación para reducir la complejidad del
problema: para un valor de C  dado, la regla que definimos nos indica el intervalo
entre citaciones.  Si   también fuera una variable de decisión, la optimización
sería sobre dos variables,  aumentando el  tamaño del problema. Sin embargo, la
regla que uti l izaremos es bastante usada en la real idad y por lo tanto, el  modelo
así  definido nos entregará resultados que de todas formas serán muy úti les para
entregar recomendaciones de gestión a dist intos t ipos de servicios.

Frente a una polít ica de citación (C) ,  la demanda efectiva que observará la
empresa servidora es un proceso de Poisson de tasa ( (C))  al  cual denotamos
G(C). En este contexto, la demanda posee una connotación distinta que en llegada
libre,  donde correspondía al  proceso de l legada de personas al  s istema. En este
caso, la demanda efectiva es el proceso de conteo correspondiente a las solicitudes
por el servicio para el día analizado. Podríamos decir que es el proceso estocástico
que corresponde a todas las l lamadas telefónicas solicitando una cita para la se-
sión en estudio.

·
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Notemos que C  es una decisión que toma el servidor y corresponde al cupo
dispuesto para citaciones durante la sesión. Esto no significa que necesariamente
exist irá demanda como para l lenar todos estos cupos.  Eso dependerá del valor
que tome la demanda efectiva G(C). Por lo tanto, el número de clientes que atien-
de el servidor corresponde a Q(C) = min(G(C),C). Además, se supone que no hay
ningún costo asociado a la demanda insatisfecha (caso en que la cantidad deman-
dada por el servicio es mayor que C).

Util izando la expresión (1) podemos escribir la uti l idad diaria del servidor:

Tomando esperanza y uti l izando la proposición (1),  el  problema de
optimización que resuelve el servidor en el caso de citaciones individuales a inter-
valos constante es:

3.4 La Comparación

Dado un escenario determinado (parámetros del modelo f i jos,  cierta distribución
de los tiempos de atención y cierta distribución de los tiempos de atrasos en cita-
ciones),  interesa comparar la máxima util idad esperada que se puede obtener con
llegada l ibre y con una polít ica de citaciones individuales equiespaciadas,  para
determinar cuál de las dos es más conveniente.  Es decir se compara:

en que el  primer término es la máxima uti l idad esperada diaria que se puede
obtener con llegada libre (expresión (8)) y, el segundo, con citas individuales (ex-
presión (9)).  La comparación puede corregirse por una constante,  s i  es que los
costos fi jos de operación son mayores para citas individuales (secretaria, teléfono,
etc.), como es de esperar sobretodo en servicios en los cuales se atiende a muchos
clientes diariamente.

4. Resolución del Modelo

4.1 Llegada Libre

Recordando la expresión (8), el  problema del servidor en l legada libre es:

en que

(9)
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A continuación, se describe el algoritmo de resolución para el caso de llega-
da l ibre,  en el  cual se debe maximizar E(π(H))  sobre los posibles valores de H .
Para hacerlo,  se uti l iza el  algoritmo de optimización no l ineal  Golden Section
Method, el cual converge al óptimo si la función objetivo es estrictamente unimodal
(Bazaraa,  Sheral i  y Shetty (1993)),  propiedad que se verif ica experimentalmente
para  E(π(H)) en la gran mayoría de los escenarios analizados. En algunos escena-
rios la función objetivo no es estrictamente unimodal sino que estrictamente cre-
ciente. Sin embargo, en esos casos el  algoritmo llega a una solución muy cercana
al óptimo (a menos del 0,5 %), con lo cual se puede garantizar que el algoritmo de
optimización utilizado entrega la solución óptima (o una solución a menos del 0,5
% en algunos casos) en los escenarios estudiados.

El algoritmo de resolución es el  s iguiente:

1. Paso 1 :  Se escoge un valor de H  según como el  algoritmo de optimización lo
indique (en la primera iteración se deben escoger dos). Para un valor de H  dado,
se encuentra  *(H) correspondiente al equilibrio de expectativas racionales, que
corresponde a la solución de la siguiente ecuación de punto fijo:

donde T( ( (H)),H) = esperanza del tiempo de espera dado ( (H),y dado H. La
expresión ( (H)) está dada por la ecuación (7). Para encontrar el punto fijo, se
resuelve numéricamente la ecuación (10) utilizando el método de Van Wijngaarden,
Dekker y Brent (Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1990)). Para ello se debe
evaluar la función T( ( ,H)) en distintos valores de , lo cual se realiza utili-
zando simulación (Law y Kelton (2000)). Es decir, dado H, para un valor de , se
calcula ( ), con el cual se genera un proceso de Poisson de llegada de clientes al
servicio. Dado ese proceso de l legada y los tiempos de atención correspondientes,
se calcula el  t iempo promedio de espera util izando simulación. La precisión rela-
tiva utilizada en estas simulaciones es del 0,5 % a un nivel de confianza del 99 %.

2. Paso 2: Una vez que se determina *(H) de equilibrio, se determina la tasa de
llegada al sistema ( * (H)) de manera directa, con la cual se calcula E(tc(H)) y
E( to(H))  mediante simulación. De esta manera,  se calcula la uti l idad esperada
diaria del servidor, E(π(H)), para el valor de H  correspondiente.

3. Paso 3: Se verifica si se cumple la condición de optimalidad dada por el algorit-
mo de optimización. Si es así, se para y se obtiene el óptimo H* y E(π(H*)). Si no,
se vuelve al  paso 1.

4.2 Citaciones Individuales

El problema del servidor es decidir el número C de clientes a citar en el día. Por lo
tanto, de la expresión (9), el problema del servidor es:
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en que Q(C) es el mínimo entre la demanda efectiva que observa el servidor (G(C))
y el número de cupos disponibles para citaciones (C).

La forma de resolución para citas individuales es análoga al caso de l legada
libre salvo por algunas particularidades.  En primer lugar,  la optimización se rea-
liza sobre un conjunto discreto (los posibles valores de C). En este caso también se
aprovecha la unimodalidad de E(π(C)) ,  propiedad observada en todos los experi-
mentos computacionales realizados, y se utiliza un algoritmo en el cual se va des-
cartando el  espacio factible de a mitades.

Además, otra diferencia con la resolución de l legada l ibre es que la l legada
de los clientes es diferente. En este caso, existen citaciones más atrasos. También,
se debe considerar que no necesariamente se l lenan los C  cupos predeterminados
para las citas (s i  la demanda es menor) y que la cantidad máxima de cl ientes
atendidos en una sesión es precisamente C .

5. Escenarios Estudiados

Se consideran distintos escenarios con el  objetivo de cubrir diferentes t ipos de
servicios.  En primer lugar,  se uti l izan diferentes valores para la jornada normal
de trabajo del servidor, D. Supondremos que el tiempo medio de atención es siem-
pre igual a 1 [ud. de t iempo] y por lo tanto, un valor mayor de D  implica que
durante la sesión caben más atenciones en promedio. En consecuencia,  dist intos
valores de D ,  pueden caracterizar diferentes t ipos de servicios.  Por ejemplo, el
caso D  igual a 10 [uds.  de t iempo] puede representar a un médico cuyo tiempo
medio de atención es 30 mins. y el largo de la sesión es 5 hrs. o en que el tiempo
medio de atención es 1 hora y el largo de la sesión es 10 hrs. En cambio, el caso D
igual a 100 [uds. de tiempo] podría representar un banco, cuyo tiempo medio de
atención es 3 mins. y el largo de la sesión es 5 hrs. En general, escenarios con un
valor pequeño de D  representan servicios en que caben pocas atenciones diarias
en promedio (tiempo promedio de atención es alto) y viceversa. En este trabajo, se
considera el caso en que el largo de la jornada normal de trabajo (D) es 10, 50 y
100 [uds. de tiempo].

Además los parámetros que caracterizan al  servicio se relacionan con la
demanda y el  servidor.  Con respecto a la demanda, existen servicios que presen-
tan desde una demanda potencial  alta y una alta valoración de los cl ientes (esta-
rán altamente congestionados),  hasta servicios con baja demanda potencial y baja
valoración de los cl ientes (tendrán baja congestión).  Desde el  punto de vista del
servidor,  debemos caracterizar servicios con diferentes estructuras de costos.  Por
ejemplo, el  costo de funcionamiento (podría ser su costo de oportunidad) de un
médico prestigioso es bastante alto en relación al costo de funcionamiento de una
peluquería común y corriente.

Para cada tipo de servicio,  interesa investigar el  efecto del coeficiente de
variación de los tiempos de atención y de los atrasos de los clientes con respecto a
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sus citaciones,  sobre el  desempeño del s istema. Es decir,  interesa determinar so-
bre que niveles de variabil idad de los t iempos de atención y de los atrasos con
respecto a las citaciones se hace más conveniente dejar l legar l ibremente a los
cl ientes al  s istema.

A continuación, se definen los parámetros del modelo, las distribuciones del
tiempo de atención y las distribuciones de los atrasos a uti l izar.

5.1 Parámetros del Modelo

Se consideran distintos parámetros del modelo, en lo referente a la demanda y al
se r v ic io.

A) Demanda

Recordemos que existe una demanda potencial que se describe por un proceso de
Poisson de tasa  [cl ientes/ sesión]. Consideramos tres valores para la media de
la demanda potencial :

• B a j a :    = D/2

• Media:  = D

• A l t a :   = 2 ·D

La demanda efectiva que observa el servidor es Poisson de tasa  Pr[   ≥  a
]. Suponemos que     se distribuye Weibull( , ). Por lo tanto,

Dado que mover  y a es equivalente, se fija  a = 0, 5 y se varía . Además,
el  valor de  se f i ja igual a 2,  con lo cual queda determinado el  coeficiente de
variación de     igual a 0,5. Los valores de  se varían de modo de obtener diferen-
tes medias de   (a medida que  crece, E(    ) decrece). Se consideran escenarios en
que los clientes tiene una valoración promedio baja por el servicio y escenarios en
que la valoración es alta.

B) Servidor

Recordemos que la uti l idad esperada del servidor es:

E(π) = π E(Q) - v (E(tc) - E(tc)) - σ · E(to) ,

donde v  y σ  son los costos por unidad de t iempo trabajada durante la jornada
normal de trabajo y en sobretiempo, respectivamente.

Sin pérdida de generalidad suponemos que el precio es igual a 1. Se conside-
ran diferentes estructuras de costo:

^
R

^
R

^
R

^
R
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• Costos bajos: v = 0; 2 y σ = 0; 5

• Costos altos: v = 0; 5 y σ = 1; 2

5.2 Atraso de Clientes Con Respecto a Sus Citaciones

Se supone que los clientes se atrasan con respecto a sus citaciones y que los atra-
sos son variables aleatorias i . i .d.  exponencialmente distribuidas.  Para estudiar
su efecto, se compara util izando los mismos parámetros del modelo en ambos ca-
sos,  el  escenario con citaciones con diferentes niveles de atrasos con respecto al
escenario con l legada l ibre,  obviamente sin atrasos (no existen).

Se consideran diferentes t iempos medios de atraso, que dependen del valor
de D .  Por ejemplo, para D  = 10 se consideran atrasos medios que van desde 0
(cl ientes puntuales) hasta 2 veces el  t iempo medio de atención (atrasos medios
del orden de una hora).  Para el  caso D  = 100, se consideran atrasos medios que
pueden llegar hasta 7 veces el tiempo medio de atención, que podrían correspon-
der a atrasos medios de 15 a 20 minutos.

5.3 Coeficiente de Variación de los Tiempos de Atención

Se supone que los t iempos de atención son variables aleatorias i . i .d.  Weibull  de
media igual a 1[ud. de t iempo]. Se quiere estudiar el  efecto del coeficiente de
variación de los t iempos de atención, para lo cual se consideran los s iguientes
valores para el coeficiente de variación: 0,5, 1, 2 y 3.

Un coeficiente de variación de 0,5 es relativamente bajo y podría represen-
tar el caso de un médico, en que él tiene cierto control sobre el largo de las aten-
ciones, disminuyendo la variabilidad de éstas (O’Keefe (1985)). Un coeficiente de
variación de 2 es muy alto y puede representar el  caso de un servicio con dos o
más segmentos de clientes con diferentes distribuciones de los tiempos de atención
de medias bastante dist intas.  Por ejemplo, supongamos un banco que atiende a
dos t ipos de cl ientes:  cl ientes comunes,  que son el  80%, cuyo tiempo medio de
atención es 1,5 minutos; clientes especiales (administrativos de oficinas, por ejem-
plo), cuyo tiempo medio de atención es 9 minutos. En este caso, la esperanza del
tiempo de atención de un cliente cualquiera es 3 minutos y el coeficiente de varia-
ción es cercano a 2.

Para cada set de parámetros definidos en 5.1, se mueven los coeficientes de
variación de los tiempos de atención y las medias de los tiempos de atrasos de los
cl ientes en citas individuales por separado, para estudiar los efectos ais ladamen-
te. Es decir, sin considerar atrasos se determina sobre que nivel del coeficiente de
variación de los t iempos de atención, l legada l ibre se hace mejor a citas indivi-
duales. Luego, dada una distribución de tiempos de atención fija (Weibull de me-
dia igual a 1 y coeficiente de variación igual a 0,5),  se estudia el  efecto de los
atrasos en citaciones para determinar sobre que nivel  es preferible dejar l legar
l ibremente los cl ientes al  s istema.
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6. Resultados Obtenidos

6.1 Atraso de Clientes Con Respecto a Sus Citaciones

Cuando los tiempos medios de atrasos son pequeños en relación al tiempo medio
de atención, la uti l idad esperada que entrega la uti l ización de citas individuales
es,  en gran parte de los casos,  mayor a la de l legada l ibre.  Es decir,  citas indivi-
duales produce un efecto ordenador que permite atender a los cl ientes de mejor
manera,  entregando mayores uti l idades para el  servidor.  Sin embargo, s i  la mag-
nitud de los atrasos crece,  este efecto ordenador se pierde y las diferencias de
uti l idades recibidas con l legada l ibre y citas individuales se reducen. Más aún,
sobre cierto nivel  de atrasos la uti l idad esperada recibida con l legada l ibre de
clientes es mayor a la obtenida con citas individuales. Como se observa en la figu-
ra 1, para el caso D = 10 se requieren tiempos medios de atrasos del orden de 0,5
a 2 veces el  t iempo medio de atención para que l legada l ibre entregue una uti l i-
dad esperada mayor que citas individuales.  Para los casos D  = 50 y D  = 100 los
atrasos requeridos son del orden de 2 a 5 y 3 a 7 veces el tiempo medio de atención
re spe c t i vamen t e .

Figura 1: Tiempos medios de atrasos requeridos para que la util idad espera-
da entregada por l legada l ibre sea mayor a la obtenida con citas individuales,
para diferentes valores de D .  Cada curva representa un set de parámetros deter-
minado, correspondiente a   (demanda potencial media); E(   ) (valoración me-
dia que tienen los clientes por el servicio); v, σ (costos del servidor).

A pesar de que cuando D crece, se requieren tiempo medios de atrasos ma-
yores en relación al tiempo medio de atención para que convenga util izar l legada

^
R
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libre, es justamente en estos últimos escenarios en que es más probable la conve-
niencia de no realizar citaciones. Para el caso en que en una sesión caben 10 aten-
ciones en promedio, el tiempo medio de atención es del orden de 30 minutos. En
consecuencia,  los atrasos medios requeridos para que la uti l ización de l legada
libre entregue una uti l idad esperada mayor que citas individuales,  que son del
orden de una a dos veces el  t iempo medio de atención, pueden ser muy altos y
poco realistas. Sin embargo, en servicios en los cuales caben más atenciones en
promedio durante una sesión, el tiempo medio de atención corresponde a un inter-
valo menor (2 a 5 minutos, por ejemplo), con lo cual es perfectamente posible que
existan atrasos suficientemente grandes como para no utilizar citaciones. En efec-
to, es realista suponer que existan atrasos medios del orden de 5 veces el tiempo
medio de atención (10 minutos, por ejemplo). De esta manera, podríamos explicar
que muchos servicios con tiempos de atención relativamente altos, como los médi-
cos, funcionan con citaciones. Por el contrario, servicios que tienen tiempos de
atención cortos (bancos, por ejemplo), funcionan con llegada libre de clientes. En
estos casos,  pequeños atrasos,  los cuales se observan frecuentemente,  t ienen un
impacto negativo importante en el  desempeño de una política de citaciones.

Además, los resultados dependen del resto de los parámetros del  problema,
los cuales dependiendo de sus valores representan distintos t ipos de servicio.  En
nuestro modelo escenarios en que la valoración media que tienen los clientes por
el  servicio es baja son servicios que presentan un bajo nivel  de congestión. En
general ,  estos son servicios que operan en un mercado bastante competit ivo, son
suntuarios y la gente no está dispuesta a esperar demasiado por recibirlos.  En
ellos se requieren atrasos bastante mayores para que convenga uti l izar l legada
libre (escenario [D=2; bajo; 0.2; 0.5] en figura 1).

Si la valoración que tienen los clientes por el servicio crece se requieren tiem-
pos medios de atrasos menores para que llegada libre sea preferible a citar indivi-
dualmente (comparar escenarios [2D; bajo; 0.5; 1.2] y [2D; alto; 0.5; 1.2] en la figura
1). Lo mismo ocurre si los costos del servidor aumentan (comparar escenarios [D/2;
bajo; 0.2; 0.5] y [D/2; bajo; 0.5; 1.2] en la figura 1). Adicionalmente en los escenarios
en que la valoración de los clientes por el servicio, los costos del servidor y la de-
manda potencial son altos se requieren los menores atrasos para que llegada libre
entregue una utilidad esperada mayor a citas individuales. Básicamente estos son
escenarios en que el servicio se observa muy congestionado, debido a la alta valora-
ción que tienen los cl ientes por el  servicio y a los altos costos de operación del
servidor, lo que l leva a que las citaciones se realicen de manera muy seguida. En
general ,  estos son servicios muy especiales que tienen su nicho de mercado, son
de primera necesidad (salud pública, por ejemplo) o la gente, por diferentes moti-
vos, está dispuesta a esperar mucho por recibirlos (es gente joven con un costo de
oportunidad del tiempo menor, por ejemplo). En ellos se requieren niveles de atra-
sos bastante bajos para que sea conveniente dejar de real izar citaciones.  En efec-
to, llegada libre puede entregar una utilidad esperada mayor incluso para tiempos
medios de atrasos muy menores (escenario [2D;  alto; 0.5; 1.2] en Figura 1).

En la f igura 2, se resumen los resultados hasta aquí expuestos.  En el  eje y
se coloca el tiempo medio de atención del servicio, distinguiendo en alto y bajo. En
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el eje x se coloca el nivel de congestión del servicio, entendiéndolo de la manera
anteriormente mencionada y nuevamente dist inguiendo en alto y bajo. En cada
cuadro se entrega la polít ica de atención que es conveniente uti l izar.

Figura 2: Política de atención recomendada a utilizar para servicios con dis-
tintos tiempos medios de atención y niveles de congestión.

Los resultados obtenidos concuerdan con lo observado en la real idad, con
respecto a que la mayoría de los servicios suntuarios pero elegantes funcionan
con citaciones (restaurantes elegantes,  peluquerías f inas,  etc.) .  En este t ipo de
servicios la gente no está dispuesta a esperar mucho por ser atendido. En nuestro
modelo esto significa que la valoración que tienen los cl ientes por el  servicio es
baja y como vimos, en estos escenarios se requieren atrasos demasiado grandes y
que no se observan en la realidad como para que sea conveniente dejar de utilizar
citaciones.  Por el  contrario,  en servicios más populares la gente está dispuesta a
esperar más por ser atendidos (mayor nivel  de congestión).  Efectivamente,  mu-
chos de ellos funcionan con llegada libre.

Al momento de decidir la polít ica de atención se debe tener en cuenta la
diferencia en los costos administrativos entre ambas políticas si es que la hubiere.
En particular,  es esperable que los costos administrativos asociados a una polít i-
ca de citaciones sean mayores a los de llegada libre y, por lo tanto, si citas entrega
una uti l idad sólo un poco mayor que l legada l ibre (por ejemplo, una diferencia
porcentual de 5 %), es probable que la polít ica a implementar sea esta últ ima.
Estos costos son mayores en la medida que se realiza un mayor número de citacio-
nes (se requiere más secretarias,  l íneas telefónicas,  etc.) ,  es decir para valores
mayores de D .  Es justamente en estos servicios donde se observa con mayor fre-
cuencia el  uso de l legada l ibre.



REVISTA INGENIERÍA DE SISTEMAS VOLUMEN XVI, Nº 1, JUNIO 2002

41

Figura 3: Tiempos medios de atrasos requeridos para que la diferencia por-
centual entre la uti l idad esperada entregada por l legada l ibre con respecto a la
obtenida con citas individuales sea menor al  5 %, para diferentes valores de D.
Cada curva representa un set de parámetros determinado, correspondiente a  ;
E(   );v;σ.

En efecto, como se observa en la f igura 3, los t iempos medios de atrasos
requeridos para que la diferencia porcentual entre la uti l idad esperada que en-
trega citas individuales y l legada l ibre sea menor al  5 % son del orden de 0 a 1
veces el tiempo medio de atención para el caso D = 10; 1 a 3 veces el tiempo medio
de atención para el caso D = 50 y 1 a 5 veces el tiempo medio de atención para el
caso D  = 100. Estos niveles de atrasos pueden ser perfectamente realistas en dife-
rentes servicios,  sobretodo para valores grandes de D .

6.2 Coeficiente de Variación de los Tiempos de Atención

Con respecto al  efecto de la variabil idad de los t iempos de atención, se observa
que si ésta es baja (coeficiente de variación entre 0,5 y 1) la utilidad que entrega
el uso de citas individuales es,  en la mayoría de los casos,  bastante superior a la
de l legada l ibre (diferencias porcentuales mayores al  10%). Si el  coeficiente de
variación aumenta, tanto el  desempeño de citaciones como el  de l legada l ibre
empeora. Sin embargo, la uti l idad obtenida con citaciones disminuye de manera
más pronunciada, reduciendo así su diferencia con respecto a l legada libre. A pe-
sar de que en estos casos,  la uti l idad obtenida con citas individuales es s iempre
mayor a la obtenida con llegada libre, en general, se observa que para valores del
coeficiente de variación de los tiempos de atención del orden de 2, las diferencias

R̂
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porcentuales entre ellas son bastante pequeñas (5 a 10 %). En la figura 4 se ejemplifica
lo anterior para el escenario D = 50. En él se observa el efecto del aumento de la
variabilidad de los tiempos de atención con respecto a la diferencia porcentual entre
la utilidad esperada que entrega citas individuales y llegada libre.

Figura 4: Efecto del coeficiente de variación de los tiempos de atención so-
bre las diferencias porcentuales de la uti l idad esperada entregada por l legada
libre con respecto a la obtenida con citas individuales para D = 50. ∆[E(π)]% co-
rresponde a 100                  en que LL  indica l legada l ibre y CI indica citas
individuales.  Cada curva representa un set de parámetros determinado, corres-
pondiente a  ;E(   );v;σ.

Como se dijo en la Sección 5 algunos servicios que presentan alta variabili-
dad en los tiempos de atención son los bancos, la oficina de timbraje del Servicio
de Impuestos Interno y oficinas administrativas en general .  Estos son servicios
que, en promedio, atienden muchos cl ientes diariamente (valor alto de D). Ade-
más la gran mayoría de los clientes tienen atenciones cortas (clientes «comunes»),
s in embargo, una minoría t iene atenciones bastante largas (administrativos de
oficinas con muchos trámites a real izar) que hacen aumentar la variabil idad de
los t iempos de atención. Justamente,  se observa que muchos de estos servicios
funcionan con l legada l ibre de cl ientes.  En efecto, s i  se considera que funcionar
con citas individuales conlleva un costo operacional que para estos casos (muchas
atenciones diarias) puede ser bastante alto (varias l íneas telefónica,  secretaria),
es probable que lo conveniente sea funcionar con l legada l ibre.

 Si la valoración que tienen los clientes por el servicio es alta las diferencias
de desempeño entre l legada l ibre y citas individuales son aún menores (comparar
escenarios [D/2; bajo; 0.5; 1.2] y [D/2; alto; 0.5; 1.2] en la figura 4). Adicionalmente
si la demanda potencial es alta, lo que resultaría en un escenario con un alto nivel

R̂
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de congestión (escenario [2D; alto; 0.2; 0.5] de la figura 4), incluso para coeficien-
tes de variación muy bajos (0,5), las diferencias de desempeño entre l legada libre
y citas individuales son muy pequeñas (menores al  7 %). En general ,  en escena-
rios con un nivel  de congestión mayor se requiere de variabil idades menores de
los tiempos de atención para que las diferencias de utilidades percibidas con cita-
ciones y l legada l ibre sean pequeñas.  Los resultados anteriormente descritos se
resumen en la f igura 5.

Figura 5: Política de atención recomendada a utilizar para servicios con dis-
tintos niveles de segmentación de los clientes en relación a los tiempos de atención
(si  el  nivel  de segmentación es mayor, la variabil idad de los t iempos de atención
crece) y diferentes niveles de congestión.

7. Conclusiones y Recomendaciones para Investigación Futura

Con respecto a los atrasos de los cl ientes en citaciones,  se observa que mientras
más grandes sean, menor es la uti l idad obtenida al  uti l izar esta polít ica.  De esta
manera,  existe un nivel  de atrasos sobre el  cual es conveniente no real izar cita-
ciones y dejar l legar l ibremente los cl ientes al  s istema.

En general,  servicios cuyos tiempos de medios de atención son relativamen-
te largos,  no presentan atrasos suficientemente grandes en relación a el los como
para dejar de realizar citaciones.  Por el  contrario, s i  los t iempos de atención son
pequeños es factible esperar niveles de atrasos suficientes como para que conven-
ga dejar a los cl ientes l legar l ibremente al  s istema, sobretodo si  se considera el
costo f i jo operacional asociado a real izar citaciones.

Los resultados anteriores son bastante intuitivos y es la norma en el funcio-
namiento de muchos servicios:  s i  las  atenciones son relativamente cortas funcio-
nan con l legada l ibre y s i  son largas con citaciones.  Sin embargo, con nuestro
modelo además pudimos encontrar escenarios en que esta regla puede fal lar.  Es
el caso de un servicio con tiempos de atención altos pero sumamente congestiona-
do (muy apetecido por los cl ientes y con altos costos de operación para el  servi-
dor). En este caso, basta que existan atrasos promedio muy pequeños (5 minutos,
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por ejemplo),  para que la uti l idad entregada con l legada l ibre sea s imilar a la
obtenida con citas individuales.  Probablemente en un escenario como el  recién
descrito lo conveniente sería funcionar con l legada l ibre.

Asimismo pueden haber servicios con tiempos de atención bastante cortos
en que a-priori parecería poco conveniente realizar citaciones, pero en que podría
l legar a serlo.  Estos serían servicios con niveles de congestión, atrasos y costos
fijos relacionados a operar con citaciones muy bajos (por ejemplo, de todas formas
hay secretarias disponibles).

Con respecto al efecto de la variabilidad de los tiempos de atención, se ob-
serva que si ésta es baja la utilidad que entrega el uso de citas individuales es, en
la mayoría de los casos, bastante superior a la de llegada libre. Si el coeficiente de
variación de los t iempos de atención aumenta, las diferencias de desempeño se
reducen considerablemente.

Servicios cuyos t iempos de atención poseen una alta variabil idad son servi-
cios que atienden a diferentes tipos de clientes. A ellos podría convenirles funcionar
con llegada libre de clientes, sobretodo si se considera el costo administrativo que
conlleva funcionar con citaciones, que en estos casos es alto debido a que general-
mente estos servicios atienden a muchas personas diariamente. Este fenómeno tam-
bién es bastante intuitivo y se observa a menudo en distintos servicios.

Sin embargo, con el modelo encontramos escenarios en que la simple regla:
si la variabilidad de los tiempos de atención es muy alta use l legada libre y si no
realice citaciones, puede no ser la correcta. Es posible que un servicio que atiende
a cl ientes con un alto nivel  de segmentación (alta variabil idad en los t iempos de
atención), de todas formas le convenga realizar citaciones. Es el caso de un servi-
cio con un bajo nivel de congestión y en que el  costo fi jo asociado a operar con
citaciones es muy bajo. Por su parte, un servicio muy congestionado, podría conve-
nirle funcionar con l legada l ibre aunque tenga poca variabil idad en sus t iempos
de atención, sobretodo si los costos fijos asociados a funcionar con citas son altos.

En este trabajo se analizaron por separado el  efecto de los atrasos de los
clientes y de la variabilidad de los tiempos de atención. Sin embargo, en muchos
casos reales ambos pueden estar presentes a la vez. Por ejemplo, un servicio pue-
de tener tiempos de atención con coeficiente de variación igual a 1,5 y los clientes
atrasarse 2 veces el  t iempo medio de atención en promedio. En estos casos,  la
suma de estos dos efectos se potencia empeorando el desempeño de un sistema de
c i tac iones .

En resumen, generalmente servicios con tiempos de atención cortos les con-
viene funcionar con llegada libre, debido a la presencia de atrasos. Más aún, si la
variabilidad de los tiempos de atención es alta, con mayor razón conviene utilizar
l legada l ibre.  Por su parte,  servicios con tiempos de atención largos,  en general ,
les conviene funcionar con citaciones.  Son servicios que regularmente no tienen
una alta variabil idad en los t iempos de atención ni presentan grandes atrasos en
relación a los t iempos de atención. Se debe notar que con el modelo fue posible
encontrar excepciones a esta regla. Por ejemplo, un servicio altamente congestionado
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podría funcionar mejor con llegada libre a pesar de que los atrasos de los clientes y la
variabilidad de los tiempos de atención sean bajos.

Además de considerar el costo fijo asociado a operar con un sistema de cita-
ciones, existe un factor más cualitativo, difícil de introducir en el modelo, pero rele-
vante en desmedro de las citaciones. Los clientes le exigen más a un sistema de
citaciones que a un sistema de llegada libre, es decir, la insatisfacción producida
por esperar es mayor en un sistema que funciona con citaciones, que supuestamen-
te debe funcionar ordenadamente, en relación a uno que no lo hace. Alguien que
llega puntual a su cita y debe esperar debido a los atrasos del resto de los clientes y
más aún observa un sistema desordenado, saldrá muy descontento con el servicio,
probablemente mucho más descontento que alguien que espera una cantidad de
tiempo similar en un sistema que funciona con llegada libre. Obviamente este efec-
to tendrá un impacto negativo en la satisfacción del cliente con el servicio, mer-
mando las utilidades de la empresa. En la mayoría de los escenarios estudiados en
que citas entrega una utilidad sólo un poco mayor que llegada libre, la diferencia en
los tiempos de espera promedio generados por cada política también son muy pe-
queñas. Por lo tanto, considerando el costo fijo asociado a realizar citaciones y este
factor cualitativo, en estos casos convendría utilizar llegada libre de clientes.

Adicionalmente pueden exist ir  otros aspectos cualitativos que se deben te-
ner en cuenta.  Por ejemplo, existen bancos cuya publicidad es estar a cualquier
hora disponible en todas partes.  En este caso, implementar una polít ica de cita-
ciones puede ser contraproducente con el  mensaje del banco.

Como corolario se puede decir que los servicios que presentan una alta va-
riabil idad en los tiempos de atención, podrían alcanzar importantes mejoras si  es
que a priori pudieran distinguir y separar a sus clientes en dos segmentos: los de
bajo y los de alto tiempo de atención. Al segmento con bajos tiempos de atención
(por ejemplo, 2 a 3 minutos en promedio) sería conveniente atenderlos con llegada
libre, ya que como vimos, la magnitud de los atrasos sería suficiente como para no
realizar citaciones. Por el  contrario, al  grupo con atenciones largas (por ejemplo,
10 minutos en promedio), sería conveniente atenderlos con citaciones. Además, al
atender por separado a los diferentes t ipos de cl ientes,  se disminuye la variabil i-
dad de los tiempos de atención para ambos grupos, mejorando el desempeño tanto
de llegada libre para el segmento con bajos tiempos de atención, como el de citas
individuales para el  segmento con altos t iempos de atención.

En varias s imulaciones de ejemplos s imples real izadas se observó que al
atender por separado a los distintos tipos de clientes de la manera anteriormente
descrita se pueden reducir de manera considerable los t iempos de espera.  En ge-
neral, el tiempo promedio de espera se puede reducir más o menos a la mitad, sin
alargar la jornada de trabajo. Las reducciones son mayores mientras mayor es la
diferencia entre el tiempo medio de atención del segmento de clientes con atencio-
nes cortas con respecto al tiempo medio de atención del segmento de clientes con
atenciones largas.

Por ejemplo, supongamos un servicio que atiende a 100 personas diaria-
mente, en que el 80 % tiene tiempos de atención Weibull de media un minuto y
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medio y coeficiente de variación 0,5. Por su parte, el resto tiene tiempos de atención
Weibull  de media 9 minutos y coeficiente de variación igual a 1. Si se atiende a
todos los clientes juntos sin distinguir su tipo, se tiene que los tiempos de atención
son variables aleatorias i . i .d. de media 3 minutos y coeficiente de variación igual
a 1,7. En este caso y uti l izando l legada l ibre de cl ientes,  el  t iempo promedio de
espera de los clientes es 25 minutos aproximadamente. Si se modifica el funciona-
miento del s istema, atendiendo por separado a los cl ientes con atenciones cortas
(con llegada libre) y a los con atenciones largas (con citas individuales), el tiempo
medio de espera se reduce a 9 minutos aproximadamente, s in alargar la jornada
de trabajo.

Un ejemplo de esta recomendación es la modificación que se real izó hace
algún tiempo en las oficinas de t imbraje del  Servicio de Impuestos Internos.  En
principio, se atendía a todos los cl ientes con una polít ica de l legada l ibre.  Bajo
esta modalidad, se observaba que exist ían cl ientes con alt ís imos tiempos de
atención, con muchos documentos por timbrar,  que retrasaban significativamente
la atención de todos los cl ientes detrás de él .  Para remediar tal  s ituación, se de-
terminaron los s iguientes cambios:  en la mañana se atiende con l legada l ibre a
los «pequeños timbradores» y en la tarde, se atiende con citaciones a los «grandes
timbradores» (empresas,  contadores,  etc.) .  Nuestros resultados confirman que lo
realizado por el SII va en la dirección correcta y además sirven de evidencia como
para que más servicios con segmentos de cl ientes dist inguibles,  adopten medidas
s i m i l a r e s .

Finalmente,  es posible que existan reglas de citación individuales
equiespaciadas que, para escenarios determinados,  sean mejores a la uti l izada en
este trabajo. En consecuencia, si  con la regla aquí definida se encuentra que usar
l legada l ibre entrega una util idad mayor que al realizar citaciones, es posible que
exista una regla de citación mejor,  que revierta esta desigualdad. Incluso se po-
drían estudiar otras reglas de citación que pueden entregar mejores desempeños
en determinadas circunstancias. Por ejemplo, en un servicio en que los tiempos de
atención son cortos podría ser conveniente realizar citaciones en bloques más que
individuales.  Estos aspectos se estudiarán en el  futuro.

En el  futuro también se desea investigar otros factores que pueden ser de-
terminantes al momento de decidir si  es conveniente implementar una política de
citaciones.  Creemos que estos factores están siempre relacionados con la variabi-
l idad de la l legada de los cl ientes y de las atenciones.  Con respecto al  primer
punto, algunos aspectos interesantes que podrían ser estudiados, es el  ausentismo
de los clientes con respecto a las citaciones y la existencia de «walk-ins».

Adicionalmente se podrían extender los resultados obtenidos para un mode-
lo más general.  En esta dirección, se podrían considerar clientes aversos al  riesgo
y servicios con horas «peak» de demanda. También se podría abordar el problema
más general, en que la empresa debe decidir conjuntamente su política de atención
y el precio a cobrar por el servicio.
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