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Problema 1

1. Lo tnico importante es distinguir cases favorables

casos totales
Si las parejas se forman al azar tengo N — 1 individuos candidatos a emparejarse con alguien en par-
ticular (casos totales), de los cuales hay i infecciosos. Si me emparejo con un infeccioso la probabilidad

de contagio es p y por lo tanto: ¢; = =5 - p

2. No, con sélo tener el nimero de infecciosos no es posible determinar, en probabilidad, la evolucién
del sistema (condicién de Markov). Por ejemplo, si X; = 10, pero tenemos a todo el resto infectado
Xi+1 = 0 con seguridad, sin embargo si hay alguien sano la probabilidad que X;;1 = 0 es estrictamente
menor que 1.

3. Para simplificar el dibujo del grafo consideraremos las posibles transiciones desde un nodo (i, j) donde
=Xy yj=Ye
Caso 1

[y

En este caso la probabilidad de transicién entre el estado (i, j) y uno (k, j-k), con 0 < i < j, implica
que k personas de las que inicialmente estaban sanas se contagian, pasando a estar infectadas al inicio
del periodo siguiente. Ocupando ¢; tenemos que:

P[(I’ J)7 (ka J'k)] = (i) : Qik ’ (1 - Qi)j_k VE, 0<k<i

Caso 2

i»j>k=0

Esta situacion es andloga al caso anterior, pero el nimero maximo de personas infectadas al inicio
del periodo siguiente ahora es j. Asi, la probabilidad de transicién en una etapa que empezamos en el
estado (i, j), coni>j > 0 seré:

P[(17 J)7 (ka .]'k)] = (}Z}) 'Qik : (1 - Qi)j_k Vk‘, 0 S k SJ

Caso 3



En estos casos los individuos infecciosos ya no tienen a quien contagiar, por lo que con probabilidad 1
estardn en el estado (0, 0) en el perfodo siguiente.
Caso 4

1=0

En esta situacién ya no quedan individuos que puedan contagiar, por lo que no se modificara el niimero
de individuos sanos ni nadie se enfermara.

Clasisficacién de estados y caracterizacién de clases:

En este problema no hay ningin par de nodos que esté comunicado, por lo que ¢/u es su propia clase
de equivalencia y tendremos (N + 1)? clases distintas. Las clases de los casos 1, 2 y 3 son transcientes,
mientras que las clases del caso 4 son todas recurrentes y aperiddicas.

4. Dado que hay multiples clases recurrentes NO es posible tener una ley de probabilidades estacionarias
en el problema original, lo que significa que la evolucién del sistema en el largo plazo no serd inde-
pendiente de las condiciones iniciales. Por ejemplo si empezamos de cualquier estado (0, Yy) nunca lo
abandonaremos porque no se puede enfermar ni mejorar nadie.

Si permitimos que la gente con alguna probabilidad se mejore, se logran comunicar muchos estados
que pertenecian a clases distintas, credndose una clase transiente formada por los estados (0, X), con
0 < X < N la que confluye a la clase recurrente formada por el estado (0,N), es decir toda la
poblacién sana. En el caso de empezar con i individuos infectados estaremos en una clase transiente, y
necesariamente luego de algin ntimero finito de dias estaremos en un estado de la clase (0, X) (porque
no existen transiciones a estados tipo (j,X) con j > i). Como en el largo plazo la probabilidad de
encontrarnos en un estado transiente es 0, con probabilidad 1 estaremos en la Unica clase recurrente
de esta cadena. Por esto, si permitimos que la gente eventualmente mejore en el largo plazo esta
enfermedad se habra erradicado completamente, y existird una ley de probabilidades estacionarias.

Problema 2

1. Definiremos los estados como la carga genética de cada individuo de la poblaciéon: De esta forma la
cadena se muestra en la figura.



2. Claramente existen 3 clases. Dos recurrentes (aperiédicas): la asociada al estado xx-xx y la asociada
al estado yy-yy. Por otro lado existe una clase de estados transientes, compuesta por todos los otros
estados.

3. Por simetria la probabilidad es % Un desarrollo mas riguroso puede ser logrado mediante un analisis
de primer paso (es decir condicionar sobre el resultado de la primera transicién y aplicando condiciones
de borde, como por ejemplo que la probabilidad dado que estoy en el estado de s6lo genes recesivos es
1y si estoy en el estado de genes no recesivos es 0, dado que ambos son recurrentes de clases distintas).

Propuesto.

Problema 3

1. Para definir la cadena debemos especificar los estados de la misma y las probabilidades de transicién
entre cada par de estado (elementos de la matriz de transicién). Utilizando la indicacién del enunciado
la cadena es la que se muestra en la figura.

Entonces, del dibujo se ve que:

P st j=r—i+1
P[i paraguas,j paraguas] =< 1—p st j=r—1 Vi >0
0 ~J



La definicién de la matriz de transicién se completa con:

P[0 paraguas,j paraguas] = { 0 g

2. Las ecuaciones que nos permiten encontrar las probabilidades estacionarias (existirdn dado que se trata
de una cadena ergédica) son las siguientes:

T = 777"(1_17)

T o= mp+(1-p) Ty

Ty = Tp_1-p+(1—p) T2

M3 = Mo p+(1—p) 73
o1 = m-p+(l-p)m

M, = TP+ To

Xr:ﬂ'i = 1
i=0

Utilizando las r primeras ecuaciones descubrimos que:

0
TG =T =T3...=Tp = =T
To(1-p)
Si utilizamos esto en la dltima ecuacién llegamos a que:
m-(r+l1—p = 1
1
T = —
r+1—p
L—p
M = ——
0 r+1—p

3. Se mojard s6lo en las ocasiones que esté en un lugar donde no hayan paraguas (fraccién my de los casos)
y le toque la mala suerte que llueva (con probabilidad p). Entonces el resultado es:

p(1 —p)

fraccién que se moja =
q ja= ",



