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1. Introduccion

Muchos problemas de programacion matematica determinan soluciones que repercuten en
la formulacion de los problemas a resolver en el pro’ximo periodo o etapa. Una alternativa
es construir un unico modelo completo que tenga un gran conjunto de variables index-
adas por etapas e iternalizar las relaciones entre etapas como una restriccion del problema.
Sin embargo esto pude agrandar mucho el tamano del problema. Surge asi Programacién
Dindmica (PD) como una alternativa de descomposicién en que resolvemos subproblemas
mas pequeiios y luego los ligamos 2. Asi, programacién dindmia consiste en solucionar el
presente suponiendo que en cada etapa futura siempre se tomaran las decisiones correctas.

2. Caracteristicas de un Problema de Programacion
Dinamica

Para que un problema pueda ser resuelto con la técnica de programaciéon dindmica, debe
cumplir con ciertas caracteristicas:

Naturaleza secuencial de las decisiones: El problema puede ser dividido en etapas.

Cada etapa tiene un numero de estados asociados a ella.

La decision 6ptima de cada etapa depende solo del estado actual y no de las decisiones
anteriores.

La decisién tomada en una etapa determina cual sera el estado de la etapa siguiente.

En sintesis, la politica 6ptima esde un estado s de la etapa k a la etapa final esta constituida
por una decisién que transforma s en un estado s’ de la etapa k + 1 y por la politica 6ptima
desde el estado s’ hasta la etapa final.

3. Resolucion de un Problema de Programacion Dinami-
ca

Para resolver un problema de programacién dinamica debemos al menos:

» IDENTIFICACION DE ETAPAS, ESTADOS Y VARIABLE DE DECISION:

2Recordemos que mucho de los algoritmos de resolucién de problemas lineales (Simplex en particular) son
de orden exponencial por lo que resolver m problemas de tamano n es mas rapido que resolver un problema
de tamano m - n
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e Cada etapa debe tener asociado una o mas decisones (problema de optimizacion),
cuya dependencia de las decisiones anteriores esta dada exclusivamente por las
variables de estado.

e (Cada estado debe contener toda la informacion relevante para la toma de decision
asociada al periodo.

e Las variables de decisién son aquellas sobre las cuales debemos definir su valor
de modo de optimizar el beneficio acumulado y modificar el estado de la proxima
etapa.

» DESCRIPCION DE ECUACIONES DE RECURRENCIA: Nos deben indicar como se acumula
la funcién de beneficios a optimizar (funcién objetivo) y como varfan las funciones de
estado de una etapa a otra.

» RESOLUCION Debemos optimizar cada subproblema por etapas en funcién de los resul-
tados de la resolucion del subproblema siguiente. Notar que las para que las recurrencias
estén bien definidas requerimos de condiciones de borde.

4. Problemas

4.1. Problema 1

La familia Sampsons va a salir de vacaciones desde su ciudad natal Sprangfield. La familia
desea visitar n ciudades y dispone de un total de M dias para hacerlo, con M > n. La familia
desea saber cuantos dias permanecer en cada ciudad de modo de maximizar la satisfaccién
total de sus vacaciones sabiendo que para cada ciudad ¢ existe una funcién de satisfaccion g;
que es funcién del nimero de dias de permanencia.

1. Plantee un modelo de programacion dinamica para resolver la planificaciéon de las
vacaciones de los Sampsons.

2. Suponga que n =3y M =5y que las funciones de beneficio gx () vienen dadas por:

91(x1) | g2(x2) | g3(w3)
xp =0 0 0 0
rp=1 1 1 1
T =3 3 6 3
T =4 4 8 2
Tp =05 bt 8 1

3. ;Cual es la politica éptima de permanencia de los Sampsons en cada ciudad si la
funcién de beneficios viene dada por g;(z;) = xi para todo i donde z; es el numero
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de dias que permaneceran los Sampsons en la ciudad i y existen 3 ciudades para ser
distribuidas en 7 dias?

Hint: Suponga que no se pierde un tiempo considerable en el traslado de una ciudad
a otra.

Solucion

1. Consideremos que la familia ya definié cual sera el orden en que visitaréd las ciudades
(si efectivamente decide visitarlas). En dicho caso, una etapa estara en relacién univoca
con una ciudad (Cada ciudad es una etapa y se pasara a la siguiente etapa cuando se
pase a la siguiente ciudad). Ademas, el estado vendra dado por el niimero de dias que
le restan a la familia para completar el total de dias disponibles . As{, podemos definir:
x; = Numero de dias en la ciudad i (variable de decision de la etapa i). y; = Nimero
de dias sobrantes despues de visitar la ciudad ¢ — 1 6 justo antes de visitar la ciudad i
(variable de estado).

Analicemos las ecuaciones recursivas:

» CONDICION DE BORDE (ULTIMA ETAPA):
En este caso habremos visitado las ciudades 1,2,...,n — 1 y tendremos v, dias
disponibles para usar (dependiendo de cuantos dias hayamos decidido quedarnos
en las ciudades anteriores, ¥, puede tener varios valores posibles. Luego, el prob-
lema a resolver viene dado por:

fn(yn) = méx gn<xn)
sa 0<z, <y,
T, entero
= valor de la politica éptima de estadia en la ciudad n si la familia

ya ha visitado n-1 ciudades y aun dispone de v, dias disponibles

» RECURSION GENERICA K:

En este caso habremos visitados las ciudades 1,2,...,k — 1 y nos quedan por
visitar las ciudades k, k+1,...,n siendo y; el numero de dias que aun nos quedan
disponibles. Luego nuestro problema a resolver serd encontrar el numero de dias
a permanecer en la ciudad k de modo de maximizar el beneficio de actual mas el
beneficio de visitar las proximas ciudades suponiendo que de ahora en adelante
tomaremos las decisiones 6ptimas dado los dias que nos quedaran luego de tomar
nuestra decision hoy:

felyr) = méx{ge(zr) + frr1(ye — 70)}
sa 0<zp <y

T, entero

= satisfaccion total éptima por visitar a las ciudades k, k+1,...,n.

3Tambien puede considerarse el numero de dias que ya han gastado
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Finalmente el 6ptimo de la satisfaccion de las vacaciones de la familia Sampson
viene dado por

2. Debemos resolver los problemas asociados a cada etapa partiendo desde la ultima *,

f=hM)

4

para cada uno de los posibles estados en que puede llegar el problema a la etapa en

cuestion.

Para resolver cada uno de estos problemas haremos una enumeracion explicita de los
casos posibles para cada etapa y seleccionaremos la mejor °.

» Ciudad 3:
ys || 93(0) | 95(1) | 93(2) | 93(3) | 93(4) | 93(5) | fa(ys) | =3
0 0 1 i 1 i 1 0 0
1 0 1 1 1 1 i 1 1
2 0 1 3 1 1 1 3 2
3 0 1 3 3 i i 3 2,3
4 0 1 3 3 2 i 3 2,3
5 0 1 3 3 2 1 3 2,3

i: infactible, es decir, la familia no puede quedarse esa cantidad de dias porque ya

no le quedan tantos.

= Ciudad 2:
92(w2)+fg(y2—z2)
Yo .TQZO To = 1 I2:2 .732:3 .T2:4 ,I'Q:E) f2(y2) I‘;
0 0+0 i i i i i 0 0
1 0+1 140 i i 1 1 1 0,1
2 0+3 141 440 i i i 4 2
3 0+3 143 4+1 640 i i 6 4
4 0+3 143 443 6+1 840 i 8 4
5 043 143 4+3 6-+3 8+1 840 9 4,3

i: infactible, es decir, la familia no puede quedarse esa cantidad de dias porque ya

no le quedan tantos.

s Ciudad 1:

En este caso, como sabemos que inicialmente (antes de visitar la primera ciudad),
la familia dispone de 5 dias para sus vacaciones, solo analizamos el caso y; = 5

g1(z1)+f2(y1—=1)

-~

™~

4Por que este es un problema que podremos resolver directamente sin necesitar los resultados de las

préximas etapas

5En un problema general no se resolvers de forma tan ineficiente, sino que se recurrird a otras técnicas:
Simplex, Branch & Bound, métodos de descenso, etc.
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Finalmente existen 3 soluciones éptimas, todas con beneficio 6ptimo =9, cuyas estadias
en cada ciudad viene dadas por:

Solucién ‘ Ciudad 1 ‘ Ciudad 2 ‘ Ciudad 3

Itinerario 1 0 3 2
Itinerario 2 0 4 1
Itinerario 3 1 4 0

3. Propuesto.

4.2. Problema 2

Considere el cldsico problema de la mochila ©.

max c1xy + oo + ...+ cpxy,

s.a a1x1+ asrs+ ...+ apxr, < b
z; € {0,1} Vi=12...,n

Modele dicho problema con la técnica de programaciéon dinamica, describiendo las etapas del
problema, las variables de estado y las ecuaciones recursivas que definen la formulacién.

Solucion
» Decisiones: x1, 9, ..., x, donde cada z; viene dado por:
. { 1 Si se echa el producto i en la mochila.
! 0 Si no se echa el producto i en la mochila.
= BEtapas: 1,2,...,n. En la etapa i se decide el valor de x;.

= Estado de la etapa i: Espacio disponible en la mochila. Si esta decidido el valor de

1, %2, ...,2T;_1 el lado derecho de la restriccion de capacidad viene dado por s; = b —
171 —asxs—...—a;_1x;_1. Como en la etapa i no conocemos el valor de x1, xs, ..., 2x;_1
vamos a tomar como estados s; € {0,1,...,b} 7.

Con esto, debemos tratar de construir las ecuaciones de recurrencia. Para ello definimos:

6Para los no iniciados, el problema de la mochila (knapsack problem) consiste encontrar un subconjunto
de productos que echar en una mochila de modo de maximizar el beneficio y respetar la capacidad de la
mochila.

"Supondremos que los a; son enteros.
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fl<Sl) = max CT; + Cit1%i41 + ...+,
5.4 QT+ ip1Tix1 + ... FanT, <8
z; € {0,1} Vi=idi+1,...,n

Y tambien:

fn(8n) = méx c,z,
s.a anT, < S,
x, €{0,1}

Notamos que en cada etapa tendremos distintos problemas dependiendo del espacio disponible
con que lleguemos a la etapa. Estos problemas son muy féciles de resolver pues en cada prob-
lema pueden haber 2 casos posibles:

= Si la capacidad disponible al llegar a la etapa i es menor que el espacio que ocupa el
producto i que estamos decidiendo si echar o no, no tendremos mas remedio que no
echar el producto (z; = 0)y el espacio disponible para la siguiente etapa serd la misma
con la que llegamos a esta etapa (s;11 = ;).

= Si la capacidad disponible al llegar a la etapa es mayor que el espacio que ocupa el
producto que estamos decidiendo si echar o no, deberemos comparar las siguientes 2
alternativas:

1. Echar el producto perdiendo capacidad para la proxima etapa.

2. No echar el producto manteniendo la misma capacidad actual para la préxima
etapa.

Finalmente, la ecuacién de recurrencia viene dada por:

filss) = { fira(si) Sis; > a;.

max{ fir1(s:), ¢ + fir1(si —a;)} Sis; < a.

4.3. Problema 3

Un prestigioso taller mecanico, especialista en mantecién y reparacion de motores, tiene una
maquina especializada para estos fines y desea saber cuando cambiar dicha maquina. Para
ello cuenta con los siguientes datos:

» Una maquina nueva cuesta C [u.m].

= El taller puede mantener una maquina por 1, 2 o 3 anos.

» Una mdquina con i anos de uso puede ser vendida en el mercado en v; [u.m)].
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» Fl costo anual de mantencién de una maquina con i anos de uso es m; [u.m].

El taller busca una politica éptima de reemplazo que minimice los costos totales durante
5 anods restringidos a que siempre debe haber una méaquina sabiendo que se compré una
maquina el ano 1 y que se vendera al final del ano 5.

Solucion
En el problema identificamos:

» Etapas: Corresponden a los anos del horizonte (tg, 1, ta, ..., t5).
= Decisiones: En cada etapa debemos decidir si conservar o cambiar la maquina.

» Estados: Edad de la maquina al final de la etapa (Iy,, ls;, Ly, ooy lts)-
Notamos que:

1. En ¢ty estamos obligados a comprar y en t5; obligados a vender.

2. El espacio de edades posibles varia dependiendo de la etapa:

lo €{0},l € 1,1, € {1,2},15,14,15 € {1,2,3}

Definimos:

fi,(l;) = Costo de la politica 6ptima desde ¢; hasta el final, dado que la edad de la méquina
del analizar en t; es [;.

Con esto, lo que queremos calcular es f,(0).

» Ano 5
La maquina debe venderse al final del ultimo ano, al valor correspondiente a la edad
de la maquina.

fts (l5) = — U,

= Ano 4
El problema a resolver dependera de la edad que tenga la maquina. En efecto, si tuviera
3 ands no tendriamos mas que cambiar.

ft4<3) = —U3 + C + ma + ft5(1>

9y — J T2 +C +my+ fi,(1) (Cambiar)
fu(2) = ms + fi5(3) Conservar)

(
[ =1+ C+mi+ fi,(1) (Cambiar)
fuu(1) = { ma + fi.(2) (Conservar)
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= Ano 3
El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la maquina.

ftB(?)) = —Us + C -+ ma + fm(l)

o) — J T2 +C +my + f,(1) (Cambiar)
fu(2) = m3 + fi,(3) (Conservar)
[ —uu+C+my+ fi,(1) (Cambiar)
frs(1) = mo + fi,(2) (Conservar)

= Ano 2
El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la méquina. Sin
embargo, en el ano 2 (dado que se compra una nueva en t;), solo podria tener una edad
de 1o 2.

o) — J T2 +C +my + fi,(1) (Cambiar)
ful2) = m3 + fi,(3) (Conservar)
[ —ui+C+my+ fi,(1) (Cambiar)
fi,(1) = mo + fi,(2) (Conservar)
= Ano 1

El problema a resolver nuevamente dependera de la edad que tenga la maquina. Pero,
en el ano 1 (dado que se compra una nueva en t;), solo podria tener una edad de 1.

—J ~ut C+my+ fi,(1) (Cambiar)
fu (1) = ma + fi,(2) (Conservar)

= Ano 0
Al inicio del primer periodo, necesariamente debemos comprar una maquina nueva.

fto(o) =C+ my + ftl(l)



