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1. Una brevisima introduccion.

Encontrar el 6ptimo de un problema de optimizacién, es solo una parte del proceso de
solucién. Muchas veces nos interesard saber como varia la solucién si varia alguno de los
parametros del problema que frecuentemente se asumen como deterministicos, pero que
tienen un caracter intrinsicamente aleatorio. Més especificamente nos interesara saber para
que rango de los parametros que determinan el problema sigue siendo valida la solucién
encontrada.

Otro aspecto interesante es el tema de dualidad. Dualidad resulta de buscar relaciones que
permitan obtener informacién adicional de un problema de optimizacién general. Esto, tra-
ducido a PL nos conduce a relaciones primal-dual. Ademads veremos algunos teoremas ttiles
de dualidad y el concepto de precio sombra.

2. Acerca de Dualidad

Todo problema de optimizacién (primal), tiene un problema asociado (dual) con numerosas
propiedades que los relacionan y nos permiten hacer un mejor analisis de los problemas. A
continuacion se describen los resultados que se ocuparan en la resolucién de los problemas.

2.1. Construccion del problema dual

Bastante en general, para encontrar el dual de un problema lineal:

—_

. Si es problema de minimizacién el dual serd de maximizacion y viceversa.
2. En el dual habr tantas variables como restricciones 2 en el primal.
3. En el dual habra tantas restricciones como variables en el primal.

4. Los coeficientes de la funcion objetivo del dual vendran dados por los coeficientes del
lado derecho de las restricciones del primal.

5. Los coeficientes del lado derecho del dual vendran dados por los coeficientes de la
funcion objetivo del primal.

6. Los coeficientes que acompanaran a las variable en una restriccion del dual correspon-
deran a aquellos coeficientes que acompanan a la variable primal correspondiente a la
restriccion dual 3.

7. Para saber si las restricciones duales son de <, = 6 >, se recurre a la tabla de relaciones
primal-dual.

2Suponemos restricciones L.i
30 si se prefiere, los coeficeintes seran el resultado de transponer la matriz A de coeficientes
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8. Para saber si las variables duales son < 0, =0 6 > 0, se recurre a tabla de relaciones

primal dual.

Relaciones Primal-Dual

Estas relaciones nos permiten pasar de un problema de primal a su dual en forma bastante
algoritmica, tanto para problemas de minimizacién como de maximizacion.

PROBLEMA DE MINIMIZACION | PROBLEMA DE MAXIMIZACION
Restricciones Variables
> >0
= Irrestricta
< <0
Variables Restricciones
>0 <
Irrestricta =
<0 >
2.2. Algunos teoremas de dualidad
Consideremos el siguiente par primal-dual:
(P) min z = c-x (D) méx w = y-b
sa A-x > b s.aa Al-y < ¢
r; > 0 vi = 0

s Teorema Débil de Dualidad

Si Z e g son factibles para (P) y (D) respectivamente, entonces z(z) > w(y).

» Teorema Fundamental de Dualidad*

Dados un par de problemas primal-dual, si uno de ellos admite soluciéon 6ptima, en-

tonces el otro tambien la admite y los respectivos valores 6ptimos son iguales.

» Teorema de Holgura Complementaria

1.
Q9.

Sea [ B Ba Bon } =

Q.

Sea el par primal-dual siguiente:

una matriz de m filas y n columnas.

4También conocido como teorema fuerte de dualidad
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(P) min z = c-x (D) maéx w = y-b
sa ;- > b sa G-y < ¢
x; > 0 yy = 0

Sean Z e g soluciones factibles para los problema (P) y (D) respectivamente. Z e g son
optimos si y solo si:

II) (Cj —gﬁj) 'Ifj =0 j=1,...n.

Obs:Notar que (o; - T —b;) y (¢; — 4 - ;) son las variable de holgura de los problemas
(P) y (D) respectivamente.

2.3. Acerca de los precios sombra

Los valores de las variables duales en el éptimo tienen una interpretacion econémica intere-
sante en problemas de programacién lineal: Corresponde a las tasas marginales de variacién
del valor de la funcién objetivo ante variaciones unitarias del lado derecho de una restriccién.
Por este motivo se le llama precio sombra al vector de variables duales en el 6ptimo.

3. Acerca de sensibilidad

Como ya se dijo, nos interesa ver como se ve afectada la solucion de un problema de opti-
mizacién si cambia alguno de los parametros del problema. En este d&mbito, podemos distin-
guir 2 tipos de andlisis:

= Analisis de sensibilidad: Consiste en determinar cual es el rango de variacién de los
parametros del problema de modo que la base éptima encontrada siga siendo éptima.
= Analisis post optimal: Consiste en determinar como varia la base optima si cambia

alguno de los parametros del problema.

En la presente sesion nos concentraremos en analisis de sensibilidad dejando el analisi post
optimal para un poco mas adelante.

Consideremos la forma estandar siguiente:

(P) min 2 = c-x
sa A-x = b
T > 0
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Sea B la base éptima. Nos interesa estudiar el rango de variacién de los parametros ¢ y b de
modo que B siga siendo éptima °.

= Variacién en el parametro b.

Buscamos el rango en el que puede tomar valores b de modo que la base B siga siendo
optima. Para ello debemos verificar:

1. Factibilidad: g = B~'b >0
2. Optimalidad: ¢z = cgp —cgB"'R >0

Como en la ecuacion 2. no hay dependencia explicita de b, no impone condiciones y
por tanto solo debemos verificar 1.

= Variaciones en el parametro c

Buscamos el rango en el que puede tomar valores ¢ de modo que la base B siga siendo
optima. Para ello debemos verificar:

1. Factibilidad: x5 = B~'% >0
2. Optimalidad: ¢z = cg —cgB'R >0

Como en la ecuacion 1. no hay dependencia explicita de b, no impone condiciones y
por tanto solo debemos verificar 2. Notemos que al variar un coeficiente de ¢; a ¢; e
imponer la condicion 2. surgen dos casos:

e Caso 1: variable z; es no basica.
— . /\A _ 71 X .
¢; = ¢ —cpB™ B cambia.
¢ = ¢, — cgB71B3, no cambia (i # j).

Por lo tanto sélo tenemos que imponer 1 ecuacién: la de costo reducido asociado
a variable que cambié.

e (aso 2: variable x; es basica.
G = Cr, — cgB™ 13, puede cambiar V k.

Por lo tanto, no basta con examinar una unica ecuacion y se debe inspeccionar
todas las ecuaciones de costo reducido. Asi:

o Si cambia ¢; de variable no basica se impone ¢; > 0.

o Si cambia ¢; de variable bésica se impone ¢; > 0V x4 no bésica.

©

5En rigor, tambien podria interesarnos estudiar otras situaciones como por ejemplo variaciones en los
coeficientes de la matriz A, o que pasaria si agregamos una nueva variable, etc. Sin embargo, por el momento
sélo estudiaremos estos 2 casos clésicos
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4. Problemas

4.1. Problema 1

Una florista sabe hacer solo 2 tipos distintos de arreglos florales (z1 y x2) para los
cuales dispone de 3 tipos distintos de flores: rozas, tulipanes e ibizcos. Los requerimientos
de flores para cada arreglo, la disponibilidad de flores y los precios de cada arreglo vienen
dados por:

FLORES | ry | DISPONIBILIDAD

Rozas 3 1 300
Tulipanes 1 1 140
Ibizcos 1 3 300

PRECIO | 2000 | 1000 -

1. Formule un PPL que resuelva el problema de maximizaciéon de ingresos por ventas
sujeto a la disponibilidad de recursos.

2. (Cual es el problema dual asociado? ;Que situacién podria estar optimizando?

3. Usando el teorema de holgura complementaria, encuentre el 6ptimo del problema dual
sabiendo que el 6ptimo primal viene dado por (z; = 80, xo = 60).

4. Suponga que retorna frustrado después que una bella dama le cerrara la puerta cuando
usted le llevaba amablemente una rosa, un tulipdn y un ibizco . Si se encuentra con
la florista, ; Cuanto cree que estaria dispuesta a pagar ella por sus flores?

Solucién

1. A estas alturas del curso, todos debieran de poder modelar un problema tan sencillo
como este por lo que ahorraré comentarios:

méx z = 2000z; + 1000z4

s.a 3ri+xzo < 300

1+ Xo S 140

T+ 31‘2 S 300
T, = 0

6Dependiendo el caso, puede alternativamente imaginar que es usted una bella dama quien cerré la puerta
a un apuesto varon sin antes haberse quedado con las flores :)
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2. Para encontrar el dual, procedemos como se describi6 en la introduccién teorica de esta

clase aplicando las relaciones de dualidad:

min w = 300y, + 140y, + 300ys

s.a 3y1+y2+ys = 2000
y1 +y2 +3ys = 1000
Y1,Y2,Y3 Z 0

Esta formulacion resuelve el problema de un agente externo que quiere saber que precio
unitario ofrecer por cada una de las flores si quiere comprarle todas las flores a la
florista. Asi, y1, y» e y3 son los precios asociados a las rozas, tulipanes e ibizcos.

. La florista ha encontrado su combinacién 6ptima (Z; = 80, o = 60). Sabemos que en el
optimo se cumple el teorema de holgura complementaria. Entonces, podemos aplicarlo:

2000 — 371 — Yo — Y3) - 71 =0
1000 — g1 — Yo — 373) - T2 =0

Como 71 = 80 y Ty = 60, se tiene que:

Resolviendo el sistema:
71 = 500 7o = 500 y3 =10

Notar que z(Z) = w(y) = 220000

. Como se interpreta esto?. La florista venderd rosas y tulipanes a un precio de $500
cada una y entregara como oferta los ibizcos gratis, pero esto solo si se vende todo
como un paquete. Esto toma sentido pues si vende todas las rosas y tulipanes (dado
que solo sabe hacer los arreglos florales descritos) no podré sacarle provecho alguno a
los ibizcos.
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4. Asumiendo los paradigmas de competencia perfecta’, la florista ofrecerd por las flores
una cantidad identica a lo que ella ganaria por ellas. Este valor viene dado nuevamente
por los éptimos duales o precios sombras:

1 = 500 3o = 500 g3 =0

En efecto y para reforzar lo dicho, en el 6ptimo se tendra que:

-1 _
z¥ = cgB" b — E CRTR

no bésica
= 7'b— E ER TR
no bésica
Entonces
*
(9[)1 7 7

4.2. Problema 2

Considere el clasico problema de combinacion de productos sujeto a restricciones de disponi-
bilidad de recursos:
max z = x; + 32

s.a x1+4ry < 100
T+ 2, < 60
1+ To S 50
r1,T9 > 0

1. Realice un analisis de sensibilidad para el vector del lado derecho de las restricciones.
2. Realice un analisis de sensibilidad para el vector de coeficientes de la funcién objetivo.

3. Suponga que se evalua la posibilidad de fabricar un nuevo producto e, de modo
que el problema queda descrito como

max z = o1 + 322 + Tnuevo

s.a X1+ 4Ty + DThuero < 100
1+ 21’2 + 3$nu6vo S 60
xr1+ X9 + anuevo S 50
T1, T2, Tnyevo = 0

"Es decir, que el precio de transaccién de un bien es tal todos los agentes quedan indiferentes
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.Sigue siendo 6ptima la solucién anteriormente planteada?

Hint: En el 6ptimo, la base esta formada por las variables z1, o y x5, en donde se
han asignado las variables x3, x4 y x5 como holgura de las restricciones segin el orden

enunciado.

Solucion
Antes de cualquier cosa, pasamos a forma estandar:

min zZ = —Xr1 — 31’2

s.a x1+4rs+x3 = 100
I1+2ZE2+I’4 = 60

T+ 29+ 25 = 50
X1,T2,T3,T4,Ts 2 0
De la indicacién.
x1 T2 x5
1 4 0 —1 2 0
B=(120]|=B""=[12 -1/2 0
1 1 1 1/2 =3/2 1

1. Ante variaciones de b, ya dijimos que solo tenemos que verificar factibilidad:

-1 2 0 by
Btb=| 1/2 -1/2 0 by | >0
1/2 —3/2 1 b

Un analisis general nos conducirfa a un espacio de soluciones en R3. Sin embargo,
lo usual es analizar la variacion de la disponibilidad de un recurso dejando los otros

constantes (ceteris paribus).

" b_lj
-1 2 0 by —by + 120
1/2 —1/2 0 60 | = B30 | >0
1/2 =3/2 1 50 % — 40

Entonces, la inecuacion vectorial nos entrega 3 inecuaciones escalares que final-

mente imponen que:

80 < b; < 120
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= by
-1 2 0 100 —100 + 2by
1/2 —1/2 0 by | = 50 — 2 >0
1/2 —3/2 1 50 50 — 222 + 500

Entonces, la inecuaciéon vectorial nos entrega 3 inecuaciones escalares que final-
mente imponen que:

2
50 < by < 220
3
= by
-1 2 0 100 —100 + 120
1/2 —1/2 0 60 | = 50 — 30 >0
1/2 —3/2 1 b 50 — 90 + bs

Entonces, la inecuacién vectorial nos entrega sélo una inecuacion con dependencia
de b3, la que nos dice que:

by < 40
2. Como ya se argumento, ahora solo nos preocuparemos de la condiciéon de optimalidad:
¢r = cgp — cgB™'R > 0. Al igual que el caso anterior, se estudiard la sensibilidad de

los parametros independientemente.

= ¢;: 1 es basica, entonces tenemos que considerar todos los costos reducidos.

(C3,¢4) = (03704)—(01702705)3_13

~1 2 0 10

= (0,0) — (—c1,—3,0) | 1/2 —-1/2 0 01
1/2 —3/2 1 0 0
12

= (0,0) = (—c;,—3,0) [ 1/2 —1/2
1/2 —3/2

== —(Cl — 3/2, —261 + 3/2) Z (0,0)
Entonces

3/4< ¢ <3/2
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= . T tambien es basica y por lo tanto tenemos que considerar todos los costos

reducidos.
(¢3,64) = (c3,ca) — (c1,¢2,05)B7'R
-1 2 0 10
= (0,0) — —C3,0 1/2 —1/2 0 01
1/2 =3/2 1 00
-1 2
= (0,0) — —Cs,0 1/2 —1/2
1/2 =3/2
= —1— ,—2 (0,0
Entonces

2§CQ§4

Obs:Analisis para c3, ¢4 v ¢5 no tienen sentido para este problema pues las vari-
ables asociadas son las de holgura. De todas formas, el procedimiento es analogo
(con la diferencia que cuando es variable no béasica podrian hacerse menos calcu-

los).

3. Adelantando un poco, este problema cabe dentro de andlisis post optimal pues vere-
mos cual es nuevo éptimo para una variacion dada del los parametros del problema.
Claramente la incorporacion de este nuevo producto, como no se esta produciendo
(Znuevo = 0), no viola la factibilidad del problema. Luego, sélo tenemos que verificar la

optimalidad:
-1 2 0 51 0
(Enuevoyé?)aal) = (_17070)(_17_37()) 1/2 _1/2 0 3 01
1/2 —3/2 1)\ 200

= —(3,1/2,1/2) > (0,0)

". La base sigue siendo éptima.

Obs: En mas de alguna parte habran leido que dualidad es una poderosa herramienta de
analisis de sensibilidad y post optimal, pero sin embargo nunca la hemos usado con esos
propositos. En efecto, la parte 3. de este problema es equivalente a la verificaciéon de una
unica condicién dada por la restriccion dual asociada a la nueva variable 000

5Y1 + 3y2 + 3y3 > 1

U1, Yo € y3 son los valores optimos del problema original y se determinan a partir de la
solucion primal.

©
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4.3.

Problema 3

Comente acerca de la veracidad o falsedad de las siguientes aseveraciones:

. Si un problema de programacién lineal es infactible su dual es necesariamente no aco-

tado.

Si conozco la solucién 6ptima de un PPL, tengo inmediatamente el valor de la funcion
objetivo 6ptima del problema dual asociado sin necesidad de utilizar el teorema de
holgura complementaria.

Si conozco los precios sombra de un problema de programacion lineal puedo reconstruir
directamente la solucién (primal) de este problema.

El precio sombra de toda restriccion inactiva es cero.

Hacer andlisis de sensibilidad corresponde a utilizar la informacién dada por la resolu-
cién de un PPL para ver como serid la nueva solucién si varia alguno de los parametros
del problema.

Solucion

. Falso ya que el problema dual puede ser infactible.

. Verdadero porque se tendra que el valor de la funcién objetivo dual 6ptima coin-

cidira con el valor de la funcién objetivo primal 6ptima.

. Verdadero pues el vector de precios sombras es el vector de variables duales éptimas.

Luego, puedo aplicar el teorema de holgura complementaria para recuperar la solucion
primal.

. Verdadero. Basta aplicar el teorema de holgura complementaria. Otra forma de verlo

es a través de un problema de produccién (combinacién de productos): Al aumentar
marginalmente la disponibilidad de un recurso sobre el cual tenemos holguras, no nos
aporta ningin aumento de los beneficios.

Falso. Eso corresponderia a analisis post optimal. Analisis de sensibilidad estudia las
condiciones que deben darse sobre los parametros para que la solucion siga siendo
Optima.



