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Pregunta 1:

1)

2)

3)

4)

5)

(2 pts.) Respecto a la charla realizada el miércoles 08 de octubre
sobre Asignacion de Cajeros a las distintas boleterias de la Red del
Metro de Santiago: Como solucién al problema en el modelo mixto
existian dos modulos, uno de optimizacién y uno de simulacién.

a. ¢Cuadles son las entradas del modelo mixto?

b. éCudl es la funcidon de cada uno de los moddulos en una
iteracion?

c. ¢Cual es el producto final que entrega el modelo mixto?

(1 pts) éCudles son los 3 criterios principales que guian el algoritmo
simplex? Mencidneles e interprete brevemente qué objetivo tiene
cada uno y cédmo se logra dichos objetivos.

(1 pts) Dado un problema de programacién lineal (PPL) en forma
estandar. ¢En qué caso puede ser apropiado resolver primero un PPL
distinto en Fase I? Defina el problema que se resuelve para la Fase I.
Explique por qué en este problema auxiliar se puede obtener una
solucidn inicial factible en forma sencilla.

(1 pts) éEs el algoritmo simplex un algoritmo polinomial? ¢Es el
problema de Programacién Lineal un problema polinomial? Justifique
sus respuestas.

(1 pts.) Dé una explicacion sobre el significado econdmico del éptimo
dual. Justifique la respuesta.

Pregunta 2:

Considere el siguiente problema:

maxx; + X,

s.a. —2x+5x,20
X +4x,<16
4x, —3%x, <7
X 20

X,irrestricta



a. (0,5 pts.) Escriba el Problema en Forma Estandar

b. (1,0 pts.) Grafique el problema. Identifique la regién factible, los
puntos que podria describir mediante una base, cuantos de estos
puntos son factibles y el optimo del problema. éCuanto vale la
Funcion Objetivo en el éptimo? éQué restriccién adicional agregaria al
problema original para hacer el problema mas sencillo sin cambiar la
regién factible?

c. (1,0 pts.) ¢Qué particularidad tiene el origen? éQué bases describen
este punto? ¢Es alguna infactible? Compruébelo. éTendria sentido que
lo fuera? ¢Necesitaria realizar Fase I para resolver el problema? éPor
gué no?

d. (1,5 pts.) Apligue Simplex partiendo desde el éptimo encontrado en
la parte b.

e. (1,5 pts.) Escriba el dual del problema original. Calcule el valor de las
variables duales con el teorema de holgura complementaria.
Interprételas. Calcule los precios sombra. Interprételos. Verifique que
se cumpla el teorema Fundamental de Dualidad.

f. (0,5 pts.) éCuanto puede aumentar el precio asociado a la segunda
variable para que siga siendo el éptimo?

Nota: Para las partes b), c), d) y f) describa o interprete lo que va
realizando en forma grafica.

Pregunta 3:

Una firma de arriendo de automodviles desea planificar su inventario de
vehiculos para los siguientes T dias. La firma posee una flota fija en el
horizonte de planificacion compuesta de dos tipos de vehiculos: econdmicos
(e) y lujosos (I). La firma posee | sucursales y ofrece el servicio “"rent-it-
here and leave-it-there”, lo que permite a sus clientes retirar un vehiculo en
una sucursal y devolverlo en cualquier otra. Se ha definido que cada
arriendo puede durar desde 1 dia hasta K dias. Por lo tanto, para efectuar
un arriendo cada cliente debe especificar: la sucursal de retiro, la sucursal
de entrega, el dia de comienzo del arriendo, la cantidad de dias de arriendo
y el tipo de vehiculo que desea arrendar. Al inicio del horizonte de
planificacién hay R,, vehiculos tipo h(J{e I} que ya estan arrendados y que

deben ser devueltos el dia t0O{L...,T} (parat > K R, =0) considere en la
sucursal i0{4,...,,I}. Ademas, también al inicio del horizonte, la sucursal
i 0{%...,I} cuenta con un inventario de W, vehiculos del tipo h({e,}.

El departamento de estudios de la firma ha determinado que el precio y la
demanda por arriendos con retiro en la sucursal i{1...,1}, entrega en la

sucursal jO{1...,1}, a partir del dia tO{4....T}, de un vehiculo del tipo
hO{el} y con una duracién de kO{L..,K} dias, es de pj pesos y uy

unidades respectivamente. Si no existe disponibilidad de vehiculos tipo
econdmico, la firma puede actualizar a los clientes que los demandan
entregandoles un vehiculo tipo lujoso al precio de uno econémico. Un cliente



gue demanda un vehiculo tipo lujoso por ningln motivo aceptara que se le
entregue un vehiculo tipo econdmico. El costo de no satisfacer la demanda
de un cliente que solicita un arriendo de un vehiculo tipo h{el} por

kO{%...,K} dias es de CD,,, independiente del periodo y de las sucursales
de retiro y devolucion.

La firma ha establecido que en cada periodo debe ofrecer un nivel de
servicio del 98% a los clientes que demandan vehiculos lujosos. Es decir, en
cada periodo a lo mas un 2% de este tipo de clientes puede quedar con su
demanda insatisfecha. Para que esto sea posible, la firma puede aumentar
su disponibilidad de vehiculos lujosos arrendando vehiculos externos o
realizar traslados de vehiculos entre algunas sucursales para aumentar la
capacidad de las sucursales que enfrentan mayor demanda. El costo para la
firma de arrendar un vehiculo externo para satisfacer la demanda en
tO0{1...,T} de un cliente lujoso que retirara el vehiculo en la sucursal

i0{1...,1} y que luego de k[({1,...,K} dias lo devolvera en la sucursal
jO{L,...,1}, es de CA:'(I' Suponga para el caso anterior, que el vehiculo

externo es llevado a la sucursal i en t, inmediatamente es entregado al
cliente quien lo devuelve en la sucursal | en t+k, e inmediatamente el

vehiculo es devuelto al proveedor de éste. El parametro f; es uno si es
factible realizar traslados entre las sucursales i0{1...,1} y la jO{1...,1} vy
cero en caso contrario. El costo de trasladar un vehiculo tipo h(0{e, |} desde
la sucursal 10{1,...,,1} ala jO{L...,I} en el periodo t00{1....T} es de CTij't‘.
Existe un presupuesto de B destinado para este fin a lo largo del horizonte.

En la sucursal i0{L...,1} existe una capacidad de almacenar hasta H,
vehiculos cada noche. Cada sucursal i0{1...,1} tiene la posibilidad de
aumentar su capacidad de almacenamiento en E, unidades pagando un
costo fijo de CF, en el periodo t0{1...,T}, este aumento de capacidad dura

sOlo 1 periodo. El costo de almacenar cada noche un vehiculo en la sucursal
10{%...,1} es de ClI,.

Plantee un modelo de programacién lineal que permita que la firma
planifique de forma centralizada su inventario de vehiculos de forma de
maximizar sus utilidades.

Comentarios: Suponga que CA{ es tal que CAf>py OkO{L..K},
Oi, jO04%,...,1}, Ot0{L,...,T}. Es decir, el costo al que puede arrendar la firma

un vehiculo lujoso externo es superior al beneficio que éste genera al
arrendarlo al cliente que lo demanda. Suponga también que en cada

t0{L,.... T} puede suceder o no que CD, <CAj - pj; . Por lo tanto, en algunos
periodos puede convenir a priori dejar demanda insatisfecha que arrendar

un vehiculo externo (aunque la firma podria verse obligada a arrendar para
cumplir con el nivel de servicio), pero en otros no.



o

Solucidn:

Pregunta 1:

1)

a. Entradas:

- Configuracion de la red

- Mesaninas

- Capacidades (por tipo de operario)

- Servicios (duracién, costo, tipo operario)

- Estandar de calidad de servicio

- Demanda

- Transacciones cada 15 minutos

- Tiempos de transaccion

- Distribuciones de probabilidad (proceso de llegadas, proceso
de eleccién de fila, proceso de transaccién)

Funcion Modulo de Optimizacion

- Encontrar una Asignacion Optima suponiendo que los parametros
son deterministicos y teniendo en consideracion los incrementos que
previamente puede haber impuesto la simulacién

Funciéon Mddulo de Simulacion

- Detectar los horarios donde la incorporacién de aleatoriedad en el
sistema genera filas superiores al estdandar e imponer al médulo de
optimizacién la adicion de un servidor extra en esos horarios

Producto final
- Una asignacion que cumple con los estandares de calidad
considerando la aleatoriedad del sistema a minimo costo.

Nota de correccion: Basta que tengan el ~80% de la respuesta para tener
puntaje completo. Usen su criterio.

2)

« Criterio de Optimalidad: Si una solucién béiica factible es tal
que los costos reducidos son todos positivos (Cj =0), la solucion

es Optima (la base asociada se llama base Optima).
Interpretacion: Si ocurre que algun costo reducido es negativo,
entonces aquellas columnas con costo reducido negativo pueden
entrar a la base y mejorar el valor de la funcién objetivo.

+ Criterio de entrada a la base: Se usa para determinar que
variable entra a la base, para ello, se escoge la variable asociada

al costo  reducido C. tal que Cs=min{Cj}.
Cj<0

Interpretacion: El criterio de entrada a la base indica que la
variable no basica que entra es aquella que tiene el menor costo
reducido, dentro de aquellos que son < 0. Se ha adoptado esta
convencion porque trae el mayor mejoramiento local.



+ Criterio de salida de la base: Se usa para determinar que

variable sale de la base. El criterio es el siguiente: rgllsn —
As
Interpretacion: si se tiene que la variable que entra a la base es
Xs, para saber cual es la variable que sale de la base es necesario
determinar cual es la variable que primero se anula cuando x;
crece, para no salirse del espacio factible. Esto es buscar la
primera variable que se anula en cada una de las restricciones del

problema en su forma estandar. De aqui sale la férmula anterior.

3) Es apropiado usar fase 1 cuando no es secillo encontrar una base inicial
factible.
El problema que se debe resolver es el siguiente:

e

(P,) miw = Z £

i=1
sa. Axr+It=5b ,b>0
r,t =0

Donde t;son variables artificiales.

La solucion basica factible inicial para este nuevo problema es x=0 y t=b,
B=I. Lo sencillo acd es que en este caso la identidad sirve como solucién
factible basica inicial.

4) No, es un algoritmo exponencial, ya que si bien el algoritmo en general
se comporta de manera eficiente si existen casos en que simplex toma un
tiempo exponencial para resolver el problema.

Por su parte el problema de programacién lineal si es polinomial ya que
existen algoritmos que lo resuelven en tiempo polinomial en el tamafio del
problema, por ejemplo el metodo de las elipsoides o el de Nesterov y
Nemirovskii (basta que digan que existen)

5) La variable dual Y; en el 6ptimo representa el valor unitario en $ del
recurso i. Se puede interpretar como cuanto estoy dispuesto a pagar por
aumentar en una unidad la capacidad disponible del recurso i.

Este analisis soélo tiene sentido si el problema primal tiene al menos una
solucién optima basica no degenerada.



Pregunta 2:

a. La forma estandar del problema es:

min—x, — X', +x"",

s.a. —2x%+5x,-5X'",-%, =0
X +4x,-4x",+Xx, =16
4x, —3X,+3X ', + %, =7
X =% 7%

Xy, X, Xy X5, %' %2 0

b. Graficamente:

7.5-

25

« Los puntos que se podrian plantear con una base son todos los
marcados en el grafico (A, B, C, D, E, F, G, H), que corresponden a la
interseccidon de todas las restricciones del problema. Son en total 10
bases (ya que el origen se puede representar por 3 bases, como se
vera en un punto mas adelante en esta pauta).

+ De estos 8 puntos, 4 son factibles (A, B, C, D). Por lo tanto, existen 6
bases factibles (recordando que hay 3 en el origen). Los demas son
infactibles (E, F, G, H).

« El 6ptimo esta en el punto C, donde X;=4, X,=3, con lo que Z=7.
« A este problema, se puede agregar la restriccion X,>0. Esta

restriccidn no cambia la region factible del problema, y facilita el uso
de simplex ‘habitual’.



c. El origen es un punto degenerado. Esto se puede argumentar de 2
formas:
+ Se ve claramente en el grafico, ya que el (0,0) estd formado
por la interseccion de los 2 ejes y una restriccién.
« Como en el punto existe una variable basica igual a cero,
entonces es degenerado.

Nota de correccion: Ambas son correctas, aunque TIENEN que nombrar
por lo menos la primera, ya que se pide expresamente la interpretacion
grafica. Si ponen solo la segunda, descontar puntaje.
Este punto esta descrito por 3 bases, que se muestran a continuacion:

1. Xr=(X1,X2); Xb=(X3,X4,X5s)

2. Xr=(X1,X3); Xb:(XZIX4IX5)

3. Xr=(Xz,X3); Xb=(X1,X4,X5s)

Estas 3 bases son factibles. No tendria sentido que no lo fueran, ya que se
ve graficamente que estan en la region factible.

Verifiguémoslo (en el mismo orden):

-1 0 0) (0 0

1. B*b= | 0 1 0[*|16|=|16|>0 => Es factible
0 01) (7 7
5 0 0) (0 0

2. B'™*b=| 4 1 0|*|16|=|16|>0 => Es factible
-3 01 7
-2 00 0

3. B™b=| 1 1 0|*|16|=|16|>0 => Es factible
4 0 1) 7 7

No es necesario usar fase 1, ya que el origen es un punto factible, como ya
se ha demostrado.
d. Si agregaron X,=0

En el optimo, las variables basicas son Xp,=(X1,X2,X3) y las no basicas
XI’=(X4IX5)'

Calculamos:
-2 5 -1 0 3/19 4/19
B={1 4 O B*=| 0 4/19 -1/19

4 -3 0 -1 14/19 -13/19



00 3/19  4/19
R=[1 0 R=| 4/19 -1/19
01 14/19 -13/19
0 4
b=|16 b=|3
7 7

Veamos si el punto es el éptimo del problema, calculando los costos
reducidos:

cr0 0)-(-1 -1 0*R

Cr719 31920

Como ambos costos reducidos son positivos, estamos en el 6ptimo.

Por lo tanto, el punto optimo es X;=4, X,=3, X3=7, X4=X5=0 y con esto
zZ=7.

Si no agregaron la restriccion, tienen la forma estandar de la parte a:

En el éptimo, las variables basicas son: x,=(X1, X2, X3) Y las no basicas son
Xr=( X2", X4, Xs).

Calculamos:
-2 5 -1 0 3/19 4/19
B=|1 4 0 B*=| 0 4/19 -1/19
-3 0 -1 14/19 -13/19
-5 00 0 3/19 4/19
R=|-4 1 0 R=|-1 4/19 -1/19
3 01 0 14/19 -13/19
0 4
b=|16 b=|3
7 7

Veamos si el punto es el 6ptimo del problema, calculando los costos
reducidos:



cr=1 0 0)-(-1 -1 0)*R

cr=0719 319320
Como ambos costos reducidos son positivos, estamos en el 6ptimo.

Por lo tanto, el punto Optimo es X;=4, X»=3, X3=7, x>=X4=X5=0 y con
esto Z=7.

La interpretacion grafica va por el lado de sefialar que, como estdbamos
comenzando desde el 6ptimo, es claro que simplex encontrara la solucidn
en una sola iteracion.

e. El dual (Ojo que el enunciado dice claramente “el dual del problema
ORIGINAL"):

minw ={0y, +16y, +7Yy.}
s.a. -—2y,+y,t+t4y, 21
Sy, +4y, =3y, =1
y, <0
Y2 Y520

Usando holgura complementaria:

(-2xX*1 + 5¢* 5 +x*3 —0)y*1=0
(1x¢ 1 - 4x* 53— 16)y*5 = 0
(4x*1 - X 2—T)y*3=0

(1-2y*% -y*2-4y3)x*1=0
(1 — 5y*1 - 4y*2+ 3y3)X*2 =0
(0 - y1)x*3=0

Como x*;, x*, y x*; son distintos de cero, se debe cumplir que:

1—2y*1-y*2-4y3:0
1-5y%-4y*+3y%=0
y1=0

De aqui,

1-y%-4y;=0
1—4y*2+3y3:0

Resolviendo el sistema, y;=0, y,=7/19, y3=3/19 y w=133/19=7. Notar que
w=z (6ptimo del primal = dptimo del dual), este es el teorema fundamental
de la dualidad.



Los precios sombra se calculan como:

0 319 4/19 0
M=C/*B™"=(-1-100*| 0 4/19 -1/19 |=| 7/19

-1 14/19 -13/19 3/19
(los precios sombra y las variables duales son siempre iguales).
La variable dual Y; en el 6ptimo representa el valor unitario en $ del recurso
i. Se puede interpretar como cuanto estoy dispuesto a pagar por aumentar
en una unidad la capacidad disponible del recurso i.
Este analisis soélo tiene sentido si el problema primal tiene al menos una
solucion éptima bdsica no degenerada.
g. Hay que verificar que se sigue compliendo la condicion de optimalidad:

Si agregaron X>=0

cr0 0-(-1 -c, 0*R
Cr 5(3/19+4C, 19 4/19-C,/19 =0
De aqui se obtienen las condiciones:

C,>-3/4
C,<4

Por lo tanto, el precio de la segunda variable puede aumentar hasta 4.
Deben hacer la interpretacion grafica. Esto consiste en mostrar que el

optimo no cambia al variar la pendiente de la funcion objetivo al mover el
coeficiente ¢, entre los valores sefialados anteriormente.



1
0 2.5 5 7.5 10 125 15 17.5

En el limite, cuando C,=4, la funcién objetivo alcanza la misma pendiente
que la restriccion x, +4x, + X, =16, habiendo infinitas soluciones. Si C,>4, el

optimo cambia al punto D.
Andlogamente, cuando C,=-3/4, la funcidon objetivo alcanza la misma
pendiente que la restriccion 4x -3x,+ X =7, habiendo infinitas soluciones.

Si C,<-3/4, el 6ptimo cambia al punto B.

Si NO agregaron X>=0
cr4c,” 0 0)-(-1 -C, 0)*R

Cr=C,"-C, 3/19+4C’,19 4/19-C', 19 =0
De aqui se obtienen las condiciones:

C,'>-3/4
C,<4
C,">C,

La interpretacion grafica es analoga.



Pregunta 3:

Variables de decision:

hk ,
Xijt = Autos tipo h destinados para arriendos, de i a j en t, por k dias.

h , . o
Yijt = Envios de autos tipo h, deiaj, ent.

hk ,
S”-t = Demanda insatisfecha por autos tipo h, de i a j en t, por k dias.
h . . . . . .
|it = Inventario de autos tipo h disponibles en t, en la sucursal i (al final
del dia).
k ;. . .
Vijt = Autos lujosos destinados a satisfacer demanda econdmica, de i a j
en t, por k dias.
k
Ajt = Autos lujosos extra, arrendados para satisfacer la demanda de i a j
en t, por k dias.
1 Si aumenta capacidad de sucursal i en t.
Z. =

it 0 Sino

Restricciones:

d. Inventario autos econdmicos:

min{t-1,K} min{T-t,K}

Ii? = Ii[jt—l + Ry, +Z Z Xgl,?,t—k _Z Z Xir,];,t—k +Z(Yaht _Yigt)
o k=l o k=L FZal
(Ot > 1, h=e)
o min{T—'[,K}hk o o
' :Vvih+Riht_Z ina"'Z(Yat_Yia)
oo k=l e

(O t=1, h=e)



Inventario autos lujosos:

min{T-t,K}
Ii? =1 h , + Ry +ZZ(X6M K +V&k,t—k)_z leﬁt K +Vakt)+Z(Yaht _Yizt)
a0 k=1 a0 a0

(Ot>1, h=I)

. min{T-t,K} e o

le =W, + Ry, _Z Z(X +Va)+Z(Yat Yl6t)

an k=L a0

(0 t=1, h=I)

Nota: También podian definir esta ultima como ”2) =W, y dejar la anterior
para todo t.

e. Demanda econdmicos:

Xlﬂ( Vljl': :uijt SIT::(
(0i, jO1,k0{L,...,.K}, t O{1,...T})

f. Demanda lujosos:

X + Ay = iyt — Sie
(00, j 01, kO{L,..., K}, t OfL,...,T})

g. Nivel de servicio:

2. Sii < 002* >

i,jk i,jk

(OtO{L...T})

h. Factibilidad de envios:

Yi<sM*f,
Dl, jon,hO{el}, t0{L,...,T}, M >>0
i. Capacidad almacenaje:

Zli?SHi +E * Z,
h

0i01,t04L,....T}



j. Presupuesto:

h

ZCTij? * Yijt <B
i,j.th
Funcién objetivo:
max{ Z (xii( +Viji:) pi?: + Z (xiljli + Alj(t) piljl:
ikt ikt
- ZYijTCTijT - Z I i?CI i Z ZitCFit}
ijkt ith it

-2

ijkth

Dudas y/o comentarios a:

André Carboni
andre@carboni.cl

S
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jt
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ijkt

hk



