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Tarea 2.1

Encontraremos la serie de Fourier en senos, de f(x) =x, en [0 , ]
Segun lo que queremos, f'deberia expresarse como:

+00
fx)=x= Z B,sen(nx) x €]0,m]
n=1
Multiplicamos todo por sen(mx)

xsen(mx) = Z B,sen(nx)sen(mx)

n=1
Integramos en el intervalo de definicion:

T

+00 4
j xsen(mx)dx = Z B, J- sen(nx)sen(mx) dx
0 n=1l 0
En el lado izquierdo:

A

T
xcos(mx)|" 1
xsen(mx)dx = ——— | +— | cos(mx)dx
o m
0
Y
[ xsentmayar = -H (3|
xsen(mx)dx = — — — sen(mx
m m? 0
0 Vs
T[(—l)m+1
xsen(mx)dx = ————

0
En el lado derecho:

Podemos usar la identidad trigonométrica siguiente:

sen(a)sen(p) = %( cos(a — B) —cos(a + B))

Luego

f sen(nx)sen(mx) dx =

0

N| =

f[( cos((n —m)x) —cos((n + m)x) ] dx

Sim=n
T

fsen(nx)sen(mx) dx = %f[l — cos(2nx) | dx

0
T s

fsen(nx)sen(mx) dx = %(n —f cos(2nx) dx)

0 0



f () dx = 1 sen(2nx)| .
sen(nx)sen(mx) dx = > (m- o 0)
0

T

j sen(nx)sen(mx) dx = z

2
0
Sim+#n
f sen(nx)sen(mx) dx = %f[( cos((n — m)x) — cos((n + m)x) ]dx
0 0

f sen(nx)sen(mx) dx = ll_se”((n —m)x) N sen((n + m)x)
0 2 n—m n+m .

Y
fsen(nx)sen(mx) dx =0
0

Por tanto, en la suma, sélo sobrevivira el término m = n. Asi

T

+00 4
j xsen(mx)dx = Z B, f sen(nx)sen(mx) dx
n=1 0

0

ﬂ(—l)m+1 B T

m B EBm
2(_2m+1 _ Bm
fx)=x= Zi%wsen(nx) x €[0,m]

Veamos que pasa si la graficamos:

Primero en el intervalo [-5 7, 57]
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tiene sentido, pues ahi se hicieron los célculos. De hecho, veamos el comportamiento en

Puede verse que la aproximacion es buena so6lo en el intervalo de definicion, lo que
el intervalo de definicion:

Términos sumados =1

Términos sumados =2
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Términos sumados = 100

Términos sumados = 1000

Ya con 1000 términos, se obtiene una muy buena aproximacion de f EN su intervalo de
definicion, fuera de €1, como se vio antes, las funcion y la serie de Fourier no tienen

relacion, debido a que la serie de Fourier es periddica y la funcién no.



Tarea 2.2

Encontraremos la serie de Fourier en senos, de f(x) =x, en [0, «]
Segun lo que queremos, f deberia expresarse como:

fx)=x=ay+ Z C,cos(nx) x €[0,m]

Observemos que si integramos directamente en todo el intervalo:

Vs s Vs 7T2 Vs
Jo xdx = [ agdx + 32 Cy [ cos(nx) & —=am +0& |2 =ag

Multiplicamos todo por cos(mx)

(x — g)cos(mx) = Z Cncos(nx)cos(mx)

Integramos en el intervalo de definicion:

T + o0 T
Vs
j(x - E)cos(mx)dx = Z Cn, j cos(nx)cos(mx) dx
0 n=1 0
En el lado izquierdo:

A T (x - %) sen(mx) " 17
f(x — E)cos(mx)dx = — Ef sen(mx)dx

m

0 0

T

A s 1
j(x — E)cos(mx)dx = Wcos(mx) .
0

(=D"-1)

f(x — g)cos(mx)dx = -

En el lado derecho:

Podemos usar la identidad trigonométrica siguiente:

cos(a) cos(B) = %( cos(a — B) +cos(a + B))

Luego

A A

j cos(nx)cos(mx) dx = %j[( cos((n — m)x) + cos((n + m)x) ]dx
0 0



Sim=n

jcos(nx)cos(mx) dx = %f[l + cos(2nx) | dx
0 0

Vi 1 s

f cos(nx)cos(mx) dx = E(n + f cos(2nx) dx)
j cos(nx)cos(mx) dx = %(n + w 3

0

Y
f cos(nx)cos(mx) dx = g

0

Sim#n

T

f cos(nx)cos(mx) dx = %f[( cos((n — m)x) + cos((n + m)x) ]dx

0

T T

f cos(nx)cos(mx) dx = ll—Sen((n —m)x) B sen((n + m)x)
L n—m n+m

0 0

jcos(nx)cos(mx) dx= 0
0

Sélo vive el término n = m

(D"-1) =
m2 = 70m
2(_1)m+1
Tm? Cm
w20 (D™ -
fx)=x= > + ﬂ; — cos(nx) x €[0,m]

Veamos que pasa si la graficamos:

Primero en el intervalo [-5 &, 5m]
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Términos sumados

=17
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=8

Términos sumados

Términos sumados = 100

= 4 la aproximacion es muy buena (con n = 700 es mas que

suficiente), lo que es producto que la convergencia de la serie de Fourier en cosenos, en

Es notoria que desde n

ida que la de senos, puesto que los coeficientes en coseno, decrecen

, €8 Mas rapi
2 .
como //n” mientras que en seno lo hacen como //n

r

este caso



Tarea 2.3

Encontraremos la serie de Fourier en senos, de f(x) = 1 ,en [0, 7]

Segun lo que queremos, f deberia expresarse como:

fx)=1= Z B,sen(nx)

Repitiendo los argumentos anteriores, se obtiene que

B, =%f0n1-sen(nx) dx & B, =

__2cos (nx)|0
T n T

_21-(=1"
n mn
Luego,
w 2(1— (-1)"
fx)=1= Z %Sen(nx)
n=1

Mirémosla primero en el intervalo [-5 7, 5m]

x €[0,m]

x € [0,m]
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Es muy claro que la serie de Fourier no es valida fuera de su intervalo de definicion,
pero en este caso aproxima a la funcidn periddicamente porque la funcion f'es periddica

(Una funcién constante es periodica).

En cambio si miramos la serie en su intervalo de definicion: ( [ 0, ] )
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Aqui puede verse como la serie se aproxima lentamente a la funcion f, dado que la serie
se defini6 para este intervalo. Con n = 1000, se ve una aproximacion buena, pero en los
bordes, la serie y la funcion se separan bruscamente, lo que se debe a la adicion de

frecuencias pardsitas producto de grandes errores numéricos arrastrados por causa de

iterar muchas veces, este fendomeno se le llama efecto de Gibbs.



Tarea 2.4

Encontraremos la serie de Fourier en cosenos, de f(x) = 1 ,en [0, @]
Segun lo que queremos, f'deberia expresarse como:

fx)=1=ay+ Z Cncos(nx) x €]0,m]
n=1

Si integramos en todo el intervalo:

fon 1-dx = fon apdx + %32 Cp fon cos(nx) & =qer +0 &
Obsérvese que:

1=1+ Y}% Chcos(nx) 0= Y2 Ccos(nx) < C,=0 Vvn=>1

Luego, no es posible hallar una serie en cosenos sin desfase para una funcién constante.

Tarea 2.5

Encontraremos la serie de Fourier en senos, de f(x) = cos(x) , en [0 , 7]
Segun lo que queremos, f deberia expresarse como:

+0o0
f(x) =cos (x) = z B,sen(nx) x €[0,m]
n=1
Multiplicamos todo por sen(mx)
400
cos (x)sen(mx) = Z B,sen(nx)sen(mx)
n=1

Integramos en el intervalo de definicion, y haciendo lo mismo que antes se tiene que:

s
/[
j sen(mx)cos (x)dx = EBn

0
En el lado izquierdo:

Podemos usar la identidad trigonométrica siguiente:

sen(a) cos(B) = %(sen(a + B) —sen(a — B))



Asi

f sen(mx)cos (x)dx = %f[sen(mx + x) + sen(mx — m)]dx
0 0

jn sen(mx)cos (x)dx = —% f [—sen((m + 1)x) — sen((m — 1)x)]dx
0 o
Of sen(mx)cos (x)dx = —%[COS(I(nm:ll)x) + Cos(r(nm__ll)x) :
fn sen(mx)cos (x)dx = —% :(_am:_ 1 (_1r31m__11_ 1]
fn sen(mx)cos (x)dx = % _(_1r31m;21+ Ly (_il)f Ir 1]
fsen(mx)cos (x)dx = (_1);1 1 [mi o+ — 1_ 1]
f sen(mx)cos (x)dx = (_1); 1 (Tn:)l;(;m__l)l )
0

fsen(mx)cos (x)dx =m D7+ 1]
) B m? —1

Por tanto
5 _2m [(—1)“1 +1
™ol mr-1
y entonces
= 2n [(=1)" + 1
f(x) =cos (x) = Z?[ e ]sen(nx) x €[0,m]
n=

Dibujémosla en el intervalo [-5 &t , 57]
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Pude observase que la serie de Fourier s6lo aproxima bien la mitad derecha de las
sinusoides, esto es porque la serie de Fourier es valida en el intervalo [0, ] y como es la
funcion fes periodica, la serie aproxima bien la parte derechas de las sinusoides en cada
periodo. Sin embargo, con n = 100, se obtiene una aproximacién muy buena, para ello
veamoslo en el intervalo [0, «t]:
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En el intervalo la serie de Fourier aproxima a la funcion relativamente lento, aunque lo

hace muy bien en el interior del intervalo, en sus extremos dista de una buena

aproximacion, debido al fenomeno de Gibbs.



Tarea 2.6

Encontraremos la serie de Fourier en cosenos, de f{(x) = cos(x), en [0, «]
Segun lo que queremos, f deberia expresarse como:

f(x) =cos (x) =ay+ Z Cncos(nx) x €[0,m]

Si integramos en todo el intervalo:

fon cos (x) - dx = fon apdx + Y12 C, fon cos(nx) 0 =ayr +0 <

Multiplicamos todo por cos(mx)

+ o0

cos(mx)cos(x) = Z Cpcos(nx)cos(mx)
n=1
Integramos en el intervalo de definicion:

Y
fcos(mx)cos(x)dx = gCn

0
Podemos usar la identidad trigonométrica siguiente:

cos(a) cos(pB) = %( cos(a — B) +cos(a + B))

Luego
J- cos(mx)cos(x) dx = %f[cos((m —1Dx) — cos((m + 1)x)] dx
0 0
Sim=1
Vs 1 Vs
J- cos(mx)cos(x) dx = EJ-[ 1 —cos(2x)] dx
0 0
J- cos(mx)cos(x) dx = %[n - senzﬁ
o 0
J- cos(mx)cos(x) dx = g
0
Por tanto

Vs Vs
;=G e[l=G]



Sim>1

Vi

f cos(mx)cos(x) dx = %f[cos((m —1Dx) — cos((m + 1)x)] dx
0 0

f 1 lsen((m —Dx) sen((m + 1)x) "

cos(mx)cos(x) dx = 5 m—1 m+1

0

f cos(mx)cos(x)dx =0

y entonces

0=>C, &[0=C Vn >2]

f(x) =cos (x) =aq + Z Cpcos(nx) = cos (x) x €[0,m]
n=1

La serie de Fourier en cosenos de la funcion coseno, es un problema trivial, la serie es
exactamente igual a la funcion.

En los gréficos puede verde que la serie de Fourier y la funcion f coinciden en todos los
puntos, no so6lo en su intervalo de definicion.



Tarea 2.7
La peineta de Dirac ( o Shah ) se define como:

+00
or(x) = Z 6(x —nT) conn € z, yperiodoT

n=-—oo
recordemos que la serie de Fourier de una funcion f, periddica, de periodo T, es

+0o i
2minx

f&) = Fe™T

n=—oo

donde los coeficientes estdn dados por:

2minx

= %fo(x)e_de

Si calculamos directamente los coeficientes de la peineta obtenemos que

2minx

1 _ 2minx
=?L6T(x)e T dx

2minx

1 u+T
E, = —f or(x)e T dx
T u

1 T/2 _ 2minx
Fn=—f o6(x)e” T dx

-T/2
1 _2mino0
Fn = T e T
1
Fn = ?

donde hemos usado la propiedad siguiente de la delta de dirac:

f SCOhG)dx = h(0)

Luego
1 2minx
5r(x) = Z ZeT

n=-—oo

la cual podemos escribir como:



5 1 2miox 1 2Tinx
=—-e T += T
=T g ) e
n=-—oo
n+0
+00 -1
5 1 1 2Tinx 1 2Tinx
= —+— T +— T
() =s+5), ¢ T e
n=1 n=—oo

6r(x) = 147245 [eos () +isen (7] + 28l [eos (577) + isen (77|

cambiamos indice: —-npor n

Sr(x) = %+ %Z:{fl cos (—ZHTM) + isen (znnx)] + %Z;Z’l cos(

T

usando la paridad de las funciones trigonométricas:

con lo cual

T

~| =

or(x) =

+o0
v o
T cos
n=1

2mnx

)

2nnx .
T ) + isen (—

Notemos que la serie de Fourier obtenida, es en cosenos. Veamos su grafica:
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Tarea 2.8

Si la peineta de Dirac tiene representacion en serie de Fourier en senos, deberia poder
expresarse como:

nnx )

6r(x) = ZB sen

Utilizando el procedimiento hecho en todos los problemas anteriores, se obtiene que:

j 6r(x)sen ( ) dx

B — 2fu+T5 () (TlTl.'X)d
=7 r(x)sen (——)dx

2 (T/? nmx
B, = ?j 6(x)sen (T) dx

-T/2
2 nr-0
Bn=75en( T )
B,=0

Luego, la peineta de Dirac no admite serie de Fourier en senos (sin desfase).

Tarea 2.9

La serie en cosenos ya fue encontrada en la tarea 2.7, y su expresion es

; an (27‘mx>

La serie de Fourier en un intervalo fijo, admite una tnica descomposicion ya sea en
SeNnos 0 COSenos.

or(x) =

"ﬂlb—\




Tarea 2.10

Consideremos una puerta continua y periddica, de la siguiente forma:

A, xeP%+kT£+kﬂ Vk €z

P(x) = 2

0, en otro caso
Con:

A >0 :Laamplitud de la puerta
T >0: Esel ancho de la puerta
T>0: Esel periodo

Luego los coeficientes de la serie de Fourier son:

1 _2minx
Fn=—jP(x)e T dx
T )y

n= 7 Ae T dx

T

1 fﬁ"’ kT _2minx
T

_§+kT

T
A J‘E"’ kT _2minx

E, = T e T dx
T
_§+kT
T
A T 2minx |2 HKT
= —= —e T
T 2min _%J,kT
. T LT
A —2mn(§+kT) —2mn(—§+kT)
FE,L=———1e¢€ T —e T
n 2min
_ A _mnt _ 2mink mint _ 2mink
E — e T —e T
n 2min
A _mi . i .
Fn - _ i (e T e—Zmnk_e T e—Zmnk)
2min
A . _mint Tint
- _ e—Zmnk e T —e T
n ZﬂinT




Luego, la serie de Fourier es:

2minx

nt
T

—Ssen

1
n

+o00
n=—oo

P(x)
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