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Capitulo VII

Mecanica Cuantica

VIl.1. Interacci on de la luz con la materia

A fines del siglo XIX se realizaron una serie de experimentos cuyos resultadosiaa ped
explicados dentro del marco de lai€a de aquell@poca.

La me@nica ciéntica se establezien un peiodo de alrededor de 2%ias, entre 1900y 1926,
y fue el marco térico que logd dar una respuesta coherente a una serie de experimentos cuyos
resultados no encontraban un sentido en el paradigma théda ¢ksica.

Un ejemplo de estos experimentos es el intento de comprender la inberdeda luz con la
materia en el contexto de lgsica chsica. El proceso inverso, la endiside luz por la materia,
un medio gaseoso @kdo, literalmente exhita propiedades inesparadas y que ndarabentro
de la fsica deépoca.

El experimento que marca la apadinide una nueva constante universal, que hoy conocemos
como la constante de Plank y se designa céme h /2 es el hito hisbrico. Obviamente, en
su primera apariéin no se llam as ni tampoco su creadd¥jax Plank, cayd en la cuenta de la
magnitud de su hallazgoo® hoy, mirando en perspectiva podemos valorar su real importancia.

VIl.2. Una nueva constante universal:h.

Este consi$a en medir, a traés de un pequi® orificio practicado en una de las paredes de
una caja, el espectro de la emisique surga de su interior. Esta caja permataeen equilibrio
termodiramico con su entorno. El tarma del orificio a traes del cual se mide la emisi debe
ser pequido para que la radia@n electromageética que surge a trag degl, haya efectivamente
interactuado con las paredes del recipiente (la caja) y su congtittgileje esta interadm.

De otra forma la emisin podia contener radiacn que 8lo se reflep una sola vez en la pared
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del recipiente.

VII.2.1. Radiacion de cuerpo negro

El experimento que origimesta revoludn fue el espectro de emisi generado por lo que se
denomina un cuerpo negro. simplemente un rayo que gepetrel orificio y se refldj direc-
tamente hacia el exterior. Si alguno penetra debe ser absorbido y re-emitido muchas veces en
el interior del recipiente, antes de escapar. En otras palabras, haguidapde informaéin

en cuanto a las caractsticas del rayo que penétrLa radiacbn que medida desde el exterior
olvido las caractédsticas que teia al incidir.

El problema consisa en explicar el espectro de endisiobservado a partir de las leyesiv
das hasta ese entonces: las ecuaciones de Maxwell, la teanoadany un modelo simple que
describia la emisbn de ondas electromagficas por parte de las paredes del recipiente.
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Figura VII.1:

Lo mas importante en este caso es que la radimemitida era universal, depéadsola-
mente de la temperatura de las paredes del contenedor y no de la naturaleza de elfisoEl gr
que se incluye a continudui proviene del espectro de la radé@tide fondo medido por el
saklite cientfico Cobey que midb la distribucon de ener@a del remanente de radiaai que
se desli@ (o dep de interactuar) de la materia en los comienzos del universo. Este espectro

gueda especificado por los mismos principios que son aplicados a un cuerpo negro de forma
eskrica y de un material cualquiera.

VIL.2. UNA NUEVA CONSTANTE UNIVERSAL: . Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Equilibrio termodin amico

Supongamos que la cavidad &stada y lo la componen el ba’no de radiaai electro-
magretica en equilibrio con las paredes del recipiente.

¢, @mo se alcanza el equilibri@tmico entre las paredes del recipiente y las ondas electro-
magreticas en su interior?

Para responder esta pregunta debemos tener presente que:

- Cargas aceleradas emiten (it) ondas electromagticas.

- El modelo de una carga sostenida mediante un resorte y oscilando representa en forma
razonable el comportamiento de f®mos del &lido.

- El equilibrio termodimmico alcanzado entre las ondas electrorgtigas y estos 0s-
ciladores que representan @lido, indica que la enefg de ambos cuerpos alcanza el
valor especificado por el principio de equipaiitide la energ.

En resumen, la respuesta a esta pregunta es la siguiente: las ondas eleétioasageiden
sobre losatomos en las paredes de la cavidagbstas (modeladas por un resorte y una carga
en el extremo) radn de vuelta dicha enéega la cavidad. Pasado un cierto tiempo la cavidad y
las paredes se encuentraneguilibrio termica

Equipartici on de la enerda

El principio de equipartié@n de la energ permite explicar algunos comportamientos que
podiian parecer extra’nos. Por ejemplo, en ausencia de iangogencial una pddula puesta
en medio de un gas en equilibrio a temperafliradquiere una endigcirética promedio igual

3
—kT).
a(2k: ) 3
< B >= §k‘T

Este es un hecho observable, existen innumerables otros que corroboran este principio en
forma experimental. Uno de ellos esRalido de JohnsarkEs sabido que cualquier sistema de
detecobn que pretenda eliminar el ruido de fondo debe intentar mantener los instrumentos a
la menor temperatura posible. A contonuscise indica un modelo de un circuito resonante,
donde suponemos que la rad@tike realiza principalmente a tésvde la inducéin L.

Con los valores adecuados de L, QRRy— 0 se puede medir una diferencia de potencjal
entre los extremos de la inductancia.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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¢, @dmo sucede esto?

[Enerda almacenada
[Pérdida de eneiig / pefodd’

Q =2m
con@ >> 1. En equilibrio €rmico la ener@g almacenada por la inductandia es:

1 |
Bu=3LI*= KT, k=138 x 107 [@}
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Figura VII.2:

di : .
ComoV, = Ld_z = Luw, I(t). Este ruido esnedible < V? >= L?w? < I? >= Lw?kT.
Obviamente< V;, >= 0 =< I >, de otra forma tendamos una fuente inagotable de efiarg
gratis.

La regla indica que debemos multiplicar por un fagtdr/2, dondek indica los grados de
libertad del sistema.

Este mismo principio de equipartizi fue usado en el caso de un cuerpo que encierra ondas
electromagaticas en equilibriodrmico con sus parededl8 que aquel resultado obtenidno
coincidid con los resultados experimentales.

El primer acercamiento a la magica c@antica lo realib —sin propogrselo— Max Planck al
inventar una®rmula que permié resolver esta contradiéri entre la teda contempdnea y
los resultados experimentales.

VIL.2. UNA NUEVA CONSTANTE UNIVERSAL: . Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 7

Radiacion de cuerpo negro

Un cuerpo negro es aquel que absorbe toda la radtiagiie incide sobrél. En equilibrio
termico, un cuerpo que absorbe toda la radiacia debe emitir toda, de otra forma esar
eternamente aumentando su temperatura. Esto se expresa con el coeficiente dmabgorci
emisibn e, que deben cumplir la relam: e = a. Este resultado proviene de la termdafimica.

En general se identifica un cuerpo negro con una esfera hueca a la cual se le ha practicado
un orificio. Esta identificaéin del cuerpo negro intenta ilustrar el hecho que cualquier pulso de
radiacbn que penetre al interior de esta cavidad, debe sufrir un gnarero de interacciones
con las paredes del recipiente antes de poder escapar nuevamente. En el transcurso de estas
interacciones alcanza el equilibrio con las paredes y, de esta forma al retornar al exterior, el
pulso transmite informaén acerca de las paredes del recipiente y no conserva las cestazzer
gue traa al ingresar a la cavidad. La abs@rtide la radiadn por las paredes aumenta al pintar
el interior de negro.

La radiacon emitida por un cuerpo negro @siversal Todos los cuerpos exquilibrio térmi-
coradan una cantidad de enéagpor unidad de tiempo, deea y de longitud de ondsg I,
dependiendasdlo de su temperatura. No influye la forma de la cavidad ni la naturaleza del ma-
terial del recipiente. La forma de la radianitermica emitida por un cuerpo negro en florti
de la frecuencia —o de la longitud de onda—, fue registrada por Lummer y Pringsheim en 1899.

5%
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Figura VII.3:
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Resumen de los aspectos conocidos acerca de la radiacide cuerpo negro, previos al
modelo Planck

La distribucbn de la intensidad de la radiaai en funcon de la longitud de onda,, se
caracteriza por ser:

= independiente de la forma de la cavidad,
= independiente de la naturaleza del material que constituye las paredes,

= un ferbmeno geérico o universal. Como aparece de la misma forma en distintas condi-
ciones fsicas, podemos suponer que nos enfrentamos a un mecarésioo te la natu-
raleza.

Algunos hechos emfricos y tedricos acerca de la radiaddn

Una relacbn que se dedujo a partir de la obseréacile la emigin de un cuerpo negro en
distintas circunstancias y conocida como la ley de desplazamieMbente fue:

Amaz T = 0,2898 cm® K.

Este resultado se puede verificar directamente. Es probable que hayamos notado que si la tem-
peratura de un cuerpo aumenta, se pueda apreciar que la longitud deneesel rango de
maxima intensidad de em@i \,,.., disminuya. Esto es lo que sucede al calentar un metal:
mientras mayor sea su temperaturasnse aproxima su color al azul. De hecho es usual en-
contrar en los talleres donde se trabaja con metales una tabla que relaciona los colores de los
metales con su correspondiente temperatura.

El mismo fedmeno se observa en las estrellas, mientras azules, (o &s blancas) mayor
es su temperatura superficial.

VIL.2. UNA NUEVA CONSTANTE UNIVERSAL: . Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Otro resultadaemprico conocido en esépoca, propuesto por Stefan a partir de los datos
observacionales y que posteriormente Boltzmann dedujo a partir de los teamichn es la
denominada ley d8tefan-Boltzmann (1879)

erg
cm2oK4s
El factoro fue determinado a partir de los datos experimentales. La terdmita $lo deter-
mina la dependencia €. El factore indica la reflexon de la radiadn en la superficie del
metal.0 < e < 1, dondee = 1 indica un cuerpo negro, es decir un cuerpo que absorbe toda la
radiacbn incidente.

[:/[A_)\:aeT‘*, o =0,567 x 1074

Ejercicio

Encuentre la densidad de eri@rde un gas relativista encerrado en un recipiente a temperatu-
ra’T. Se supone que el gas alcanza el equilibrio tern@dino con las paredes del recipiente.

Para encontrar este resultado use (o deduzca) la écudeiestado de un gas relativista y la
siguiente reladn termodiamica p = U/V, U Enerda, V' volumen ocupado):

1 ou| e ap
P=30 av|,~ " ar|, ¥

A partir de estas expresiones es posible obtéh@) = U, T*, dondelU, es una constante

indeterminada que se fija a partir de los datos experimentales.

VII.3. Teoria de Rayleigh-Jeans

Esta es una tet clasica y describe correctamente la cufyvpara bajas energs comparadas
con (k7). Calcularemos la densidad de eriarge la radiadin electromaggtica en el interior de

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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una caja que permanece en equilibgonico a una temperatura T. Como el recipienté est
equilibrio, el mimero de fotones debe haber alcanzado yalumemo estable (recordemos que
el potencial gimico esy = 0 para la radiadin electromagética, de modo que elumero de
fotonesno es constante).

Sabemos que cualquier radi@giy la luz en particular eatconstitido por ondas electro-
magreticas.

Rayleigh y Jeans utilizaron esta idea para intentar reproducir el resultado experimental obtenido:
el espectro de radiamn emitida. Supusieron que al interior del recipiente se encontraba un con-
junto de ondas estacionarias electroné&igas y que el flujo de enéagproveniente del cuerpo
negro correspond al flujo de esta radia@mn. Como este fé@dmeno es independiente de los de-
talles, (naturaleza de las paredes, forma de la caja ...) butitite hecho y procerlea emplear
la geometia de un cubo maético para resolver el problema.

A continuacdn nos preocuparemoéle del comportamiento del campceetrico en el inte-
rior del cubo. El campo ma@tico puede ser descriio A E, donden es la direcdn en que
viaja la onda electroma@tica. Comoésta es una onda transversal ocurre ﬁqueﬁ =0y,
analogamente - B = 0. TambEn usamos el principio de superpo8iti resolvemos cada una
de lasdireccionesr, y y z en forma independiente, el efecto total es la suma del resultado de
cada una de sus componentes.

CONSULTE LOS APUNTES DE ELECTRICIDAD Y
MAGNETISMO, Cap. VII, ACERCA DE LOS DETALLES
DEL CALCULO QUE SE INCLUYE A CONTINUACION

Como la componente del campcéeﬂricoﬁ(f, t), tangenciala la superficie datonductor per-
fectodebe senula,

Etangencial ‘superficie del cuba V-

Esta es la condion de borde que debemos aplicar en la superficie0 y, en general, en cada
una de las superficies del cubo.

La enerda promedio< e > asociada al oscilador afmico utilizando la distribuéin de
Maxwell como factor de peso es:

e foozoe exp (=€) de 1 LT

fo exp (—fe€) de 16}

El oscilador constituye el modelo de un conductor perfecto que estamos utilizando en este caso.

VIL.3. TEORIA DE RAYLEIGH-JEANS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Para calcular la enei@ promedio del campo electromagico encerrado en la cavidad, le
asociaremos una enéag a cada uno de losmodos de vibraéin correspondientes a cada fre-
cuenciav de osciladdn del campo éctrico. Este iamero que designaremos pgy se denomina
la degenera@nde la frecuencia.

Modo (1:1)

iy
i

Wodo (3

Tinen aodal

Figura VII.4: Las oscilaciones de la membrana de una tambor constituyen uré@\srnsplifi-
cada (en dos dimensiones) de los modos de osgilasociados a una frecuencia en particular.
Los distinto modos se denominan la degené@meisociada a la frecuencia

Como se desprende de las ecuaciones de Maxwell, la écuque debe satisfacer el campo
eléctrico sin fuentes, en el interior de la caja es la siguiente:

Esta ecuadin se deduce directamente de las ecuaciones de Maxwell. En rezdidaetcaudin

son en realidad tres ecuaciones diferentes. Las soluciones de estas ecuaciones que satisface las
condiciones de borde son:

T 7 TZ
E, = E, cos (nlf) Sen<n2fy> sen<n3f) se2nvt

E, = Ey sen(m _:1:) CoS <n27r_y> Sen<n37r—z> sernrt

L L L
Twr N Tz
E, = FE,, sen(nlf> sen(nQTy> cos (n;:,f) serrrt

Estas ecuaciones satisfacen las condiciones de borde impuestas, vale decir:

Emng =0, (encada pared del conductor perfgcto

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Fma

Por ejemplo:

- y = 0 . z = 0
E, =0, para{y _ L} ytambenpara{z _ L}'

Para que esta ecuaai efectivamente se cumpla, los valoresrde n, y n, no pueden ser
arbitrarios. Al introducirlos en la ecudxti de onda escrita anteriormente, se observa que estos
valores no pueden ser arbitrarios: los valores expuestos deben satisfacer la siguiert@:ecuaci

[ ] e S,

despejande de esta ecuagn, obtenemos:

¢ 2 2 2
V= ogp vtz 2 oo (20
n1+n2~|—n3:(71/) .

(77/17 na, 713)

DefiniendoN, d v como el umero de modos de osciléci cuya frecuencia se ubica en el rango
entrev y (v + Av) y considerando los enteras, n, y n3 COmo una variable continua, entonces
el nimero de modos estado por el voulmen comprendido en el interior del castasérico

VIL.3. TEORIA DE RAYLEIGH-JEANS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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contenido en el octante donde todos#oson positivos:

dN 1 41212 d
#demodos=dN=—v=N,dv=—-4rn’dn=4nr v —ndy,
dv 8 2 dv
2L L3v?
Comon = V, = N,dv=4n :dy,
c c

incluyendo un factor 2 en frente de las ecuaciones, proveniente de las dos polarizaciones que
puede adoptar una onda electrom&tipa, y definiendd” como el volumen de la cavidad,
tenemos:

812

N, =—-V, <e>=kgT kp=1,38x10"% J/°K.
C

Utilizando el principio de equipartion, es decir, multiplicando cada modo posible (o grado de
libertad, si se quiere) por la enéagle equilibrio termodiamico, tenemos:

wn(T) dv = Enerda  8wv?

= = -kTd
u. de volumen 3 v

dondeu, es la densidad de enéagentre la frecuenciay v + d v.

Jr"ﬂ(c cos 8 }2mrrsin § 48 :f‘x dx
o

0
(=27 ==z
73 ¥7] 2 3
Averaging over rays with velecity components j; 27rsin 0 d6 b dx 2
ta the nght.
: WA
[4 T.T
s Holix 2 Ij}'= %(;;D.u = Eu,
Arga
Z2av? sin & dif

V

Figura VI1.5: Para calcular la intensidad de la frecuencia emitida asrde la apertura debemos
multiplicar la densidad de enéeag.,, d v, por el factor [c/4], cuyo origen se explica en la Figura.
Tambén se ilustra el resultadoadico de la radiadh, llamado catstrofe ultravioleta.

Veamos ahora la exprési de la la intensidad emitidg:

2 2
E-uV:]l,(T)dV: i

1 kT dv.

c2

Aqui podemos observar que a medida que aumergianimero de estados o0 modos degene-
rados de oscilabn aumenta con el cuadrado deDe esta forma a medida queaumenta se

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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necesita ras energa del recipienteérmico para darle a cada uno de los modos de vibraei
energda promedice, que le corresponde de acuerdo al principio de equipantide la eneng.

Este resultadmo es correcto: se necesita una cantidad infinita de en@aya alimentar a
los modos de frecuenciasamaltas, puesto a cada uno de ellos —de acuerdo con el principio de
equiparticon—, le corresponde una enixg 7'y su raimero aumenta sin cota. Esto se denomina
la catastrofe del ultravioletadebido a que ocurre para las frecuencias altas o longitudes cortas,
mas alk del color azul que es nuestro extremo visible.

Diversas citicas a este modeloasico fueron surgiendo como una posible justifioaaie
este resultado. La imposibilidad de encontrar una expbcesieste espectro universal meétas
modelo de Max Planck que describimos a contindiaci

VIl.4. Max Planck y los cuantos de eneria

Para comenzar con esta sétciepasaremos brevemente los ingredientes que usaremos de la
fisica estabtica.

VIl.4.1. La distribuci on de Maxwell-Boltzmann

Hipotesis lasicas:

— Muchas paiitulas: N conN — oo

— Equilibrio Termodiramico= Minimo de Fluctuaciones.

— Cada paitula se ubica en alguno de los niveles de €eiaedgsponibles:;.

DefinimosI¥ como el umero de formas posibles de ordenarMaparficulas en log niveles
posibles de enetg, para obtener la configuréci(n,, ns, - - - n,):

N!
ny!--on,!

Por sus propiedades, por ejemplo la amhdin 1/; - Wy = In W) + In W5, nos interesa el

W =

VL4, MAX PLANCK Y LOS CUANTOS DE ENERGIA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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logaritmo natural déV’:
N!
In (W,,(ny,n9,---n,)) =In [m]

El equilibrio de este sistema se ubica en éhimo de esta expr&sn sujeto a las siguientes
condiciones:

N = ny+mny+---+n,, conN=rumero de partulas
E = nie+---+¢em,, conE=enerm total del sistema.
N B . i n;, e P
El resultado esn; = - e 7% yla probabilidad se define comoP; = N7

DondeZ se denomina léuncion de particon, y Z = Y, e ?<. Por otra parteg = 1/(k T).

VII.4.2. La hip otesis de Max Planck

Con el objeto de encontrar una exptesgue coincidiera con las curvas de efisde un
cuerpo negro desplegadas por ltsidos experimentales, Planck estudiiversas aproxima-
ciones en forma anidica. No buscaba una explicaci conceptual sino —como lo expresamos—,
una Hrmula que funcionara. Planck se peécgtie la enefig promedio k7" utilizada en la
solucbn propuesta por Rayleigh y Jeans, ideter modificada para contener alguna fanae
la frecuenciav, precisamente para eliminar la dependenéigue se obteia finalmente y que
significaba la catstrofe ultravioleta.

La propuesta de Planck afirmaba que si el campo eleéfasgtico oscila con una frecuencia
v los niveles de energ accesibles —los valores dg-, eran proporcionales a dicha frecuencia
v

en=nhv=nhw, conhzﬂ. (VIL.1)
27

En el d@lculo chsico aso@bamos la energ promedid: T a cada uno de los modos posibles
de oscilacbn asociados a la frecuencia El valor & T" proviene de un promedio de todas las
enerdas posibles suponiendo que se reparten en un continuo. Ealtsia ecuadn las en-
ergas tienen un conjunto infinito de estados posibles de acceder, pero es un infinito numerable;
el promedio debe obtenerse a partir de snmatoriaen lugar de una integral. El resultado es
diferente como veremos a continuaei

El cambiar la integral por una sumatoria no es un cambio formal. Estamos postulando que
cualquier oscilador arémico simple puede tenebl® un espectro de enéeag de la forma
(nhv) = E,, dondev es la frecuencia % una constante.
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Esta ideano pertenece a laisica chsica y constitu§ toda una revoluéin. Para tener una
idea de lo magnitud del cambio conceptual que intraaidasta mencionar que Max Planck
introdujo la expre€in £,, = n hv en 1901y élo diez &os despés, en 1910, endiel siguiente
trabajo acerca de la radiaci de cuerpo negro. Durante esd®s traba) sin interrupadn en
la idea de lozuantade energa tratando de mostrar quéls eran una hiptesis de trabajo y
caredan de realidadiica. Con el tiempo se convetdie lo acertado de su postulado.

Entre las consecuencias que podemos mencionareddtecho que si el campo electro-
magretico posee estos niveles de enarg esé en equilibrio &rmico con los osciladores que
modelan el comportamento de la pared de la cavidsiths tami&En deben adoptar los mismos
niveles de eneiig para poder interactuar con el campo. Labkégis de Planck no se detiene
en el campo electromagtico, se difunde al resto de los modelos empleadodstrafpara
representar el comportamiento de la naturaleza.

No todos los fsicos de aquel tiempo pensaban igual. James Je@is (fuy influyente
en esapoca y que resolgiinnumerables problemas de raacca chsica, electricidad y mag-
netismo, gravita@n ... ver, por ejemplo el libro de Electricidad y Magnetismo en la biblioteca
de Hsica) sostera que el principio dequiparticion de la enerda no poda ser aplicado aqu
Jeans propda que en realidad no exiatequilibrio termodiamico entre la radiaon y las
paredes del recipiente.

Por otro lado exig$an otros revolucionarios (Eistein entre ellos!) que opinaban que la falla del
principio de equipartié@n de la enefig era una clara indicam que a pesar de todos lesitos
de la fisica del siglo XIX,esta deta sufrircambios dasticos

g}
BEX)

TV

Max Planck se situaba entre estos dos extremos. Planékdleg hifptesis de que la enégy
sblo se adquia en unidades der buscando unabfmula que reprodujera el espectro obser-
vado. Por esta ré@n no poda tener alguna seguridad que sudtgsis era —conceptualmente—,
la correcta. De hecho con el tiempo Planck se fue distanciando de los revolucionaritis cu
cos. Einstein, por ejemplo, sostarque loscuantade luz introducidos por Planck eran una
consecuencia necesaria e inevitable. Alaaglie la imposibilidad de explicar el espectro de un
cuerpo negro constita una se’nal de una crisis de Iai€a chsica que @o poda ser resuelta
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realizando cambios conceptuales profundos, como los qua mtiado Planck. Esta opibim
contrapofma la intuicbn de Einstein frente a la de algunos de sus colegasdastacados.

Despies de obtener la exprési de la radiadin de un cuerpo negro a partir de este postulado,
volveremos a describir nuevos experimentos que confirman la universalidad del postulado de
Planck. Mostraremos que adoptando esta forma de pensamésios que antes parao un
puzzle, se pueden explicar a tegvde estos principios.

Calculo de la energa promedio utilizando sumatorias

Recordemos primero ebtculo chsico:

o0 76€d
<e> M, definiendozr = ¢,
fo e—Pede
d o0 — [* zePrda
—1 —Prq = 0 entonces
ap H(A ’ x) [ e Brdy
1 [vl
n|l+—
4]
d 1 1
= —— —1 — — e
<e> dﬁ( n ) 3 con (3 T

<e> = kgT
A continuacon calculamos el mismo promedio utilizando la propd@siae Plancks, = nhwv.

Sepe e 3 nhvehvP

n n=o

<e>= = =
_ﬁ n _
Zn e—Pe ZZO:O e n h 1% ﬁ
Si definimos 3 00
y T . ne—nfc
r=-—==0hv, entonceK5>=—Z”;1—,ma
kBT /6 Zn:l e

Usando el mismo procedimiento que en&cailo anterior, obtenemos:

<e>= (%ojollnee;zx) = —% {ln (i e‘”) } :

n=

evaluando la derivada que aparece en el seglerdano:

d o1y d —z\] _
[l = Sl = ,
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de este modo, la enéegpromedio es:

xy, ne ™ e hv

X
<€ge>= = — = .
& ﬁ Z e—nT 6 1—e= e(hu)/kT -1

La enerda promedio es entonces:

Tal como lo comprob Planck, la eneiig promedio depende de la frecuencia y de esta manera
es posible cancelar el desborde de la fanatuando las enei@s son muy altas. Cuando las
enerdas son bajas se recupera la expgresle Rayleigh-Jeans: Siv >> kT,

hv ho / kT
<e>r Bhv 1_hy€ )

Asi que la constante de Plankkno desaparece en esta aproxirbagpero la eneiig promedio
disminuyeexponencialmenta medida que aumenta la erierg

L
Por otra parte, siv << kT, entonces:

hv N hv
ebhv — 1 Bhu
justamente el valor ékico obtenido en la aproximaéai de Rayleigh—Jeans. Queda claro en-

tonces que dicha aproximaéci es alida $lo para bajas enei@sh v << kT, y que las suposi-
ciones hechas en esa océasho pueden ser desechadas con motivo de este experimento.

<e>R ~ kT,
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Con este alculo se muestra quaialquiera sea la temperaturaxiste un rango de longitudes
de onda situadas a la izquierdaXxigax para las cuales la aproximaaiclasica ¢ ~ k7°) no
es \alida, los efectos @nticos en la distribudn de la eneng son observables para este rango
de energps. El punto de vista usado por Rayleigh-Jeansaido/lo en la regbn ubicada a la
derecha del valok gy

Note que altas frecuencias corresponden a longitudes de onda corta.

El punto de vista de Einstein, afirmando quéxto del postulado de Planck, no era un hecho
fortuito sino que reflejaba un principio fundamental adoptado por la naturaleza, se ve respaldado
por este resultado. Sin embargo la ratifiéactle este postulado al ser confirmado paméio
obtenido en otros experimentos fue el que finalmente gesieaceptadin por el resto de la
comunidad deisicos.

Con esta aproximagn la energa por unidad de volumen en el interior de un cuerpo negro
para frecuencias enttey (v + dv) es :

V2 hv
UT(V)CZV- 87ngy X eﬁh’/——l
# de estados por enésgpromedio por
unidad de volumen intervalo de fecuencia

A continuacon recuperaremos algunos resultados indicados anteriormente que fueron obtenidos
mediante la termodamica chsica y en base a los resultados experimentales. Con la formu-
lacion de Planck, todas las constantes relevantésmsaaluadas en fur@m de constantes uni-
versales. Este es, sin duda, otro acierto de laaeor

La formula de Wien

En 1893, Wien obtuvo la siguiente formula basada en dato$ewog

AT . )
Ir = f()\5 ). Utizando los resultados de Planck, se obtiene:
8rvihdy c .
ur(v)dv = A — 1)’ reemplazande = X se obtiene
8mhe d\
up(N) d\ = 35 X B 1

A partir de ladltima expresbn, podemos identificar la furém f(\7"), como:

FOT) = e
(o7)
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Esta funcbn corresponde entonces al comportamiento de la densidad déaevlesgrvado al
interior de un cuerpo negro.

140

]

8

Energy {Arbitrary Units)_
3
.----"""'lr
|

col— LA
fia
a2
N7 BUNY
o j A 9% —

0 2 q 5
Wavelength [in ¢m, x107)

Ley de Stefan—Boltzmann

2 2
L(T) = %-UV(T): 7;,” X <e>
_ 2mh? 1 _ 2mh _ (KT)? x3
2 hv I R |
ekT —1

- T .
Definiendo: z = % = v= (%) x, De aqu obtenemos:

B ork? 3 3

L(T) = )Y R
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Integrando en todas las frecuencias, tenemos:
- o T 2h? h , er—1

(1) = (27T/<:)_T4_/°° x’dx

c? h3 er —1
w x3dr 7t
ero = — . de modo que
P fo et —1 15’ g
IT) = oT*, cono=2"F8 5 76 1073 WAUS (o pys
— g g —= —
’ 15h3¢c? ’ m?2

Analogamente, podemos escribir esta misma famcon dependencia en la longitud de onda:

L(T)d\N = —-u,(T)dv

27T(kBT)5
L\(T) = R -g(z)
{L‘5 .
g(x) = , una funcon universal.
et —1

e=T=1646°K
= T=1449°K
o=T=1259°K

(M= {ean
b=

AT
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Calculemos el valor de alguna de estas expresion@s=S300° Ky k = 1,38x10" 0 erg ° K 1,
entonces:

T:WE’?XlO (Seg) .

_ . 3 x 1010
Siponemog ~ 7x 10'?(seg~!), que corresponde a una longitud de oida € _ 100 i 00 =
1%

4 x 1072 = 4 x 10~3cm, tenemos qué: T = hv. Es decir a una temperatura 8e0° K,
corresponde la endigde una onda asociadaiadrarrojo.

Recordemos los valores de la longitud de onda asociados a lo colores visibles:

Aazur ~ 4000m,  Aperae ~ 530nm Aojo ~ 700nm, 1nm = 10""m.

Como el valor de)\ obtenido es menor que el correspndiente al color rejo: A = 4 x
10~3em — infrarrojo.

Utilicemos la expregin obtenida por Wien para asociar una temperatura con la longitud de
onda en la cual rad con mayor intensidad:

Amaz - T = 0,2898[cm| x [°K]. Aoz =

VIl.4.3. La constante de Planck y las nuevas unidades fundamentales

La solucbn encontrada por M. Planck pogiufjue la onda electromagtica $lo puede
adquirir energps discretas. Al establecer el equilibrio termaufitico con los osciladores abmicos
en las paredes de la cavidad, 'estos ta@nlieben funcionar de acuerdo al mismo principio.

Los valores de la en€ig@ E,,, a los que una onda electromé&gica (o un oscilador) de fre-
cuenciav pueden acceder st determinados por:

E,=nhv, conn=0,1,2...y h = constante de Planck 6,6 x 10~**joule-s

. . L L?
Las dimensiones de son: [h]EF-L-T:Mﬁ-IwT:M?,
, . L =
Note que estas son las unidades correspondientes al momento aj’u@uI%E:x L=[PAT] =

momento angular. Es decir, kies una constante universal entonces existe una unidad natural
para expresarla. Esto es equivalente a lo que sucede con la caegcat: cualquier carga
finita esh compuesta de un graamero de cargas fundamentadgs= N e. En este caso ocurre
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gue ®lo algunas de las paculas elementales tienen momento angulaines&co —conocido
como elspin-, en nultiplos enteros dé.

Podemos relacionar esta nueva unidad con el resto de las constantes fundamentales que ya
conocemos enigica, como por ejemplo la constante de grav@adiniversalG. Escribamos
esta constante en fuidei de la unidades fundamentales: largo, masay tiempo.

F , ML [ I} 1

T2 T T M2 TR M
Combirandola con la velocidad de la luz y la constaltéenemos:

G

G 1 1 1
ch T M ML*  M?
T

De aqu obtenemos una nueva unidad fundamental de maszgada de Planck

o\ V2 .
Mpjanck= (5) =10""gr.
Construyamos a continudci una unidad fundamental de longitudlaeo de Planck

ML? * 1 L°  L?
1/2

{%ﬂ = Largo de Planck

G=6,61x1078CGS G =6,67x 107!* MKS.

Un nuevo rimero adimensional puede obtenerse a partir de la ca&gtiiehe, se denomina
la constante de estructura finacaracteriza las interacciones electron&tgas:

e? 1 o2
hel = 137 MK lev=1 1019 |
{hc} 13 S [47?80 hc} [MKS], lev=1,6x10"" Joule

VIl.4.4. EIldescubrimiento del election

Los casos siguientes consolidan ladtgsis de Planck. La historia reciente comienza con el
descubrimiento del~ por J.J. Thompson usando un tubo de rayo8diabs.
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Mo =fI4 LN
H
g0

Un tubo casi sin gag = 10~2mm. deH g en el cual se aplica una diferencia de voltaje aito (
500 \olts) produce una mancha luminosa en el extremo del tubo. Si se coloca un objeto entre
el catodo y el extremo del tubo este proyecta una sombra en el extremo opuesto, revelando que
los elementos que producen la sombra viajerirezal recta.

Usando el aparato que se indica en la figura donde seénsedondensador de placas parale-
las, Thomson logr deflectar estas péctlas y encontrar la réne/m

e _ 1,76 x 10° Coulomb
m

:!,'_:%?9:
e
L
i =

= dl!lflfi[l}—j

B,

Esta rapn carga-masa resalser 1836 veces mayor que la observadatemos ionizados
(experimento hecho en forma electtimla) y Thomson supuso (correctamente, como sé)ver
gue ambos tdan la misma “carga eleé@nica”pero distinta masa.

Millikan midi6 posteriormente la carga del eléxtry de all se pudo conocer la masaéste.

e=1,6x 10" Coulomb  m =9 x 10-2" gramos
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VII.5. Efecto fotoeléctrico

En 1887 Hertz desculdrique el efecto descubierto por Thompson ségobtservar al incidir
luz ultravioleta sobre una placa raéta al interior de un tubo al vax

La longitud de onda de la luz ultravioleta (U-V) 51016 s71.

Al evacuar el tubo —de manera que los objetos que viajanadetio alanodo y que generan
una corriente no sean provenientes del gas que llena el tubo sinatddbanismo—, se pudo
concluir que efectivamente las pgartlas que viajaban provean del @todo y eran liberados
por la luz U-V. Lenard midd mas tarde (1900) la rén (e/m) y conclug que estos viajeros
eran los mismos elementos que teatescubierto J. J. Thompson y que losihatenominado
electrones.

Lenard determia la relacon existente entre la corriente producida por la luz U-V y el volta-
je externo aplicado entre las placas y des@ultie incluso con un potencial negativo segu
fluyendo electrones. Este potencial negativéaem maximo que erandependiente de la inten-
sidad de la luz incidenténtensidad es la endegpor unidad de tiempo y deea. La intensidad
de la luz U-V inflia 9lo en la corriente generada.

Este feomenono teria explicacbn en el contexto dédica chsica.

El potencial negativo aximo (Vmax) solo depenth de la naturaleza deatodo, siendo en
general del orden d& — 5 volts. Este efecto tampoco depéadle las trazas de gas residual
gue se hubiera dejado en el tubo.

Debemos tener en cuenta que la estructura de la materia a fines del siglo pasado y a comienzos
de éste no era conocida. Réai se conda la existencia del eleé@n, su masa y la masa del
Hidrégeno ionizado.
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La explicacon clasica para este comportamiento era la siguiente: los electrones salen del
material con cierta enel@ ciretica. Los electrones que vienen del interior del metal pierden
parte de su energal chocar con otros en su camino y esto explica la dismbnude la corriente
cuando el potencial aplicado es muy peque’no.

b v RA
(=Vo) o comlsia Ly

Y
S AR vt..h--tﬂ-!&

2
b ke ?— /”‘l-’ﬁz T
te. recbr (G 1

PN wivde, L

N mow e

e T T T T
i I
=

- E L }*0_‘ e,mrf(\l.ﬁ. -
T g e 0 Ve veli
w= g‘u“:cre[:ev y w o el La covd enls Wl’mf&- NS
T v wmevomtentante Lo Tulinyided & U=\

Figura VII.6: Modelo de un metal. Los electrones se mueven en un pozo de potencial que
los mantiene cautivos y les impide escapar. Este es un potencial fendgienpkes decir, da
resultados que concuerdan con lo que se observa.

Los electrones que salen de la superfici@ierden eneng en choques antes de dejar el metal
y por lo tanto tienen una enéegt, ...

Sin embargo hdla un inconveniente con este modelo: el tiempo que demoraba urbelectr
adquirir la enerda necesaria para salir del material era exageradamente largas lin, no
habia explicacon alguna para el hecho que al iluminar étodo con una luz de menor en&g
una con mayor longitud de onda que un cierto valdtico, no halpa flujo de electrones.
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Ejemplo
De acuerdo a la tet@ clasica, calcule el tiempo que demora un efatn salir del metal.

Estimacion del radio de unatomo.

Usemos por ejemplo Plata cuy@mero abmico A ~ 100. Como sabemos que un mol de
plata —100 gramos de plta—, debe conteneatdimos, dondeV = 6,022 x 10** = NUmero
de Avogadro, y que la densidad deAg es:pa, ~ 10 gr/cm?, existen,602 x 10** atomos
enlcm?® de Ag y si suponemos —para estimar un orden de magnitud— gae astetados unos
contra otros, entonces cad@mo debe ocupar un volumen:

3 dr

lem oy 3 B _ )
6.02x 102 2% 107 em” ~ = (r = radio delatomo

1/3

1 .
= ra (W x 1072113 ~ 1,6 x 10~ %cm, de aqliobtenemos:

T

-8 °
" Atomo Plata™ 1,6 X 107%cm ~ 1 A°.

Estimacion de la energa incidente sobre elatomo

Supongamos que la fuente de luz tiene una potencia de

joule er 1%
100 watt = 100 Js:g —10° 916 % 10 . [ e=16x10""Coulomb

Este es el amero de fotones en lugar de enisj si situamos la fuente a un metro de distancia,
la intensidad disminuye proporcionalmenteig(?). Suponiendo que el fotatodo se ubica a
un metro de la fuent&ste recibe:

1,6 x 1021 eV
47 x 10* s x cm?
Si el atomo absorbe totalmente la eriergncidente podemos calcular cuanto se demora en

adquirir la energa que necesita para poder abandonastemo. Designemos dicha enixg
COMoOE, y supongamos que tiene un valorfg~ 5eV.

eV

~ (0,12 x 107 5.
sS—Ccm

Para calcular el flujo de enéegsuponemos que @tomo absorbe toda la enagyue lo
atraviesa, de esta manera podemos estimar laiangug absorbe @tomo por unidad de tiem-

po:

) ] v
« Area delatomo= 0,12 x 101 x 7[1,6 x 10~ ~ 10,2—

0,12 x 10" —— >
S - Ccn

s - cm?
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En consecuencia, esta luz se demora 1/2 segundo en arrancar Wwnealetimetal. Recordemos
gue en este modelo los electrones de condumdtos compartidos por todos latomos del met-
al) viajan como partulas libresdentro del conductor]

En 1928 Lawrence y Beams determinaron cuanto se demoraba un rayo U-V en arrancar en
elecbn de la superficie de un metal y encontraon ggte tiempo eraé0—° segundos. Esta difer-
encia entre el tiempo de enmbsi estimado y el valor experimental -4pticamente instaaheo—
justifica las aproximaciones que hicimos en el ejemplo.

VII.5.1. El modelo de Einstein para el efecto fotoadctrico

En 1905 Einstein escribiel trabajo: “On a heuristic point of view concerning the generation
and transformation of light”"(Heuristie algoUtil para avanzar en un cierto esquema conceptual,
pero queno est necesariamente en su forma final).

En este trabajo que le signifi@l Premio Nobel en 1922, Einstein propuso una nueva concep-
cion de las ondas electromagjitas. Insish que las ecuaciones de Maxwell des@iben forma
insuperable los feimenosopticos como transmi@n, reflexon, ... y en general los fémenos
de propagadin que se llevaban a cabo en intervalos largos (comparados, por ejemplo, con la
frecuencia de la luz). Uno no degbsorprenderse entonces que erbfeanos que ocurren en
intervaloscortos de tiempo, por ejemplo la interaéei entre luz y materia (como el efecto
fotoeléectrico) su comportamiento fuera diferente.

Expre® que un frente de onda ésico puede ser considerado como una adicle puntos,
cada uno con una enéafija que se propaga con la onda. La dismibanade intensidad se debe
a que en cada frente de onda la densidad de los puntos (paquetes tke@retgnes como los
denominamos actualmente) disminuye al aumentares del frente.

Al provocar un destello en una pieza oscura —de acuerdo al punto de vista de Einstein—,
se produce la emi8h de un gran imero de pequ®s paquetes de engigfotoned que se
propagan en todas las direcciones. En el caso de un destello de luz moatecacmiuz con
sblo una longitud de onda presente—, cada uno de estos paquetes llevaialenekste es el
postulado de Einstein: las ondas electroné@igas estn conformadas por paquetes de efgerg
Esta es la proposign de Planck llevada a saftimas consecuencias.

Con este modelo pudo dar una expliéaccabal del efecto fotoelectricpostub que cada
electibn poda absorber uno de estos fotones como un todo ganaridereformainstantanea
una energp h v.

Es interesante notar que Einsteimdice como este traspaso ocurre, pelitede queeste es
un esquematil para describir este fémeno. Este parece ser el origen de la palabraistico
gue aparece en dtalo de su trabajo. En resumen:
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F’L“ j( —”-P
X

=
— r
T

= La Luz monocroratica es un conjunto de partilas, cada una con una enarfy v
= Estos paquetes de engexge denominan fotones

= Laintensidad de la luz monocratica es proporcional alimero de fotones que la con-
forman. Cada uno de ellos tiene una eineetgy.

¢, @mo se explica el efecto fotamitrico a lduz de estos nuevos postulados?

SeaFL,,., la ener@la maxima que puede ganar un elécty con lo cual puede remontar el
potencial adverso que se le impone. $Eal pozo de potencial que contiene los electrones
libres de un metal conductdi’, se denominda funcion trabajq y depende de la naturaleza
del material. Los electrones, como se ilustra en la Figuranest un potencidl/’, al llegar un
foton al metakhoca(puesto que es una pentila) con ek, éste lo puede absorber hawgdolo
desaparecer y ganando toda la efeehg’ que tefa el fobn. Su energ final sea

Efinal =hv—-W.

Si Erina > 0 €l e” puede escapar, en caso contrario este queda atrapado. Elitasoesr
aquel en quévy;,,; = 0, este es dlltimo nivel de frecuencia que permite escapar del material y
solo los electrones de la superficie pueden hacerlo, puesto que el resto (al interior) chocan con
la red cristalina y pierden parte de la eriarg quedan atrapados.

Podemos hacer un experimento, variar la frecuemd@la luz incidente, y encontrar el valor
de F,,... para cada frecuencia. Si el esquema propuesto por Einstein es correcto, es decir, la
ecuacbn que obedece la naturaleza es efectivamente

Emaw:hV_I/Va Ema:czegbo- ‘
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Figura VI1.7: El foton puede ser absorbido totalmente pareldispersado mediante un choque
o simplemente no interactuar. No se explica el mecanisméua® ele~ absorbe al fdin.
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entonces el d@fico debe ser unarlea recta cuya pendiente es precisamgrnte

Este experimento fue realizado por Millikan en 1916 y el valok éacontrado experimental-
mentecorresponda con un error menor que el .5 %, con aquel encontrado por Planck en 1900,

obtenido tratando de ajustar curvas experimentales correspondientes a las curvasbtecemisi
cuerpos negros.

Note que cuando utilizamos la palathua, nos referimos a cualquier onda electronmétgra
como: ondas de radio, de T.V,, rayos X, rayofuz ultravioleta ...
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VIl.6. Efecto Compton

Compton en 1923 descubrgue un haz de rayesX de longitud de onda, al incidir sobre
un cristal se descomp@men haces de longitudes de ondg A\, con)\; > ), para todcéngulo
6 > 0.

Antes de proseguir con esta descripcconviene mencionar que los rayos fueron des-
cubiertos por Roentgen en 1895. En los fi0ssiguientes se demas{1906) que eran ondas
electromagéticas de alta en€ia

~Farcvaied fop -
ll.mu'n! "'-HN('
l:

De hecho en 1906 se demdstjue eran ondas Transversales. Su longitud de onda es del
orden del0—8cm ~ 1 A°.

En esta secbn lo nos referimos al faimeno en el cual un rayaX resulta desviado con
longitud de onda\;. El rayo— X que mantiene su longitud de onda incidentg) Sufre una
colision elstica con la red cristalina y por ahora no lo analizaremos.

Usaremos el postulado de Einstéin= h v y las ecuaciones de la relatividad especial.

Recordemos qug“p, = m?2c?, dondem, es la masa en reposo de la peuta. Este imero
es nulo en el caso de un &ot

E? _ E b
— — [P =0, {p“z(—,P>}, peroE:hy:>|ﬁ\:_V_
c c

Como un raye-X tiene una eneiig que ed0* veces la de un fén luminoso, el chocar con
une~ podemos considerar esitimo como en reposo. Podemos calcular la erzetg un rayo
rxdel, ~ 107 8cm.

he 6,6 x 10727
E = Tc - 71XT x 3% 10719 =2 x 10 %rgs = 2 x 10 %ergs

ComoleV = 1,6 x 107 joule = 1,6 x 10'2ergs, podemos estimar la enéagdel raye- X :

20 1078

=T X0 ™ 10*eV. Recuerde que la masa de unes:m, = ,5 x 10° eV.
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Enerda de ionizadn del Hidibgeno en su estado fundamental es 13.6 eV. Por esto, en el
choque de un rayd¢ con une~ delas capas ras externas de uatomose puede despreciar
la enerda cirgtica dele~ externo. Estos son las’s que intervienen en este caso. Loss
internos deéatomos grandes caofi >> 1 estn fuertemente ligados y producen otrosier@nos
no considerados agu

El diagrama de este choque es el siguiente

AN
— —
E’lﬂi}o lf}ﬂ P:____ 0

WWW—r @

i

Conserva@dn de la eneng:

MyC
hv, +myc® = hvy + ° -
\W_/ v
L=z
Pomtes — Pde}r}mes
(o] (o]
Conserva®n del momentum:
) hv hv My U COS
gjer: — = —Lcosd + _Movc0sp_
T NAETIr
) hv MU SEN
eey: 0 = “Lsend — 2 ¢
c 1 —v?/c?

De estas ecuaciones se puede despejar en las ecuaciares@bt

2h

m,C

h

mM,C

AL — X = sen?0/2 = ( > (1 — cosf)
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Esta ecuaéin reproduce los resultados obtenidos experimentalmente por Compton. Podemos
definir la constante que aparece al frente détenfila comdongitud de onda de Compton

h

Y
m,C

Ae =

a cada masa uno le asocia una longitud de onda usando las constantes univgrsales

6,62 x 1027

AC = 107273 x 1010

=22x 107 cm: )\ de Compton asociada a w .

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



34 Ne|80n ZamOI’aI’IO H . version de 17 de noviembre de 2008

VII.7. Cronograma de la mednica cuantica

1887 Hertz ndd que la incidencia de luz U-V hecque las chispas producidas por su tubo de
vado aumentaran levemente.

1911 C.T. R. Wilson, de origen baitico, invenb, despés de 12 &os de trabajo, laaimara de
niebla para la detea@n de paiiculas con carga.

1923 A. H. Compton realizun experimento fundamental qua®poda ser interpretado si se
consideraba a los fotones como pautas chocando con los electrones.

Afos nas tarde Compton pudo rastrear la trayectoria de lagcp&as en la amara de
niebla de C. T. R. Wilson. Ambos recibieron el premio Nobel en 1928 por este experi-
mento.

1895 W. K. Roentgen descubtios rayos X estudiando el paso de descargagmtas en gases.

El primer premio Nobel (1901) le fue otorgado a W. K. Roentgen. En 1912, se déragrstr
perimentalmente el cacter ondulatorio de los Rayos-X.

1896 M. A. Becquerel descubrgue el Uranio radiaba sin ser expuesto a la luz. Gelaetuda
si de esta forma se p@dgenerar enetg gratis. Posteriormente trabajon Madame Curie
y recibid el Premio Nobel (Becquerel y los Curie) en 1903 y los Curie en 1911.

Madame Curie desculdrien 1898 dos nuevos elementos Polonigayestedltimo el mas
poderoso (usado en las irradiaciones contraeter)

1908 E. Rutherford (Nueva Zelanda) y su colaborado@ia@l. Soddy ayudaron a entender el
significado de la radioactividad. En 1903 formularon unaiteabmica de la radioactivi-
dad, de la desintegrdmi y trasmutadn de losatomos. En 1908 recibiel Premio Nobel
de Qumica.

De acuerdo a Rutherford y Soddy existen 3 tipos de raygsy ~. Los rayosa eran
fragmentos de Radio quw eran Radio.

1906 Thomson desculbriel electdon y recibd el Premio Nobel en 1906. Su modelo é#b-
mo era el de una sarade carga positiva con los electrones, las semillas distribuidas
uniformemente egl.

En 1911, Rutherford inveatsu modelo dehitomo que explicaba la desvianide la car-

ga positiva est concentrada en el centro y tiene un tamaiminuto (0~'* cm). Los
electrones orbitan estéicleo (como en el sistema solar) a distancias enormes. Este mod-
elo explica las violentas colisiones que experimentaba unepkrty al chocar con su
nicleo.
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Aqui aparece una contradiéri con la tedia de Maxwell. Esté&tomo, de acuerdo a esta
teoia, delia brillar y desaparecer. El eleatr debela botar toda su endayen forma de
radiacbn electromagética.

Espectrocopistas, con su ritual de excitardtemos de, capturar su emién y hacerla
pasar a tra@s de un prisma, s&émn que brillaba pero su conjunto dedas de emién era
discreto, no un continud.

Johann Jakob Balmer, un profesor de escuela se engcaodilestos iameros y logd una
formula emjrica que explica alguno de estosmeros y los extend a casos (infrarrojo
y ultravioleta) que no conocian en ese tiempo. Todo comenzaba caimugra nagico:
3, 28787 x 10' Las frecuencias obtenidas pad obtenerse dividiendo estémero por
1,4,9---, esdecir pon?conn =1,2,3---

Los nimeros observados se olbi@wm de acuerdo a las diferencias entre los distintos
nimeros generados con

En 1908 W. Ritz demosirque este mismo principio basado en la numeifialsg cumph
para muchos otros casos que noihalsido observados al momento de enunciar ladeor

Balmer no recild ningin reconocimiento en vida.

Este hecho experimental tampoco puede ser explicado por el modelo de Rutherford.
1922 Bohr obtuvo el premio Nobel desica. Bohr propuso modificam ad-hoc al modelo de

Rutherford.

Laidea era aplicar la misma restrieniempleada en el oscilador asnico a su movimien-
to lineal al caso de un eleém dando vueltas a una circunferenciéldSciertasorbitas

son permitidas. El resto desaparece. Erdldstas permitidas no hay radiaci electro-

magretica.Se ignorauna de los resultados de las ecuaciones de Maxwell.

L =nh, L = momento angular

S6lo existe la posibilidad de saltar entre estos estados permitidos.

1Espectro= el conjunto caractéstico de Ineas brillantes que se observan al hacer pasar —éstide un
prisma—, la emigin proveniente de un tubo que contiene trazas de un gas, sometido a una diferencia de potencial
apreciable. El espectro de una serie de elementos apareceagirla pn el cdjulo de Lineas Espectrales en el
siguiente sitio: http://www.maloka.org/f2000/index.html
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Para conservar la enéag en cada salto se absorbe o emite udbrfofAparece adula
teofia de Einstein del prén. La teota de Bohr (1913) arroja losimeros obtenidos por
los espectroscopicos en forma con gran prénisTambén obtiene el amero nagico
3,28787 x 10 en funcbn de riimeros ya conocidose( m., h)

1925 J. Franck y G. Hertz mostraron que la escalera de Balmer, contenida emdaéBohr
teria existencia en la realidad. Recibieron el premio Nobel en 1925.

1913 H. G. J. Moseley, el as brillante de losisicos ingleses de lapoca fue muerto en la
primera guerra mundial en un ataque a los Dardanelas.

Moseley, experimentando con rayos-X demosiie las regularidades encontradas en sus
experimentos hacian plausible la idea quedtisnos aumentaban regularmente su carga
nuclear, @ndole as mas fuerza al modelo de Rutherford, y de paso al de Bohr.

1902 P. Zeemany H. A. Lorentz compartieron el premio Nobel. Zeeman e&daninz emi-
tida por losatomos despes de pasar por un poderosocaim Encontd que lasineas se
ensanchaban. & tarde con un equipo mejor compoadue se divith en grupos de 2, 3
0 mas.

El modelo de Bohr, tda lo un rimero cénticon, si aladimos otrof poda explicar
los resultados de Zeeman.

1919 J. Stark (premio Nobel 1919) redlizl mismo experimento que Zeeman pero con un
campo ekctrico obligado a sumar otraumero céantico a la teda de Bohr.

Este acuerdo entre téary experimento realizado por Schwarzchild y Epstein en 1916
—en forma independiente—, fue impresionante.

La espectroscdp se convirth en elarea nas pujante de lagica abmica.

Al mejorar los instrumentos se descubgue cadaihea del espectro estaba formado por
un subconjunto déneas. ¢ 8mo poda la teotra de Bohr explicar estos resultados?

En 1915 Sommerfeld encobtuna soludn al problema. La clave era la relatividad. La
masa del electm aumenta con la velocidad.

Usando relatividad en el modelobatico de Bohr pudo explicar todas estas observa-
ciones.

1925 G. Goudsmity G. E. Uhlenbeck sugirieron que los electroneélo@saban en torno al
nicleo sino tamldn, al igual que los planetagirabanen torno a s mismos. Con esta
correccon pudieron explicar la estructura hiperfina dedmo deH, sin recurrir a los
efectos relativistas.

Quedaba dda duda: ¢ Era la estructura fina una consecuencia del spin o de la relatividad?

El spin d@adib un cierto umero ciretico al electon. W. Pauli (Premio Nobel 1945) lo
necesitaba urgente.
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Su principio denominado dexclusbn no poda ser introducido en la telarde Bohr mas
gue como una nueva regla especial. Con el cuartoaro cirético y el principio de ex-
clusion llevd a evitar la sobrepoblam de electrones en cada nivel.

Con este argumento apareaina explicadn coherente de la tabla pedica inventada
por Mendelev y refinada por Moseley.

El principio de exclugin no incluye fuerzas. Existen influencias de un nuevo tipo.

El principio de exclu$in se aplica a toda una familia de pantas elementales denomi-
nadagermiones

VII.8. EIl atomo de Bohr

VII.8.1. Breve resdia de la historia del niicleo atbmico

A principio de siglo se conda elatomo y la existencia de pa&tilas cargadas como el elec-
tron. Sin embargo la organizaéci de los electrones y el resto de las componentegtdeio era
desconocida. A continuam se hace una re$@ de como se establéal modelo amico.

El modelo de J. J. Thomson congistén una esfera de un radio aproximadamenté)dé:m
en la cual se hallaban los electrones uniformemente digiiobu El resto de la esfera estaba
compuesto de materia con carga positiva.

La evidencia que condujo a este modelo era la siguiente:
- el catodo emite electrones,
- el atomo es neutro,

El modelo actual dehtomo fue introducido por Rutherford, como conatusde sus experi-
mentos realizados con patilasa.

Entre 1896 - 1898 Becquerel y Mme. Curie descubrieron 3 tipos de radianila materia,
gue fue denominada Rayasg y ~. Esta radia@n era producida espd@reamente en elemen-
tos comaU y Ra.

Rayosa = nucleos doblemente ionizados He, emitidos con gran velocidad pero detenidos
facilmente.

Los rayoss: son electrones muy enéicos.

Rayosy: ondas electromagticas de gran enédiay

El modelo de Thomson arrastraba la prediodjue casi no haan partculasa dispersadas en
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angulos mayores que 9&in embargo el experimento de Rutherford —que cdasest bombear
un atomo con partulasa—, comprold que dichas paitulas eran dispersadas con una proba-
bilidad distinta de cero eangulos mayores que 20

. . F’M‘i
PIVAT. (14& PepLrsian o
L sl _
\\ ":__ E;E\

MOIDELE DE THOMS Mt _ -
' “ MIPEL® DE RUTHERT oD

Con su modelo, Rutherford pudo incluso estimar el f@andel rucleo. Este resudt ser~
10~ cm= 1 Fermi.

El modelo de Rutherford consiaten un carozo donde se concentraba la carga positiva (el
nicleo abmico y los electrones que se distribuian en capas a su alrededorl()—® cm).

Lo interesante es que loélculos fueron hechos usando raeica chsica y como sabemos
estoesun problema cantico (dada la energ de las partulas). Sin embargo el factdr se
cancela naturalmente cuando uno hacea&two cuantico, de forma que el resultadasico
(que ignora el iameroh) es correcto.

El resultado obtenido es:

2

T 27 é? seng do
N(9)dg = No g ot Lo | sent(e/2)
2

N(¢) d¢ = numero de paftulas dispersadas entreéggulog y (¢ + do)
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t = grosor del blanco

p = densidad del blanco
ze = carga de la paitulac
M = masa de la pardulac.

Ze = carga del acleo.

VII.8.2. Modelo atbmico de Bohr

El modelo de Rutherford explicaba correctamente la dispeid paficulasa bombardean-
do un nicleo abmico. Sin embargo ha mucho nas informaaddn disponible que requieruna
explicacbn. Estas eran lagneas espectrales. Al introducir un gas en un tubo, donde $a env
una chispa entre los electrodos esta luz lleva las huellas digitales del gas.

_ Dark spectral nes

Beight speciral lines

/ l ” Contimuous spectriim / i

f\( Prism [ Prosin

-
zx/ﬁasnljf.mmmu cell
-~
( Slit g
N i | l ) 5t
4 Gas dischaege tube
Incandeseem source af white lighit

Figura VII1.8: La emisbn de un tubo que contiene gas posee longitudes de onda que lo caracter-
izan. El Hg emite desde el verde al azul llegando al ultravioletalVElemite principalmente
en el rojo. EINa se caracteriza por la emisi intensa en la vecindad del amarillo.

La espectroscdp de los componentes de un meteorito dendagtie los materiales
gue lo compotran eran icenticas a los elementos que se encuentraban en nuestro
planeta. Lasiheas observadas se gad asociar con elementos conocidos. En al-
gunos casos, como éle, se descubd primero en el espectro de endisidel Sol.
Finalmente hace, 30f@s ocurrd un hecho sorprendente protagonizado por los
astronomos. Una serie de puntos que ap@@cen una placa fotogfica y que
paredan estrellas lejanas po&mn un espectro que no calzaba con nada conocido
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sobre la tierra. El enigma lo resol@iMarteen Schmidt en 1963 al comprobar que
el espectro correspofid a la linea de emigin del 4 (la serie Balmer). Schmidt
se db cuenta que si multiplicaba cada una de laselas de emién por un fac-
tor 1,158 obtera exactamente la serie Bamer. Los astomos hatan observado
fenbmenos similares (pero en los que el factor de corrimiento era muy fiejjue
Se conclug que corresporidn a un objeto que se alejabapidamente de nuestra
galaxia, algo as como un 15% de la velocidad de la luz. Si era un objeto extra-
galactico delta emitir una cantidad asombrosa de eni@rgesde su superficie.

Su distancia estimada era dex 10° aflos-luz y la eneng emitida en su superficie
2 x 10% ergs/s. Este fue el nacimiento de los cuasares y tamldi fecha clave en
gue la Relatividad General comienza a intervenir directamente en l@srfenos
astrorbomicos y a recobrar un lugar —que hi@perdido entre 1930 y 1965—, entre
las distintas ramas de ladica.

Con el tiempo la cantidad de espectros de distintos elementos auneablemente junto
con la exactitud de las mediciones. Franhoufei@dlagleterminar hasta 70éas en el espectro
de la luz solar (hoy se conoceramde 15.000!).

La empresa de explicar esta multitud de datos parneca tarea formidable. Hetm hechos
que la complicaban aunas. La emisin de un gas a alta prési no presentaba un espectro
discreto sino ras bien un@ontinua

La primera pista provino de un profesor secundario que en 1885 pubiitrabajoAcerca
de las Ineas espectrales del Hidlgeno En este trabajo aparécuna expresin simple para la
existencia de un grupo dimkas, lasiheas Balmer que estaban caracterizadas por

1 1 1
—=R|=—-—=], R=constante de Rydberg 1,09678 x 10" m~*.
A 22 n?

Mas tarde se encontraron otras familiasideds de emién.

En 1924 aparecieron lamkas de Pfund. La exprési general de todas ellas es

1 1 1

=R —

v {(n’)2 (n”)Q] ’
n’ = 1 , seriedelLyman
n’ = 2 , serie de Balmer

n’ = 5 , serie de Pfund

Esta descripéin 9lo sirvid para acomodar @omo de Hidbgeno y algunas regiones a@®mos
mas complicados. La constante de Rydberg se badizeste modo en honor de un especto-
scopista sueco. Con esta expoesencontrada por Balmaio se enconfy el nuevo camino de
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solucbn para los problemas existentes, pdrgsed de manifiesto que a pesar de la variedad
de ferbomenos observados, exsstuna organizadn, un plan, defrs de algunos de los datos

conocidos.

Atomo de Bohr

En 1913 Bohr propuso un modelo dgbmo que permia reproducir el espectro observado
del H y del He' (Helio ionizado). El modelo se basa en unos principios ad-hoc que toman
elementos de ménica chsica y deikica ciantica.

Los postulados propuestos por Bohr son los siguientes:

1. Existe una atracon Coulombiana entre los electrones y etieo delatomo. El electin
se mueve en undrbita circular y obedece las leyes de Meica Casica.

2. SOlo aquellarbitas cuyo momento angularsea un nltiplo de la constante de Planck
son permitidas.

3. Los electrones que se mueven en eStagasno radan ondas electromagticas, con-
trariamente a la prediamn de las ecuaciones de Maxwell.

4. Slo se emite radiabn electromagetica cuando un eleén cambia dérbita. La ener
emitida tiene una frecuencia

E; : es la enerm de laorbita de donde sdliel electdn E;: la enerda de laorbita a la cual
llego.

El mecanismo de como se efe@atesta emidin no se especifica. El diagrama que la representa
es:
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Resolvamos entoncesaiomo de Bohr
usando las leyes de Newton.

El momento angular es
h —27
(2)L=muvr =nh (h= o ™ 107="erg-s)
m

Nota:m = masa del electron @ x 10727 gr

Recordar que en el sistema MKS:

1 Ze2  mo?

dme, T T

e = carga del elecém =1,6 x 107! Coulomb,Z = nimero de protones delinleo ¢, =
8,86 x 1078 (MKS).

De estas ecuaciones debemos despsjarque son las inagnitas. De (1), tenemos 7 ¢? =

1
mvir=(mor)? x —

mr
h2h2 n2 2
Ze? = = =1,2,3
‘ mr "Tmze T 0
nh nh Ze? 7 2
Lavelocidad esv = — = = =— n=1223...
- n2h? Y Y A T
m—
mZe?
. e? (1,6)2 x 1073 2,6 x 10—4 [m
S| Z — ]_ — ]_’ — — ’ — ’ |:—i|
yn ! Adre, b 4me, (10734) 41e, s

2.6 x 10~* 2.6 m cm
= ’ =2 103 ~ 25 x 10— ~ 2 x 108—
VT I x 886 x 10-2 106 X vEE s

La enerd@a en el movimiento circular es

1 Z e
E=T+V=-m?-2%
2 r

El potencial utilizado es el potencial electi@sto de las ecuaciones de Maxwell.

Una forma de ver estos efectos es considerar que el@hezsh en reposo y ellrcleo gira con
una velocidad instaAhea igual a. Ya sabemos —por simples referencias cualitativas hechas en
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clase—, que en ese caso aparecen campos de ibduneigietica y que incluye el vector de
Poynting:§ = 4£E AH, gue es distinto de cero.
™
Tampoco se incluyen aglas consecuencias de Relatividad Especial. Una buena jusfificaci

para esta aproximamm es notar que en el cas@amextremor = 1) la velocidad orbital del
electibn es una fracéin de la velocidad de la luz (1 %).

De esta forma la corredmn relativista existe pero es muy pefgae
Volviendo al @lculo de la enefig, tenemos:
1, Zet 1 , mrv?

E = = I—— _
va T 2mv r

mZ?et 1
E:_Q—iﬂxﬁ n=1,23--

Podemos calcular el valor de la erierde ligabn del electon en ladrbita nas interna (per-
mitida) delatomo de Hidbgeno.

Esta es l&nerda de ionizaddn, la necesaria para ionizar @aomo.

me? N 10727 x (4,8)4 x 1040

—13
Eionizacbn H = on 2% (10 7772 = 225 x 10" ergs

1 Coulomb= 3 x 10° stat Coulomtﬁ

lev=1,6x 10" Coulombx 1volt = 1,6 x 10~ **Joule

=1,6 x 10~ ergs

lewv
S —12 _
FEioniza= 22,5 x 10~ “ergsx 1.6 x 10-%ergs 13,6 ewv

De acuerdo a este modelo @bmo una transion entre dos estados se puede escribir como

Ei—E; m 7% et 1 1
UV = = _
27h dn k3 \nj  n?
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Si evaluamos

m et 1 me*

ATk 2mh % 2wh

2,25 107 2,25

oh * T h 628

Podemos relacionar esta cantidad con la constante de Rydberg

x 2,25 x 10!

x 10716 ~ 3 x 1010 57!

3 x 1016 571
R = Wi—m:,fﬁxlmwl()scm*l

871
R ~ 10"m™! (Esta dentro del orden de magnityd

Como la series de Balmer y las otras dedaribun fetomeno fsico observable, uno puede en-
tender eEexito del modelo de Bohr. La ecuaci obtenida por medio de un ajuste se obtuvd aqu
mediante unos postulados identificando incluso una constante (Rydberg) como unaexpresi
algebraica de constantdsitas conocidas.

El atomo de Hidbgeno, en este sentido limitado, estaba explicado. El resto de los espectros
correspondientes a otros materiales quedaba en suspenso en cuanto a sargexuccuando
ya practicamente se salbcomo atacar el problema. El experimento de Frank-Hertz (1914) vino
a convencer al resto de la gente que todosittomos tefan niveles de energ discretos y que
no absoran o emitan energa mas que en forma discreta.

Ejemplo

En elatomo de Hidbgeno de Bohr, encuentre dlmero deatomos que tienen un elegtren
el niveln = 2, con respecto alirmero deatomos que eah en el estado fundamental usando la
estadistica de Boltzmann:

P(E) = E/¥T (estadstica de Boltzmah

Apligue este resultado al caso de una estrella cuya superfiéia esta temperatura dé°K.
Cual es la radn entre ambas poblacionesaemos?

3

nimero de electrones en nivigj e~ F2/kT 1 E1/kT
= (&

_ E1—FE2)/kT _
nimero de electrones en nivig] e Ev/kT

1
E, = ZEl’ pero

- ~11
Ey, = —22x10""ergs B, 1.6 x 10°

— = ~—11x%x10°°K
KT 14 1> 10

k= 14x10 %ergs/°K
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Esta expregin nos indica que en condiciones normales infgna cantidad dé&atomos se
ubicai@ en el nivel de energn = 2 a temperaturas normales. Pero que ambas poblaciones se
igualaian, en caso que existauilibrio termicg a una temperatura del orden de 10$° K.

Con este ratodo se puede inferir la temperatura de la superficie de las estrellas mediante una
comparadn de las intensidades relativas de aminaesas de absor@n. [

VII.8.3. Experimento de Frank Hertz
Entre las placad y P existe un potencial retardatori9. En el étodo se producen electrones

gue son acelerados haciaaglodo y algunos cruzan a tés/de los orificios del hasta llegar a
P si tienen suficiente endigcirgtica.

v LET a3

F(@“L ,
_J jr#

__‘”iF
1
| el

El experimento consiste en aumentaion ello los electrones ganan mayor emngeyincluso
pueden alcanzar hastay uno lo sabe porque la corriente medida en el amperimetro aumenta.
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En cierto punto, para un determinado valor«de= 4,9 Volts la intensidad de la corriente
abruptamente disminuye. Al aumentar el voltaje aumenta lentamente la corriente hasta llegar a
6.7 volts y as sucesivamente.

La interpretaddn de este febmeno es la siguiente. Al alcanzar la enarde 4.9 eV, los elec-
trones son capaces de chocar con los electroneé/ del ponerlos en el siguiente nivle de
enerda, perdiendo dscasi toda su energy de esta forma son incapaces de vencer el potencial
v,. Analogamente sucede para 6.7 volts. La conolusis que el postulado de Planck es cor-
recto,atomos de todo tipo poseeals ciertos niveles de endray Frank y Hertz descubrieron
como medirlos.

Vol

VII.8.4. Critica al metodo de Bohr

— SOlo indica como tratar lo&tomos 0 mejor sistemas con movimiento péico.

— Es una mezcla deisica Chsica y Cantica. Arbitrariamente elimina consecuencias de las
ecuaciones de Maxwell (por ejemplo la rad@vi

— Funciona paratomos con un@o electon. Falla para eHe, por ejemplo, que tiene 2
electrones.

Estas inconsistencias de la teose’nalan en forma inegeoca la necesidad de mejorar la
teofia.

VII.9. De Broglie: una onda asociada a cada paitula

Los siguientes pasos para para construir laan@a c@antica que conocemos hoy fueron da-
dos por un grupo dddicos pvenes, algunos de ellos fueron: De Broglie, Schrodinger, Heisen-
berg, Born...
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A continuacbn obtendremos la ecuaci de Schrodinger. Como verem@stano se puede
deducir de los que hemos visto anteriormenteaSer conjunto de nuevas reglas con gran
coherencia interna, a partir de las cuales se pueden obta@n@ros que coinciden con los
datos experimentales. Por supuesto tiene limitacione®s la teor final —en realidad, no
existe ninguna que satisfaga esta coritidiasta el momento—, pero da unaMisimas cercana
del funcionamiento de la naturaleza.

Estas nuevas reglas no contradicenisich conocida y, como toda buena fepipresenta
numerosas predicciones. Es qaszl mayor logro de la humanidad en este siglo.

De Brogliepostub que la longitud de onday la frecuenciar de una onda se pueden asociar
al momentunp y enerdga E de una paricula material como un eledn, probn..., mediante las
siguientes relaciones:

A=—, v=—

P h

Este postulado asocia un paquete de ondas con cualquisupmrEsta afirmadn fue hecha

en 1924. En aquellépoca no exi$h ninguna evidencia experimental que, por ejemplo, los
electrones o cualquier otra piadla, con excepon del fobn, tuviera un comportamiento on-
dulatorio.

VII.9.1. Paquetes de ondas

A cada paiicula se le puede asociar un paquete de ondas. Para concretar esta idea, pensemos
en una dimenséin espacial, un paquete de ondas es una superosieiondas planas, cada una
de ellas con una longitud de onday una amplitud asociada(k), conk = 27”:

Y(x,t) = / A(k) et ke=wt g

esta funabn representa una onda propagose en la direazn positiva del eje—x. Podemos in-
cluir (sumar) otra onda despkazdose en el sentido negativo del eje—x, pero no lo haremos para
economizar expresiones mataticas. Todo lo que se diga con respecto a la fumgidicada es
valido para su similar. viajando en sentido opuesto.

Los valores dé o \ para los cualesl (k) es distinto de cero, corresponden al ancho de banda
del paquete de onda.

Velocidad de fases la velocidad con que se mueve cada una de las ondas que componen el
paquete de ondas**~«% por lo tanto es:

velocidad de fase= V = A\v = ;‘—w = w/k,
™
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Sin embargo la velocidad que representa la velocidad de apares la denominadeelocidad
de grupo

dw ¢ i
= 7+ Puestoques = w(k).
Esta dependencia dela impone la ecuabn de onda. Para que una onda plana sea $wluci
de la ecuadin de onda debe cumplirse que= w(k). Esta ecuaéin se denominaelacion
de dispersin y esta dependencia es la que origina el desarme de un paquete de onda. 'Este,
al desplazarse comienza a desmembrarse debido a que cada una de las ondas planas tiene una
velocidad diferente debido a que la refatide dispergin no es independiente de la longitud
de onda, por lo tanto a lo largo de la trayectoria se van separando eatdispersandoUn
analogo de este comportamiento ocurre en una carrera de largo aliento como lo es éamarat
alli, todos los participantes forman en la largada, un grupo compacto, sin embargo en la meta
llegan muy distanciados el uno del otro, debido a las ditintas velocidades que individualmente
son capaces de mantener a lo largo de la carrera.

Vo

Siw = k, no existe disperén, la velocidad de fase es la misma que la velocidad de grupo.
Pero si, por ejemplay o k2, entonces ambas velocidades son diferentes.

A Aex)
m _

Kll-‘lli‘:t Kma x

Ejemplo

Analicemos el caso de un tren de ondas con un espectro de handel cual tondmos una
foto ent = 0 para facilitar el é@lculo.

Yt =0,1) = /+OO A(k)et* dk,

e}

el espectro de frecuencia correspondientées Si la velocidad de fase esv = ¢, entonces
. 1 Ak
la relacbn conA k est dada por\ v = v AN = pyet
™
Supongamos que el rango de valores entre los cuales l@fuA¢k) es diferente de cero es
Emin Y ¥max En este caso la funwn de onda)(t = 0, z), adquiere la siguiente exprési
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A kmaz d ) A ) kmam
t=0 — o Il lkmdk — o ikx
W ) ix )y, . dk © iz .
A, |
w(t — 07 I.) — (elkmamz _ 6'Lkminfﬂ)

1T

AO ei {kmam+kmin} $/2 X [ei {kmaa:_kmin} $/2 — e_i {kma:c_kmin} 3}/2]

X

2A0 (kmam - kmzn) i {kmax+Ekmin} /2 kmam - kmm
X (kmaac - kmzn) ‘ sen 2 ‘

- 1 Emaz — Emi
— Y Ak = maz — Fmin
k 9 (kmax + kmln)a k )
B B e (SN Ak
Y(t=0,2)=2A,Ake <—Akx )

Porque es fundamental en su apliéaca la meanica céntica, nos interesa?|:

seffAkx
o4 AN T
"LN o (Ak’ ZE)Q
Comoe** oscila nmais Apidamente qusen A k . Podemos con&derar@seZTx) como la
T

envolventale dicha fundn.

El maximo de esta amplitud decae comr con la distancia y toma el val@e A,Ak) en
r =0.

El primer maximo ocurre en: = 0. Los siguientes @ximos de la amplitud ocurren para:

B T _(@2n—Dr
Akxf(Zn—1)2 = T=
La amplitud all es 44,
(2n — 1)m

La amplitud al cuadrado disminuye conign?. El maximo que la onda estconcentrado
entre:
Aka=m, alli curre que se cumplesk Az = 27, (con Az = 2a).

-4 (2) ()
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Ap=hAk, hAEAx= ApAx=h

Este es un resultado de validez general y aun cuando lo hemos encontrado a partir de un paquete
de onda, corresponde a un principio deiaca microsoépica, elPrincipio de Incertidumbrale
Heisenberg.

Cuando lo aplicamos a un paquete de onda que no corresponde a un caso tan particular
como el planteado en este ejemplo, la ectiasie transforma en una desigualdad. La expresi
general del principio de incertidumbre es:

Ax Ap, > h.

Analogamente ocurre en las otras dimensiones:
Ay Ap, > h, Az Ap, > h.

Si hacemos un aisis similar de la ecuagn (z, t), pero en lugar de tomar una foto de la onda
ent = 0, nos ubicamos en punto fijo, digames= 0, y analizamos g& sucede con la onda,
obtendremos una relaxi similar a la anterior, pero ahora entre la eieeygel tiempo:

AEAt>h.

Heisenberg postalque estos resultados no eran una simple coincidencia ni tampoco danstitu
una debilidad &cnica al medir febmenos microsmpicos, sino que&onstitdan un principio
inherente a la naturaleza

En otras palabras, se afirma que no es posible determinar lagogiel momentum de una
parfcula en forma simuétnea con una prec@@i menor que eliinite se’nalado por gdrincipio
de incertidumbreTambgén se’nala que es posilie respetar el principio de conservagide la
energa pero slo en un periodo de tiempo tal, que se respete la desigualdacdh £ > h.

Ejemplo

El caso de una una pa&tila en una caja de potencial con paredes impenetrables &s quiz
uno de los ras ilustrativos. Sin conocetia la ecua@n de Schrodinger podemos —mediante el
uso del principio de incertidumbreestimar un valor aproximadpara la enenfg nminima, que
resulta ser distinta de cero. No debemos de olvidar que eslmdas representad® 6rdenes
de magnitud.

Tomando el valor imimo para la incertidumbre, tenemos:
2a - Ap, ~ h.

De acuerdo a la definioh deA z, tenemos:

VIL9. DE BROGLIE: UNA ONDA ASOCIADA A CADA PARTICULA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 51

Apx:\/<p925>_<pa:>2

Como< p, >= 0, de acuerdo a la simédrdel problema
en el nivel nas bajo de enetg, tenemos:

Ap, ~ /< p2 >~ p,

dondep representa uninmero asociado al valor del momentum de laipaté en el interior del
potencial. Reemplazando en la ecé@acanterior tenemos:

9 2 2 2
D h < p; > h

= = Eminy = Emzn ~
2 (2a)? - 2m’ 2m

8Sma?’
La respuesta correcta obtenida resolviendo la ebnate Schrodinger es

h? 5

E,=( )-n°, conn=1,2...

8ma?

Ejemplo

Tambén podemos obtener una estintacde la eneng del electbn de Bohr en sorbita mas
cercana al icleo abmico, utilizando el mismo gtodo de estimaciones realizado en el ejercicio
anterior.

Escribamos el Principio de Incertidumbre en la siguiente forma:

rp~h,
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escrita de esta forma, obtendremos el mismo valor que caractei@anad de Bohr. Reem-
plazando esta exprési en la ecuadin de la eneng, obtenemos:

7P ep

2m h

Como existen muchos estados posibles, suponemos que ebelsetubicax en el de menor
enerda, como es lo habitual en la naturaleza. Encontremos daienm

oF Do €

— =0==—-—= =

dp m h
me? h?

Po =

no T mer
Reemplazando estos valores en la ecuacie
la energa:

2 2 4
_ P EP_ €M _
=5 p 572 R, Constante de Rydbefg.

Lo que sucede en estos dokimos casos de acuerdo al Principio de Incertidumbre, es lo
siguiente: al tratar de confinar el elgmir(o la partcula en el caso anterior@ste reacciona
adquiriendo ras momentum: si r disminuye, entonces p aumentaatwose ras dificil recluir

el electbn en un volumen peqie. El equilibrio ocurre, en estdtimo caso para el valor del
radio de Bohr para = 1.

A continuacdn veremos que losimeros que debemos usar son muy péqsey por tanto
no tienen la menor posibilidad de ser observados en un objeto maproscomo el que se
describe a continuatn.

Ejemplo

En los ejemplos anteriores, donde €inimo de ener@a de la paitula no ocurre para el
reposo nos hace preguntarnos que sucede con un aro en reposo en un alambre sin roce rodeado
de dos murallas.

ﬁ:@:rf
éﬁ—”‘fﬂ mﬂ?‘
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Si los @lculos realizados anteriormente son correctos, el aro no puede permanecer en reposo
y debe tener la eneigminima asociada con elimero encontrado para una peuria confinada
en un pozo de potencial infinito.

Estimemos canto se demora la pactila en chocar contra la muralla:

h2m? 1,05 x 10~3*Joule?
= Sma " s 2 :10—3 x5 O (x/04) = 6,8 x 10~ Joule
ma

£,

La velocidad de la partula obtenida a partir de estariula es:

2E1 1/2 13 x 10_66 1 S .
V=— ~ ()2 = (272 x 1072 ~ 1 10732
(m) (5><10*3) (272 x 107°%) 6 x 107°*m/s,

el tiempo que demora en alcanzar uno de los extremos es:

2a 0,4
T —_— ;
V1,6 x 10-3
Por otra parte sV = 2m/s = n ~ 103!, donden es el nivel de enefg asociado al pozo
infinito que estamos examinando. A estos niveles de enéagmeénica cantica ofrece los

mismos resultados que la nd&tca casicall

=0,25 x 103t s.

A continuacdn veremos que unatculo estimativo utilizando el principio de incertidumbre
permite recuperar —en orden de magnitud— la densidad de un objeto de la vida diaria, un pedazo
de tiza por ejemplo.

El equilibrio que se propone a continuaeies entre estos dos actores: la atéat€oulom-
biana que tiende a concentrar los electrones en un cristal, en la vecindaddeywh Principio
de Incertidumbre que tiende a impedir que el @ece concentre en un punto en la vecindad
del ibn. En esta estimamn propondremos que la densidad de ere@pulombiana sea igual a
la presdn que ejercen los electrones sobre una pared imaginaria al rebotar con mayor velocidad
a mediada que se minimiza el espacio accesible.

Ejemplo

Supongamos que un pedazo de tizaé esinstituido por una cadena de iones que se asocian
—cada uno— a un eleéin. Demuestre que el punto de equilibrio entre los espacios relativos en
esta red corresponde a una densidad del orden de los gramos faretentibico.

El equilibrio ocurre cuando ebn trata de fijar la posion del electbn lo mas pbximo posible
y el electbn responde aumentando su momentum —de acuerdo al Principio de Incertidumbre—, a
medida que se restringe su libertad de movimiento. Podemos estimar un orden de magnitud para
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la distancia a la cual se mantiene el ion y el efattigualando ambas densidades de daerg
(Coulombianay Cigatica). Con esteimero podemos —a su vez—, estimar la densidad promedio
de los cuerpos que se mantienen en equilibrio mediante un mecanismo similar al presentado.

Nos concentraremos en el caso no relativista< m ¢, definiendo la densidad de parilas

_ _# defermiones
COMOn = {inidad de volumen

Los fermiones son pdadulas que obedecen Brincipio de Ex-
clusion de Pauli Este principio indica que dos fermiones, con los
Mismos rimeros canticosno pueden ocupar la misma posiol

Ejemplos de partulas elementales que siguen este comportamiento son los electrones, los
protones, neutrones, neutrinos... entre las gonocidas.

Como el @lculo que sigue es primordialmente cualitativo, es decir, nos interesarderses
de magnitud de las cantidades involucrad&s mue su valor exacto, supondremos por el mo-
mento, que un eledn tiende a rechazar a otro elértrgue intenta ubicarse en su vecindad. En
rigor, como los electrone tienen spinl/2, es posible acomodar dos electrones erolmsstio.
Lo que haremos es duplicar dimero de electrones al final dellculo.

. i L , 1
Volviendo al @lculo inicial, supondremos que cada eléntocupa un vqumer(—) cm?.
n

. 3parfculas
Por ejemplo:p—3
m

Supongamos que la partila esh confinada a un cubo, es decir esta rebotando en las paredes
de esta celda imaginaria, entonces:p >=0y

= cada paiitula ocupa un volumen dil)?cm?’.

1 1/3
Ap=l<(p—<p>)P>]"P=yV<pP>=p, Ax::iN(ﬁ> .

Dondez es una distanciasociadaa la amplitud de movimiento de la petla. Aralogamente

p representa un momentum asociado al movimiento de dicheplartAplicando el Principio
de Incertidumbre, tenemos:

1\1/3 ) Bnl/3
D - (—) ~ h, deaquuv, ~ n ,
n

m

ahora estamos en condiciones de evaluar la@megile ejerce el eleé@n sobre las paredes de
su celda:

A A-At Az
DondeN es el umero de partulas. El momentum es:

F 2Pz N Ax

VIL9. DE BROGLIE: UNA ONDA ASOCIADA A CADA PARTICULA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 55

N i hinl/3
~ px(A : Ax) vy ~ vy, lapresones= hn'?. v, = hn'/?. —
h2n5/3
presbn =
me

Los electrones confinados en su celda reaccionan ejerciendo dichanmelie estas paredes
imaginarias. La fuerza de atradoique se contrapone a esta pbagiroviene de los iones de la
red que procuran mantener confinados en su territorio a los electrones. La densidadide energ

electrosatica es: )

U x 6—, (Energa electrositica)
a

Por ejemplo, la enefg electrositica de un cristal de NaCl €s747 ¢? /a . Ver Feynman Lec-
tures on Physics, Vol I, sedm 8-3.

De aqu podemos obtener un orden de magnitud para la fuerza y lapresi

e F e? 1 5 4
~ — _- —~N — . — v /3
F a2 A" s e

El balance de estas dos presiones nos da la siguiente @cuaci

hn®/3 2 me -
ents = M s C e qagpejando n:
Me h?
eSm? # de pariculas
n = . .
h6 unidad de volume

La densidad se obtiene multiplicando esteneron por la masa de los protones que son las
parfculas con mayor masa:

6,,3
€ Mmeg My

p: h6 )

evaluando esta cantidad se obtiene ~ 19—”;.

cm
Podemos suponer con cierta base entonces, que los objetos que nos rodean y que tienen una
densidad dentro de este orden de magnitud, han alcanzado esta densidad debido al equilibrio

gue hemos s&lado.

Nota: los @lculos fueron realizados en el sistema CGS de unidades. En el sistema MKS,
debemos utilizae?/[4 7 ¢,]. O

Finalmente estudiaremos el experimento de la doble rendija. Para analizar este experimento
debemos repasar lo que sucede con una onda al atravesar una —o varias— rendijasefiden
que aparece se denomina difr&etd interferencia.
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VI1.9.2. Difracci bn de una Ranura

Modelamos la ranura comd¥ fuentes puntuales con una sepabaci entre ellas. Para sim-
ular la ranura, tomamos éhtite

N — o0, a—0, talque:
lim N-a=0,
N—oo, a—0

dondeb es el ancho de la ranura.

Esto corresponde al caso en que el ancho de la rendij@esintho que la longitud de onda
gue lo atraviesa. Una rendija fabricada con una hoja de afeitar es muah@amoha que la
longitud de onda de la luz visiblé: ~ 10? — 10* A° 0 en naBmetros\ ~ 102 — 10® nm.

Calculemos la superposini de ondas en la pantalla de acuerdo a lo que se ilustra en la
Figura.

Supongamos quéF es la intensidad del campaeetrico considerado como una flecha per-
pendicular al plano del papel.s indica la zona de donde proviene dicho campo. El valor de la
intensidad del campo&ttrico es:

—ik(r+ssen @) —ikr +5 )
dE = A“————ds, E@)=A" / © erikssend
r r _

Y

INIE]

—ikr
e " 2sen[(k bsend)/2]

1
sif=-kbsend
r iksend ’ b 2 ’
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entonces (/) = # e kT (%) :

La intensidad/(¢) de la onda en la pantalla, se define como éduoio al cuadrado de la

amplitud de la onda:
I, [senB)? A
1(6) = = ( 3 ) , con 3<<1'

Interferencia debida a dos ranuras

La interferencia producida por dos rendijas anchasrastuladapor la interferencia gener-
ada por una rendija.

Jk'd
i o
i
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/ez’ky SeMig, — [P ciky SeMgy o [ iky SENlg,

_ 'kslene [eikb SeNd _ | | ik(htb) SENG _ ikh Sene]
i
1 ; ;
~ iksend (e PSEN7 — 1) (14 &1 SENY)

et (B+7)

[yettvsntdy =20 sen 3 cos 7y

Lo que se hizo en estélculo fue sumar las contribuciones de las ondas de carmdptrieb
mientras mantenemos congelada su evolucsuponemos que los campos son perpendiculares
al plano del papel.

Todas las ondas tienen la misma polaridacilebido a que la onda incidente es una onda
coherente total: toda la onda incidente tiene la misma fase y la misma longitud de onda.

Lo que en realidad importa es la intensidad de la onéaayes la funéin que graficamos a
continuacon.

1 b
Q:Ekbsene zﬂxﬁ

1 h
7:§khsen92ﬂxé’

Si §<<1, senf ~ 0
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h
COS’)/::i:12>7TX0:N7T

Ll a2
" kR KR R
bo T A A 3A 5
—1 2 omenZ —me L. A2 2A
senfi=1 = mo=0@mtl)g, sifA0 =0=0Cmthor . 5% 25

h b P
Comosecumpla <b < h = X > X = cos 7y oscila mas @pido que sep (5 # 0).

sen? )
de modo queﬁ—2 forma la envolvente decos® .
¢, Qe sucede con el principio de incertidumbre en esta configamadRecordemos que en el
caso minimalAy Ap, ~ h.

Vv Apy 2 1 2 zp?’y
thanAH (Apy)” = NZ(pi‘y_<pi>‘y) - TN

7

h

VI~ A0p, = A0S

Reemplazando estas cantidades en el
principio de incertitudumbre, tenemos

Ay-Apy:d-Aﬁgzh

A
Ag =2
= d

Este resultado coincide con el encontrado arriba mediante el ugatida geordtrica.
Si cubrimos una de las rendijas entona@e permanece la difraaen correspondiente a una
rendija con su pametro tpico: 7 Lo mismo sucede cuando cerramos (1) y abrimos la rendija

(2).

Al abrir ambas rendijas, el resultado es la suma de ambas. Este comportamiento resul-
ta extrdio si pensamos en los fotones como jgaitts o en los electrones mismos. Se puede
explicar si asociamos un comportamiento oscilatorio a ambagplag o si las suponemos
parfculas pero, de acuerdo al principio de incertidumbre, no las podemos localizar con una

precisbn mayor que la distancia entre las rendijas. Ademie esta caracistica debe suponer
gue cada uno de los caminos posibles adoptados por layarinterfiere con el resto. De esta
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forma adoptando el punto de vista de paras se puede explicar la interferencia observada al
pasar por las rendijas.

Si definimos una probabilidad asociada a la intensidad de la onda:

P1E\¢1’27 P2:’¢2|2, P12:’¢1+¢2’2,

P; = intensidad de la onda que proviene de la rendgaima.

El resultado de este experimento indica que al detectar lecplatesta se comporta como
tal, pero la probabilidad de medir la parila se comporta como una onda.

Si observamos los electrones (u otra fata:foon,... ) mediante cualquier medio que per-
mita decidir por cal rendija crup, esta medidn destruye la interferencigEn esta caso la
probabilidad de detectar la pentla se transforma en la suma de las probabilidades:

pia =p1 +p2 = o012 + 62>,  No hay interferencia

A continuacon volvemos sobre este experimento casrdetalle. (Ver Feyman, Vol I, cap 1).

VII.9.3. El experimento de la doble rendija

Asociando una paitula con un paquete de ondas, audticamente se pierde informaai
acerca de la posioh exacta de la padula y de su momentum. Todo esto en conformidad con
el principio de incertidumbreDe hecho, este principio fue motivado a partir dedlasis de un
paquete de ondas.

Mediante el empleo de un par de ejemplos, pudimos apreciar que se verificaba la siguiente
desigualdad:

AxAp, > h.

Fue Heisenberg quien introdujo este princiggido: la imposibilidad de determinar en forma
exacta la posi@n y el momentunsimultatneamente

El siguiente ejemplo (R. Feynman, Vol. lll, Cap. 1 y ) ilustra las consecuencias de este prin-
cipio en el comportamiento de los electrones. El experimento utilizado corresponde al paso de
una paricula a traes de un rendija doble. Analizaremos —a &mde un experimento pensado—,
el comportamientos de tres elementos diferentes: la luz, unas esferas y electrones. El caso de la
luz ya ha fue descrito anteriormente, pero lo repetiremos brevemerite aqu

Lo que se mide al proyectar el haz de luz monocboa y coherente en la pantalla sensible
alaluz, lo que se determina esméensidad de la luz

Ly = |hy + h2|2-
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Al tomar mbdulo de la suma de ambas cantidades, aparece la interferencia producida por la
interaccon entre los dos rayos que cruzaron cada una de las rendijas.

Si se obstruye uno de los orificios tenemos una sola intensigdadi,, dependiendo de cual
de ellos haya sido obsfidp. El hecho que

15 # I + I, = Interferencia

[12 = |h1|2 + |h2|2 + 2|h1||h2|0085.

A corresponde a la diferencia de fase entre las dos ondas.

Wz Hummuﬂ{ﬂ@ 4

SN
‘o
RSNy

TRRRRRER

Otro caso que mencionaremos brevemente es el caso de las bolitas de cristal. En este caso
no hay interferencia. La dispetsi que se observa cuando la ventanita & estrada e$; y
armalogamente, la intensidad se debe a los proyectiles que se lanzan al azar. Al dejar ambos
rendijas accesibles, se obtieRg = P, + P». No aparece adua interferencia.

Veamos a continua@n que las esferitas que hemos denominado electrones tienen un com-
portamiento muy especial.

Pr=|¢i’, Po=|¢a]> Pio=|d1+ ¢of
Note quep;, corresponede a la amplitiq, ... escrita anteriormente. Conviene escribirla como

un nimero complejo.
Si dejamos un orificio abierto y paseamos el detector por la pared, observamos el mismo
comportamiento obtenido a partir de los proyectiles.

Lo mas interesante sucede si dejamos ambas rendijas abiertas y se permite el paso de ambos
electrones: aparece un diagrama de interferencia similar a aquel observado con las ondas. Lo
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espectacular es que este diagrama apar@tsisse disminuye la intensidad de los proyectiles
hasta alcanzairhites muy bajos en intensidad. Lo que ocurre en este caso es queainde
click’s disminuye perao ag su distribucdn sobre la pantalla que mantiene su forma. En otras
palabras, si fuese posible enviar los electrones uno a uno, la estructura de la interfénencia a
se mantiene.

Ahora si ponemos un detector justo @stde cada una de las rendijas, estos deteatoresa
hacen click simuineamente. Simdheamente se destruye el sello de la interferencia en la
pantalla. Cuando determinamos por cual rendijabvijelectbn, se acaba la incerteza y el
electbn adopta una sola trayectoria.

Cuando no se investiga la trayectoria de los electrarstes se comportan como si el mismo
electibn se multiplicara y atravesara sinauieamente por ambas rendijas y, adsinterfirien-
do consigo mismo.

No tiene sentido preguntarse si el eléatse fue por la ranurad utilizoé la alternativa 2. No
debemos intentar explicar en formasica este comportamiento. Basta con aplicar nuestra rep-
resenta@n ondulatoria para el eleéim y sacar de dllas conclusiones. La méanica cantica
es un formalismo que da respuestas concretas y correctas a un conjunto de pregjicasadlb
puede pretender dar una explidgaticlasica del origen de su comportamiento.

Veamos émo la meénica ci@ntica describe la situam del electbn en este experimento:
los electrones al atravesar por las rendijas estamos fijando una cota a la incertidumbre asociada
a la posicdbn del electbn. Esta es D, la distancia entre las rendijas. Sabemos que el ancho de la
interferencia est dado por p,A6)

peroAfd = &,po es el nbdulo del momentum y, es la componente en la direoniy.

De aqua p, = p, A6, por optica georétrica. Por otro parté\§ = \/D, entonceyp, =
Po [A/ D]y utilizando el postulado de De Broglie

Dp, = Ap, = h.
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En resumen, el diagrama de interferencia se dedaciérfente del comportamiento ondu-
latorio de las partulas. Con la introducon del principio de incertidumbre de Heisenberg, el
comportamiento de paculas y ondas se hace compatible.

Se sabe que si uno angosta la rendija, el espectro de una onda sedsaaechn. Por otra
parte usando el Principio de Incertidumbre\si | 0 = Ap, T oo, por lo tanto el espectro es
mas ancho.

La longitud de onda es tan pedizeque uno simplemente observa la envolvente y no la serie
de maximos y mnimos. Mas ain, lo mismo debd observarse cuando enviamos proyectiles

macrosopicos a tra@s de las rendijas. Allnuevamente comd =

<<< 1noesposible
muv

(con el taméo de nuestro detector) seguir los altos y bajos del diagrama de Interferencia.

z |

21S 5

Tenemos ya el nuevo esquema que nos pednitr la naturaleza incluyendo los enenos
atomicos. Surge un modelo que unifica lo micrsico (los electrones) con lo macrégico
(las bolitas usadas como proyectiles) y que en su emerger arrastra umstnonde predic-
ciones.
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Nos queda un paso todavexpresar estos resultados a&sade una ecuamn para tener una
descripobn cuantitativa de estos principios y poder comparar con las observaciones.

VII.10. Ecuacion de Schrodinger

La ecuaddbn de Schroedinger no es un desarrollo directo o generdizalg alguna teda
previa. Es una teta nueva que cambimuchos de los paradigmas deikida chsica. Incorpora,
entre otras, una herramienta maétiva nueva: los operadores que repreéetarlas cantidades
fisicas susceptibles de ser medidas, como por ejemplo el momentum. Estos operadanes act
sobre un espacio vectorial, que es la amplitud de probabilidad. Estos operadores deben ser
hermiticos para tener autovalores reales que permitan una interrefegica.

Para dar forma a esta ecuatiutilizaremos como da, la conservadn de la enerig. Defin-
imos la amplitud de probabilidad como una onda plana. De esta forma podemos defimir los
operadores momentum y posioi Debe quedar claro que esta éfsuna muletilla, no un
proceso que detalla el origen de la ecbaciSe sugiere la siguiente represertaci

) P?
La enerda totales — E = —+V(z).
2m
o . h
De acuerdo al principio de de Broglie, el momentumes> P = 1
La enerda, de acuerdo a la hipesis de Einstein es: — E = hv

Schrodingeinvent una ecuadn de onda que respeta estas relaciones. Mantenemos que la
funcion de onda (o amplitud de probabilidad de acuerdo a su interprgtdebe ser exponencial
y compleja:

W(r,t) = A pilka—wt) (funcion de onda (VI1.2)
2
k:% E:hw:%w:hu (VI1.3)
<1 Et)
2mi(—X — —
Hip(x,t) = Ae A h (VI1.4)
(VI1.5)
2
i— — Bt h
_ 4l P EY p=3 (VI1.6)
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Lo que queremos obtener es el operador momertuad que actuando sobre la fubai de
onda de como autovalor el momentwrasociado a esta onda plana. Para sackl argumen-
to podemos derivar con respecto a la p@sicy a partir de este resultado definir el operador
momentumP. Queremos’ ¥ = p U:

oY(z,t)
ox

- %pw(:&t) =| P——=

Procedemos de la misma forma para obtener otro observable: lazeriRara bajar la enday
de la funcén de onda podemos derivar con respecto al tiempo. Definimos el Hamiltoi{ano,
como:

h OV¥ h O
“omi ot = BY H=-25
I

2m (27)2 022 2m

V() (x,t) = V(x, t)i(a, 1)
Copiando la conservamn de la enerig

2
E=L v

2m

y reemplazando las cantidades por susu respectivos operadores, tenemosda edeaencial
siguiente:

{_;ﬁ%} U(z,t) = {—%88—; + V(xjt)] V(1)

Esta la Ecuaéin de Schidinger en 1-dimendn. En 3 - dimensiones, la ecuanies la sigu-
iente:

0 I R S . .
quad{—mg} U(Z,t) = [—%V + V(m,t)} U(Z,t)

Recordemos quel*(Z, t) es el complejo conjugado dez, ¢). Puedo entonces multiplicar
la ecuaddn anterior porl* por la izquierda. En seguida, tomar el complejo conjugado de la
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ecuacdbn de Schidinger y multiplicarla por la izquierda col(z, t).

h o h?
U (== | ¥ = U | -——V? ]
(Fa)r = v ()

h a * h2 2 *
) (Z&) N = v (—%V +V> \

Restando ambas ecuaciones, obtengo:

h h?
(V00 + VO, U") = —— (U*V2U — UVA0)

7 m

0 ih - =
(V) =5 [V (W V) — V(‘W‘I’*ﬂ

Designamos P = ¥*¥ = |¥|?, de esta forma la ecudti puede escribirse como una de
continuidad:

oP

oY)
con 1A
J=— [U'VU — VT .
1 2m

Cuando Schidinger invend su ecuadn y la apli® alatomo de Hidogeno supus® = "W
representaba la densidad de cargals densidad de corriente. FB®rn quien interpret (cor-
rectamente) esta ecuanidiciendo que

P(z,t)d*7 = U (%, t)V(Z, t)d*x
representaba la probabilidad de encontrar unaqaaten el volumen.

. 0P . : iy . .
La ecuaddn — = —V - J tiene la interpretadin usual, la variaéin de la probabilidad en

un elemento devolumen es igual al flujo de probabilidad que se escapa (0 penetra} aérav
las paredes del volumen especificado.

La ecuacbn de Schiadinger puede ser generalizada a cualquier caso desnisico si la

escribimos como how
S S &
i Ot v
P h
dondeH = Hamiltoniano del problema: o + V(x,t) conp' = =V , un operador actuando
1

sobre la fundn que uno ponga a la derecha &e La energa H se ha escrito aquen la
aproximaobn no-relativista por simplicidad.
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Si tenemos una pacula atrapada en una cajd@, = V¥ x ¥ debe ser una constante en el
interior de la caja puesto que la probabilidad de encontrar un&cylaren cualquier punto
interior es constante. Esto se logéaifmente si = A7 (Ft+77)

Antes de resolver la ecu@ci de Schidinger para algunos casdpitos, mostraremos el
comportamiento de la ménica céntica en forma cualitativa. Ver Feynman Vol lll, s€uti
7-3.

Considere una pdrtula encerrada en una caja @l&ta. Si conectamos la caja a un potencial
v, que sucede con la furod de onda de la pacula?

La funcion de onda de la pacula en la caja debe ser proporcional a:

o~/ W Et—p:3)

E = indicatoda la eneig de la paitula
p2

E = G- + v, (suponemos que la part. no tiene estructura interna
m

2

De modo que F = hw = 2’; + V,, comoV, es una constante de forma quéz, t) sdlo
m

cambia de fase y{‘%"o t}y la probabilidad de encontrar a la garla en las inmediaciones del
punto P es exactamente laismaque sin la presencia del potenciglconstante al interior.

¢, Qe sucede si hay un cambio brusco en el potencial? Supongamos, para simplificar, que se
trata de un problema unidimensional.
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Figura VII1.9: El salto brusco del potencial es un modelo (fenontagiob) que representa la
presencia de la pared de la caja. La jgaifa viaja libremente hasta alcanar el murcasita-
mente, rebota, sin embargo la rae@a ondulatoria permite un grado de penefnaccomo se
indica en la Figura.

Sabemos que la frecuencia de las ondas se conserva al pasar de un medio a otro, entonces la
ecuaocbn que usamos agu

E, = E,
2 2
b1 bs
— == 1+
5 + v 2m+ 2
2 2
2 p
—= = Vi—-V;
om 2 (Vi = 12)

p2

Si Vo >>V, = <0
2m

= p2 = i\/—p? + (Vo = V1)2m
La amplitud de probabilidad decae exponencialmente en larrég). Si calculamos el vector
corriente de probabllldadl,, definido anteriormente se comprueba que 0 enlaregon Il.

¢ Qe sucede si conectamos la i@gi(2) a otro material que presente el mismo potencial que
1)?

Como se conserva la en&ag, = E,, F, = Ej3, en cada una de las superficies que separan
los tres medios.

La longitud de onda en (3) seigual a aquella de la remi (1). Dlo su amplitud halér dis-
minuido exponencialmente de acuerdo al ancho de land@).

h h
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Esto se conoce como efecto tinel. En me@nica ca@ntica, las partulas pueden atravesar
regiones en las cuales la eriergingtica es negativa. Esto es imposible en améca chsica.
Este efecto se observa en innumerables casdsiea tiantica. El ejemploipico es la emigin
de una paitulaa por parte debtomo de UraniqU?3®). Si uno aisla un kijgramo del/, al
cabo det,5 x 10 afios la mitad (en forma estistica) de losstomos contenidos en el &jramo
inicial hab&n emitido una paitulac.

Vg do . lig. de and e distartin

K7 Tens mdeares (abawieh,)

Figura VII1.10: El gap de enefrg entre el nivel de enei@de una partula libre (aquella situada
en x=x) y el nivel de ener mas alto al interior del ixcleo de Uranio es E = 4.2 Mev = 4,2
x10% eV ~ 7 x 107° ergs. Se dibuja la fungh de onda en forma cualitativa.

El equivalente del efectaibel en fsica ondulatoria se observa en eldemeno denominado
reflexion total. Si la luz incide sobre este medio conaaulo adecuado, sucede lo que se
indica a la izquierda de la Figura: la luz resulta reflejada en forma total y viaja a lo largo de
la superficie. Si procedemos a disminuir el espesor del medidnclice de reflexdn mas alto
hasta hacerlo muy delgado, podremo notar que parte de la onda comienza a transmitiese a trav
de la placa. Este es el equivalente del efeagh®t endptica.
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VIl.11. Regimen Permanente

A continuacon resolveremos la ecuéci de Schidinger en el caso denominadegimen
permanente’Este ocurre cuando la fura de onda no depende elgilamente del tiempo, que
corresponde, de acuerdo a la ecbaale Schidinger, al caso en que la parila se ubica en un
nivel de enert bien determinado. En este caso podemos escribir ladiuige onda como

-Et

U(z,t) =1(x)e™"r

Reemplazando esta factorizagien la ecuadin de Schiadinger, obtenemos:

(oo 4 VYb(a) = Bu(@)

En una dimensin la ecuadn de Schidinger, en regimen permanente es:

[+ + (B = V)]p(e) =0

Ejemplo

Resolveremos la ecudti de Schidinger cuando el potencial representa un salto: un@scal
Este potencial modela un cambio de un medio a otro con caistates diferentes.

Clasicamente corresponde a una cuerda hecha de dos materiales con distinta densidad.

T VX

Vo 7777777777

7 73 s - 77~

La energa de la paitula incidentel, se@a considerada para los casos

i) E<V,
i E >V,
Comenzaremos por (§ < V,.
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n? d?
(@) = B - V@)l (@)
r<0, V= E
0 1(0) + n(a) =0
—~—

Si definimos: ¢* = 22(V, — E) > 0, la solucbn queda:

T(x)=Ce ¥ + Det?
Debemos aplicar ahora condiciones de borde para determinar las constantes A, B, Cy D.

Empecemos pot;;, ésta funadbn crece experimentalmente concon ello la probabilidad
de encontrar la padula. Como crece sinrhite, no tiene una interpretdxi en base a la proba-
bilidad, no es posible normalizar a la unidad una fanaion este comportamiento. En conse-
cuencia no tiene significadtsfco. Debemos eliminar esta fubaihacierndo D = 0.

Condiciones de Bordey: debe ser finita paratodo |= D = 0

Vr(z) = AefT 4 Beike

¢11($) = (Ce ™
La siguiente condi¢in ocurre al aparecer la discontinuidad del potencial, la segunda derivada

de la funcon de onda), debe ser discotinua ya que, de acuerdo a la econae Schidinger es
proporcional al potencial. Si embargdy ) deben ser continuas en la @nide los potenciales.

¥(x)y Y (x) deben secontinuasal atravesar de un medio a ofro

Nota Si el potencial salta act”, solo se exige que)(x) sea igual a cero en el punto de

discontinuidad.
w[(O) = ’lb][(O) = A+B:C

(o) = Yplo) = iK(A-B)=—qC
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Vemos que&” actia $lo como un factor de escald,/C = a, B/C = b. La solucbn es:
1 , 1 ,
a:§(1+zq/K) bzé(l—@q/K)
De esta forma

(1= ig/K)e "5

DO | —

(x<0) ¥i(z) — %(Hz’q/K)eiKu
(ZI}>O) wjj(.r) = ¢

Para facilitar la interpretagn de esta soludn dividimos por§(1 + iq/K). Las soluciones
quedan en este caso como:

1—iq/K

(x <0) Vi (z) :ein+<1+@'q/K) —iKax
(x> 0) Yrr(z) = meﬂ”

om E\'/? 2m (V, — E)
K= (=% e

Recordemos que la amplitud de probabilidagr, t) = v (x)e#F?, de esta forma ekrmino
et K= representa una onda viajando hacia la derecha.

Asi el primer €rmino dey;(z) representa la ondacidente sobre la barrera de potencial.
Toda la manipulaéin que se realiz sobre los coeficiented, B 'y C' tuvo como objetivo nor-
malizar a la unidad la intensidad de la onda incidente. El coeficiente de oeflexi

1—ig/K —iphi
L V| ihi 40619 = g/K
[T ig/K X e go/2=yq/

El coeficiente de reflegn es igual a la unidad, por lo tanto toda la onda incidente se refleja con
un cambio de fase determinado por ladazg/K).

Parar > 0, la amplitud de probabilidad decae exponencialmente. El ve?dlﬂmjo de proba-
bilidad) se anula en ambos sectores. A la izquierda existe una superpai@adndas incidente
y reflejada, a la derecha > 0) una onda que se desvanece exponencialmente.

Si V, = +00,q = +o0 Yy la funcion de onda se hace cero en= 0, la fase de la onda
reflejada se anula y la soldei queda:

(< 0) (z)=e""—e 57  (yr(0) = 0,conforme alo indicado anteriormente
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(x>0) r(r)=0
Ejercicios
E >V,

) E<V, x<-—a,

iy E>V, x>a.

Ejemplo

A continuacon estudiaremos el pozo de potencial, que es uno de los potencidésiles
en el aprendizaje de la m&@tica céntica.

+00

7

=3

SN N Y

LTI

T\
bed

=
A
i)

El potencial se caracteriza por:
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V(z)=0 O<z<a
V(z) =400 z>a
La ecuacbn de Schidinger es

I )= (B - ole)

2m da?

Paraa >z > 0

d? 2mE
el (z) 2 Y(x) =0
2mFE

Las condiciones de Borde son(o) = #(a) = 0. ¢»(0) = 0 = B = 0. Analogamente
Y(a) =0 = sen ka=0, ka=nm,conn=1, 2, 3...

b nmw N 2mFE B n2m?
a h2 a2

E _ n2 71.2 h2

a22m

E = h_z . 7T_2 n?
" 2m a2
Analicemos la fundn de onda:
Yn(x) = A, sen (Tx>
a

Para determina#,, debemosiormalizar la solucbn: imponer la condiéin que la probabili-
dad de encontrar la pactila al interior del pozo de potencial debe ser la unidad. (Es claro puesto
gue la paiicula no puede escapar de aflo puede atravesar las murallas de altura infinita. Debe
estar en algn lugar entré y a.)

/_m P)dz = +1.

[e.9]

La probabilidad de encontrar la paxla entrec = 0y = = a es igual a la unidad. La pactila
debeestar all , puesto que no puede atravesar las murallas de altura infinita.

“ 2
/-@/J*@Ddx:/ A2 sen? Lady =1 = A, =1/ -,
0 0 a

a
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La funcion de onda normalizada resulta ser:

i) = o ()

Recordemos que la ecuanide Schidinger es del tipo Sturm-Liouville y por lo tanto las solu-
ciones de dicha ecudxi forman un conjunto completo.

[ vitmdz =0

Otra cosa interesante es el comportamiento de los niveles déanerg

Es notable que la endegmas baja a la cual se puede ubicar lajgatno es cero como en

mea@nica casica,n = 0 = ¢ = 0 para0 < x < a, esto indicala queno hay una paitula lo

cual contradice nuestro punto de partida. Por lo tanto si hay uriaydary ésta se ubica en el
nivel mas bajo de energéste es

T,

2m a2

Ey

Esta es una consecuencia del principio de incertidumbre. Vealosy a, puesto que la

parfcula esh en el pozo de potencial. Ahofsp ~ 2p; puesto que la pddula rebota en ambas
paredes. Esto e&dil de entender si re-escribimos la sofutcon exponenciales

2 nm 1 1 s o
o . i(E)z —i(E)x

T A/ — —_— = — X = X a’” — a
1/11( ) Sen( CU) 5 - [6 € ]
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i

Si recordamos qué (z,t) = ¥ (z)e”» %, vemos que cada uno de estésinos corresponde a
ondas que viajan en ambos sentidos delejél principio de incertidumbre obliga la siguiente
relacbn 5 5 "
T T Ty T T
@ @p)zh=p=h k="C=Sr=ln =0
Este es el valor imimo dek. Si £y = 0 entoncep = 0 = Az = oo lo cual contradice
las caractésticas del pozo de potencial estudiado. El mismo resultado se obtiene en cualquier

potencial que se haga infinito en ambos extremos.

Amodo de ilustradin dibujamos la funén de onda y la probabilidad para los 3 primeros
modos.

Ejemplo

a.- Utiliizando la reladn de Broglie? = % y determinando el valor de a traés de las
distintas longitudes de nadaque caben en el pozo de potencial infinito, encuentre la
cuantizaddn de la enefig. en un pozo de potencial de paredes infinitos.

b.- Con la expre$in anterior y sabiendo que la en@iside enerta de urditomo de hidbgeno
al caer den = 2 al nivel fundamentat = 1 tiene una longitud de onda= 1216A°, en-
cuentre una estimami para el tam@o delatomo de hidbgeno. Debemos Balar que esta
solucbn funciona en forma exact@le para el pozo de potencial con paredes infinitas.
En otros casos, por ejemplo, si las paredes son finitas, puede ser una buena agroximaci
solamente.

La longitud de onda que incrustamos en el potencial debe anularse en los extremos, de-
bido a que el potencial es infinito pard > . Se debe cumplir entonces que

A
— = =1.2.3...
n2 a, n ) Sy
De acuerdo a la figura
2
A=2 n=1,23
n
Utilizando el principio de Broglie, obtenemos un valor para el momentum?% = 2-

conn=1,2,3---

Como el potencial es nulo, la en@gs puramente citica

2 2 272

- P — P _ nth

En - 2m+v_2m_ma2
22,2
_ 7w h*n
En - 2ma? *
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La longitud de onda emitida por &tomo es conocida como la endisiLyman. La diferencia
de enertp es:
mh

2m a2

_ 3m R

Bz =By =  2ma?

=hw

(22 - 1?)

2rc 6,28 x 3 x 10%cm/s

“lyman= Ry man 1216 x 10-Sem

~ 18 —1

- 3m’h N 30-1,1x 1077
© 2mewyman 2% 9, 1x 1072 x 1,6 x 108

a

Este valor es muy cercano al obtenido en el modelo de Bohr, dgnde), 5A° y ry corre-
sponde al radio del eleén en el primer nivle de endagy(n = 1).

Ejemplo

Analicemos el problema anterior pero ahora incluimos el fardel nicleo abmico: r =
10~*2¢m, y nos preguntamos acerca de la efeedie nuclén en el primer nivel de endia La
idea es tener una ndaxi del valor del potencial deliatleo de uratomo. Como estamos usando
el potencial de paredes infinitas, la efargara extraer un nuda es infinita. Sabemos que no
es as y que si consideramos este potencial como una primera aproximakpotencial real,
gue sera un pzo de potencial con altura finita en sus paredes, podemos tener una idea de la
enerda de los estados ligados en ékteo.

Solucbn:
Usando la expresn para la eneig:

T2 h? 10 x 107%[Joule— s]?

E p— Y
YT 2mpa® 2% 1,7 x 1027 x 10%8[kg — m?]

E, ~ 3 x 107 3Joule

Expresando esta enéagen electon - volts

[Joulé x leV

~2x10%V
1,6 x 10~ Joule © e

E,~3x1073
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Ey~2MeV, (1MeV =10%V).

De modo que el pozo de potencial de urckeo debe ser del orden deM e V/
Ejemplo

Uno de los modelos precursores datkeo abmico consideraba la presencia de protones y
electrones. Uno de los problemas que planteaba este modelo era como retener los electrones en
una regbn del tamao del nicleo.

a.- A continuadn se pide evaluar esta enierg

b.- Si consideramos, asicamente la endiyekctrica debida a la interadri entre los pro-
tones y electrones, verificar si esta atraodogra mantener los electrones eni@tlleo abmico.

Solucbn:

a.- Utilizando la expreén para la eneiig en el potencial de paredes infinitas, tenemos

T2 h?

B ="
! 2m, a?

~ 5 x 107'°[Joulé

leV
1,6 x 10~19[Jould

By ~ 5 x 107 "[Joulé x

By ~3x10°MeV.
Ciertamente este valor es mucho mayor que la estimdwcha para elitleo abmico con-
siderado como un pozo finito de potendiad 100 e V).

Surge otro problema: la enéagcingtica de este eleé@n es mucksimo mayor que la masa en
reposo

E2 — p2c2 + (me 02>27

pero mec? ~05MeV
deestemodo E >> m,.c’.

Usemos una aproximami relativista para paroblema. comio>> m, ¢?, entonces la mayor
parte de la enefg se deposita en éitminop c.

Tomamos entonces
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ch «chn wch
Er\/ = —
pe A 2a a

Evaluando la enefg

9 x 108 x 10~34[Joule— m]

E
10~ [m)]

leV]
1,6 x 10719[Joulé

E ~ 9 x 107'?[Joulé x

E~6x107eV ~60MeV

El valor de la enerig cirética del electin sigue siendo alto con respecto a la estigracde
la profundidad del pozo de potencial delateo. Sin embargo es un orden de magnituasm
pequéa que la estiamon anterior.

analicemos ahora el efecto del potencial elechtasi entre protones y un elegtr.

50 e?
dmegr

Velectrico= — (MKS)

Si tomamos = radio estimado delircleo, tenemos:

50 x 9 x 10° x [1,6 x 10~19]?
Velectrico= — = [Jould,

—-13
Velectrico™ —9 X R,5 x 107 "[Jouls,

1,3 x 1072
Velectrico™ —m[e V]~ —=10MeV

—3 988><9M

47reg [?]

La enerda del ligadn proveniente de la interaéei electrositica es un orden de magnitud
menor que la energ cirética.

De esta forma, si el pozo de potencial détkeo es del orden de Id9M eV y la enerda
cinética del electin es 10 veces mayor, parece poco probable (dadas las aproximaciones, no

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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podemos ser @s cate@ricos) que el electm sea retenido en un espacio tan pégueomo el
nucleo.

Vimos en estdlltimo calculo, que la atracon electrositica tambén esh un orden de mag-
nitud mas cbil.

L}i—
4 M
‘f t / 7
B vACE R S
/] 7
: ‘; L 2 2
" / 2 LN
1 5 # '
i 7" L
\’_/ i _4:."};1___ - N
é ¥ 0 , ~ ¥
Hy 7 / Pl
. & '
U7 1
t >¥' 4_. "\_fl_.. I,E‘l ! N
0 w ﬁ l,// 0 -:: *

.i. '3:;///;///:5.\:

Ejemplo

Consideremos una p&tila en un pozo de potencial infinito que sabemos (de alguna forma)
que se encuentra en una superpoésicie dos estados asociados a las éasfg y £, = 22 F).
Demuestre que el valor medio del momentum es igual a la défim@asica del momentum de
esta paitula si consideramos la velocidad como la velocidad medie>.

La funcibn de onda de la pacula queda especificada por:

1 ‘ 5
Y(x,t) = —= (cos TL —iEt/h T

7 - + sen — e i Bt/

Podemos reconocer el estado como una superpadie dos estados de eriergnferior
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1
Y= —2(¢1+¢2)
Calculemos< x >y < p >.
<z> = [T Yraypde

_ a/2 g 2 T T 2rx( i3E1t/h —i3E1t/h
= Jlup & cos® T 4 cos T sen Z(e +e )

+sen? 22| dg
El primer y tltimo término del integrando se anulan por ser funciones impar al estar multi-
plicados porr entre—a /2 hastaa /2.

a/2

1 . . T 2mx
= <z >=— (eglEl/h + 673“51/5) / T cos — sen—— dx
a —aj2 a a

<xT>=

2 3Et (8(12) 16a 3Et
= cos : =
a

h o2 ) 9x2 o h

El resultado, describe la dependencia temporal del valor esperado para lamadsicho
valor oscila con amplitug®s y frecuencia angula#::

Definimos el operador momentum conid,= mV,de modoque< P >=m <V >.
<P> = [Lvifvd
=7, B (con T o 22 i)

% [_g sen™& e~ E1 t/h + 27 Cos 2mx 67i4E1t/h} dx
a a a a
ia

_  _hn i3E t/h /2 2 T
= d (e ffa/Q sen 2L sen TE dy

_ 2
-2 (e i3 By t/h ffé/z cos ZE cos 2L dx)

< P> = _i% [eiSElt/h‘(g_;)_Qe—iSElt/h‘(g_;zr)}
< P> = —%é—;?isen(%):—%senf’%t}.
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Finalmente podemos comprobar que las dependencias temporales encontragas paya<
P > son las adecuadas y se cumple que la derivada del valor medio de l@&pasigiesponde
al valor medio del momentum.

i _ 16 a _3E1 3 FE1 3FE1t
me <x> = mgg(—>3)sen Ft)sen=5
__ —16ma K2 w2 3E1t _ —8h 3E1t
- 32 h 2m a? S€n h ~  3a SEN h
= mi <gz>=<P>

dt

VIl.12. Electrones en metales

El pozo de potencial se utiliza para describir aproximadamente el comportamiento de los
electrones en un metal y calcular la enarde Fermi.

Los metales simples son aquellos cuyos electrones pueden moverse libremente en lared. Los
atomos esin relativamente separados yuitimo electon orbital (ligado aftomo) se ubica a
enerdas mas bajas que el nivel del eleatr de conducéin. (Ch. Kittel Introducdn a la Rsica
del lido).

Ciertamente existe una influencia de la red cristalina en el movimiento de los electrones. De
hecho algunos metales exhiben bandas de enqtge son prohibidas: no existen electrones en
el metal que tengan dichas eriaxg) La teoia del electbn libre no puede explicar este compor-
tamiento, es necesario recurrir a la influencia de la red cristalina sobre ebeldas energs
qgue no estn permitidas son aquellas cuya longitud de onda responde a l@retkcBragg.

Metales simples: electon libre

Calcularemos la cantidad denominagtegerga de Fermi de los electrones en un metal. Al
final de este @lculo daremos una definan de esta cantidad.

Supongamos un potencial en 3-dimensiones. La egnalg Scbdinger para este caso es:

h2
2m

VA(T) + vi(7) = EY(3)
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V=0 enelinterior del cubo
Donde:

V =00 en el exterior.
La solucbn se busca por el @odo de sepa-
racion de variables que permiten transformar
ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
en ecuaciones diferenciales ordinarias.

W(T) = X(2) Y (y) Z(2).
De esta forma, por analagcon el caso ante-

rior de una dimenéin, aparecen tresumeros
cuanticosn,;, n,, n.

Ejercicio

Si el origen del cubo de lado a se ubica en artice:

a) Demostrar que la enéegen este caso depende de

m2h?

Ng, Ny, N, (1) COMO  Ej =ds

o (n2 +n3 +nl 4+ n)

n,m2

)

b) Demostrar que la fungn de onda eg(z) = C sen(nx%x) sen(nyaﬁy) sen(

c) Determinar el valor dé’ normalizando la funéin de onda en el cubo.

Jo
X

Para calcular la en€ig de Fermi necesito conocer cuantos niveles de energsten por
intervalo den, donden = |ii| = /n2 + nZ + nZ. Este @lculo es ié&ntico al que hicimos en el
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caso de la radiaoh de un cuerpo negro.

T2 h? L
E=2 "t (n=]il)
2
n
Y
h—+dn
X

Sin >> 1, lo podemos suponer continuo y el vol. entrg (n + dn) lo identificamos como
el nimero de estados posibles

1
dN(FE) = §(47r n?dn)
1, . ,
— solo el octante positivo en el espacio(4r n? dn) representa el volumen de un cagoar

242
Tk
n?

Relacionando estdy (£) conE = 5
m

T2 h?

dE = ndn

m
() = dN(E) 4md® (27713)1/2]21/2 _ # de niveles existentes
K="~ h3 ~  unidad de eneig

De aqua podemos calcular el # de electrones por unidad de volupigre se pueden acomodar
en funcbn dela eneng.

n :/ g(E) dE: 167T(2m6) / E3/2

v 3h3 ma

Multiplique x2 porque los electrones séermionesy solo se pueden ubicar dos por nivel
de enertp
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Emaz = Ede Fermi

En cada metal existe urumero naximo deatomos por unidad de volumen. Estoéedeter-
minado por el peso aimico A. De esta forma y sabiendo cuantos electrones aportaatanten
podemos calcular el valor dg con ello la enerig maxima de un electn en el metal.

Ejemplo

La densidad dd.i es0,534gr/cm?® y su peso d@mico es 6.94. Sabiendo que éimero de
Avogadro esV, = 6,02 x 10?* atomos.

En 6.94 gramos hafy,02 x 10* electrones (1 paatomo)

electrones 534 /
_ 7 = x 6,02 x 10® = 4,63 x 10%¢™ /cc.

1= U devol. ~ 694
h? 3
er = —(=n)*? =755 x 102%eryg.
2m
= 4 7ev.

VII.13. Atomos con dos niveles de enefg

VII.13.1. Algebra, bra, ket, unidad

En unatomo real existen reglas de seléecque limitan las transiciones de un estado a otro.
Los atomos incluso el &s simple, el hidsgeno, son sistemas complejos.

Por esta ra@n necesidad o conveniencia uno considera sistemas elementaléogpesgen
dos niveles que puden acoplarse mediante una transici
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Representadn de los estados en Matica Céntica (Materaticas). Notad@n |) y (]

Tomemos el ejemplo de un sistema con dos estados posibles para ilustrar el problema.

m=|o| w=no. m=[Y] -
) = Ci(t)[1) + Co(t)2)

Cualquier estado se puede expandir @minos de los estados base, dando las amplitudes
correspondientes a cada uno.

Si no se ha realizado ninguna medinj el sistema se encuentra en una supergsie los
estados posibles.

La amplitud de probabilidad correspondiente a un sistema que en el instante inicial se en-
cuentra en el estado > y posteriormente se encuentra, queda definida como

(@)= (¢]i)i|v> donde

|| = [DA[+]2)2]
- :HHOH[H[OU

= Lo+ (o t)=]s 1]

Generalizad@n al caso de un operador con autovalores endiosanos reales:

©19)= [ (0] a)dsta] v)

Lo que hemos hecho es introducir un uno:= ffo‘f |r > dr < z|. (Es necesario seras
preciso con esta igualdad en espacios de dimensiones infinitas, pero no nos detendremos en
analizar esta exprési con nas detalle).

:/¢*(x)¢(x)dx

la ortonormalidad se expresa como
+oo
(il7) = 645, o en dimensiones infinita§x — y) = / e(y) e(x)de.

o0
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(9ly) = (dl)

[0y = > li)(ile)

Dado un operador (que lo podemos imaginar como una matriz actuando sobre un vector o un
operador diferencial actuando sobre una fanctenemos

(Y] Alo)

Si expandimos cada uno de estos vectores en los vectores base, tenemos:
o) = 2 Gili)
W) = X Dilg)
(Wlo) = >y DiG10C = 22 DiC;

Como ya lo definimos{y)| A|¢) = comenzamos con una padla en el estad@), la paricula
atraviesa una caja negra (0 conectamos y desconectamos una ibterapecesentada por el
operadorA medimos nuevamente el estado de laipala para verificar la amplitud de proba-
bilidad que se encuentre en el estago-.

(WIAlg) =Y (W17 (jlAli)(ilo)

.3

factorizando< 1| en ambos lados de la ecudej tenemos

Alg) =) gl e ) = > bili)
" # #
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i) : base de un estado por el ejemplo el spin, el nivel de émeryoscilador...

Cada uno de los estados puede rotarse y cambiar de representaxisten, en general,
muchos representaciones para una base de un estado.

vy = Z_ Cy |d)

Los coeficienteg’; dependen de las condiciones fisicas que rodean al experimento. Diferentes
condiciones producen conjuntos distintos de coeficianites

Por ejemplo, una pddula con spin y momentum la representac{abstracta) es

) = [p, s)
Estos son modelos que pueden ser malos o aproximados. Si licalpapor ejemplo el pron

tiene o no estados internos y si es relevante incluir dichos estados en la base ... No se sabe.

En determinadas circunstancias atomo de plata en un campo mégjoo por ejemplo, es
razonable eliminar los grandos internos de libertad del sistema porque lgaem@igada noe s
capaz de modificarlos

VIl.14. Evolucion de los estados

(¥|U(t2,t1)|¢) = amplitud de probabilidad para estaleih ent, y posteriormente ep)) en
12

(WU (t2, t = D) = > (Wl (U (b2, 1)) (i)

]
El bloque fundamental €5|U (t2, t1)]i)

Dos casos
1.— to =1t + At

2.— tl = _OO,tQ = 400

En el primer caso buscamos la evolutide un estado, diagm@s(t)) — | (t + At))

En el segundo caso la matr{z|U|i) se denomina matriz de Scatterisg y relaciona el
estado final con el inicial cuando ambos na&est una interacon.

Proposicbn
Ults, t1) = Ults, t2)U(t2, 1)
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[t + At)) = Ut + At 1)]1(1))
([t + At)) = (Ut + At 1)](1))

Cilt + Aty = 37 (U + At 1) Gl (1)

J C;(t)

U GU (E + AL, 1))

Ci(t+ At) =Y Uy(t+ At 1)C(1)
J
i Hyj

At
h

Uij = 5ij +

(Notazi h [v) = H|v))

Cilt + A1) = 3 (05 + () 2L AN (1)

- h
T > Hy(t) Cy(t)
. dCy(t)

H;; = Componentes de la matriz que representa al Hamiltoniano

H;, = Hj,

Hyy Cy + Hyp Oy

- 3 dCh
’Lhw
Zhdd% = H2202+H2102

Ejemplo
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Estudiaremos la métula de amonio. EAtomo de Nitbgeno tiene dos posiciones relativas
posibles con respecto aldrigulo formado por loa&tomos de Hidsgeno. Ambas posiciones son
simétricas, de manera que tienen la misma elaegge denominamas en el hamiltoniano.

Simetia de la ndlecula,= H;; = Hyp = E,.

SiHy, = Hy5 = 0, entonces no existe interamtentre el sistemay el exterior. Como sabemos
que por efectoltnel la partcula puede pasar de un lado a otro del plano de lo$gaios,
modelamos esta conducta mediante una pertwbhazkterna. Introducimos, en este caso las
componentes fuera de la diagonal, que deben ser iguales (si son fealesyi,; = — A # 0.

No identificamos el origen dd. Lo haremos ras adelante.

Las ecuaciones que describen laédhinica del sistema bajo estas condiciones son:

ind g - ac, (VIL7)
dt

La solucbn de este sistema de ecuaciones es

Ci+Cy = ae_%(EO_A)t

01—02 = be_%(Eo-i_A)t

Ci(t) =
Co(t) = %e’%(EO*A)t — b i (FotA)

Existen dos niveles de enéag

=0 hw = FEy+ A

Ejercicio: si ent = 0 la molécula est en el nivel 1]1)

¢ Cul es la probabilidad que se encuentre en el ntjetn el instante ?
Ci(0)=1 =uafb

G(0)=0 =23

Luegoa =b=1

VIl.14. EVOLUCION DE LOS ESTADOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 91

Ci(t) = e—%Eot<e%Af+e*%At>

2

i i.,At —i./At
Cg(t> = ¢ + Eot (eh +2e h )

Ci(t) = e i Hotcog(

E1hS

t)
t)

Cy(t) = e i Botgen(

La probabilidad de encontrarlo en el estatloes

St

LD = cos?(5)

VIl.14.1. Cambio de Base

Tal como enalgebra lineal, podemos hacer un cambio de base para que el hamiltoniano sea
ahora diagonal. Esta es otra represeptadiel operadof!.

Se incluyen los detalles del cambio de base a contibnaci
) = (DY) + [2)(2[¥)
= |1)CL(t) + [2)Cs(t)

0 —i
¥ ()

ihCy|1) +ihCyl2) = Cy(t) H|1) + Co(t) H|2).
Definiendo(i|H|j) = H;; y como(C; y C, son funciones del tiempo, aplicamos el ket corre-
spondiente a estas ecuaciones y obtenemos:

(1| : ihCy = Hyy Cy(t) + Hyy Cy(t)
<2| : iﬁOQZlecl(t)+H2202<t).

Hy=Hy=FE, Hy=Hy =—A
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sumando— iR(Cy + Cy) = (Ey — A)(Cy + Co), Cy+ Cyp=ae nFo=A1

restando— C,—Cy = be i (BotA)

Cl(t) =

Cg(t) _ %6—%(E0—A)t B ge_%(EOJFA)t

(Cy + Cy) tienen un autovalor con una sola eriar@y, — A). Analogamente a
Cy — () le corresponde la endey(Ey + A).

Definamos modos (o0 nuevos vectores base) que son autovalores del hamiltoniano.

Cr = Ci+Cy=(1[y) + (2[¢)
Ci = (I[y)

1 = |H+[2)

= 1)+ 12 =1
QI = 1

(LI = (L) + [2) )T

= 2

Debemos redefinir/ ') para que cumpla con la condici de todo vector base, tenebdulo
unidad.
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Cni = H(C1+C)

(1Y) = 75 (L) + (24))

1) = () +12)

£ = H(0+12)

(i = 5 =endn-12)
= 1(1+1)=1

(1 = 5= @)1 +12)
= 11-1)=0

y ahora las ecuaciones de evotutidel estadd)) de la paricula en el tiempo son:
ihe = (E,— A)C;=E;C;
ih9Cr = (Ey+ A)Ci = Ei Oy
De acuerdo a estos resultados, el hamiltoniano en esta nueva base esta diagonalizado:
HI,I =FEr, HI,H =0= HU,I, HH,H = Err

W1, son los dos estados estacionarios correspondientes a este sistema

Ol

(116 ) 5 o) = Hlon) = Brlun)

|r) = e~ B T)

Analogamente: _
[) = e REUIIT)

Las bases$/) e|I1) son independientes del tiemppo
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) = [1)Ci+2)Co
) = [HCy+ [I1)Cry

Cr = (),  Cu={IIlYu)

VII.15. Particulas con Spin 1/2. Interacciones con un Cam-
po Magnético

VII.15.1. Revision de los Paéntesis de Poisson

[6i,4] =0, [pi,ps] =0, g, Pj]=1ihdy (VI1.9)
veamos Como opera; = ? 8%_ en la representain de coordenadas:
l4i, § 5 10(at) = Faeg- v — S (@)
= ?%(a%w) — B — ?q/za%iﬂ
= Loy =ihdyv

h O .
= [0, - 8—%] = 1 h oy,

En general, si, localmente, el operador se puede expandir en serie de potencias
e, Flqi---,q)] =0, [pe, Flqr, -+, q)] = = 75— (VIL.10)

Se puede trabajar en la represertiaae momento. Al| por definicbn el operador momen-
tum toma la forma |p > = p|p >. De la misma forma como definimos el operador pésici
en el espacio de coordenadas.

Supondremos que el operador pasicen esta representanitoma la forma
Q= —. (VI.11)
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Usando las propiedades descritas anteriormente podemos exabmtese resuelve un com-
mutador entre esta definri del operador posian y el operador momentum:

0 N 0
[aa—m,pk]l/)(p) —045%1@‘1‘04%6—”—&%8—” (VIL.12)

Luego, a = ihyq = z’ha%: esta es la representanidel operador posigh en la repre-
sentaddn de momentum.

Ejercicio
Evaluaremos el siguiente commutador:
[A,B"] = [A,BB" '] = [A B|B"'+ B[A,B"]
— _Zn 1BS[AB]B7L81

Aplicado al operador posign y funciones del operador momentum, tenemos:

lq,p"] = nih;lyn_l
"] Yoy Pl pB
— thsopspnsl_zhzsop 1_Z'hnpn—1

|
5}
3
I

Ejemplo

Estudiaremos el commutador de los operadores de momentum angular. Estos son operadores
diferenciales, atan sobre el espacio de funciones.

Lo que pretendemos ilustrar es que el operador spin tiene las mismas relaciones de com-
mutacbn, pero adia sobre un espacio vectorial y por tanto tiene una representacion matricial.
Esta analom nos permite imaginar el spin como una radacintfinseca de la pddula. pero
estas son anal@gs solamente. Lo importante son las relaciones de comroataci

[anLy] = [ypz Zpya pr xpz]
= [ypza sz_xpz] [Zpy7 pr_xpz]

[yp27 pr] [zpy7$pz] = y[ z Z}px - z[Z; pz]py
= thl-yp.+ap, =ihL,

Si lo consideramos como un operador diferencial actuando sobre l&fuheionda, tenemos

Ly Ly () =
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Y 0,(20,Y(Z)) = y O, (x) + y 20, 0, ()
Desarrollando se obtiene el mismo resultado anterior.
O

Veamos ahora la representacidel operador spih/2.

Definimos las matrices d& x 2 cuyas componentes las indicaremassnadelante pero que
tienen la mismalgebra que el momento angular analizado previamente.

[0p,0y] =10,

las matrices que representan al spin son proporcionales a las de pauli y por tanto tienen la misma
algebra.

[85.5y] = 55

Las matrices de spih/2 sons,, s, Y s, definidas coma; = ’g 0.

VII.15.2. Nueva revisibn del sistema con dos niveles de enéggy

El sistema descritoddo con dos niveles de enéagaccesible esatil de resolver.

Hemos resuelto, al comienzo, el caso de un sistema de dos dimensiones. Posteriormente
hicimos un cambio de base para dejarlo diagonal. Comenzaremosusvamente con el caso
de dos dimensiones y lo resolveremos en general, dada su simplicidad. Posteriormente usaremos
estas drmulas para resolver la interadnicon un campo magtico.
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Expresion general de un Hamiltoniano independiente del tiempo.

Supongamos que la representacdel hamiltoniano escrita en forma matricid,, no de-
pende del tiempo. Adeas, se debe cumplir qué,, = H.;.

Si el sistema eétinicialmente en su estado propio (diagonal) que definimos démey
|IT >, entonces la evoluon en el tiempo de este estadcéedada por:

[y >= |1 > e 750 |y >= |11 > ¢~ Pt

Los autovalores son

Hy +H Hy — Hyp\ 2
E]:—H+ 22+\/(—112 22) + HyoHoy,

2

Hy, + H. Hyy — Hy\?
o 11‘; 22_\/< 112 22) 4 HioHo,

estos son los valores de las enasypropias en funén del hamiltoniano inicial descrito por los

estadogl > vy |2 >.
La combinaddn de estos estado que conduce a los estados prophodedistida como

I >= a1|1 > 4az|2 >, [IT >= a}|l > +a5|2 >
<I|I>=1= la1|? + Jas* = 1
a M
Qg E;— Hn

Analogamentga) |* + |ay|* =1

/
(11 . ng
il E——
a2 E[[ — H22

Estas entonces son las expresiones generales. Un caso que ya hemos trab&jade-es:
Ey= Hayy Hoy = Hyjp = —A.
Usando estos valores y reemgdadolos en las ecuaciones anteriores tenemos:
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|11 >= 1> —[2>)

1
5

Verifique este resultado.
Ejemplo

Estudiaremos la interad@m de un campo magtico constantés, con el momento magatico
del electbn que definimos con la letra (Investigue cal es la expresin de esta cantidad en
funcion de las propiedades del eldxtr)

La interacobn tiene dos enetgs posibles
+uB., Yy —ubB.

Asociaremos el primer nivel de enégon el estad@® > y el segundo (negativo) cdi >.

El estado inicial es una superposicide ambos estados iniciales, los correspondientes auto-
valores del hamiltoniano incial. Las constantgsy C', dependen del tiempo.

[ >= C1|1 > +Cy|2 >

las ecuaciones de movimiento:

. dCy

h—L=FEC =-uB
(3 dt 101 % zcl
. dC:
Zhd—;:EQOQI/LBZCQ

Hyy :—MBZ Hyy = Hy =0 H22:#Bz

Si ahora consideramos un campo metipo en una direcon arbitraria, tenemos

Er = —u\/BIt B2t B2
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Debemos adaptar estas nuevas variables a la e@présinuestro hamiltoniano
Hy = —uB,

Hy = pB. Hip Hyy = Hip(Hi2)* = |Hiof?

Hy — Hy\’
(—”2 22) + | Hof* = i*(B; + By + BY)

la solucbn de estas ecuaciones es la siguiente:

Hll = —u Bz
Hj = ub,
|Hyo|* = p?*(B}+ Bj)
His = u(B,+ iB,)e'?, conguna fase indeterminada
Hy, = —#(Bx - iBy) Hy = —ubB,
Hy = —u(B,+1iB,) Hys = +p By
. dC .
zhd—tl = —u[B. Cy + (B, — i B,)CY)
. dC: .
zhd—t? — —u[(By +iB,)C, — B. ()

Nota: Podemos escribir esta interartie la forma siguiente . & B ? donde? = [o,, Tys 03]

La expresbn de las matrices de Pauli son:

(10
% = o -1
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Escribiendo las ecuaciones como vectores columna y matrices, tenemos:

C C C C
b4 ! = _ . 1y ) 1 1
Zhdt’ C, > po.- B, | C, > —po, - By | Cy > —poy, By, | , >
o — = Cl
- _M(U'B) | Ch >

| >=c1 | 1>+ |2 >

Ci = <y|1>, Cy=<9y|2>

_1 _i
C, = menfrt | Cy=age wPrt

Cy o ezEIt/FL7 C, x e—zEIt/h

dondeFE; = —u B, el nivel de nminima energa que corresponde cuando&stlineados (esto
porque tomaremag como un valor negativo).

aq le 2 2
(05} €r —H11 ‘ ! | ‘ 2 |

B, =B cos 0, B, = Bserd cos ¢ B, = Bsend senp
Hyy = —uB cos 0
Hys = —p B sinf(cos ¢ — i senyp)

ap  seme'?  cos0/2e"?
ag  l—cos®  send/2

ay = cos 0/2e719/2 ay = serh/2e'¢/?
Donde hemos usado la defirbai delangulo medio y definido en forma satrica la fases.

a; = Amplitud de probabilidad de encontrar el eléctrcon spin ug'.

ay = --- Amplitud de probabilidad de encontrar el eléctrcon spin down| .
U
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Ejemplo

Planteamos el mismo problema anterior, unaipald de spinl/2 sometida a un campo
magretico constante. Esto se conoce como el experimento de Stern-Gerlach. La diferencia
ac es formal: usaremos el formalismo de las matrices de Pauli y de los operadores de spin
S.

Definamos las matrices de pauli y de spin.

AR (0
9= = | 1 0 v Ty i 0

o <1 o) H(lo)
: 0 —-1) " 01
S, = (?é)%
s = (1)t
S. = (é_?)%

- ()
[S,, S,) =ihS.

El momento dipolar maggtico del elecibn es

g o= s B
—v5§-B
H = —ji-B = —vs,B
h(f1 0
H__’VBf’E(o —1)
or
h—=HZ%
ith—s T
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w1 -]

La superposidin de estos estados es

z(t) =axy e Bt L g e Bt

iyBgt
ae 2

—iyBpgt
be—2

(1) =

rg wo =1

@, | S =la? 4|2 +1
b

Defino
a = cos /2
a ="
b = sena/2
<S> =7
<S8, > = z(t)" S, z(t) = L sena cos (v Byt)
<S8, > = —Lsenasen(yByt)
<S,> = g CoS «&
O
Ejemplo

(NO REVISADO, falta, corregir y al menos una figura ilustrativa)

A continuacon se estudia el efecto Zeeman. Es un sistema con cuatro estados posibles a
diferencia de los ejemplos previos que se desanilson $lo dos estados posibles.

Se considera la intera@r del campo maggtico externo con el momento magito del
proton y del electdbn. Debido a que la masa del pvot., es dos mil veces &s pequia que la
del electbn, el momento magatico del electhn es ese mismo orden de magnitud mayor que
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el del probn. el considerar esta interagnida origen a la estructura hiperfina de los niveles de
energa en unatomo.

1 B, U=—ji-B

ﬁ:A(Ue-ap)—/Leﬁe~§—up5p-§
Influencia deB en A es despreciable

A~

H = A(°-5") + Hpent,

H' [ ++> = —(pe+pp)B|++>

I}[/’+_> —(pe — pp) B | +— >

H'|—+> = —(—p+p)B|—+>

o|——> = (ge+m)B|——>
Las ecuaciones se modifican

., dc
iRt = (A= (n + i) Bl
., dey
zh% = —{A+ (e + p1p)B}ca + 2A c3
_, des
ZHE = 2AC2 — {A+ (_,Uze +,Ltp)B}C3
. dey
ZFLE = {A"— (,Ue + ,Up)B}C4

Soluciones

| I >=| ++ >

Ej=A- (Ne‘i‘ﬂp)B

| I >=|4>=1——>
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Err= A+ (pe + pp)B

El sistema de, y c; es directo pero s largo

El resultado es

Eir = A{—1+42\/1 4 Lol
Erv = —A{1+42y/1+ LB
=>4t
S .
Analogamente
C2
= |1v <c = |3>=1—+ >
C3
| j,m >
| 1,+1 >
| 1,0 >
|1,—1>
| 0,0 >

() () =100
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poo= (et pp)  pe <0
o= (e = ttp) | e [>>] pp |
| fte |~ 1000,

e —pe(1—1072)

= —pe(1+1077)

Ep = A{-1+2y/1+22}

&
2

A{—1+2(1+ 2By

&
<
[2

—A{1+2(1 + L2820y

EIII — _|_A(1_|_H/2B2)

4A
Erv = —3A—ALE
B>A

a9 E—HQQ_E+A+M/B

as H11 2A
Co W B
—|[][N = Co >> C3
C3 A
|2 >=| +— >
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VII.16. Perturbaciones dependientes del tiempo. Sistemas con
dos niveles

Howa:ana ) HOwb:Ebwb

(Y]a) = a
Cualquier estado se ubica en una superposici

(1) = Cotbue B tM 4 Gy e B/

Nota: el factor e ‘&t/" es una forma de eliminar del Hamiltoniano I@&minos de la
diagonal.

|C,|? es la probabilidad que la patila se ubique en el estada/a: es el estadd®. (un
vector coumna, por ejemplo)

U(t) = Cut) Ya e i Bat/h Cy () e—iEvt/h

H'(t) : perturbaddn
Hc/za = ngb =0
Hy=ih% ,  H=y+H

(Ho + H')(Ca(t)|a) + Cy(t)|b) = ik Cu(t)]a) + ik Cy|b)
Eq Ca(t)]a) + Ep Cy(1)[b) + Ca(t) H'|a) + Cy(t) H'|b) =
i Tiéq(t)]a) 4+ il Cy |b)

(all) = Eo Ca(t) + Ca(t) - 0+ Cy(t){al H'b) = i hCy

E,C,(t) + Cy(t)H!, = ihC,
EyCo(t) + Co(t) H), = ih-Cy
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H!, = (a|H'|b) = (¢po|H'|{h) : €S una fundn

* _ i1yl ,—iwot
Ca — _ﬁ abe 0 Cb
- 1 / iwot
Ob — 7 ab@ Oa

Ejemplo: Si H., = ad6(t —to)

Entonces

[Ca(®)* + |Co(B)* =

En general no se pueden resolver en forma exacta

Aproximaciones sucesivas

ORDEN ZERO: (,(0) =1 ., Cy(0)=0
1" orden: dc(;t(t) -0 : dczjt(t) _ % Hi, eiwot
Solucbn : cMt) = C,(0)

t

t Héa(t/) eiwo t’ddt/

G(0) =0,  GY(t) =~
0

dc(t i 1 —iw
ond orden dt(): L ;b(t)le)(t)e ot

. t
—fw -1 iw-t
——p O () [ e

1/ ot o
0(52)(1#)—0—@(0):@ /0 He,(¢)e™" ! [ /0 Hy, (t7)e" ! -dt”] dt',

Aoy ()
dt h
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c?t)=c(t).  Nocambia

Ojo que la conservagon de probabilidad debe respetar el orden de aproxomd¢i

Ejemplo caractéstico
H'(f,t) = V(F)cos wt

H!, = Vi coswt

Vab = (YalVI[th)

Suponemos V,, =V, =0

Aprimerorden  C,(0) =1, Cy(0) =0

CL(t) = CL(0) = 1

. t
i (t) ~ —% /0 Vi cos wt et gt/

Eb—EaEth

Vi [T/, / A /
Clgl) (t) ~ _Z27; / <6z(wo+w)t + ez(wo—w)t > dt’
0

Vi ei(wo—i-w)t -1 ei(wo—w)t -1
=3 | }

wo t+w Wy — w

w + wo|)) |w — wgl, eliminamos e érmino y obtenemos
I e t bt

Va i(wo—w)t/2 ) ‘
= Gy(t) = g~ [ ]

o [Vap|* sen®[(wo — w)t/2]
- h? (wo — w)?

Pa—»b(t) = ’Ob(t)|

Probabilildad que la @iecula salta dé1) — |2) en el intervala

|Vab|2
h2(wy — w)?
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T 2 4

w—wy (w—wp) (w—wp)

1) —12) = [1) = [2)---
Analisis cerca de la resonancia

T: fijo, veamos que pasa con la frecuencia

Paﬂb<w)
Pa~>b<w0)
0 2T n 2T
w—0—=wyw —
Tt T
V|2 —w)T/2
| g’ (T/2)2 (wo w) T/2
h ((wo —w)3)
s 2m
AT = =>w= —
lw —w —0| WSt T
Area= 2 -1
Si vo=7=24x10°HZ
Si T = 107135, el tiempo que la mécula de amonio permanece en la cavidad
Aw = w—wy = F=3X 103 Hertz

wo = 24x10°Hertz

w = 24x10°4+3x 103

3x10% 1 -6 -7
50109 — 5 X 1077 ~ 10

(0

L=C-T=

W — W

La molécula libera una enei@h w, en la cavidadjemplo:

H' = [U](6(t — to)

Ubb:Uaa:O UabEa
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Cu(t) = —% a8(t — to)Cy(t) - et

Cylt) = —% a8(t — to)e 0t (1)

B, E,

Wo 7

+oo 7 400 ]
/ Ca(t)dt——ﬁa/ 5t — t0)C)(t) 10" dt

C(00) — Cla(—00) = —;—iae*@'wotocb(to)
Analogamente

7 )
Cp(o0) — Cp(—o0) = — ae 0, (ty)

Incluyendo las condiciones de borde
Calt) = 1= e Cy 1),

Cy(t) = —% N (1),

id 1
Ca(t) =1- EB_ZthO : ECb(t)
id oL
Cy(t) = ——e 2[1 + Ca(t)]
% e-l—’bwot() 1 Cb(t) _% elwoto

H™H i 5 Lo, iwot
Multiplico la primera fila por—5Z e*“°*, y sumo ambas
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F(L+ 2)Cy(t) = —ia givoto
O (1) = _ie'wot0a/2h _ —iay _e'wolo
t) e )G
o id s i iwoto
Coat) = 1—35e Z‘“Oto’(ﬁ)(;%)
S T A S | ;

W (1425 142y

se cumple quéC, |> + Cy|? =1

VII.17. Ejercicios

1.— a) Un radio transmisor opera a una longitud de onda de 100 m y a una potencia de 1 kW:
¢ dantos fotones emite por segundo?

b) La radiacbn proveniente de un cuerpo negro a BR@lcanza la superficie de un metal
cuya funcon trabajoll’ es 0,214 ev.
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i) Usando el gafico que se acomfa, determine la longitud de onda para la cual ocurre
el maximo del espectro de emisi del cuerpo negro.

i) De la misma forma, determine la longitud de ondasarga que es capaz de sacar
electrones desde la superficie del metal.

iii) ¢Estimequé fraccbon de la emigin,

M,, contribuye efectivamente a la pro-

duccin de fotoelectrones desde la super-

ficie?

iv) En s0lo 5 lineas, (y ninguna as!) ex-

plique el efecto fotoélctrico.

2.— Encuentre la soluan de la ecuadin de Schidinger para el potencial dibujado en la
Figura, para una padula con enefg@ F, < V.

i) Escriba la solu@n general asociada a cada una de las regiones indicadas, y, de acuerdo
a las condiciones de borde impuestas por el potencial o las condicisites fdetermine

la solucbn espeffica para cada caso,sdando 6lo las constantes que sobreviven sin
determinar su valor espiico.

i) Escriba las ecuaciones que deben imponerse sobre las amplitudes de probabilidad en
cada una de los bordes. (No las resuelva)

i) ¢ Queé significadofsico tiene la existencia de una amplitud de probabilidad en lamegi
"?

B0 V o0
Z .
< -
V- LSS ;_
' ’ . - a
10 m g 77 "
’ ’ oy T— x
E” - <
- i -
Va s . % > 4 EQ‘LO
7 b E&Q
VAV TN
Figura VII.11: PROBLEMA # 2 PROBLEMA # 3
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3.— En el potencial unidimensional de la Figura, encuentre:
i) La solucbn para toda: > 0. (Determine todas las constantes.)
i) La ecuacon que determina los niveles de eriargermitidos, en el caso que< V.
i) Investigue q sucede st — 0. ¢Existe algn limite —no trivial—, donde no hay
estados ligados?

4.— A partir de los datos 8alados en la Figura, calcule la intensidad que registra el detector

. : . . AL
debido a la interferencia producida por el par de pantallas. Supongfetql%b—.

ONDA LumINdsh T
INGOENTE _ 3 ¢
I,I:x) 1{” B ke P
¢ Lo }:i
4

5.— Se toma una fotogriaf de unadmpara de Sodio de 120 Watts, ubicada a 100 m de dis-
tancia. El tiempo de exposam es de 1/100 segundos. La apertura deataara tiene 4
cm de dametro. ¢ Cantos fotones penetran en @ncara durante la exposici?

La longitud de onda de lariea de emig&in mas intensa deditomo deNa es de 5.8934°.
Suponga, por simplicidad, que toda la emisdel Na ocurre en esta longitud de onda.

6.— En el estrato superior de la disfera el oigeno moleculaiO,, es descompuesto en
Oxigeno abmico debido a la acon de los fotones provenientes del Sol. Si la longitud
de onda raxima de los fotones que reaccionan de esta forma con kcolalde oigeno
proviene de los fotones ultravioleta, estime —a partir de este dato—, ldaderligabn
de la mokcula de Oigeno. Exprese este valor en electron—-volts.

7.— Considere un alambre infinito, recto y con densidad de carga lineal constgteilomb/m],
con respecto a un observador en reposo relativoakg€siel valor de la densidad de carga
A\’ con respecto a un observador que se mueve con velotidald largo del alambre?

8.— Demuestre que a laluz de lai€a chsica, resulta imposible que un eléctiaislado y por
lo tanto sin ninguna interadmh con otro partula, pueda emitir un fon.
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f} Wk\ﬁmhr L
ingnaby

s crers

PROBLEMA o F

9.— Un potencial fenomen@dico usado en Mé&mica Cantica tiene la forma oV .Dibuje
aproximadamente la forma de la amplitud de probabilidad para los tres primeros niveles
de energp. Respete el sistema de coordenadas establecido en la Figura.

\ Vix) /
E,
\ A /.

VNS

PSBLEMA me D

x

10.— Un niio lanza piedras verticalmente desde una alfiiyaisando la tecnoldg mas re-

ciente. Las esferas tienen una masg el nino se esmera en apuntarle a un orificio del
mismo dametro de la esfera que existe en el piso.

Demuestre que a pesar de su esfuerzo, las esferas caen, en promedio, a una distancia
del eje que une ambos orificios. Con

1/4
d= h {E} , conh= constante de Planck,
g

11.— Encuentre las soluciones de la ecolaae Schidinger para el potencial dibujado en la
Figura, para una padula con enefg E, < V.
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PREBVEVIA N2 40

escriba la ecuadh que determina los niveles de eriargermitidos y determine el nivel
fundamental para el ca3g — oo. Compare este valor de la enexgon el correspondi-
ente a otro potencial conocido.

v
— Vﬂ o —
E
X
-2 7
TRPLENs 11

12.— Determine un rango aproximado de la longitud de onda de cada una de las clases sigu-
ientes:

i) Micro—onda, ii) Infrarrojo, iii) Visible, iv) Ultravioleta y v) Rayos
Experimentalmente se verifica que la gmlla de amonio al realizar una transitidel
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estado 2 al estado 1 (el estado fundamental), emite una onda cuya frecuernzia< 10°
hertz=ciclos/seg; clasifique esta endisien alguna de las clases mencionadas.

13.— a) Expliqgueen palabragjué es la eneii@ de Fermi.
b) Determine el valor de la enéegde Fermi para dli, cuya densidad es 0,53 g/cc.

14.— Los gaficos desplegados en la Figura, corresponden al espectro déredgasiayos X
para tres elementos agiicos diferentes, logrado con electrones acelerados con una difer-
encial de potencidl, = 35,000 volts. A partir de la informadn obtenida de los gficos
determine, nuraricamente el valor d&/e. Fundamente el (los)tculos realizados para

obtener su respuesta.
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15.— Elatomo deN en la moécula de amonidV Hs, debe sobrepasar la barréga(figura c))
para adoptar la forma sktrica indicada en las figuras a) y b).
a) Escriba la ecuadh de Schidinger para-b < = < b. Suponga qué’ < V, e indique
como obtener los dos primeros niveles de efgedg esta mélcula. Deje planteadas las
ecuaciones que le permiten determinar las constantes que aparecen en el problema. In-
dique la ecuacin que determina los niveles cuantizados.
Indicacion: se le piden los dos primeros niveles porque debe buscar la @olpar e

impar, en forma separada. Para que existan estados cuantizados cdasemernps que
V,, se debe imponer una relaaientre el ancho de las distintas regionesdel potencial.
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b) ¢ Q& sucede con la funmn de onda si/, — 0. ¢ Qe sucede sii — 0 conby V,
constantes? ¢ @uwsucede sV, — oo, cona Yy b constantes?

(Pude responder esta pregunta en forma independiente de la parte a). De esta forma no le
afectaa si tiene algn resultado etmeo en la primera sedui).

w
/fl i) J i
7 v AN
7 & % Z m* 15
y % =
4///77/// 7 v
-b r -~% T a T b

16.— En el potencial de la Figura, calcular:
a) La solucdbn de la ecuaéin de Schidinger en cada una de las regione$, &i £ < V.

b) El coeficiente de refle&n y transmighn en la reghn que corresponda. Demuestre que
se cumpleiR|? + |T'|? = 1. Seiale claramente donde ocurre cadadfeeno(s).

c) La corriente de probabilidad se define como:

L

2im dx dx

Encuentre su valor en cada una de las regionésladas.

d) ¢ ®mo se llama este efecto? ¢&elacon tiene con la cantidad encontrada en el punto
c)? ¢, Puede mencionar algejemplo en que este femeno ocurra en la realidad?

—La —r
TRB. AL

17.— Desde l&poca del romanticismo, cuando se regalaban flores a las doncellas, se sabe
que las estrellas titilan. Para saber si esta es una manifestdeia naturaleza éantica
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de la luz, estime el timero de fotones que entran en el ojo de un observador cuando
observa una estrella de primera magnitud. Esta estrella tiene una flujo de alrededor de
10~% lumenes por metro cuadrado. Un lumen a la longitud de onda de mayor visibilidad,
556 nm, corresponde a 0,0016 Watts. Una estrella de primera magnitud, sin ser @ds las m
brillantes, esdcilmente visible al ojo humano. Aldebaran corresponde a este caso.

18.— Una fuente de luz ultravioleta de 40 Watts, cuya longitud de onda es 248 nm ilumina una
superficie de Magnesidg) situada a una distancia de 2 m. Determinelghero de fo-
tones emitido por la fuente por segundo y @hrero que incide sobre la superficie de Mg
por segundo. La funon trabajo correspondiente al Mg es de 3,68 eV. Calcule la Energ
cinética de los electronesas @apidos que son expelidos desde la superficie del metal.
Determine el valor raximo de la longitud de onda para la cual el efecto f@okico
puede ser observado.
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CONSTANTES FISICAS

MeV
lev = 1,6x10-Joule me = 9,1x 1073kg = 0,511
C
—o7 MeV —34 ~15
my, = 1,673 x10 l<:g:9386—2 h = 6,626 x 107°*J — s = 4,136 X eV-s
h = 1,055 x10734J —s h = 6,582 x 10" eV-s
N, = +#de Avogadro kg = Constante de Boltzmann
eV
= 6,022 x 10*3mole™! = 1,4x107BJ/°K =8,62 x 107° o7
h —12 — i -11
= 2,426 x 107 m a, = Radiode Bohe=5,292 x 107 m
Me C
62
R., = Constante de Rydberg 7o = Constante de estructura firal /137
C
1,097 x 107m !
1 N —m?
he = 197,3 ¢V — —nm — 8,088 x 100 "
4me, c
62
G = 6,6Tx107" MKS = 1,440 eV-nm
4re,
Amaz =T = 2,898 x 1073 [°K — m)] Lo = Luminosidad del Sok 3,2 x 10% ergs/s
o = 5,676 x 1078 W/[m?°K4| o = Constante de Stefan—-Boltzmann
Rn = Radio del Sok 7 x 108 m 1AU = Distancia Sol-Tierra~,5 x 103¢m
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