FISICA MODERNA

Nelson Zamorano H.
Departamento deibica
Facultad de Cienciasi$icas y Materaticas

Universidad de Chile

versibn 26 de septiembre de 2007






Indice general

V.

RELATIVIDAD ESPECIAL: DIN AMICA
V.1. Dinamica Relativista. . . . . . .. ... ..
V.1.1. Ley de Transformaciones de Vectores
V.1.2. La Cuadrivelocidad. . . .. .. ..
V.1.3. El cuadrimomentum . . . . . . ..

V.1.4. La Conservadn del Momentum. . .



2 Ne|80n ZamOI’anO H . version de 26 de septiembre de 2007

; Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
INDICE GENERAL



Capitulo V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
DINAMICA

V.1. Dinamica Relativista.

En esta secon definiremos la velocidad en 4 dimensiones y a partir de ella el momentum.
Justificaremos la interpretéci de la expresin obtenida para el 4-momentum recurriendo a
argumentosigicos y al Principio Variacional.

De forma aaloga a la cuadri-velocidad definiremos la cuadri-aceléragicon ella la segun-
da Ley de Newton. Esto nos lleva a ladimica de una pddula. La principal aplicaéin de este
método son los choquesasticos y las leyes de consen@ti Una consecuencia es que la masa
deja de ser una cantidad conservada en relatividad especial. Esto marca una diferencia con lo
gue acontece en el esquema de Newton.

Introduciremos el concepto de invariante, una cantidad que toma el mismo valor en cualquier
sistema de referencia inercial. A partir del invariante asociado al momentum ealertpemu-
la emblenatica de la relatividad especial de Einstdih= m .

La med@nica de Newton es correcta par movimientos a bajas velocudades comparadas con la
velocidad de la luz. De esta forma las expresiones relativistas deben tener commdada |
forma newtonianna.

V.1.1. Ley de Transformaciones de Vectores.

Las cantidades quésicas, transforman de acuerdo a su naturaleza al ir de un sistema de
referencia inercial a otro. Por ejemplo, la fuerza, la velocidad...etc. cambian de la misma forma,
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un escalar como la temperatura no altera su valor pero cambia su dependencia funcional en las
coordenadas: T(x,y,z,t)=T"(x",y ",z ,t").

Figura V.1:En meénica utilizamos cantidades como: escalares, vectores, tensores...etc. El
nombre de cada uno de estos objetos responde a las fadma transforma bajo una rotatn
del sistema de referencia.

Por ejemplo, la segunda ley de Newten= m - a es \alida en un sistema inercial y no se
especifica, por ejemplo, la orientanique debe adoptar el sistema de referencia en el espacio.
Nosotros seleccionamos un sistema de referenciaaslaanveniente, y escribimos las ecua-
ciones erel. Si posteriormente queremos cambiar a otro sistema de referencia, uno que forme
un ciertoangulo con respecto a un eje del anterior, debemos usar las propiedades de transfor-
macbn de los vectores, la indicada en la Figura V.1. Como vectores se igualan con vectores,
ambos miembros de la ecuanitransforman de la misma forma y la nueva ecuaciontiene
la misma informadin que la primitiva.

Todos los objetos que obedecen la ley de transfoil@ngiara los vectores se denoinan (obvio)
vectores.las ecuacionesidicas entonces igualan vectores con vectores, seudo-vectores con
seudo-vectores, tensores con sus similares....

Ejemplo

Estudiemos el caso de una rofatien unaangulod alrededor del eje. Para ilustrar amo
operan las transformaciones de Lorentz, incluiremo$ afjtiempo.

a) Escribir la rotadn en forma matricial, incluyendo el tiempo.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura V.2:Dos ejemplos de seudovectores: el momento angular de un trompo y el giro de un
tornillo, ambos sobre un espejo. El sentido de giro de ambos objetos, el real y su imagen, es el
mismo.Esa es la caractédstica de los seudovectores. El momento angular es un seudovector.
En general el producto vectorial de dos vectores es un seudovector. Conimiessela figura
anterior, seudovectores se igualan con seudovectores, ambos lados de |®raemen tener

la misma ley de transformaim.

&

ct,
xcos O+ ysend,
ycos 0 —xsenf,
z

N LRI

Estas ecuaciones se pueden escribir en forma tensori-
al,

=) R'a". (V.1)

Hemos introducido la matriz de rotéci R*,. Esta matriz incluye la componente temporal,
losindicesu y v toman los valores 0, 1, 2 'y 3. Es una matrizide 4.

Convencbn de Einstein

A continuacon se define la converamn de Einstein para las sumas. Consiste en omitir el
simbolo de la sumatoria y adoptar la convenén siguiente: cada vez que aparezcangice

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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4

/ Mirror /

Figura V.3:Ernest Mach, uno de los inspiradores de A. Einstein, cuaniio,mo poda com-
prender por gé una aguja maggtica se inclinaba en un sentido esp®o al ponerse, como en

la figura sobre un alambre que condaaina corriente en una determinada diremei La corri-

ente, el alambre , la aguja magtica...estaban todos en un mismo plano y, para Mach, la aguja
magretica, por simefia, no debeia tener preferencia por ninguno de las dos direcciones. Sin
embargo, siempre lo hace en un sentido bien determinado. Lo que el infante Machiayeesab
gue la simefia era $lo aparente. Un magneto es un magneto porque los electrones giranen la
direccion indicada en la figura. este movimiento quiebra la simaetjver referencia de N-CH.
Yang, [&g. 62.)

repetido, se debe sumar sobre todos los valores que toma ididice. En esta notamn la
expresbn anterior se escribe
' = R! a”. (V.2)

donde la matriz?*, tiene la siguiente forma

R R R% RO 1 0 0 O
- R', RY R'Y; Rl | 0 cos@ senf 0O
v | R, R) R% R% | |0 —senf cosf 0
R}, R3 R RS 0 0 0 1

it 1 0 0 O ct

z B 0 cosf@ senf O x

y N 0 —senf® cosf 0 Y

z 0 0 0 1 z

Las velocidades deben transformar de la misma forma. Usando la forma tensorial definida en
[V.1.1], y diferenciando con respectard (y manteniendo fijo eangulo de rotaéin) tenemos

que

X, - X

p '8

AT

di" = R" dz", (V.3)

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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de aqui podemos encontrar la forma de la velocidad recordanda tpraa el mismo valor en
todos los sistemas de referencial@sdebemos dividir ambos miembros de la ecoacinterior
pordt:

dzH dx? _

— = R" : VE=RE VY. V.4

77 T v (V.4)

Es claro que esta exprésitransforma igual que los vectores bajo una rétacy por lo tanto
€s un vector.

Podemos seguir con estetndo y aplicarlo a la acelera@ci, y obtener un resultado similar:
también es un vector.

V.1.2. La Cuadrivelocidad.

Lo que nos interesa ahora es aplicar esétaaio a la velocidad en relatividad especial. Las
transformaciones de intes, en este caso, son las transformaciones de Lorentz. Para que un
objeto de 4 componentes sea cuadrivector, debe transformar igual que las coordénaldas
efectuar un cambio de sistema de referencia, puesto que nos interesa que lasiteypetehgan
la misma forma en todos los sistemas inerciales. Esto es lo que se denomina covariante.

Al intentar resolver un problema espigmo, seleccionamos el sistema de referencia que juzg-
amos nas adecuado, y sabemos que las leyes tienen la misma éxpi@snal en ese sistema
como en cualquier otro inercial.

Si queremos cambiar de sistema de referencia, usamos las transformaciones de Lorentz,
puesto que todas las cantidades usadas deben ser cuadrivectores y por lo tanto obedecen la
misma ley de transformatm.

Entonces:
dzt =N, dx", (V.5)

dondeA es la matriz que representa a la transforiacie Lorentz.

dct v =B~ 0 0 dct
dz - -6y v 00 dz
dy n 0 0 10 dy
dz 0 0 01 dz

¢ @mo definimos la cuadrivelocidad? Si ya sabemosyufetransforma como un cuadrivec-
tor, tal como en la definidn anterior, entonces para definir la cuadrivelocidad debemos dividir
esta cantidad por uimvariante una cantidad que tenga el mismo valor en ambos sistemas de
referencia inerciales, en analagon lo realizado en la manica Newtoniana.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Ya conocemos una cantidad, que cumple con esta propiedad: precisamente el elemento de
longitud en 4 dimensiones.

ds® =c*(dt)? —dX* =n,,da"dz".

donder),,, es la netrica de Minkowski, definida junto con la transforn@cie Lorentz en una
dimensbn espacial:

1 0 0 0 v =By 0 0
T e o | B oy 00
ny 0 0 -1 0 v 0 0 41 0
00 0 -1 0 0 0 +1

Comod s’ = ds, podemos dividir ambos lados de la ecaacy obtener la cuadrivelocidad:

dx¥
H= . V.6
ut = (V.6)
Las propiedades de transformacideu’ son las esperadas
i, Y
g = L8 e 4 g (V.7)
ds ds

Si una paiitula permanece en reposo en el sistema de referencia que estamos usando entonces
dX = 0.y u* toma la siguienta forma (escrita en forma horizontal para ahorrar espacio)

b 199 00 01 = 11.0.0.0
u I:cdt”,] [777]'

Ahora, si la paiitula se desplaza en el sistema de referencia que estamos usando, entonces
podemos factorizar el tiempo a partir de la expgyasiled s, para que la cuadrivelocidad se
asemeje lo ras posible a la expreési usual de la velocidad.

ds® =c(dt)* [1 — [dz/(cdt)]], (V.8)

perodz/dt es la velocidad de la pacula con respecto al sistema de referencia elegido en la
direccbn z. Analogamente con el resto de las coordenadas, de forma que |la érmastrior
se transforma en:

ds® =c*(dt)* [1 - \72/02] : (V.9)
dondev es la velocidad de la pacula. Tomando la componente positiva de lia @adrada de
esta expredin y recordando la definiah de y v podemos escribir la cuadrivelocidad de la
siguiente forma: .

ut = 1[v,879]. (V.10)

Note que la expre8n obtenida no tiene dimensiones.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Receta para subir y bajarindices

Los indices superiores identifican a un vectdr (o tensor si hay s de unindice F*")
contravariante Si figura como stilmdiceu,,, se denominaovariante

Cada una de estas cantidades tiene un significado &dombien determinado pero dqu
sblo nos interesa dar una receta que nos indigueacsubir o bajamdices.

Primero debemos definir la matriz inversa de ketnca de Minkowski:

1 0 0 0
w0 =1 0 o0
T 1o o0 -1 0

00 0 -1

como se puede apreciar tiene excatamente la misma expassia netrica de Minkowski.

Para subir unndice, es decir transformarlo de covariante en contravariante basta multiplicar
por la metrica inversa de Minkowski:

u' = n"*u,, aralogamenter, = 17, , u®.
La métrica de Minkowski (0 su inversa) se utiliza para bajar (o subdices.

Ejemplo

Encuentre la expresin asociada a la transforménide Lorentz, con los ddsdices arriba
(dos veces contravariante) o los dodices abajo (dos veces covariante).

La Transformadn de Lorentz definida anteriormente es una vez covariante y una vez con-
travariante: tien uindice superior y unoinferior.

vy By 0 0
=By =y 0 0
nHo vV A
ME=mAL =00 0 21

0 0O 0 -1
Hemos sumado sobreigldicea. Analogamente:

¥y =By 0 0
By — 0 0

J— [
Bov=nen =1 70" 0

0 0 0 -1

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Clasificacion de los cuadri-vectores

Dados dos cuadrivectores cualquieiay B”, mediante la ratrica de Minkowski podemos
definir un rumero a partir de ellos, de la siguiente forma:

Nuw A B" =A"BY — A'B' — A>B* - A*B*= A"B, = A, B”
La expresdn a la derecha de la ecuanies un imero, puesto que proviene de la suma de cada
una de las componentes.

El caso nas interesante es aquel en el cual usamos el mismo vector dos veces:
Ny AP AY = APA” — AVAT — A2 A2 - AP A=A A, = A, AF
Ahora, mediante esta operanipodemos asociar urimero a este vector:

Si A, A" >0 = cuadrivector tipdiempo
Si A,AF=0 = cuadrivector tipduz

Si A, A" <0 = cuadrivector tipaspacio

De esta forma podemos clasificar a los cuadrivectores; puesto que el signo y el valor de esta
cantidadA4,, A*, es un invariante: vale lo mismo en todos los sistema inerciales.

El significado fsico de esta cantidad es el siguiente: si un cuadrivectiip@iempq indica
gue es un vector que é@stontenido dentro del cono de luz. Por ejemplo si el cuadrivector
representa a la cuadri velocidad de unaipala,ésta se desplaza con velocidades menores que
la velocidad de la luz. En cualquier otro sistema de referencia inercial, se cumple la misma
condicon.

Si la partcula estipo luz el vector se apoya en el manto del cono de luz. Finalmente si el
vector edipo espacigindica que el vector se ubica fuera del cono de luz.

La cuadri-aceleracion

Ahora procedemos a determinar la cuadriaceléradRecordemos que a partir de nuestra
definicion de la cuadrivelocidad, tenemos:

u"u, = +1. (V.11)
De aqu derivando con respecto a:d
dut du
il nZTE Q. V.12
T +u P 0 ( )

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Definiendo la cuadriacelerdsi o = 2<, y en forma similaw,,,

a u, +uta, =0, (V.13)
despws de subir y bajandices con la receta usual, se obtiene:

au, =0. (V.14)
Ejercicio

—

L. . - dvu
Encontrar la expredn dea” como funcon dev, 3 y a

V.1.3. El cuadrimomentum

Usando los resultados de la ségtanterior, podemos definir el cuadrimomentiity como

OC —. —.

Pt = ( my 075) = moc(’%’}/ﬁ)? (V.15)

introduciendo la expresh de  u",
Pr = mycut. (V.16)

Comou* es un cuadrivectoP* también lo es.

El factor (n,c) aparece por razones dimensionales, el cuadrive¢taro tiene dimensiones.
La primera componente del cuadrivector momentidinse define como la endegasociada a
la parfcula. Las otras tres componentes constituyen el vectoréntum, es decigstas son las
componentes que en uagimen no relativista se transforraaren el momentum usual de la
meanica Newtoniana.

Mencionamos que los invariantes son importantes puesto que toman el mismo valor en cualquier
sistema de coordenadas. Calculemos el invariante obtenido a partir del cuadrimomentum.

Pt = (E,f’) (V.17)
c
PP, = (m,c)*ufu, = (myc)? (V.18)
7 E\* 2.2
A ) L (V.19)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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En un sistema en que la patla se encuentre en repo$d= 0, y por lo tanto la eneiig
toma el valor conocido

E=m,c? (V.20)

Otra consecuencia de estdaulo es que la definidh de masa en reposo &tien definida:
es proporcional al valor del invarianfe*P,, por lo tanto es undmero que no depende del
sistema de referencia utilizado.

V.1.4. La Conservacon del Momentum.

Continuando con la generalizaai de las cantidades que aparecen en lzamea usual de
Newton, nos queda por definir la cuadrifuerza. Se define a partir del cuadrimomentum en la
forma que se indica a continuaai

pu
FH = d ) (V.21)
ds

Si no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema deipastque estamos estudiando,
entonced™ = 0y en un choque entre patilas ocurre que

Pt ... = Constante (V.22)

Como el cuadrimor®ntum se conserva, cada una de sus componentes se conserva, toma el
mismo valor antes y desps del choque.

Pantes = P&esp@s_’ la energa se conserva. (V.23)
5antes = ﬁdesp@s* el monéntum se conserva. (V.24)

Una de las consecuencias de la consebradel 4 - monentump* es que la masay la enéag
no sean independientes como otaen la meanica de Newton. La ley de consenatide la
masa y la ley de conservaci de la eneng se vuelven una sola en el contexto de la Relatividad
Especial.
En relatividad Especial las ecuaciones son cuatro:
Ii;;n.c = J‘Zm, (conserva®n de masa y enei@)

Piic = Prina (3 ecuaddn, conservadin del momentum)

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura V.4:En una explogin como la indicada, en la ménica de Newton se conserva la masa,
el momentum y la enei@, en forma independiente. En el caso de la relatividad especial existen

solo 4 cantidades conservadas. La masay la er@esgn equivalentes.

Transformacion de masa en enefg

Supongamos que una mak4 inicialmente en reposo se divide, esgordgamente, en dos
parfculas icenticas. Demuestre que la suma de la mas de estasytastes menor qui/.

Identificando las componentes del cuadrivector momentum, tenemos:

Pt = {Mec,0}

inicial

Pha = {(yimy+y2ma)c, yimy U1 + 2 ma U}

-l -
v v

Figura V.5:Lo que se espera el caso newtoniano de esta desint@graci

Si ambos trozos 1y 2 sonédticos m; = msy y 71 = 72, €ntonces
Py = {2mey, 0}, puesto qued; + v, = 0.

final —

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Comparando el momentum inicial y final, tenemos

M =2m~, como ~y>1,

entonces M > 2m. La masa no se conserva. Como la masay la éésgman una unidad en
esta ted@a: m, ¢ vy las dos masas producto de la desinte@mrason, en este esquema, objetos
puntuales, la masa inicial se debe transformar en @demovimiento. Definimos la enéag
cinética como:

T=E-F, (V.25)

dondeFE, proviene del invariant&* P,

E2 ) 2
PP, = = = con p=~vymo.
E = \/ E2+p*?
T = E? 4 p2c? — E,,.

Desarrollandoy en serie de potencias de/c)?, este mismo resultado se puede expresar
como

1v? 3 02
_ 2 2
T = mc{1+§§—|—§(c—2)$---}—mc

2

e e .. 1 3 4
Energa Cirética Relativista- - mo? + (L)

T
8 ‘¢

Este es la definiéin de la eneng cirética relativista. Es notable que el primermino es el
usado en la aproximam newtoniana.

Aplicando esta expresin de la eneng cirética relativista a las dos masas que se obtuvieron
como resultado de la desintegi@atj obtenemos:

2T = Enerda cirética relativista de las dos masas2m~yc®> — 2mc* = (M — 2m)c?,

la diferencia de masa se transfd@ren energa cirética.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Histbricamente Lavoisier propuso la ley de conser@acde masa. Vemos acjue esta ley es
una buena aproximamn pero no es exacta. Claro @sjue la diferencia entre la masa inicial y
final es, en la may@a de los casos, despreciable.

La teoiia define la enefg comoE = m, c?/[1 — v?/c*'/? dondem, queda definida como
la masa propia de la pactla, por ejemplo el iimero asociado a un elegtr, un probn...y
gue es una constante que permanece. No existe uia tpa a partir de primeros principios
dé como resultado la masa del eléctro la de cualquier otra p&tila elemental, por ejemplo.
Estalltima informacén proviene del experimento y es un @aretro que debemos incorporar
a la teora. Es una excelente definici puesto que permite definir la familia de los electrones:
aguellas partulas que tienen una conjunto denneros iguales. Entre ellos la masa en reposo.

Cuando en un choque entre pamtas existe una transformaaide las partulas en otras, co-
mo por ejemplo en el decaimiento de una fait inestable, las ecuaciones de laadiica de
la relatividad especial no proporcionan ninguna ideataease produce esta transforn@acde
un objeto en otro(s). El decaimiento de la paurta original es, desde este punto de vista, es una
caja negra a la cual se le aplican los principios de la relatividad especial admsgiers de en-
traday salidaEstos generan ciertas restricciones (como la consémvdel cuadri-momentum),
y a partir de ellos se restringen las cardstéras o propiedades de las fieutas resultantes.

La fisica tiene sin duda muchasamrestricciones. Casi siempre éngas. La n&s impor-
tante, la conserva@n de la carga. Ninguna reaoai puede infringir esta regla. La carga de
entrada debe ser la misma que la observada a la salida, o en el resultado deda.reacci

Existen otras: conservaui del rumero barbnico, rumero lepbnico, extréeza...
La energia se transforma en masa

En la reacadn

2H,0 + Enerda — 2H, + O,,

la enerda diadida al agua se convierte en masa. En 1000 toneladas de agua convertida a
hidrbgeno y oxgeno, estos productos gaseosos tienen alrededor de 0,3 gramos de masa en
exceso del original.

Ejemplo

a) Suponga que dos masas igualeshocan frontalmente para producir una solaipata
de masa en reposion.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Figura V.6:Veamos el proceso inverso: dos masas chocan y el resultado es una sola masa en
reposo. Este ejemplo tiene cierta dosis de realidad: los grandes aceleradores procuran generar
reacciones d@micas haciendo chocar frontalmente un haz deipatas viajando en sentidos
opuestos. El objetivo es ahorrar en@grecordemos que estos poblemas no son lineales en la
velocidad.

b) El mismo caso anterior, pero ahora una de lasqadas esi en reposo en el Laboratorio
y la otra choca frontalmente. Desgmidel choque ambas partlas coalecen y dan por
resultado una nueva partila de masam. Calcule la enefig de la paitula incidente.

¢ Calcule la eneifig total de las dos paculas en el caso a) y de una sola frarfa en el
caso b). Compare ambos valor8slucion

a) Comparemos los cuadrimomentum inicial y final.

Pr 92 Efinal (—)’
in c )

E;
con P! = (2—,P1+P2>,
C

pero P + P, =0, luego:
B = Efln/c

E, = my

Ef = 4m

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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2my = dm=>y=2=v= c=0,87c

~ 5

Ambas paificulas deben aproximarse con la velocidad= 0,87 ¢

b) En el segundo caso, la parila de masam no puede permanecer en reposo désylel
choque por conservacion del momentum total.

Como el problema es un pocasicomplejo que los anteriores, utilizaremos el invariante
p" p,, desde un comienzo. Comparamos el valor del invariante antes yé&sedpua
colisibn. Como el invariante es un escalar, esta igualdad genera una solaectti
probabilidades déxito puesto que lanica indgnita es la velocidad de la masa resultante.

De esta forma , ,
E E
(—1+mc) — P} = (—f> —Pf
C C

conP, = ymv, E; =mc?y, entonces

(me)* (i + 1) =i m*v® = (dyrme) — (dmypop)?

1 1
1—(2)? 1— ()2
1= &) J1-CD
2

V; v
(me)” +2(me)*y + yim*c*(1 = 75) = 16y5m*c*(1 — C_g)

2(me)*(14 ) = 16m'c®, deaqiise obtiene v, =7, = v, ~0,99¢.

En este caso, bombardear una fgat contra un blanco en reposo, se necesita una cantidad
apreciablemente mayor de eriergue el caso anterior. Es por estabrague los aceleradores
modernos utilizan haces de dattlas que chocan frontalmente para producir comdqdas
mas masivas. Los denominan collider”.

O

Por ejemplo, el descubrimiento del 8osZ, que era una prediamn de la tedia de Weinberg,
Salam y Glashow y que les valel premio Nobel en 1979, tiene una masa mil veces mayor que
la de unatomo. Como esta pactla es muy masiva, se obtuvo mediante el choque frontal de
dos paritculas (o mejor, flujo de pddulas) en un acelerador. En este caso la masa de lawart
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7, el producto final, es 100.000 veces mayor que la masa de cada una deitaggsade! flujo
en choque frontal.

Esta paficula fue detectada en Enero de 1983. Para tener una idea de la magnitud del acel-
erador,éste contiene un magneto de 800 toneladas para producir un campéticagie 0.7
Tesla. 1 Tesla #0*Gauss. EI campo magetico de la Tierra es del orden de 0,6 Gauss. En la
estrella HD 215441 se ha detectado un campo @tagmde 34.000 Gauss. En algunas enanas
blancas se han medido camposlde” Gauss.

Ejercicio Propuesto

Muestre que los dosltimos ejemlos, eén relacionados por una transforn@acie Lorentz
gue nos lleva del sistema centro de momentum (mM&san reposo decae en dos masas iguales,
considerandd/ = 4m) y el ejemplo similar donde uno de las masapermanece en reposo y
la otra masa similar se acerca con una cierta velocidad. Determirieiepknte la expredn
de esta Transformamn de Lorentz.

g

Ejemplo

Una paricula de masd/1 en reposo, decae en dos fieutas de masa; y ms.

Demuestre que el momentum al cuadraélpara cualquiera de las dos padlas es:

P (e ma)* —ma] (M +m)* —m3] ,
4 M? '

Nota: Se sugiere que utilice v como variable a despejar. Pero recuerde &gta no es la
Unica estrategia para demostrar esta identidad.

Solucion
La conservadn del cuadrimomentum nos da las siguientes dos ecuaciones:

Dmyy +moy =M conservadn de la energ

2)my Y1 U1 — Mo Yp Uy = 0 conserva@n del momentum

Despejamo$’” en funcbn de~y para tener&@o una variable:
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Ve

~

v =

Reemplazando en las ecuatidel momentum, obtenemos:

2)mi/7v—1—ma\/73—1=0

ordenando losarminos:

9 2 2 .2 2 2
2) My 71 — Moy = My — My.

Para resolver el sistema conviene definir una nueva variabte: m; v, y = may7y,. Las
ecuaciones quedan ahora:

1) z+y=M, 2)” 2%~y =mi —m3.
Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene

M (miomd) M (mi-md)

2 M Y 2 M

Comox = m; vy, entonces

131 = MMiv1 = M/ 7% —1

(P1)? = mi(m —1)(m+1) = (miy —ma)(may +ma)

= (z—my)(x+my)

M2+ (m2—m2)—2Mm
(P1)2 = ( ( 121\/[2) 1)
—m1)2—m2 m1)2—m2

Podemos comprobar si este resultado es 0 no correcto, comparando con el caso en que ambas
masasn; y ms son iguales:

(M —2m)(M +2m) M?*—4m?> M?—4m?
b= 4 -1
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Obteniendo esta exprési utilizando el Ejemplo anterior que consideraba masas iguales, los
resultados allson:)

M =2my,  p*=cPm? -7 = m?
De aqu:
M? 2 L _ M 2
- — = - -
;T r=m b=y

Que es el mismdiinite que se puede obtener pata = m, = m en el resultado previo.
O
Ejemplo

El siguiente ejemplo es elas general que uno puede enfrentaratestrado de la referencia
[2]. Se hace uso de cambios de sistemas de referencia, se utiliza la idea de centro de momentum
y se utilizan los invariantes en diversas situaciones.

Considere la reacon general entre dos patilas, que definimos comoy 2. El producto de
esta reac@n es otro par de paculas que denominama@sy 4.

1+2—-3+4

En el Sistema de Laboratorio la fattla2 esé en reposo y la pddulal viaja: P, = 0.

Considere esta reacéei en el Sistem&entro de Momemtum. Por definicon el centro de
momentum est definido comoP S + PEM = 0.

Recuerde la masa no es una cantidad conservada en los choques, de modo que no tiene sen-
tido definir un centro de masai B tiene el centro de momentum puesto que es una cantidad
conservada.

Demuestre que:

E
(@) Efdta = (mi+mj+2 e 1)1/2
(Efota)”
(b) ECM = ot |l 2 | / (2 BEM).
mg c? P
(©) PN = —ow
Total
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(d) Yo = (B +mac?)/EGH,

1 . . .
VoM. = —F—— vey, = velocidad con respecto al sistema de Laboratorio.
1— UC.MA
C2
P,
(e) VoM. = E—l
1
(g + ma)
Solucion
- - S S - cM
a) El momentum total e yiqF P1 + = Ps + F,. Por otra parteP,, = [%, 0] =

PEM = P ComoP* P, es un invariante, entonces toma elmismo valor en el sistema CM y en
el sistema de referencia del laboratorio. Se cumple entonces la siguiente igualdad:

o 2
PMPAL:_T_(Plﬂ"‘PQH)(Plu""P?u)

c2

en el Sistema de Laboratorio

E g
PIM = <_1>P1)
Cc
E, o
Pl = (—,0) (dato: estaba inicialmente en repdso

C

(P + PY)(Piy+ Poy) = Pl Py + Py Py, + 2P P,y
(P! + P (Pi,+ Poy) = mic +mic® + 2my By,

E E2
2 2 1 T
m1+m2+2m2§_ -
~ m2E1 1/2

Ep=c® |m?+ms—2 2
b) En esta secon volveremos a usar las ventajas de los invariantes.
Considere el siguiente producto de dos tensores.
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Pl“(Pul + Pw)
A pesar que esta defina parece arbitraria, sus ventajas séamea continuagin.
Es una cantidad invariante bajo transformaciones de Lorentz debido a la suma de Einstein
de indices. Podemos evaluarla en dos sistemas de referencia diferentes: uno es el centro de

momentum (izquierda de la ecuan) y sistema de laboratorio (derecha). Por ser un invariante,
deben tener el mismo valor en ambos sistemas.

]51“(]3“1_1_15#2) = P/'Pyi+ PPy
Evaluando cada uno de losriinos de la ecua@n anterior

Ey

g(El + By) =m?c® + Eymy,  donde hemos usadoE, = m; c.

DefiniendoE como la ener total en el sistema centro de momentum y aaelm = ECM

ElﬁT _m2+E1m2

=mj
ct c?

(V.26)

usando la expresin obtenida par#; en la parte a) de este ejercicio, que reproducimos aqu

2

Er 9 2_2E1m2
i T M T My =
c c

reemplazando, obtenemos:

E, Er 1 E? 1E2 1 1
o —m%+§(c—f—m%—m§)zgc—f §m?—§m§7
Despejando de ad;, tenemos
~ 1 -~ C4 2 2 1 C4 E2T ) 2
E1:§ET+2ET(?TL1— 2):§~—T ?—i-ml—mQ

gue es la expresn pedida.

2
mo C Pl . . .
ETW' Escribamos un invari-
ante que incluya informa@n de la paitula 1. Utilicemos el sistema centro de momentum, que
lo caracterizamos por una tilde.

(c) Debemos mostrar la siguiente iguald#&f:* = P =

E? -
1

— — P12 = m% ?

2
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Debemos aislaP;, de modo que no lo tocamos en lo que sigue. En la eona¢R6de la parte
b), encontramos una exprésiparak’;. Si la introducimos en la ecudri tenemos

]52 EN? %02 _ |:E1 mo + My 02

Er

Incorporando el resultado de la seuti) parak; solo en el numerador, la exprési queda:

5o _ mi (Ef — (mi) _ mjct P}
2 — .

(ENWT)2 B (ET)2
(d)vem =7
I3 _ o m . .
Piotag = D1 + 12 Sistema de laboratorio,
= (E1otal P1 +0)
Pt = (Ecu,0) Sistema Centro de Momentum,

Photal = Yo (Pea + 6 P o)
Transformadn de lorentz para ir de S.Lab. al C. de Momentum.

Ey
Yo o ETotal o 7 Tmac
M = =
E C.M.
oM — Total
c
E1 + mo 02
YoM = TECM
Total
O
V.2. El Fotbn

Definimos al fobn como una paitula con masa en reposo, = 0. De acuerdo a esta
restriccbn el invarianter” p, = m?2 ¢? se transforma, para este caso efffiiecenp” p, = 0.
De este resultado se desprende glie- p° = E/c.
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Adelanindonos a los hechos, usamos resultados démmeec cantica (que estudiaremos
mas adelante) y definimos la enexgle esta paitula tipo luz como

E = huw, (V.27)

dondef es una constante universal, conocida como la constante de Plank, cuyo origen expli-
caremos ras adelanteh es el signo inegwoco de la presencia de la n@gtca cantica en las
consideraciones del problema.

Ejercicio

a.- Calcule las dimensiones de la constante de Flank

b.- Usandad: y las otras dos constantes universales ya conocidi@syelocidad de la luz ¢,
la constante de gravitam universal, encuentre una cantidad que tenga dimensiones de largo,
(conocida como el largo de Plank), de tiempo y de masa. estime sus valoresaosen el
sistema MKS.

Solucion (So6lo de la parte a.-)

El valor de esta constante Bs= 1,05 x 10~3* Joules-s.
Ejemplo

Con anterioridad, utilizando el factor que denominarpgncontramos el efecto Dopler
relativista. Re-obtenga dicho resultado utilizando transformaciones de Lorentz sobre el vector
momentum para un foh. Considere dos observadores, uno en reposo y el otro en movimiento
con velocidad alejandose de la fuente.

Solucion

En este caso pondremos a prueba esta dgfmide fobn. Queremos saber si es coherente
con la definicbn anterior de efecto Doppler.

Como aparece la frecuencieen la definicbn, lo primero que debemos hacer es comprobar
la compatibilidad de esta defin@zi con la ley de transformacioes de la frecuencia entre dos
Sistemas Inerciales en movimiento relativo proveniente de la relatividad especial. Sabemos que:
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, c—
w =w
c+v

Usando las Transformaciones de Lorentz sobre el cuadri-momeritum

E —vp

E' =

Incorporando las definiciones conocidas
EF=hw E' =ho

A partir de estos resultados, la transforndacile Lorentz es:

I hw — vp
V1=(v/¢)?
Como el vector momentum NO es independiente de la emdrnemos que

_hw E

p= 0 p=—
C C

Reemplazando estos valores en la expreslie la enefg se re-obtiene el efecto Doppler rela-

tivista
1 —
W= v/e, (V.28)
1+v/c

No existe contradicéin entre los resultados previos donde se addfizransformadén de
la frecuenciav y esta nueva definion de la enerig y por tanto del momentum asociado a un
foton.

O

Ejemplo

El mismo problema anterior pero ahora consideremos que@i fiftoca con una masd
gue viaja al encuentro del fah con una velocidad.

a.- Encuentre el cambio de frecuencia que experimentadi ftrebotar contra esta masa
M.
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b.- Investigue elimite M/ — oo. Comente.

c.- Dibuje un diagrama espacio tiempo para este problema para los dos casos anteriores.
Solucion.
Este es un problema de choque usual, salvo que en una de laslpartel fobn, la energay

el momentum eéin relacionados. esta es una ecolaedicional que puede facilitar loalculos.

La conserva@n del momentum y de la enéagse escriben:

Figura V.7:

La ecuadbn de la energ es:
Efotén/c +vw Mc = E{:Oton/c + v Mc
, dondeFsoipn = Awy El‘ot(')n = huw'.
La ecuacbn del momentum es :

Por ser estas ecuaciones no-lineale’enl”’, la velocidad del espejo antes y despulel
choque con el fd@n, son difciles de resolver. Como suponemos que la masa del espejo es

V2. EL FOTON Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 27

mucho mayor que la endegy el momentum del féin, parece razonable usar aproximaciones
para resolver esta ecuani

Primero, suponemos qué = V', es decir la masa no se ve afectada por el choque. Esta es
la aproximaadn de orden cero.

En este caso la ecuédi de la enefg se reduce Aw + vy M ¢ = hw' + vy M c. La solu-
cion de esta ecuamh esw = omegad’, €s la respuesta trivial. Sin embargo esta ecuimabiO
es consistente con la consendtidel momentum. No es una respue$sich para este prob-
lema. (Note que en méaaica muchas veces se hace rebotar una pelota en una pared sin decir
nada acerca de la consen@tidel momentum. Lo que sucede en esa situaes que existe
deformacbn de los cuerpos y disipai, por ejemplo ruido.)

Esta contradicéin no nos sorprende. Puede verse de la siguiente forma: si hacemos una
transformadn de Lorentz y nos ponemos en el sistema de referencia fijo al espejo, entonces,
en este caso, el foh rebob con una pared en reposo y no pedrambiar de frecuencia. Note
gue $ cambb la frecuencia al hacer la transform@tide Lorentz. Esto de acuerdo al fadtdta
formula encontrada anteriormente V.28), snes diferente para el éot incidente y reflejado.

Entonces esta es una mala aproxiraaci

En la siguiente aproximatn incluyamos un cambio en la velocidad de la maspar que
la conservad@n del momentum nosédinformacon. Volvamos a las ecuaciones exactas y re-
solvamoslas al orden as bajo de aproximaan, que e®/c. Solo escribimos logtrminos hasta
este orden de aproximaci. Cualquier cantidad que contengelc)? la consideramos igual a
cero.

Construyamos la aproximamni a orden(v/c).

Si multiplicamos por la ecuacdn de la enerig y aproximamosy ~ 1 —V?/(2¢*) F...y
analogamentey,/, tenemos:

1 1
hw+[Mc2+§MV2] :hw’+[Mcz+§MV’2]

, 0 simplificando)M ¢?,

1 1
hw+§MV2:hw'+§MV’2.

Ahora podemos apreciar el error cometido en el primer intento de resolver el problema:
haliamos despreciado @rmino de la eneig cirétical/ V2 /2 que emerge limpio (sin factores
dec) en esta aproximagn de~.

La ecuadbn del momentum queda como:
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hw+cMV =—-ho' +cMV'.

Ordenando las ecuaciones de la siguiente foma

1 1 1
hw—hw’:§MV’2—§MV2=EM(V/_V)(V/‘l’V)

hw+ho' =MV =V)ec.
Reemplazando estdtima ecuadn en la anterior, tenemos

h
hw—ho' = 70 (V' + V) (w+ ).
C
Si eliminamos/’, desde la ecua@n de conservadin del momentum y ordenamos adecuada-
mente losérminos obtenemos:

1% h? (w+ w')?
h (w — w/) = (z) FL (w + w') + (ZCQ—M) . (V29)
En palabras, la diferencia de enierglel fobn incidente y emergente es igual a émtino
proporcional av/c multiplicado por la eneii@ del fobn antes y desm@s del choque &s un
termino que es la r&n entre el cuadrado de la suma de la erzedgl fobn incidente y reflejado

y la energa en reposo de la magd. b.- SiM T oo y a primer orden e, tenemos

1—v/c 2v
W= u)M 0 Wr~wl-—) (V.30)
(1+v/c) c
Este es el mecanismo con el cual opera el radar de laipgiEra medir la velocidad de
los veliculos en la carretera. Eravuna s@al con frecuencia y recibe la sal reflejada con
frecuenciaJ'. La diferencia relativa entre ambas nos da la velocidad détukh

Aw v

=X o2

w Cc

De forma que si el polia afirma poder medir una diferencia de 5 km/h en urictgh, su
pistola debe tener una resolégimejor que2 x 18000/[300,000 x 3600] ~ 3,3 x 1073,

Las pistolas no emiten una frecuencia fija sino tienen un ancho de banda, una d@trdmici
la intensidad en un rango de frecuencias. Pero este ejemplo ilustra laasiea § constituye
una prueba que nuestra bipsis inicial V.27 F = hw pasa esta prueba de blancura.
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V.2.1. Principio Variacional.

Encontraremos el momentum usandécalo variacional, porque de aftalculando el Hamil-
toniano encontraremos la expi@sirelativista de la enera.

S:a/Lﬁ, (V.31)

S es la acdn y L es el Lagrangiano. La cantiddddt deber ser unnvariante relativista
porque de esta forma, a téwde este gtodo, encontramos una ecu@tide movimiento inde-
pendiente del sistema de referencia (o megida en cualquiera de ellos).

El invariante nas simple eds.
S=afds =aofVcdt?—dz?,
=ac [dt\/1 -3,

~ac [dt(1—-303%), si << 1.

El objetivo de tomar la aproximami 3° << 1 es determinar el valor de la constanténtro-
ducida al comienzo delatculo a partir delimite no-relativista. Como estémite la formula
relativista debe coincidir con la usual en raeiza, procedemos a ajustar la constanfgara
que el lagrangiano tome la exprasi L = 7' — V. En nuestro cas®’ = 0, puesto que no hay
fuerzas. De este modo:

2
av

dS:acdt—g—dt = a=-m,c,
c

m, se define como la masa de la peuta medida en un sistema en reposo con respecto a
ella. La accdn es:

2

el primer t'ermino—m, ¢ [ dt no afecta las ecuaciones de movimiento por ser una constante:
se cancela al tomar la variéci del Lagrangiano con extremos fijos.

2
S:ﬂ%g/ﬁ+/mwdt (V.32)

Se introdujo una constante,, que llamaremos:, = masa en reposo de la partla.

s = [CmeVimFa
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(V.33)
L = L(v)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos definir, en foraicanel momen-
tum asociado a una pastila.

|3 oL me -
= _————— /l}
o \/1-732
B — Mo g- myyV (V.34)

Ji-P

La componente temporal del 4—vector momentitnse define a partir del Hamiltoniano.

oL Myv>
H — - L=—— o211 — 32
97 U \/m—i—mc\/ 32,

My C?

H = —=

V1=p52
El hamiltonianoH representa lanerga total de la paitula, como puede comprobarse en el
caso no—relativista. Definimos la enxd = H

MyC>

=2 V.35

En la siguiente secon definimos el cuadrimomentum.

Note que, de acuerdo a lo establecido al comienzo de esté@seatxcuadrivectores, son las
propiedades de transforménilas que determinan cuando un cuadrivectoa bsn definido
0 no. Si la asociabn quedefinimosaqu es compatible con las transformaciones de Lorentz
entonces eétcorrecta.

V.3. Ecuaciones de Maxwell

las ecuaciones de Maxwell no necesitan ninguna moditiogeara incorporar la relatividad
especial. Son relativistas. Es una tagelativista inventada antes que existiera la relatividad.

En esta secbn escribiremos las ecuaciones de Maxwell en lenguaje covariante, usando
cuadrivectores y nota@n (Hlo eso) tensorial. Previamente debemos aprenal@odransfor-
man algunos elementos geetricos, como el volumen, por ejemplo. En lugar de escribir la
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carga y ka corriente en forma separada, definiremos una cuadri-corriente que congrega a es-
tos cuatro elementos (la densidad es una componente y las otras tres componentes provienen
del vector densidad de corriente). EI campecélico y magitico se agrupan en una matriz de

4 x 4 antisinetrica, ordenadamente, puesto que el cam@ctéto es un vector y la indudm
magretica un pseudo-vector. la matriz tiene 6 componentes independientes que dan cuenta de
las componentes del campeetrico y la inducdn magitica.

V.3.1. Transformacion de un elemento de 4-Volumen

El elemento de cuadri-volumen es un invariante.

Az = ~y(Az —vAt)

At = (At — gAx)
Ay = Ay
A7 = Az

Ahora, instardineamente eS'(At’ = 0) el observador mide el elemento de latyo

Azx = y(Az" — vAt)

En un mismo punta’, ¢/, 2 medimos el intervalo de tiempo &) At:

At =~ At

Ar Ay A AE = AL ST Ay AL
Y
= At-Azx-Ay-Az

d*x’ es un invariante bajo transformaciones de Lorentz.

ox'¥
d4 A d4 v
ox” v
m
‘%’” = detAF = +1
xV
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El signo nés indica una tranformam de coordenadas ortocrona, es decir, que conserva el
sentido del tiempo.

En una transforma6n en las coordenadas espaciales ocurre:

/—9/d4:l:/ — /_—gd4:L’
Vv —g = r?sen’0 (coordenadas esficag

por la misma raan anterior, el Jacobiano de una transforroaade coordenadas espaciales
(por ejemplo, de coordenadasy, z ar, 0, ©) est dado por:
ox'* ox'*
ox? oxv | V9

dondeg es el determinante de laatricag,,,. Si adenas se incluye el tiempo y una transforma-
cion de Lorentz, tenemos:

Jacobianc= ‘

:det‘

Vogdd = =gd's

Esta es una rela@n general, &lida para cualquier tipo de transform@atide coordenadas. En
realidad es una relamn general porque es un invariante tensorial. Bajo este disfraz se puede
escribir como:

d*r = 1 euvor datdz” dx’ dx”
Cuvor — \/__g Euvor
go12z = -+l
€oo2s = 0
€123 = —1

Donde el tensoe,,,,, €s el tensor totalmente antisénico, que toma los valores indicados.
La forma natural de definir este elemento es recurriendo a las formas diferenciales.

V.3.2. Las Ecuaciones de Maxwell

2

1 ) ) . ) ..
¢ - a = — UnidadesSistema racionalizado de Heaviside-Lorentz
Amhe 137
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14
= oy
|

P
ai
Foi

0
P =

VAE+2 =g
VAB- ]

orAY — 9V AH
—0;
_E

_El _E2 —E3
0 —-B3 B2
0 —-B!

0

F™ op=J"  J =(p,J)

e — %
G = 0

Ecuaciones Masivas con spin 1

Al AR g gy
A - fT—VX
¢ = ot

FpF™ +m?A” =0

Fi = 9P A — ¥ A"

Conservacbn de la Carga

Ejemplo

En un alambre infinito se ubica una serie infinita de caggaparadas por una distanaian

el sistemaS que se encuentra en reposo con respecto al alambre.

Suponga un observador viajando con una velocidpdralela al alambre. Encuentre la den-
sidad lineal de cargas que mide este observador

En S la densidad es\ = Q_
a
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Figura V.8:

En S la distanciaa cambia

Ar = ~(Ax —vAl)
v
At = (At — gAx)

AT = TA—2,=2p— T,
(rp — 7o) = (@ —a5) — 0]
L = ~L
= a = ¢
Y
De modo que
a a
No= A\

De acuerdo &', existe una densidad lineal de corriedfe= —\ v
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JU = (A, J)
JtJ, = X\ (enS)
2
J;LJ/H = N2 NP2 = V21— 2_2)
2

[
— ’)/2>\2C2(1—§) :)\2C2

—

Se verifica que J* = (c), J) es el 4 - vector densidad de corriente.

Otra forma de llegar al mismo resultado:

JH = (pc, pv)
Ng
p = 4
(%
cp = ANOJY
= AJJO+ AT
= pc+yBp”
/ C /
pe = pcv(l—ﬁQ)z% = =2
Vo= A Ay AZ
Ar = Az (At =0)
Vo= yAzAyAz = v
o Na_Na_p
g e
V4. Confirmacion experimental de la relatividad espe-

cial
Experimento de R. F. C. Vessot
A continuacon describiremos un experimento realizado en 1980, con el objeto de comprobar
las predicciones de la tdarde la relatividad general y especid],[usando un reloj &mico.

El acuerdo entre te@ y experimento que se verifien este caso lo interpretaremos como una
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confirmacon de que la naturaleza se ajusta, dentro de las aproximaciones usadas,a sus postu-
lados. No existe, hasta el momento, un experimento que contradiga las predicciones sostenidas
por la relatividad especial. Este hecho constituye una buena justificpara estudiarlas.

El experimento se realizdentro de un cohetgcoutque fue enviado a 10.000 km. de altura
con un reloj abmico en su interior. Este reloj es en realidadMaser. aconimo deM icrowave
Amplification byStimulatedEmission ofRadiation, o Amplificacddn de micro-ondas mediante
emisbn estimulada de radidwoi, emite una onda cuya frecuengiges de 1420,405751 Mhz,
y permanece sin cambiar por un fmeto de 100 segundos. Estdiakllega a tierra con una
frecuenciar y es comparada con la emitida por un reloj similar instalado en el lugar de réxepci
en tierra. Las variaciones porcentuales de frecuencia entre ambos relojes

Av v-—v,

Y

Vo Vo

estin dadas, de acuerdo a las predicciones de la relatividad general, por la siguientémexpresi

—

AV:%—SOS_HZ—VTS  Tst-ay

2
|
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Figura V.9:Esquema del experimento realizado con el colsgteutLo que se denomina los
residuales es la diferencia entre lo esperado por lai@grel valor experimental obtenido. la
aceleracon que experimenta el cohete llegd & y es preciso corregir los valores obtenidos
cuyo origen es la aceleramn , el plasma que se forma alreddor de la nave etc.
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El sulindicet indicatierra y S el coheteScout ¢ indica el potencial gravitacional New-
toniano en la superficie de la tierra y en la pasicdel cohete, de acuerdo al sutlice. Esta
correccon es un efecto neto de la relatividad general: el tiempo transc@saapidamente en
los puntos o regiones donde el potencial gravitacional &s debil. EI segundoérmino cor-
responde al efecto Doppler de segundo orden, debido a la velocidad relativa entre el cohete y
la base en tierra. El efecto Doppler de primer orden, proporcioidkase elimina rebotando
en el cohete una Bal adicional de frecuencia conocida y congratola con la frecuencia que
retorna. Es un efecto similar al radar que la galigsa para medir la velocidad.

El tercer €rmino de ladrmula V.36 proviene de la aceleranique experimenta el cohete, y
r¢_ ¢, indica la distancia desde el cohete al centro de la tierra.

La ecuadbn V.36 constituye la prediotn tedrica.

Al comparar las frecuencias recibidas desde la nave con las del reloj en la base y corregir los
datos para tomar en cuenta un conjunto de factores mencionados a coatingadle@ a la
concluson gue la teda de la relatividad (especial y general) y el experimento son consistentes
a un nivel de preciéin de 70 partes er)—°.

Algunos de los efectos que debieron ser tomados en cuenta para eliminar los errores de los
datos obtenidos, fueron: campos matigos variables en magnitud y dire@nj rotacon de la
Ultima etapa del cohete, variaciones de la fresiarongétrica y temperatura. Otros efectos adi-
cionales son la acelerd@ei de aproximadamenti®—g a la que est sometido el cohete durante
su lanzamiento y la dispetsi en la sBal debido a la columna de electrones de l&ara que
se interpone entre la nave y la base.

En este experimento no es posible distinguir entre los efectos atioers proporcionales
a potencias dé&’/c, de los dirfamicos, que son generados por la relatividad general (propor-
cionales al potencial gravitacional). Esto debido a que el cohete Scdatceastantemente su
altura y velocidad durante el corto tiempo que dura el experimento.

Experimento Hafele y Keating

(J. C. Hafele y R. E. Keating, SciencE/(7, 166, 1972, pag 166.)

Este experimento consiste en ubicar cuatro relojem@bs de Cesio en el interior de un
avion que fueron trasladados en un vuelo regular deimea lcomercial de avigm alredor del
mundo dos veces consecutivas: una en ditgcEiste y la otra hacia el Oeste. El experimento
fue realizado por J.C. Hafele y R. E. Keating en 1972, y su objetivo fue poner a pruebada teor
de la relatividad de Einstein utilizando relojes macogscos.

Como veremos desis, la raan entre los tiempos registrados por un reloj en Tierra y otro
en movimiento, pero con una velocidad baja < ¢?) se reduce &l —u?/(2¢?)], donde c es
la velocidad de la luz. Como en este caso la Tierra egtindo lo relojes estandard distribuidos
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sobre la superficie no pueden ser utilizados como relojes coordenados en un sistema inercial.
De todas maneras pueden ser evaluados con respecto a wtibpotloj ubicado en el Polo

Norte (o Sur). En este caso al comparar ambos relojes, el reloj de referencia ubicado en el Polo
observa que el localizado en el Ecuador con una veloditfady de esta forma mide un retraso

en su medid@n:

R?()?

2¢2

es su velocidad angular. Por otra parte la nave que circun—navega la Tierra cerca del plano
ecuatorial con una velocidadrelativa a la Tierra, experimenta un retraso proporcional a

1—

donde R es el radio de la Tierra 2,

(RQ+v)°

e

Por lo tanto sir y 7, son los tiempos registrados por el reloj en ebawy en Tierra respectiva-
mente durante una circunvalanicompleta, su diferencia, en primera aproxiroa@st’a dada
por:

2RQOv + 1?2
B 22
En consecuencia, si la nave viaja en el mismo sentido de ootas la Tierra (Este; > 0)
deberta producir un retraso en el tiempo indicado en el reloj de la nave. De la misma manera,
un viaje contra el sentido de rotéaide la Tierra (Oeste < 0) debeta producir un adelanto
en el tiempo de la nave si~ R.

T—To= To-

La relatividad general predice un efecto adicional que, en el caso de campos gravitacionales
déebiles es proporcional a la diferencia en el potencial gravitacional entre la nave y el reloj en
Tierra. Si el valor de la acelerd@si de gravedad esy la altura que alcanza la naveles<< R,
la diferencia de potencial @sh. Al introducir este nuevo elemento en la ecaague relaciona
los tiempos relativos, se obtiene:

gh 2RQuv+ 12

T—T,=
c? 2c?

To-

El términog /c? se denomina etorrimiento al rojo gravitacionaly predice un aumento en el
tiempo de los relojes ubicados sobre el nivel de la Tierra.

Para las velocidades y alturdpitas que alcanzan las aeronaves, ambosihos de esta
Ultima ecuadn: el gravitacional y el cineético son comparables en magnitud absoluta. El
t'ermino v?/(2¢*) es pequRo comparado co 2 v/c*. De esta forma en el viaje hacia el
Oeste < 0) ambos &rminos son positivos y se suman para una ganancia neta apreciable en
los tiempos medidos. En el viaje hacia el Estex{ 0), tienden a cancelarse y a producir una
diferencia neta peqiie.
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Figura V.10: Los intervalosA 7 séialados en la figura, corresponden a la diferencia observada
entre el reloj abmico en viaje y el que permanéan tierra. Existe una diferencia entre viajar
al Este y al Oeste debido a la roté@ci de la tierra, que estos relojes son capaces de detectar.

Podemos comparar las diferencias de tiempo obtenidas a partiGitteria formula y com-
parar con losimites de detecoin de los instrumentos. De hecho, este experimento fue posible

debido notable disminuah en el tamBo asociado a los relojesaaicos y, por supuesto, su
exactitud.

El viaje lo suponemos sin escalas y, en una primera aproximael tiempo empleado es
7, = 2 Rv. Sustituyendo este valor en la ecuactenemos:

_[27Rgh 2RQv |y

T le W v 2
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Este | 40+ 23 nanosegundos
Teor'ia
Oeste| 275+ 21 nanosegundo

n

Este | 59+ 10 nanosegundos
Experimento

Oeste| 273+ 7 nanosegundos

Estos resultados proporcionan un respaldo concreto a las predicciones daldddarela-
tividad especial. La paradoja del reloj, que analizaremas adelante, se compruebaagan
el uso de relojes macra3gicos.

Anteriormente se con@e este resultado por el decaimiento de ipatas elementales (ver
ejemplo). En estéltimo caso, la verificaéin es a nivel micra@pico.

V.4.1. Resumen

Hemos descrito un par de experimentos que no contradicen las predicciones dmaldeeor
la relatividad especial y general, ambas inventadas hacégalen70 @os. El error en uno de
estos experimentos confirma la teocon una precién de 70 partes por mih (70 ppm).

Aln a$ no es posible afirmar que, una de ellas, la relatividad general esilageerdescribe
correctamente el fémmeno de gravitadin: estos experimentos fueron realizados en la superficie
de la tierra y agu el campo gravitacional es muyehil. Existe al menos un experimento que
confirma las predicciones de la relatividad general enngté de campos fuertes, pero nos
referiremos &l mas adelante.

¢ Qe significa fsicamente un campo gravitacion&lil o fuerte?

Si la masa de una estrella cualquiera la designamos\toy su radio esk,, entonces una
medida de la intensidad del campo gravitacional se obtiene a partir de la siguientebexpresi

GM

2 Y

Si

<r, <100

— < campo gravitacional fuerte.

C C

(V.37)
GM

Si re >> 100 ——,
C

el campo es &bil.

o . ., . |GM
Donde( es la constante gravitacionat¥es la velocidad de la luz. La dlmenelde{ 5 }
C

es longitud.
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. G M,
Si M = M = masa del sok 1,9 x 10% gr, entonces:—; © = 1,477 x 10° cm.
C

Por otra parte, el funcionamiento del instrumento denominado GPS (vituloage cin-
ematica) ha permitido comprobar la bondad de estasdeerelatividad especial y general. Los
relojes abmicos deben ajustar sustiempos de acuerdo a su altura (relatividad general) y ve-
locidad (relatividad especial)para mantener la sinier@on los relojes en tierra. Como se ha
comprobado, el no hacerlo, arruina la premisen la localizaéin de un objeto en materia de

horas.

Ejemplo
Existe una constante que se denomina la constante de Planck y que caracterizatmsdens
cuanticos, es decir el comportamiento del mundo midrpgm. Su valor es

h

7= 1,055 x 1073*  [Joule—segundo]
T

h=

Encuentre una cantidad que tenga dimensiondsragtud y en la cual intervengan adés
Jlas constante§'y c. Esta cantidad es la longitud de Planck.

Respuesta:

\/g =1,616 x 1073 cm (V.38)
C

(V.39)

La dimensbn deh es[momentumx distancia

V.5. Ejercicios Propuestos

1.— Un electon de alta eneiig colisiona con otro ele@n abmico. ¢Cal es la ninima en-
erga necesaria del eleéin incidente para producir un par elégtr- positbn?

La reacobn considerada es— +e¢— — e—+e—+(e—+e+) . Laenerda del electdn
incidente es, presumiblemente, muy alta, de modo que podemos considerar éhelectr

atbmico como en reposo.

2.— Considere un sistema de referengign movimiento con velocidad; en la direcadn
del ejez, con respecto a otro sistema inercial que denominasnain tercer sistema de
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referenciaS”, se deliza en la direa@n dey con velocidadsi, con respecto &’. Encuentre
la matriz de transformagn [M*,] entre las coordenada$ enS” y x en S tal que

2" = M" z¥

Observe que la matriz/ no representa una transformacipura de Lorentz. En el sis-
temaS defina un sistem#, rotado en uranguloa alrededor det con respecto &.
Determine el valor dex que permite relacionar con x” mediante una transformaci
pura de Lorentz.

En ausencia de gravedad se lanza unagodatcon velocidadl, con respecto al sitema de
referenciaS. La direccon de la paitula forma urangulod (menor qued0°) con respecto

al ejez. Un observador (O’) se desplaza en el sistéimaon una velocidad” hacia la
izquierda del ejer. Calcule elangulo y la velocidad de lanzamiento de la bala desde el
punto de vista del observador.

Este ejercicio constituye la base conceptual dérfeano denominado precéside Thomas,
gue ocurre cuando existe un eléctrorbitando alrededor delinleo. En este caso el vec-
tor rotado es el spin.

Suponga que Ud. ésten una nave, solitario en el espaci6ldstiene a una estrella de
referencia. Haciendo funcionar los motorésicos de la nave Ud. puede adquirir una
momentum en diferentes direcciones. Tomaremos la estrella como referencia, por ejem-
plo, si Ud. se da una velocidad-{, ) en el ejex, (un boost en la direcoh —z con
velocidadV, ) la estrella parecarmoverse en la diredm +2x, con una velocidady, .

a.- Usando las transformaciones de Lorentz correspondientes, aplique al momentum ini-
cial de un objeto en reposo, un impulso (un boost) en la dibaceir y posteriormente

un impulso igual en la direcgoh +y. Ambas con la misma velociddd, . El momen-

tum inicial al cual se aplican sucesivamente estas dos transformaciones de Lorentz es:
pu = (mc,0,0,0).

i.- Demuestre que el momentum final No apunta en la dieeceisperadad5° con la
direccbn inicial. (La estrella NO se mueve en la diréggtesperada).

ii.- Encuentre un valor para la velocidad del impulso en la digcty”, V; tal que la
estrella se mueva en la diredniesperada.

b.- Demuestre que una serie de 4 transformaciones de Lorépizeq el ejer, (V1 ) en
el ejey, (—V1) en el ejex, (—V, ) en el ejey, actuando sobre el vector inicial dejan a la
estrella nuevamente en reposo.

c.- Suponga que otra nave espacial se mueve con respecto a la nuestra en fandirecci
con un momentum dado pay;, = (Mec, Mv.g,, 0,0). Demuestre que aplicando estas 4
transformaciones no se llega al mismo momentum final. &micealo.
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d.- Demuestre que el invariante del momentum final obtenido en el paso anterior, es el
mismo que el exhibido antes de las transformaciones de Lorentz realizadas. Muestre
gue en el proceso de estas 4 transformaciones de Lorentz el vector momentum experi-
menb una rotadn espacial neta.

5.— Encadauno de los siguientes casos escriba el cuadrivector momeéntuil'/c, p,., py, p.|

a.- Una paittula se mueve en la direéei z con una eneifi@ ciréticaZ” = m c.

b.- Una paiicula que se mueve en la diregoinegativa del eje con una eneii@ total
E=4mc.

La paricula considerada en ambos casos tiene masa propia iguala definicbn de
enerda cirétical' est definida como?’ = mc¢? [y — 1] dondey = 1/[\/1 — (V/¢)?]

Ec,P-: F.
Fd
Eﬂ.: a
m b ’,l 5
C— O
m 1
_ I
E:#;’n I Eaim
\
Figura V.11:

6.— Un positon de masan y enerda cinetical = m c¢? colisiona con un eledbn en reposo.
En estos casos estas dos fmas se aniquilan produciendo dos partas de masa nula
y alta energg, lo que hemos denominado como fotones. Uno de estos fotones vidja en
con respecto a la dired@n original del posin.

a.- Demuestre que las ecuaciones de consé@mwatgl momentum y la endiypara esta
reaccon son:

E.+E;=3mc*, Yy cp,=E,cosh, E;=E,sin#.

b.- ¢C@l es la enefi@ E. y E,; de cada uno de los fotones? RespueBta= 2mc?y
E;=mcd.

c.- ¢ Cual es el valor dehngulof que determina la direazn del segundo féin? Rrespues-
ta:sin 0 = 1/2.
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7.— Considere la siguiente defirbai de un tensor de proyeoai:

pu — g 0
Cc C
dondeu* es la cuadrivelocidad.

i) Demuestre qué’*” es un tensor, o sea,

P = At Y PP

if) Calcule y demuestre que, P¥, =inv.
iif) Demuestre queP es un operador de proyeoai, o sea(P - P)*, = P*,.

8.— Un observadorq) en reposo con especto a la esfera celeste ve una disfribigotibpica

de estrellas, es decir:
N,

4

con N, el nimero de estrellas observables. Otro observagiyise mueve con velocidad
(3 con respecto al anterior. Determine la distriliurcde objetos estelar@sVv’/dQ)’ visto
desdeS’ y grafique en fun@n de#’. Verifique que

/ dN' = N,
Esfera

Sugerencia: elegir eje azimutal egto paralelo al eje del movimiento relativo.

dN =

(6, ¢)

9.— Considere la siguiente situani una paitula de masa/I en reposo, decae en dos fpeuit
las de masan; y mo.

Silas masas no son iguales, demuestre que que el momentum al cy#gradocualquiera
de las dos paitulas es:

7= (M —ma)? = m3] (M +mi)* —mj] ,
4 M? '
Nota: Se sugiere que utilice v como variable a despejar. En todo cassta no es la
Unica estrategia posible para demostrar esta identidad.

10.— Unatomo de masa/ experimenta una transai interna y emite un fén. Si elatomo
ha disminuido su energ enAE, calcule la frecuencia del foh emitido en el sistema en
que elatomo estaba inicialmente en reposo.

11.— Calcule la energ maxima que puede acarrear la peumta de masan; en la desinte-
gracbn M — my + mo + ms.
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12.— Calcule la energ umbral del nuclen N (my ~940 MeV) para que sea posible la reac-
ciony + N — N + . Los fotones {) de temperaturd’ ~3°K (E, = kT) chocan
frontalmente con los nucleones.

13.— Paralareadon7" +n — K+ + A°, calcule la enefige umbral del ghn (x) para crear un
kabn (K ) emergiendo a 90c/r direccbn incidente en el sistema del laboratorio. En el
sistema de laboratorio el nebir () est en reposo. Considene, =140 MeV,m,, =940
MeVy my =1115 MeV.

14.— En la figura se muestra la cotigi ehstica de un eledin con un dicleo. La ener@
del electbn incidente ed/. SeaF’ la enerda del electbn emergente a uangulod con
respecto a la del haz incidente. Demuestre que

/

B E

1+ <25 (1 — cos®)

Grafique E’/E como funcon def para electrones con enégde 10 GeV incidiendo
sobre protonesn, ~940 MeV) y sobre un incleo deA = 50 nucleones{/ ~ Ax940
MeV). Compare ambos casos.

15.— Considere la siguiente reamcin™ + n = KT + A". Encuentre la enefg cirética
umbral de la patrtular que es capaz de crear undkak en unangulo ded0® en el
sistema de laboratorio y suponiendo quest en reposo en el laboratorio., = 140
Mev,m,, = 940 Mev, mx = 494 Mev, m, = 1115 Mev.

Indicaciones: (selas si a Ud. le acomodan. No esifdca manera de hacerlo.)

Trabaje en el sistema de Laboratorio. Usando el invariante asociado aitaulpakt
remueva el momentum y su engxgle las ecuaciones utilizando su invariante y las ecua-
m3 —m2 —m? —m% + 2m,, Ex

L _ 2(my — Ex)
encontrar el umbral debe minimizal. Introduzca ameros élo al final.

ciones de conservam. Encuentre quel, = . Para

16.— Calcule la velocidad con la que se debe acercar una fuente de lux, r§a&@0A) para
verla verde §,=530Q4).

17.— Un cohetao relativista eyecta gases con velocidacklativo al cohete. Demuestre que
la ecuacbn del movimiento del cohete es

dv__ dm
T TV
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18.— En el caso del cohete anterior y égimen relativista conservaéci de masa no es aplica-
ble. Demuestre que en este caso la e@rmadel movimiento se modifica a la siguiente:

W (12 =0
ar T )

2a
1+<mﬂo)c
6:—2(1

- ()"

19.— Lleve a su forma exjglita las siguientes ecuaciones covariantes:

Demuestre entonces que

a) d,j* =0
b) O, FH = 4T jm
c) O, F,,+ 0,F,, +0,F, =0
Aqui j* = pu* representa la cuadricorriente, coa densidad de carga en el sistema

en reposo de las cargasyd la cuadrivelocidad de las cargas. Adesydebemos recordar
gue el tensor electromagtico fue definido como

0 —Ey —Ey —I3 0 By Ey Ej
0 —Bg BQ . 0 _B3 BZ

url —
[F ] - . 0 _B1 ’ [F#V] - . 0 _Bl

20.— Para una esfera de densidad de masa uniforme que rota caxifaanvelocidad angular
permisible, calcule su momento angular y eferi la enerta de este sistema rotante
Se asocia a su masa en reposo y su radio se iguala a la longitud de onda de Compton del
sistema, determine el momentum angular en famder..

21.— Defnase undotograia perfecta de la siguiente formi: los fotones de la fuente llegan
en forma paralela a la placa fot@dica; ii.- los fotones que se imprimen son los que
llegan perpendiculares a la plaga; los fotones que se imprimen son los gllegan
simulttneamente a la placa en el instante de obtonagiiv.- sobre la placa se imprime
una imagen de tanmi@ natural. Demuestre que la fotogeaperfecta de un cubo con
movimiento paralelo a la placa es la misma que se obi@rdsi el cubo eaten reposo
con respecto a la placa, pero rotado en ciartgulo. Determine eingulo de rotacin.
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