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Chapter V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEM ATICA

V.1 Introduccion

La relatividad especial, de acuerdo a Sir E. Whittaker [1], fue introducida por H. PejridaA.
Lorentz, G. F. FitzGerald, y puesta en su forma final por A. Einstein en 1905.

Las ecuaciones de la relatividad especial, ciertamente fueron introducidas por Lorentz, pero
Einstein las reinvemty les db una interpretadin fisica con el sello de su genialidad que resolvi
uno de los dilemas &s importantes de eggpoca. La interpreta@n propuesta por Lorentz, por
otra parte, no encoritrespaldo experimental.

La idea de un sistema de referencia universal, en reposo absoluto y con un tiempo absoluto,
dominaba el pensamiento de égzoca. Eléter se identificaba con el sistema de referencia en
reposo absoluto.

En el libro citado, Whittaker describe el ingenio y los esfuerzos desplegados para determinar el
movimiento de la tierra con respecto&ér, el movimiento absoluto. Entre otros, cita a Fitzgerald
(pag. 29, [1]) y su idea de medir el desplazamiento de la tierra con respeattr al traes de la
fuerza entre las dos placas paralelas de un condensador. La idea era la siguiente, si las placas se
deslizan con el movimiento de la tierra, una de las placas genera una corriente positiva con respecto
al eéter y la otra una corriente negativa. Ambas, de acuerdo a las leyes de Maaligzls\en el
éter, deben atraerse. Medir esta tenue fuerza pelanitilsenmascarar el movimiento de la tierra
con respecto d@ter. El experimento, ciertamente, éaltomo todos los otros que fueron dia€os
para determinar el movimiento absoluto.

Poincag, ante el fracaso de estos experimentos afiem1899:Considero como muy probable
gue los febmenopticos dependends de los movimientos relativos entre los cuerpos materi-
ales... Al afo siguiente afirmaba su creencia en una nueva ley, semejante a la segunda ley de la
termodiramica, que estableciera la imposibilidad de medir la velocidad de la tierra con respecto al
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éter. Finalmente, de acuerdo a Whittaker, en 1904 Pdirszmtera que las leyeddicas detan ser
las mismas para todos los observadores en movimiento relativo uniforme de drasl@aonclia
que debdn existir una nueva damica en la cual la velocidad de la luz es imite superior.

La genialidad de Einstein consisten abandonar la idea de un espacio y un tiempo abso-
luto, independientes y establecer una unidad espacio-tiempo, construido por cada observador in-
ercial en base a un cierto protocolo claramente estableciddigoven cada sistema inercial. El
espacio-tiempo constituye una especie de andamiaje que aitampada observador inercial. Las
mediciones de longitud de una vara o la dubadile un cierto femmeno son propias gnicas del
observador inercial que realiza las mediciones.

Einstein establedicomo un principio la velocidad de la luz es la misma para cualquier sistema
de referencia inercial. La velocidad de la luz eisua constante universal.

Este principio genera dos consecuencias inmediatas. La simultaneidad de dos' esertbs
ativa: es walida Unicamente para el observador inercial quie lasestabled@. Esto marca una
primera diferencia con las tdas previas y el sentido cam. No es &cil aceptar que dos eventos
gue ocurren simudineamente, por ejemplo, para una persona en la @stdel metro, no lo sean
para un pasajero que viaja en el metro.

Otra consecuencia de este postulado es que rel@esiéds instalados en dos sistemas de re-
ferencia inerciales en movimiento relativo, no pueden ser sincronizados. Uno de ellos siempre se
adelanta con respecto al otro.

Estos resultados &st muy lejos del acontecer diario debido a que la velocidad de la luz es
muchisimo nmas @épida que cualquier otra velocidad/¢ << 1).

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por J. A. Wheeler,
quien conod Y trabajo con Einstein en sui@s en Princeton

V.2 Paradigma previo a la relatividad especial

El postulado que propone el @ter universal de la velocidad de la luz en los sistemas de referencia
inerciales, genera cambios profundos en la conéepdel tiempo y del espacio. Para aceptarlo

se requiere que exista una coincidencia entre las predicciones que se desprenden de este postulado
y los resultados experimentales. Esta experimemase dificulta debido a la magnitud de la
velocidad de la luzz 300.000 km/s. Por esta rd@m, losexperimentos pensadé@maron la base

de los ejemplos utilizados para ilustrar las consecuencias de la relatividad especiahnkgtpar

que caracteriza la relatividad especiabgs.

Esta teora se caracteriza por ser muy cuidadosa en explicitar los protocolos de las mediciones,
particularmente el largo y los tiempos.

1Un evento es un punto en espacio-tiempo, por ejemplo: el golpe en una mesa, el encendido de una luz, tocarse
dos dedos...,etc.
2www.escuela de veranoffisica/index.html , ver relatividad especial
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Sila velocidad de la luz se postula como una constante universal, el procedimiento démedici
debe utilizar la velocidad de la luz. Por ejemplo, el largo de una barra se puede medir enviando un
pulso de luz desde un extremo de forma que rebote en el otro extremo y vuelva al punto original. El
tiempo empleado multiplicada por la velocidad de la luz nos da el largo de la BarraA ¢ ¢/2.

Esta expregin y procedimiento esalida en cualquier sistema de referencia inercial.

Como vemos, en la base de las mediciones@gstempo. La preciéin lograda en las mediciones
esh limitada por la precisin alcanzada en la medici del tiempo. En la actualidaésta es la
variable que se puede medir con mayor précisi

Incluimos una secoin (ver secdén al final de T8 0,0 v
este capulo) con los instrumentos de mediai del P i
tiempo a lo largo de la historia y con su respectiva o
precisbn. Aqgu, necesariamente, emerge el GPS *_:* 0,*

(Global Positioning System), como lmica instan- @)

ciaen lavida diaria donde se debe utilizar la relativi-

dad especial y tamén la general para determinar St :
con precisbn las coordenadas del objeto. il 0, dl

Las predicciones de la relatividad especial han
sido verificadas en todos los experimentos realiza- *0,

dos hasta el presente.

V.2.1 El Principio de Relatividad de Figure V.1: Los individuos Q; y O),
Galileo pasajeros de dos trenes que viajan con ve-

locidad relativa V, mediante un experiento
fisico, no pueden decidir @l de ellos se

La mednica newtoniana supone la existencia de gAcCuentra en reposo absoluto y atuen
tiempo y un espacio absolutoigido, inamovible Movimiento.

y, en consecuencia el mismo para todos los obser-

vadores.

La primera ley de Newton es la defirbai de un
sistema inercial. Si un cuerpo permanece en reposo 0
(o en movimiento uniforme) en un sistema de refer-
encia dadoéste constituye un sistema de referencia
inercial.

ESTAATY
La segunda ley de Newton establece la ecuaci
del movimiento para una péctla puntuaIF’ =
ma. Esta expre$in es la misma para todos los sis-
temas inerciales. Una vez definido en un sistema de referencia, necesitamos un protocolo para
relacionar las leyes de Newton desde un sistema inercial a otro, de forma que sean las mismas en
ambos Este es elprincipio de relatividad de Galileo

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



6 version de August 4, 2008
Considere, por ejemplo, laick libre de un objeto en dos sistemas inerciales: un observador
en tierra y otro en un carro en movimiento, como aparece en la Figura V.2.1. Desde el punto de

vista de cada uno de ellos, la pelota que soltaro eayticalmente en cada uno de sus sistemas

de referencia. Cada uno de estos observadores opingl ggemanece en reposo absoluto y es el
otro observador quien é&sen movimiento. La prueba es que la pelota describe udédplaren su
sistema de referencia. Esto es lo que observa cada uno de ellos acerca del movimiento en el otro.

Consideremos varios observadores viajando en el
espacio vao —sin estrellas o galaxias a su alrede-
dor que sirvan de referencia (ver Fig.V.2)— con una
cierta velocidad relativa. Como ninguno de estos
observadores experimentan fuerza alguna, suponen
gue se encuentran en reposo absoluto y le adscriben
a cada punto del espacio una coordenada.

Totalmente ignorantes del principio de relatividad
de Galileo, cada uno de ellos piensa que las coorde-
nadas espaciales de cualquier puRtque ellos se-
lecionan, permanece constante y por tamacada
instante es el mismo puntdsta es la opidin del Figure V.2:Las lineas representan la trayec-
observadoA, por ejemplo. En otra nave, el obseforia de cuatro observadores inerciales.
vadorB, hace un aalisis similar y concluye que esCada uno considera que es el otro quien se
el espacio tridimensional desu nave el que per-aleja (o acerca). Las coordenadas de un

manece quieto y que, obviamente, los puntos @ehto P, fijo a uno de los sistemas, cambia
espacio tridimensional del otro sistema de referesh el tiempo de acuerdo a otro de los obser-

cia, van cambiando sus coordenadas espacialeggfores.
su ubicaaddn) en el tiempo.(De hecho, la coordenatlde uno de ellos, cambia de acuerdo a la ley
¥ = x — vyt, COMO veremos a continu@ai.

Formalmente, cada punto en el espacio no es el mismo siempre. Delieadosiaa coordenada
mas que especifique el tiempo en que se determinaron estas coordenadas.

En las transformaciones de Galileo el tiempo es absoluto, el mismo para todos los observadores
inerciales.

(2 =+t
Transformadn y =y,
de (V.1)
Galileo Z =z,
v =t

La velocidad de la luz como una constante universal, la misma para todos los sistemas inerciales
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marca el advenimiento de la relatividad especial y la necesidad de abandonar el tiempo absoluto y
universal, el mismo para todos los sistemas inerciales.

V.2.2 Las Ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo decinueve exiah dos tedas que halan demostrado, a trég de numerosos
experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza: leatderd. C. Maxwell de la electri-
cidad y magnetismo de los cuerpos y la @@ca de Newton.

James Clerk Maxwell (1831 — 1879) unifi@s leyes de la electricidad y el magnetismo, es-
tablecb un conjunto de ecuaciones que llevan su nombre y que establecen el comportamiento de
cargas en reposo y en movimiento en el espacitovd@ propagadin de estos camposéekrico
E'y magrético B, obedece a una ecuanide onda y ocurre, en \iac con la velocidad de la luz.

Esta identificad@n, la luz como una onda electrom&gica, fue propuesta por primera vez por
Maxwell. Es parte de su tremendo aporte aitach. Su verificadin experimental ocumi en
1888, cuando Maxwell ya hédomuerto. Heinrich Hertz se comubia tra\es del canal de Beagle
mediante ondas de radio, usando las ecuaciones establecidas por J. C. Maxwell, evidentemente.

Es curioso que la velocidad de propa@ecide estos campos, resublier el inverso de la ra
cuadrada del producto de dos constantes insertadas previamente e independigntesEstas
proverian del ajuste de unidades entre la defomaie la carga y la fuerza. Estatimas unidades,
establecidas previamente [10], son determinadas experimentalmente midiendo laraeata
dos cargase(,) y la fuerza que entre dos conductores con corrientes en sentido opugsto

Incluimos a continua6in las ecuaciones de Maxwell en el sistema MKS a modo de infoomaci
V-E=ple V-B=0

. OB . ] OE
VAE=——— *VAB =>4+ "
o © T

Este conjunto de ecuaciones se puede resolver en forma general. Las integrales son:

— 3*
E = Vo-5
B VAA
0(2775 - 7"12/c)
1,t)= | —————=d
(b( ’ ) / 471'60 T12 v2

72, — r19/e
AL 1) = / 1@t oy

4dey 2y
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Note que aparece uanminot’ = t—r;,/c en el argumento de la densidad de cargay la densidad
de corriente. Esta variabtése denomina el tiempo retardado yiaka que el efecto en el instante
t y enr; corresponde al efecto de la carga debido a su @sjej,|/c segundos antes. esto hace
las ecuaciones no-lineales yidifes de resolver.

Como sabemos, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los sistemas iner-
ciales bajo una transformaci de Galileo. Sin embargo, las ecuaciones de Maxwell cambian de
forma al aplicar una transformaci de coordenadas de la forma (V.1). Si este resultado se verifica
en la naturaleza, tenemos al alcance w@tado para identificar un sistema de referencia en reposo
absoluto: agél donde las ecuaciones de Maxwell toman la forn&s rsimple. Se postlque
este medio en reposo absoluto €xist se le denomim el éter. Las ondas electromagitas se
propagatan en este medio.

La influencia hisbrica de las ondas manicas en cuerdas, ondas de sonido en gases y otros
ejemplos, hai@ pensar que se reqiede un medio de transmisi para sostener las ondas electro-
magreticas.

Por otra parte, de acuerdo a la compadasicile velocidades introducida por Galileo, si la ve-
locidad con que viaja un destello de luz en nuestra satalasselocidad de este mismo destello,
medida por un observador que se desplaza con una rapidez respecto a la sala deteser:
¢ = ¢ + v, dependiendo del sentido de la rapidez del observador.

Asignamos la velocidadal caso de una onda electroméatjoa en el sistema en reposo absoluto:
al éter.

- —"'\/\/\N‘/‘?{'%
w

 EAGIRD EL TITIR PRITAG/TIDIGE BN ELETER

Figure V.3: De acuerdo a la composi@mn de velocidades establecida por Galileo, un destello (o
foton) lanzado por un observador en reposo en el laboratorio deliener una velocidat: — u),

si este sistema se desplaza con una velocidadn respecto aeter. Por otra parte, la ley de
composiabn de velocidades de Galileo, es incompatible con la constancia de la velocidad de la
luz en todos los sistemas inerciales.

Hubo varios experimentos que indicaban que esta compasilg velocidades no correspéad

a lo observado. Uno de estos experimentos fue el de Michelson-Morley, quien, utilizando un dis-
positivooptico, intend detectar alguna diferencia en el valor de la velocidad de la luz, dependiendo

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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de la direcabn y sentido en que viajaban los rayos con respecto a la velocidad orbital de la Tierra.
El resultado fue negativo: no se enc@névidencia alguna, dentro de la pregisiel instrumento,

de una superposian de la velocidad orbital y la la velocidad de la luz. Hasta donde s jpee-
gurar, la velocidad de la luz mantarsu valor, independiente de la velocidad relativa del sistema
de referecia utilizado.

Silaluz no discrimina entre dos sistemas inerciales en movimiento relativo, y la luz es una onda
electromagética, tampoco las ecuaciones de Maxwell deben discriminar entre dos sistemas de
referencia inerciales. Surge el problema de encontrar las transformaciones que dejen las ecuaciones
de Maxwell invariantes de forma al ir de un sistema inercial a otro.

Este problema fue resuelto por H.A. Lorentz quien inGeumma transformadn para ir de un
sistema inercial a otro que dejaba a las ecuaciones de Maxwell invariantes, es decir sin cambiar de
forma. Estas son las transformaciones de Lorentz, las mismas que A. Einstein re-@asasbri
tarde.

¢ Por ge Lorentz no es, entonces, el inventor de la relatividad? Pese a la importancia del aporte
de Lorentz en el establecimiento de la relatividad especial, no Exgrontrar la interpretamn cor-
recta. De acuerdo a la interpret@aide Lorentz, una barra en movimiento efectivamente se acorta
con respecto a una en reposo. Se realizaron varios experimentos, muy ingeniosos{iginesinlg
tado. Las barraso mostraban ningn acortamiento. ¢ @ufallaba en la interpretamn de Lorentz?
No se pudo desligar de la idea de tiempo absoluto. Se necesitaba Gaareorevolucionaria. La
propuesta por Einstein. La téarde Einstein deseoHa idea de la existencia deter y estableoi
como principio fsico que la velocidad de la luz en el W@@ra una constante universal, la misma
en todos los sistemas inerciales.

Es notable que las ecuaciones de Maxwell permanecieran sin cambios al introducir las transfor-
maciones de Lorentz. Las ecuaciones de Maxwell son relativistas y fueron inventadas antes que
se hiciera presente la relatividad especial. La otra propiedad es que se propagan ien biac
necesitan del espacio-tiempo. En cierta forma, parecen establecer que en realidadadagart
Los neutrones, neutrinos etc. no requieren de un medio para propagarse. Por otra parte, si
es espacio-tiempo es curvo, como es el modelo de gramitale Einstein, los campos electro-
magreticos deben ser afectados por esta curvatura.

Las ecuaciones de Newton, sin embargo, necesitan ser modificadas tanto en su forma como en
su concepto. Es preciso abandonar la idea de tiempo absoluto, guecesstado firmemente en
las ecuaciones de Newton y en las transformaciones de Galileo.

V.3 Diagramas Espacio—Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto, como el instante en que un
objeto puntual al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo, o una luz se enciende... etc.
Esto se denomina urvento

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Como el tiempo jugdr un papel fundamental, nos interesan los diagramas espacio-tiempo,
donde se incluya el tiempo. Matéticamente, un evento éstlefinido por un conjunto ordenado
de cuatro imeros que corresponden (por convéngial tiempo, el primero, y a las tres coorde-
nadas espaciales, los consecutivos. Como todas las coordenadas tandisma relevancia en
esta tedia, conviene usatt en lugar de, de modo que todas tengan las misma dimensiones.

Evento : Es un tetrada ordenada demeros que describen un hecho puntual.
Constituye un primer paso para asignar coordenadas al espacio—tiempo.

it

obreader
w o/
Q/ thoso Ub‘:c(vador-
AleAndag
é/ *J}m"gwf
I x »

Figure V.4:Lalinea A, a laizquierda de esta Figura, representa la trayectoria en el espacio-tiempo
de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha, se dibuja un observador (puntual) que
se aleja del origen con una velocidad V. La recta inclinada representadslde universo de este
observador.

Una barra no constituye un evento puesto que no es posible definirla mediante un conjunto de
cuatro umeros, debemos incluir la longitud y la orientati Y en realatividad especial, taréhi
especificar el sistema de referencia asociado a estas medidas.

El instante en que dos barras chocan es un evento, el tiempo asociado es el instante del choque
y las coordenadas espaciales de los dos puntos en contacto.

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujareimosa o dos coorde-
nadas espaciales.

Si un objeto cae en una fuente con agua, se genera una onda superficial que se aleja del punto
donde cag la piedra con una velocidad caratséica. El frente de onda es una circunferencia
gue se expande adjdose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, provisto de una dimensi
temporal y dos dimensiones espaciales, la trayectoria de una de las ondas aparece como un cono
cuyo \ertice descansa en el punto (evento) donde se érlgionda, que en este caso coincide con
el origen del sistema de coordenadas. Algo similar es lo que sucede con un destelloégeeluz,
se propaga como un casoaresérico en un espacio de tres dimensiones. En los diagramas, esta
onda se transforma en wono de luz. Definimost como las dimensiones del eje vertical, de este
modo todos los ejes tienen la dimemside longitud. Esta eledmi es $lo una convenéin.

Tambien elegimos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad de la luz se propague
formando urangulo det5° con las coordenadas espaciales y el tiemtpdEsto se logra estable-
ciendo la misma unidad de longitud para los ejes espaciales y para el eje vertidalesta forma

V3.  DIAGRAMAS ESPACIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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la trayectoria de un rayo de luz forma angulo de 45con el eject. Note que esta escala establece
una nueva unidad de longitud iguad@0.000 km.

Los diagramas con las trayectorias de los rayos de luz se torasifaailes de entender con este
escalamiento. No contiene niing cambio conceptual. Refleja el hecho que los rayos de luz son
vitales en el desarrollo de la téaty se utilizan en el protocolo de la majede las mediciones.

4
44 s

¥

— (oA DE LVE

t=3

Figure V.5: Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido pr@ratpse en la superficie del
agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso luminosogmdpsg en
dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud en ambos ejes x y ct.

Las figuras a continua@n representan un observador en 1y 2 dimensiones espaciales.

M
ResidiIG du
< W cxplosion

f ’L'rixfinshﬁ

3
/ D Bctidn
W:ymnb

Figure V.6: Linea de universo de una pa@tila que rota alrededor del origen describiendo una
circunferencia de radia. A la derecha se incluye una partila que repentinamente explota en
tres pedazos. Note que una de las trayectorias ésmafa: ¢ C@él parece propagarse con una
velocidad mayor que la velocidad de la luz?

V.4 Postulados de la Relatividad Especial

Esta es una te@ cinendtica, se ha eliminado todo tipo de inter@acticon otras paitulas o
fuerzas. En esta seéri se establecen las bases para el protocolo que cada observador inercial

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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—BarA v
ton, Vefje. fm(
V GYrasS

Figure V.7: Linea de universo de los puntos extremos de una bagida que est inicialmente
en reposo em = 0, viaja con velocidad con respecto al sistema S. A la derecha se indicanked
de universo de los extremos de una barra que gira en torno al origen.

et
Q ='
0 bserveclyn
A
L 'Iﬁ.f"ti.lt S
el Mul o ole Q“
0 1 raye de

Lug

Figure V.8: El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja hacia el Observador O. En un
diagramas sin el eje "ct”, esta situadn esé descrita por la figura de la derecha. El observador

A es la persona en el carro que se aleja. Note que el eje temporal en la figura de la izquierda
progresa hacia arriba y en el de la derecha comienza desde arriba hacia abajo.

debe establecer en el contexto de la relatividad especial. Su necesidacaqeiadaen cuanto
avancemos en el establecimiento de laigeor

Para construir el andamiaje de cada observador iniglalermitiremos la emién y recepan
de rayos de luz por parte de estos observadores.

A continuacon estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.
Postulado O El espacio es homégeo e iétropo.

Esta afirmadn indica que el resultado del experimento no depende del ldgeatedse realiz
(homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la doeaidnde apuntemos con nuestros ejes
coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isjtrop
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En la superficie de la tierra existe una diréccpreferida que estsdialada por la atracon
gravitacional. Al eliminar la gravitabn (haciendo G = 0), el espacio recupera su is@ropa
homogeneidad e isotramdel espacio ha sido verificada con un error menordeie 10~° [19].

Postulado 1Un movimiento no-acelerado o inercial esglico que puede determinarse en
forma absoluta, sin referencia a nifig otro observadar

Un sistema inercial es aglen el cual una pddula que et en reposo permanece en reposo.
Esta es la Primera Ley de Newton.

No existe un sistema inercial, existedlGsbuenas aproximaciones. La superficie de la tierra es
considerada como un sistema inercial y en la miayde los casos se comporta de esa forma. Sin
embargo, sabemos que&sgirando con respecto a un eje diametral y té@mlan torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Ursistema inerciabcurre cuando cada patila de prueba que ésinicialmente
en reposo, permanece en reposo y cadaquéatde prueba que ésinicialmente en movimiento
continia en movimiento, sin cambio en su rapidez o dir@eci

Postulado 2Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con respecto a
uno inercial con velocidad constante, constituye otro sistema inercial.

Las leyes isicas deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. Si
cambian al ir de un sistema a otro pi@anos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un
sistema maestro con respecto al cual referir todesied. Esto no se puede llevar a cabo, por tanto,
debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Postulado 3 La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es una con-
stante universal de la naturaleza.

Este postulado va muchoas alb del resultado experimental establecido enfel 4887 por
Michelson y Morley, dosibicos norteamericanos que intentaron medir el cambio que ideber
experimentar la velocidad de la luz al propagarse a favor y en contra del movimiento de la tierra. El
resultado del experimento de Michelson—Morley résslr nulo. no encontraron una diferencia
detectableentre las velocidades en los distintos sentidos. Afortunadamente, experimé&gos m
recientes, con mayor poder de preagisihan llegado a la misma conclosi[20].

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (V.1). Sila velocidad de la luz
en un sistema de referenciac®n el sistema que se mueve con una velocidan respecto al
anterior, de acuerdo a las ecuaciones (V.1), datsarc = ¢ + V, dependiendo del sentido en
gue se traslade.

Ejemplo

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



14 version de August 4, 2008

@ 1y

Figure V.9: La propagacbn de un pulso de luz visto por un observador en reposo en la nave
(izquierda, son losieculos conéntricos) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de
la nave (figura derecha, el centro delr@ulo permanece en reposo con respecto al sistema de
referencia del observador). Pakste el pulso se propaga con la velocidad c y alcanza la cola de
la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el piloto de la nave.

Analicemos el siguiente experimento desde el punto de vista de un observador en tierra (S) y
el de otro observador viajando en una nave espacial (S’). En el sisteet@stronauta emns un
destello de un rayo laser contra un espejo situado en @l,gerpendicular a la velocidad relativa
de la naveu:. La distancia del origen d€/, O’ al espejo superior e5.

Relacionando las mediciones efectuadas por ambos observadores y suponiendo (ver Postulado
5) que las mediciones en los ejes perpendiculares al movimiento permanecen inalteradas, obtenga
la expresbn para la dilataéin del tiempo.

En el sistema del laboratorio, el destello part&derebota en. y vuelve a0’.

Utilizando el Postulado 5, el largomedido en ambos sistemas de referencia es el mismo porque
es perpendicular a la direéei de movimiento. Por otra parte, cada uno de los pasos representados
en la figura es un evento en el sistema de Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a
la izquierda), cuando llega al espejo superior (figura del medio) y la posi@l origenO’ del
sistema S’, son tres eventos referidos al sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un
triangulo recangulo y aplicar el teorema de &jforas:

(uAt)* + L* = (cAt,)?,
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(a)

Figure V.10: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen desga rebotar en el
espejo superior. EI mismo fémeno, observado en el sistema de Laboratorio se indica inmediata-
mente abajo del anterior.

dondeu A t, es la distancia que recorre la nave en el interyatg, tiempo que tarda el rayo en ir
desde la base al espejo superior de la nave medida éres la distancia entre espejos&nque
es la misma que efi) y ¢ A ¢, es la distancia que recodrel rayo de luz de acuerdo%

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que émeplayo en ir desde el espejo inferior
(origen(’) hasta el espejo superior nos indica qué\és = L/c. Reemplazando este valor en la
ecuaocbn anterior y despejanda ¢, en funcbn deA t,,, tenemos:

2
Aty =\/1— S At,, obien At,=~Aty
C

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



16 version de August 4, 2008

Conclusbn : At > At'. El tiempo enS transcurre ras &pido que erp’.
O

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian infoomacediante un rayo de
luz, lo ven propagarse con la misma velocidadebossistemas de referencia.

Este postulado es el origen de todas las paradojas de la relatividad especial. Estansiiaci
origina en nuestra ignorancia con respecto a -6fie@nos que involucran velocidades cercanas a
la velocidad de la luz.

El valor de la velocidad de la luz que usaremos es 300.000 £m/s. La velocidad de la luz
hoy en da es una cantidad que se define, no contiene error.

Postulado 4 Definimos distancia espacial como la distancia definida en la gedaEtrclid-
eana, medida entre dos eventos sidmdtos. Por ejemplo, la longitud de una barra se define como
la distancia espacial entre sus dos extremos.

Finalmente:

Postulado 5El largo de una barra que se desplaza en forma perpendicular a la velocidad rela-
tiva entre dos sistemas de referencia inerciales, no experimenta cambio alguno. Su longitud es la
misma medida en cualquiera de los sistema de referencia.

Ejemplo

A partir de la figura que se aconip Los autores J. A. Wheeler y R. Taylor en [2], argumentan
gue en el contexto de la relatividad especial no puede existir un cambio en las longitudes perpen-
diculares de una barra que se despalza perpendicular a la velocidad relativa de los sistemas de
referencia inerciales. Complete Ud. la expliaci

Solucion: Dos observadores inerciales deben alcanzar las mismas conclusiones acerca de un
evento. Por ejemplo, si un observador ve que una luz se enciende, otro observador debe percibir el
mismo evento. No puede ocurrir que en una ampolleta se encienda en un sistema inercial y no lo
haga en otro.

En este ejemplo, consideraremos si el carro de la Figura permanece sobre los rieles, dentro de
los rieles o fuera de ellos. En ambos sistemas inerciales se debe alcanzar la mismabeonclusi

Esta es una demostraai por reduc@n al absurdo.

Supongamos que una longitud perpendicular al movimiento relativo se acorta debido al movimiento.
Esto indica que si mido un largb de una barra en mi sistema de referencia, esa misma barra si
se desplaza con respecto a mi sistema de referencia, y mido sudstgjoesulta ser menos que el
original L.
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Apliqguemos esto al carro de la Figura. Consideraremos dos sistemas de referencia: uno fijo a los
rieles y el otro fijo al carro del tren. Lo que mediremos es el ancho de las ruedas del carro (vistas
de frente en la Figura). En reposo las ruedas del carro permanecen sobre los rieles.

Consideremos el acortamiento propuesto enaetgio anterior. En este caso un sistema de
referencia fijo a los rieles ve (por ejemplo) que el ancho de los carros (que normalmente viajan a
lo largo de los rieles, es decir entrando o saliendo de la hoja) se acorta. Por tanto este observador
afirma que el tren en moviento cae en el interior de los rieles.

Otro observador inercial, fijo al carro observa que los rieles (0o mejor los durmientes), viajan y
por tanto la distancia entre ellos se acorta y las ruedas del tren caen fuera de los rieles. Para un
observador inercial el carro cae dentro de los rieles y para el otro observador inercial el carro cae
fuera de los rieles.

en movimiento &n reposo

. i
"—\—\_\_\_} e i

EN FEpOso

Tag B g 9 b Vol DU T

S TN TN I

Figure V.11:

Claramente esto es contradictorio. O el carro cae dentro o cae fuera, pero no ambos.

La salida a esta contradiéci es que NO ocurre nada (ni acortamiento, como se supasaiac
alargamiento, alternativa que no se considegro que conduce a una contradaccsimilar).

O

Esta conclugin descansa en la premisa que los sistemas inerciales son indistinguibles el uno del
otro.

Este postulado puede entonces considerarse que se desprende de los anteriores.

V.5 Simultaneidad

El concepto de simultaneidad se transparenta con la relatividad especial. Es simplemente tener en
cuenta que la velocidad de la luz es finita.

Comenzaremos con la simultaneidad absoluta, que corresponde a consideriae anl que la
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velocidad de la luz toma un valor infinito.

En esta seconh comenzamos a usar efectivamente los diagramas de espacio-tiempo.

V5.1 Simultaneidad Absoluta (La velocidad de la luz es infinita)

Paratodos los efectos de la vida diaria, la luz se propag&elmtidad infinita De esta forma no
hay retardo en recibir la informam entre dos eventos separados una distancia arbitraria. Cuando
recibo el fobn indica que el evento que lo origitomo lugar en el preciso instante en que lo recib

En el diagrama espacio—tiempo, esta sitbace representa como dos eventos ubicados en un
plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra ddfimide eventos simudtneos

El foton que arranca de laaquina fotogafica se refleja instamheamente e® y vuelve aA,
donde graba la imagen d&ver Figura V.12).A y B son simulaneos.

Lo mismo sucede con el evertig el rayo con velocidad infinita recorre en ida y vuelta el camino
A C, sin demora, de esta formay C' son simulaneos. Aalogamente, y por las mismas razones
A, By C son simuléneos. Prosiguiendo con estétodo podemos formdineasde simultaneidad
absoluta. Estas son perpendiculares atéje

AT At
k :_::b% — ks
k B ¢

Figure V.12: Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos los lugares si-
multineamente.
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Los eventos:, b, ¢, d y e son simuléneos y ocurren en el instartie

Los eventosd, B, C, D y FE son tamb2n simuléineos, pero ocurren en el instanteon poste-
rioridad at;.

Supongamos a continu@ci un observador que viaja con velocidadon respecto al anterior,
nos preguntamos: ¢&les lalnea de simultaneidad que le debemos asociar?(Ver Fig. V.13)

La respuesta es la misma que le asociamos al observador en reposobragapie siendo la
velocidad de la luz infinita, no importa la velocidad con que se desplace este nuevo observador,
los eventosd y B, le parecein simulneos debido a que la luz no demora en recorrer una cierta
distancia, por larga que ella sea.
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Figure V.13:Los planos de simultaneidad son l&sdas horizontales. Son los mismos para todos
los observadores inerciales. Si la velocidad de la luz es infinita, nos lleva a la existencia de la
simultaneidad absoluta.

V.5.2 Simultaneidad relativa (La velocidad de la luz es finita)

Usando el hecho que la velocidad de la luz es finita y tiene el mismo valor para todos los obser-
vadores inerciales, podemos definir en foriméa la simultaneidad.

La clave es el protocolo utilizado para sincronizar relojes. En forma indirecta obtenemos la
distancia espacial que separa los distintos eventos considerados.

Se denominaimultaneidadelativa porque eétasociada a un sistema de referencia particular
(relativo a dicho sistema y no a otro). Dos eventos siamdbs, lo son@o en el sistema de
referencia en el cual ase determio. Esto se debe a que la velocidad de la luz toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales.

S A+T!
X inea b simefancidad
LN A ovgrindorr S, f
A a h
M G-
T(;r//' > "nya de celovhrie
7y
- L

Figure V.14:La simultaneidad se determina mediante el uso de rayos de luz. La luz viaja desde
el origen hasta el puntd, rebota y vuelve al origen. Demofa segundos en ir ¥ segundos en
volver. El punto medio lo definimos como el siran#o deB. Tambén su distancia queda definida

comocT.

Definimossimultaneidad en forma atoga al caso de la simultaneidad absoluta: séaenm
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rayo de luz que rebota en el objeto y retorna a la fuente. Con esta estrategia podemos sincronizar
los relojes en el sistem&. El método formal séa el siguiente. Al llegar al pulso a un punto del
espacio B o D en la figura anterior), activa el reloj queiadle ubicay al reflejarse y volver al punto

de partida se calcula la distancia a que se encuentra el reloj y posteriormente se le comunica que su
coordenada espacial @s= T ¢y que debe adelantar su tiempodt segundos para sincronizarlo

con el reloj que permance en el origen (el reloj maestro).

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en®l egh definida de la misma
forma que en el caso anterior (cor= ~©). La ventaja de adoptar esta defibities que eninite
de bajas velocidades se aproxima &tado establecido anteriormente.

De esta forma hemos definido la simultaneidad relativa al sisteriat formado, para el caso
unidimensional, por una serie de¢as todas perpendiculares al eje vertidadjue representa al
tiempo que marca el reloj asignado al observador ubicado en el origen.

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y mediante una
serie de siales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj principal y, al mismo
tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada.

Resumiendo: a la nube de eventos que cubren el espacio-tiempo, le hemos asignado un tiempo
y una coordenada espacial usando un protocolo bien establecido. Egteloy es aplicable a
cualquier sistema de referencia inercial. Mostraremos que ilasas de simultaneidad en dos
sistemas de referencia inerciales en movimiento relativo, no coinciden. Con esto abandonamos
la existencia de un espaciogido y un tiempalnico y absoluto, que conformaba el esquema
Newtoniano

La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales
J
dos eventos simuheos en un sistema de referencia inercial,
no lo son en ningn otro sistema en movimiento relativo

A continuacdn usaremos esta defirci para asignar las coordenadas espacio temporales a un
observador que designamos cosioy que aleja con velocidad constante, del observador en
el sistemaS. ComosS’ constituye tamléin un sistema inercial, debemos aplicar el misné&ato
para definir las superficies de simultaneidad: el rebote de los rayos de luz. De la Figura se aprecia
gue debido a la asimé#rdel eject’, las lineas de simultaneidad no van a coincidir con aquellas de
S, como era el caso en la simultaneidad absoluta.

Despues de determinar dos puntos sirankos, definidos como el punto de rebote del rayo y el
punto medio del tramo comprendido entre la partida y el regreso del destello de luz, es evidente de
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Figure V.15: El observador en el Laboratorio (Andamiaje de la izquierda) y el Astronauta en
su nave (a la derecha de la Figura, y que se desplaza con una velocidad relgtigada uno
construye, en forma independiente, su enrejado espacio-tiempo. Cada uno de ellos lo construye

rectangular (como el que aparece a la izquierda en la Figura). La dificultad se traslada entonces
al proceso de relacionar un sistema con el otro.

Figure V.16:Los dos destellos de luz salen sirhnkkamente desde el punto medio del carro al-
canzan simuineamente los dos extremos del carro (figura de la izquierda). Para un observador
externo no existe esa simultaneidad de los dos eventos separadosélPdebido a que la ve-

locidad de la luz eg, el destello alcanza primero el extremo izquierdo y déspel extremo del
derecho (figura de la derecha).

la Figura (V.17) que ladheas de simultaneidad astinclinadas con respecto a las anteriores.
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Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desarrollamos una familia
de lineas de simultaneidad asociadas al observador

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son &modt para el
observadorS (y tambien para todo su equipo de relojes sincronizados), pesdo son para el
observador designado p6t. De hecho, en el sistenf, A sucede antes que. La simultaneidad
es relativa, est asociada a un sistema de referencia éipec

Rayo de luz que
rehotaen A

Ay K o analliyees
& '

Figure V.17: Los eventod y B son simuléneos para el observador en el sisteéfndarasS’ los
puntosA y A’ son simulaneos. A’ se ubica en el punto medio del intervaloN, por tanto, de
acuerdo al protocolo establecido, es el evento sameld al eventol donde rebdi el destello de
luz. El rayo de luz parte dé/.

Ejemplo de la simultaneidad relativa

En la parte izquierda de la Figura V.18, los rayos provenientes de los extremos de tngsiaoe
superior)llegan simuineamente al centro donde se ubica el director de la éstaélaraél no
hay problema, ambos rayos salieron siranéiamente y llegaron simatteamente al centro de la
estacdbn. Es lo que se describe en la columna izquierda.

En cambio para el astronauta viajando en la nave espacial -que sabe que ambos rayos salieron
del extremo de su nave (ver Fig. V.18) debido a que existe evidenciadfitagve otra cosa.

Lo que sucede es lo siguiente: lo que es siamdb para la estam espacial (nave superior) no
lo es para el astronauta de la nave espacial (nave inferior). Par@teste se dispara primero el
destello en la izquierda de la Figura, cuando ambos extremos izquierdos coinciden. L@nestaci
espacial avanza hacia la derecha. Posteriormente cuando ambos extremos derechos coinciden,
aparece el otro destello.

Implicitamente estamos afirmando que los largos de ambas naves no coindciden. Veremos esto
cuando tratemos la contradaidel largo.
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Figure V.18:El observador en la estamn espacial (nave superior) se considera en reposo y ob-
serva como el astronauta en la nave espacial (nave inferior) se aleja de la@staan velocidad
constante. Losicculos indican la propagaén del destello de luz visto por el observador en la
estacon espacial (columna izquierda). Lo que ve el astronauta de la nave espacial se indica en la
columna derecha.

V.6 Transformaciones de Lorentz: Método Analitico.

V.6.1 Transformaciones de Lorentz

Consideremos dos sistemas de referen§jaen el cual nos ubicamos¥, que se desplaza con
rapidezv con respecto &. El vector velocidad’, quiebra la isotrofa del espacio. Seleccionamos
la direccbn de la velocidad como el ejey nos restringimos a este caso particular.

Suponemos que la rel@ci entre las coordenadas de un evento visto desde el siStgrdasde
S’, sea lineal en las coordenadas. Suponemos &ampar simplicidad que los enes de coor-
denadas de ambos sistemas de referencia coinciden’ = 0 ent = ¢’ = 0. Analicemos élo la
coordenada’ por ahora.

¥ =ax+bt, (V.2)
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dondea y b son funciones de la velocidad= a(v) y b= b(v).

Considere una padula ubicada en el origen de coordenadas del sist&/mpor definicon:
' = 0. De manera que la ecuéd anterior nos da

0=azx+bt. (V.3)

donde x representa la posimn del origen de cooordenas d€ en el instantet.

De aqua obtenemo$® = ax + bt, de modo que

e _ __b
da a

x
t

Las funciones:(v) y b(v) estn relacionadas. La transformagigeneral de coordenadas toma la
siguiente forma:
' =av) (z —vt). (V.4)

Utilizando el Postulado que afirma que todos los sistemas inerciales son indistinguibles entre s
deducimos que esta misma refatidebe ser&lida para el sistem&’:

z = a(|v]) [z + v, (V.5)

donde hemos supuesto que) = a(|v|). El factor multiplicativaa(v) depende del @dulo de
la velocidad relativa.

Consideremos ahora la constancia de la velocidad de la luz. Si en el instanteé = ¢
enviamos un pulso de luz en el sentido positivo dehegen cada uno de los sistemas inerciales se
debe cumplir:

2’ = c¢t’ pulso con velocidad de la luz &t

x = ct pulsocon velocidad de la luz éh

Reemplazando estas dokimas ecuaciones en V.4 y V.5 obtendremos una exgmgsara la
funcibna(v), como se indica a continudi:

et = al)(x—vt) = al)(ct—uvt)
ct = a() (' +ovt) = (ct' +vt)
= ¢ = a(v)(1-2)t

t = av)(1+2)¢
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Reemplazando la exprési det en latltima ecuadn det’,podemos obtener(v).

De estas igualdades se desprende

1
av) = ywv) = —m—.
(v) = 7(v) — (V.6)
2
donde definimog(v) = , por convendn.
En definitiva la transformaén V.4, se escribe:
¥ =~) (x —vt). (V.7)

Para obtener la transformaai del tiempo operamos algebraicamente con las mismas transfor-
maciones anteriores:
r = @ +ot)
z = yy@—v)+yovt

Si despejamos de la ecuadn anterior, obtenemos:

1—72
= ~t
v () #

Re-escribimos estatima ecuadn, utilizando las siguientes igualdades:

A2 1 1 _ _ﬁ2 2.2
]- ’7 - 1 1_ 52 - 1 _ﬂz - 6 )
con = v/c. Finalmente la expreSn parat’ es:
t = y{t— 5z} (V.8)
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Las ecuaciones V.4 y V.5, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las coordenadas de un
evento en un sistem®&, podemos obtener las coordenadas en el sist€éradra\es de estas ecua-
ciones.

Las coordenadas perpendiculares a la velocidad, se transforman igual que en las tranfor-
maciones de Galileo.

Note que estas transformaciones retornan a las de Galileo cuanéa-.

V.6.2 El significado de VER y MEDIR en la Relatividad de Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos interesa llegan si-
multaneamente a nuestro ojo. Es claro que los pun@satejados del ojo deben emitir antes los
pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aquellos ubicados en una@pasis favorable.

MEDIR es una operaén que involucra los siguientes elementos: un sistema de referencia in-
ercial determinado, una red de relojes sincronizados en dicho sistema de referencia, cada uno con
una @mara que g&le un evento, el tiempo y sus coordenada. El observador en este sistema re-
copila los datos y compara. Por ejemplo si quiere medir el largo de una barra en movimiento con
respecto a su sistema de referencia, debe ubicar dos fotos, una en que aparezca el comienzo de
la barra y otra con el otro extremo de la misma barra. Ambas deben indicar el mismo tiempo
(simultaneidad). La diferencia entre las coordenadas permite conocer el largo de la barra.

Ejemplo

Un trenS” se mueve con velocidad= 0.6 ¢ en la direcadbn +x con respecto a un observador en
reposo en el sistema Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubidaa &m de distancia en
el sistemaS. Ambos rufianes disparan simatteamente de acuerdo a relojes sincronizados en el
sistemaS . Al gatillar el atomizador aparec@&manchas!’ y B’ en el tren. Los rufianes aseguran
gue la distancia entre las manchades 5m (La distancia que separa los atomizadores del tren
es despreciable
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a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los pasajeros del tren
¢quén dispab primero?

b) ¢ Cl es la distancia entre las dos manchas medidas por un observagposo con respecto
al tren?

c) ¢ Cul es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajerEoso con respecto
al tren?

Respuesta

Del grafico se desprende quiesucede antes qug sedin un observador en la nave. Calculemos
la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eveAtgs3 en los dos sistemas de referencia.
En el sistema fijo a la tierra los eventdsy B son simulaneos y ocurren a una distandia

Ax =L,y At =0.
En el tren, las coordenadas son
VAT v L

/ —_— JR—
/] — / / L v
DondeAt' = [t —t)] = —y—-
C
395 15
ty=0—5-"=_—-—
“'s 54 4
tp=1,25x 107%. e X
L
Las dos manchas una vez en el tren se propagan A L / Sy
rigidamente corel, es decir suihea de universo | / &
nace endy B peroa partir de entonces se propaga b/ K o
paralela a laiheat’. La distancia entre las manchas, . {Bjmﬂ;&wm e
medida con un metro por un observador en latren es b?-lrscrwh(es pry
AC, que definimos comad/’. | t7en .
¢, Clwanto vale L'? Figure V.19:

i) Primer nmetodo.

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del @wmdfuncbn de las
coordenadas del mismo evento en tierra, son:

x = [r. —v(te —ta)],

pero z. es la posidn en el sistem&' del extremo de la barra deggmique ha transcurrido un
intervalo(t. — tg) = (t. — ta), Su valor es:

Te=xp+v(t.—ts), adendszpg = L,
xe=L+v(t.—ta),
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de modo que:

o =~[L+v(te—ta) —v(t. —ta)] = L.

L/:/YL L'=~L.

i) Segundo i@todo. o opct

C es la proyecdn de la coordenada’ de B.
Eso es precisamente lo que representan las Trans-
formaciones de Lorentz: una proyemcidel vec-
tor (AB en este caso, del sistema {) al sistema
(«',t"). La proyecadbn de B enz’ es simplemente
Az’ = y(Ax — vAt) = v L, (At = 0, puesto que
AB es simulneoS). Ademasz’; = z, puesto que

[e v ()

L lineas e mirso

" kel manchns
/

By C estn en lainea de universo de un obser- 7 /® 7 X
vador en reposo efi'. I’ = 1.25L = 6m. Note que
AC > AB AC, > A, B. Figure V.20: Distancia entre manchas.

c) La linea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama de espacio-tiempo
fijo en la tierra (S) .

Ay B séialan la posidn de los rufianes. Esta distancia @egin observador en el tren es la
intersecadn entre lainea de universo dB y la linea de simultaneidad de un observador en el tren
(por ejemplo : el punt@'. La coordenada d€' en el sistemat{, x’) :

T, = P)/[*/Ec_(tc_tB)’U]a
r.= axp=xp—0=xp—24 =1,
o= o —ay=L",
L"= ~[L—v(t.—tg)]
t—t, = t t Y
pero &, —ty =7 |(tc — A)—g(IC—ZL“A)
Ay C son simuléneos en S’, luego: v [(tc —ta) — %L
C

lp
Le

ta (simultaneo ens)
rp en s
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AL

N
7 BT
linea, stivw Hanerdad

Ejemplo
Sean Sy S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve con respecto a S
en la direcddn (z+), con una velocidad = constante. En el origen de S’ existe una pantalla de

cine que proyecta una pelila de t' minutos, la cual es vista por un observador que se encuentra
en el origen de S. ¢, @nato tiempo dura la pelula para el observador en S? Supaner 0,6 C.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:
7. /l)
ParaS At =y(At— gAa;),

(%
ParaS: At =~(At' + C—QA.r/).

Sabemos lo que dura la palla en S= At’ es conocido (con respecto a las mediciones que hace
un observador en S’). Adeas Az’ = 0 (la pantalla permanece fija en S’). Luego = yAt'. Sin
embargo, debemos calcular el tiempo que demora en llegar altsva foton de la pantalla.

e At =22 ya que cuando en S’ ternorla pelcula,ésta @n no ha finalizado en S.
C

Por otra parte\ z = y(Az' + v At') = yv A¥

= At=~AF + A =y AY <1+9) — AV
C
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\YAV4 El retorno de lo absoluto, los Invariantes.

Se puede verificar, a traég de las transformaciones de Lorentz, que la comldinaci
(ct')? — 2 = ct* — 2°

es uninvariante posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. distanciala denom-
inamos(As)?. Aqui hemos encontrado una cantidad que tiene un valor independiente del sistema
de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto en leatderGalileo y Newton.

As® = A(AY)? — (A2)? = A(AL)? — (Az)?

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadaargonanelectrici-
dad...etc.. El equivalente en relatividad especial sorireariantes

Como ejercicio, podemos reobtener la dilabaci
del tiempo (que el reloj e3 funciona nas lento

que un reloj, i@ntico, end). O;Q y O, P son ineas /[\ ~ B
(o planos en tres dimensiones) de simultaneidad con
respecto al observader. LlamemosAs = PQ). b
As? = 2T, puesto que” y () se ubican en la D —
linea de universo dB y por lo tantoz, = . T
As* =PQ" = A(tp — tg)’ — (rp — 10)° 51'"’“ = —
. *b ;
P_Q2 =c*T? — (Az)?
Figure V.21: .
Hemos definidd\z = zp — zq.
Como(As)? es uninvariante,
As* =c2T? = AT — (Az)?
AJ] 1/2
T = T |1 - (=)
= et |1 (Grp]

peroAz/T =V,, velocidad con que B se aleja de A.

T'=T+\1-3 = T=T//1- .

SiT=1s,T <1, puesto quel < 1y 1/4/1— %2 > 1. Esto se denomina la dilatéci del
tiempo.
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V.7.1 Composicon de velocidades

Velocidades paralelas.

El método de los productos de la fubnik para obtener la suma de las velocidades no esasl m
sencillo. Sirve para ilustrar que todas lasmulas de la relatividad especial se pueden obtener a
traves de su uso.

A continuacon incluimos una derivaon alternativa.
Para ello necesitamos usar el Postul#ds planteado previamente.

Supongamos que un cuerpbviaja con velocidad:’ con respecto a un sisten$a A su vez,
este sistema viaja con una velocidadon respecto a. Queremos calcular la velocidadde este
cuerpo con respecto al sistema

Designamos las coordenadas Mecon respecto &’ como (t,,z;). Las coordenadas de este
punto con respecto al sistemaon(t,, z,,). La relacbn entre ambas coordenadasaetdda por la

transformaddn de Lorentz (donde hemos suprimido elisulicep)

Ar' = ~y(Az —vAt),

v
At = (At — EA:U)
Por definicon
, A7 . :
CNTE la velocidadP con respecto al sistentd.Por otra parte:
Ax . .
U= S la velocidad deP c/r al sistemat
Ax
AV = Ax — vAt _ AV
At At—2Ae |_ 1A
¢ 2 At
p u—0
U="—"7u
==
Despejanda:. de esta ecuadn
v-Uu
U/(l_c_Q) = u-—wv,
v ,
(1+ 2 Ju = u +w,
u 4+
v= v-u
1
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Esta es la ley de composixi de velocidades. Es directo comprobar qué skt ¢, v = ¢ = u =
C.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando velocidades con
esta ecuadin relativista.

Velocidades Perpendiculares

Supongamos que el observador en S’ se mueve en un eje perpendicular a landeabésplaza-
miento de los dos sistemas de referencia, digamos el ¢ja velocidad relativa, de acuerdo a un
observador en S es:

Ay Ay
At vAx’
Cc
dividiendo ambos factores paxt y definiendo
,_AY :
/Uy prm— H,y
A
vy = —f, obtenemos:
Ay , v : :
N —va =y, Figure V.22: .
71— =]

Esta es ladrmula que relaciona una velocidad
perpendicular a la direamn de movimiento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el
sistema de referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se realizan en el mismo
sistema de referencia, toda la cirgina y la geometa de un curso de Introduési a la Fsica son
validas. $lo cuando queremos relacionar medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes
es necesario recurrir a las transformaciones de Lorentz y a la gé@uaheltespaciotiempo.

Ejemplo

Un sistemas’” esh en movimiento uniforme con respecto a o80En .S’ se ubica una barra que
forma unangulof’ con respecto a la dire@mn del movimiento. ¢l es la direc@n de la barra
medida por un observador én
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De la figura se obtiene:

/

Ay

= cot 0’

Usamos esta relamn porqueAy’ es perpendicular
al movimiento y por el Postulado # 5\y’ = Ay.

Cualquier diferencia en el valor dahgulo que
aparezca ey proviene de la relabn entreAz’ y Figure V.23: .
Az. Graficamente lo que midé se ve en la figura
V.23:

Coordenada d4 :

¥y =~xzs (puestoquélt =0enS)

¥y =1l = A =yAx

Az Az 1 ,
— = = —cotf ) ,
Ay YAy vy Figure V.24: La figura
seéhala lo que mide el ob-
Ax servador Sy S'.

A_y :COte

cotf =+/1— 32 cot&

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la organthaditelescopio
debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. E<imméamo se denomina
aberradbn dela luz y consiste en el cambio de diregoide la propagaohn de la luz, al pasar de
un sistema en reposo a otro en movimiento relativo, &ngulo de incidencia no es paralelo a la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinadn 6’ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a la Figura, en los
dos casos siguientes:

a) Calcule el valor dédnguloé’, en la forma dhsica, es decir sin usar relatividad especial.

b) Desarrolle el alculo delangulod’ en forma relativista y compare este resultado con el ante-
rior.
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1

é. ESThEuA FIIK

Figure V.25: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia qu est movimiento
relativo. A la derecha se da una idea del cambio de di@tcjue se le debe dar al telescopio para
enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

a) Como la Tierra se estacercando a la estrella, de acuerdo al esquema indicado, la velocidad
relativa aumentau + c send, recordemos que no estamos utilizando la relatividad especial.

o 0 — u+ csend
c cos 6
tan 0 = [tan 0 + L]
¢ cos 0

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia, la velocidad
relativa aumenta.

~

v, = —ccos
v, = —(u+csend)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.

De acuerdo a lafmulas dadas

Uy — U Uy
vy = U, v, = uv,
1- 02 7[1 - C2 ]
v, = —cSemnd vy = —ccost
, csend +u ;o c cos 0
Ve = usend Yy T usend
1+ . 1+ . ]

V7. EL RETORNO DE LO ABSOLUTO, LOS INVARIANTES. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 35

o 0 — v, u+csend 1 HHHHB
an v = U_; usend Br—'H
1+ c c cos 0
1 usene] (a)
i c B A
tan Q'ZVLSene:y[tanH—l— l ]
c cos 6 c cos 6
(b}

La diferencia con el tratamiento no—relativista es
un factory en frente de toda la exprési.

Ejercicio

Explique si la figura que se aconifEes correcta
0 no. Justifiqgue su respuesta.

Un par de comentarios finales con respecto al Figure V.26:
tiempo. Es la variable que se puede determinar con
mayor precihn. Esta es una ventajadnica, que
nos permite hacer experimentos y confrontarlos con
predicciones bien precisas, como ya lo describimos
anteriormente.

Por otra parte, utilizando las palabras de Penrose [9]: "...la relatividad especial nioa alyge
profundo acerca de la realidaidita, en reladn a la naturaleza del tiempo”.

Una de estas enSanzas —como hemos visto—, se refiere al cambio en el concepto de simultane-
idad, dos feomenosA y B que ocurren al mismo tiempo en un sistema de referencia, de acuerdo
a otro observador que viaja con una velocidadonstante, con respecto al anteridcurre antes
gue B. El concepto de simultaneidad deja de ser absoluto.

V.8 El Efecto Doppler Relativista

Utilizaremos un ratodo georatrico, aderas del andico para determinar la correéei debida al

efecto Doppler. El ratodo se debe a H. Bondi, un f’ii sico irgg quien lo introdujo. El factor que

refleja la correcdn del efecto Doppler lo denominaremos el fadtqgrara escribir menos. Es no-

table que con este factor podemos re-obtener las transformaciones de Lorentz, las transformaciones
de la velocidad..., en resumen todo lo conocido de relatividad especial.
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V.8.1 El Efecto Doppler

Desde los a0s 1920 sabemos que las galaxiagmestiepndose de la nuestra con una velocidad
proporcional a la distancia que nos separa. La frecuencia 1/7" de la luz que proviene de
estas galaxias y la identificaci delatomo que las emili revela que nos llegan con un cierto
corrimiento en el valor de la frecuencia = v + A v. Esta diferencia, @s algunos resultados
basicos de cosmolda, nos permite estimar la velocidad con que sarealejando. Este fémeno

se denominacorrimiento al rojq que resalta el hecho que las galaxias se alejan. Si las galaxias
estuviesen aceandose, el corrimiento cambiarde signo y se denominar corrimiento al azul

(la frecuencia aumenta).

Una explicadbn cualitativa de lo que aqusucede es la siguiente: suponga que enviamos una
sdial a un habitante de dicha galaxésta consiste en dos destellos de luz separados por un in-
tervalo7. Como, desde nuestro punto de vista, la otra galaxia se aleja, el segundo destello debe
recorrer un trayecto &s largo que el primero y por lo tanto demorasen alcanzar la galaxia y
en ser detectado por uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente del lapso que media
entre ambas $mlesT y de la velocidad relativa entre ambos medios. Si designamos &£dmo
el intervalo con que se recibe lafs#, dondek = k(v) es una fundn que 6lo depende de la
velocidad de separdwi de estos dos objetos.

Utilizaremos esta fundin k(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan al relatividad
especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de un sistema inercial con las de
otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funcbn £ tiene una interpretan fisica bien concreta: es el efecto Doppler relativista, de
esta manera, cuando en la siguiente getcalculemos el valor de habremos encontrado el valor
gue debemos utilizar para determinar el corrimiento de la frecuencia de un objeto que se aleja (o
acerca) en forma relativista.

V.8.2 La funcion k: el factor Doppler

La funcion k fue introducida hace alrededor de Siba por Hermann Bondi, unsico del Reino
Unido. El desarrollo que hemos adoptadoiaggiuna vergin mas detallada de lo expuesto por R.
Wald [13] en su libro.

A continuacon calcularemos ariticamente la reladin entre las mediciones hechas en distin-
tos sistemas de referencia. Usaremos &lato gafico. Primero calcularemos el efecto Doppler
relativista, cuyo nombre se refiere al cambio de color (o longitud de onda) que detecta un obser-
vador en reposo cuando un rayo de luz (o un sonido) es emitido desde una fuente en movimiento, o
viceversa, el observador astn movimiento y la fuente emisora en reposo. Para que esaézo
ocurra debe existir una velocidad relativaentre la fuente y el observador.

En A dos observadores (puntos) inercialeésy

O,, se cruzan y sincronizan sus relojes. De acuerdo 0 0
AN

Pe. - L
V8. EL EFECTO DOPPLER RELATIVISTA Facultqd de Ciencias Fisicas Yy Matematicas
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Figure V.27: En la figura de la izquierda se ilustramm un fobn alcanza una fuente en
movimiento. A la derecha se incluye el diagrama de Bondi para este mismo caso.

al reloj deO,, T segundos ras tardegste enia un
rayo de luz a),. Este lo recibe en el instante que
definimos coma: T'. Postulamos aduue cualquier
diferencia en los intervalos puede ser explicada en
base a esta fun@n k(v). La funcibn k solo puede
depender de la velocidad relativa puesto que es

el Gnico paametro del problemak = k(v) > 0.
Adenmas, siv — 0, k — 1, puesto que no hay
velocidad relativa en este caso.

Si a su vez),, al recibir la s@al la responde in-
mediatamente, entoncéxs la recibiia en el instante
k(kT).

El Gltimo argumento se apoya en el postulado #
3, que sdala que ambos sistemas son equivalentes,
de forma que si al ir d&); hastaO, el intervalo
de tiempo aparece multiplicado por un factgrio
mismo debe suceder al viajar dg haciaO,. Am-
bos son sistemas inerciales, indistinguibles y sincronizaron sus relojes@mda vez que un ob-
servador ) detecte que otro sistema de referendg e esh alejando, los intervalos de tiempo
se relacionan con la fundin k(v) como se ha especificado agqu
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La distancia espacidl G que aparece en el@fico se puede calcular de dos formas:

Primer Métoda podemos calcular @nto se demar el rayo de luz en llegar al punt@ que,
como es simuéineo con¥ en el sistema, es equivalente a calcular el tiempo que marca el reloj
del observador ef. Este valor es:

EG=c- — =c-[k*—1] ¢ = velocidad de la luz. (V.9)

=

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta, tpor lo tanto

cuando decidimos comparar dos eventos siamglos para el observadOy, hemos

guebrado la simei entre los dos sistemas inerciatesy O,. Los resultados son
validos ®lo para el sistema de referencia.

Volviendo a nuestroaculo, sabemos que la distancia que sebalgj a partir del punto en que
ambos coincitan, (A) es:

S S T
5"

EG=v-AE=v-(k*+1) (V.10)

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

v- [k 4 1] g = c(k* - 1)%, despejando (v/c), se obtiene:
_ (VY k? —1 s 140
6:(E>_k2+1’ k_1—5'

Notemos que, sk = 1, entonces3 — 0 lo cual equivale a que la velocidad de la ltz
sea infinita. Este es elnhite Newtoniano: en este caso las transformaciones de Lorentz, que
deduciremos @s adelante, toman la forma de las transformaciones de Galileo (V.1).

Ya hemos encontradb como funcon de la velocidad. Podemos explicar brevemente como
podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un intervalo de tiempo
T. Estos al rebotar en el objeto que se aleja con velocigadelven en un interval@? — 1) - T.

Al medir este intervalo y conociendb y la expresbn —ya obtenida— d&? podemos conocer la
velocidad. Este es el principi@sfco que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de
la polida.
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. . 1
Para dos sistemadejandose: £ = 1+p

1-p

. ; — 1 1 —
Para dos sistemagser@andose: k = — = —6
k 1+ 6

Ejercicio

Demuestre que:

k+ T2 2+, donde hemos definidg = !

PRy 5

Vv.8.3 Dilatacion del Tiempo

Usando la definién del factork(v), podemos demostrar que el tiempo transcur@s fentamente

para un observador que se aleja de nosotros con velocidad constante. En este caso haremos las
comparaciones entre dos eventos que son simedts con respecto a nosotros, el sistema de refer-
encia enreposo De esta forma nuestros resultados no son universalesokovasidos en nuestro

sistema de referencia. La @z la simultaneidad eselativa.

De la Figura, los eventod y B, son simuléneos en el sistem&a Si definimos coma\ ¢|s =
OA, los segundos que marca el reloj del observador en reposo con respedel@mos evaluar la

cantidadA ¢ = At|s = OB: es decir ¢g@tiempo indica el reloj que se mueve con el observador
S'?

De la geometin de la Figura obtenemos que:

2_1 2 1
i T+T:k; T

OA =
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El reloj del observadof’, que se aleja ddgl, al
pasar frente @& marca (de acuerdo a la defirdai
dek)

OB =kT.

Si comparamos los tiempos:

k% +1
2

OA = At |S': T,

con OB =At |g¢=kT,

\

despejandd@’ de las ecuaciones anteriores, obtengo

/
At |g= Alls (V.11)

VieF®

Esta es la dilatadn del tiempo de acuerdo al obser-
vador en reposo efi. Si At’ = 1, entoncesAt > 1, el tiempo transcurre &s lentamente en el
sistemaS’.

El hecho que el tiempo transcurréamlentamente en el sistema queéest movimiento,no de-
termina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con respecto a otronlesazsiguiente:
al comparar los tiempa&t |s y At’ |s para dos eventosimuléineos ert, estamos quebrando la
simetiia entre los sistemasy S’, y de esta forma obtenemos el resultado ésiito ya séalado.

A continuacon se demuestra que la exp@spara la dilataéin del tiempo es sigtrica: el ob-
servador en reposo &, midiendo dos eventos simatieos en su sistema de referencia encuentra
que el tiempo transcurreas lentamente efi.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los rejmges ahora midiendo
eventos simudineos ert’. Obtenga:

At | S/

Vieri

At |g=
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¢, Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabrarealmenteutilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que traiga a escena el
tiempo absoluto. Al formularla no se hace mémcal sistema de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultadlo sdéiala que el sistema de relojes sincronizados por S’
se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero este resultado, de acuerdo a S’ no
permite concluir nada puesto que, en su dpinilos relojes de S no ést sincronizados. Para
ilustrar esto, podemos ubicarnos en el sistema de S’ y considerar qua ®testediendo con
respecto a nosotros y repetir el misn@atilo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se
atrasa con respecto al de S'.

De aqu se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo transcurre difer-
ente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la e@aldel tiempo en dos sistemas de
referencia en movimiento relativo, debemos compéwamismos relojes dos vecé&3on esta con-
sideracbn, ya no es posible refutar un resultado debido a la imposibilidad de sincronizar los relojes
de los dos sistemas de referencia. En la siguiente@®deiremos una respuesta concluyente a este
problema.

V.8.4 El tiempo transcurrido depende de la trayectoria

A continuacon demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de forma
diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste lo sigu-
iente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje interestelar y
posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad €cnica que plantea este problema es la acetarapie experimenta el gemelo in-
terestelar en el momento de invertir el sentido en la ditecde su viaje con el objeto de retornar.
Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen
los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincroniza-
dos y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcuaielemtamente en uno de los sistemas
de referencia.

Antes de plantear este problema hagamos un ejercicio cuyo resultadtesdilidad nas tarde.

Encontramos la exprdsi dek en funcbn dewv en las @ginas anteriores. Note qu¢—v) =
1/k(v), es decir que cuando dos observadoregpseximan debemos usér/k) en lugar de: para
relacionar los intervalos correspondientes de tiempo. Para demostrar que eln@egpabsoluto
y depende del camino recorrido necesito 3 observadores (o refgjésy C.
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Figure V.28:Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una velocidad relativa
V y C se aproxima hacia A con una velocidad V (sed\). A la izquierda se indica el gfico ct
versus X y a la derecha el esquema habitual con la coordenada x en el eje horizontal.

En el desarrollo del problema distinguimos 3
eventos:

— A coincide conB definido como:AB
— B coincide conC definido como:BC
— (' coincide conA definido como:C A

Denominamog” al tiempo indicado poel reloj
de B que transcurre entre el eventd:doincide con
B] y el otro evento [B coincide conC']. El inter-
valo que transcurre entre el event®. ¢oincide con
C1y el evento [ coincide conA] es tambén T,
sedinel reloj deC'. Esto se puede notar en la Figurgsigyre V.29: El factor k y 1/k aparecen

las lineas de universo d€ y B son singtricas con ¢yando los observadores se alejan y cuando

respecto a la vertical, porque los trazos que V@@ esin acercando, respectivamente.
desde [AB], hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA],

son icenticos y por lo tanto ambos toman el valar
De acuerdo ahlgebra de log el tramo entre los eventdd B] y [AC]| es[kT + T/k] .

Por otra parte, si emBC, el observado3 acciorod el reloj deC'y lo dejo marcandd” segun-
dos, cuandd@’ llegue al encuentro cod marcaa un tiemp® 7. Comparando ambas cantidades,
podemos concluir:

1
(k:+E)T22T

Estas expresiones son igualétossik = 1 = vy = 0, 0 ¢ = oc.
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1 2
k- = ——— >

ko /1—-p2 —
De esta forma el tiempo que marca el relops menor que el indicado per. El tiempo no es
absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenidaBlogemelo de viaje llega
mas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que obtuvimos, puesto que
es necesario considerar la acelevacijue experimenta durante parte del viaje. En este caso no
tiene sentido intentar utilizar el argumento de la simaatie los sistemas inerciales para invalidar
el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

TambEén se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes en A,
pero lo esencial adles que el reloj C al compararlo con el de Ajigranformacon acerca del
tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspoSd demosirentonces
que el tiempo contabilizado a lo largo del camino ABBC — y CA, es nas corto que el tiempo
contabilizado potS entre AB 'y CA.

V.8.5 La contraccion del largo de una barra
Definicion de longitud

Para medir lalongitud de una barraun observador en reposo con respecto a ella, se ubica en el
medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz en viajar hacia un extremo y volver
al punto de partida.

¢ @mo sabemos que estamos en el centro de la barra?

Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observadda emvforma simuéinea
dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra donde ssftejados. Si recibe de vuelta
ambos simulineamente entonces &§isto en el punto medio de la barra. De otra forma deber
desplazarse hasta lograrlo.

¢Por gé medir longitudes con un rayo de luz y no con un metroopétr

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz soralidos en cualquier sistema de referencia inercial.
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Contraccion del largo

La inclusbn del postulado # 3, indica quéle esé definida la distancia espacial —o el largo en-
tre los extremos de una regla— entre dos eventos que ocurren&igaitiente en un sistema de
referencia.

Estudiaremos la contraési del largo usando @lgebra de log.

Por definicon la longitud es la distanciaspacialentre dos eventos simaleos. Aguvamos a
comparar el largd.’ de un barra en reposo en un sistesfiacon el largo de esta misma barra, pero
medido en el sistemé&, que lo denominamok. La configuraddn se indica en la Figura adyacente.

El método que usaremos nos perndgitmanipular coordenadas en distintos sistemas de referen-
cia.

Calculemos las coordenadas del eveit@n el
sistemas. De la Figura se desprende que 5 ,

cAty =(L+vAty), yque

e Ll

cAt_=(L—vAt_).

Este resultado se obtiene siguiendo la trayectoria
del puntoM en la Figura. Ert = 0 su coordenada
espacial ed,, enAt, es[L+v At.], puesto que se 8,
esh alejando dé.

En At,, la barra est representada pai N’
sedin el observadof. En ese instante se éawun .
rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo alcanza 0 C_ A 7 X
enAt_ segundos s tarde y la distancia que debe
recorrer es el largo de la barra menos lo gata se

acerca, en el intervalo de tiemgg _, una distancia Figure V.30: Qué mide el observador S vy
L—v A t-. DespejandgA ;. + At_) de estas dosqué mide el observador S’iheas de simul-
expresiones obtenemos: taneidad en cada sistema de referencia.
L L 2c L
Aty + At = + == [i)]

c+v c—v 2 —0v?

Ly L sin/ I mAsWe %\\'v.

Como los eventos marcados por A y B son si-
multaneos, utilizando los resultados déimo ejer-

cicio, tenemos:
At + At
Aty + At = —"F—— = [ii)]
V1= 32
Finalmente, como en el sisterig el rayo de luz parte del origen de la barratgn- 0 y vuelve a
S’ en B, desjies de rebotar en el otro extremo de la barra, entonces tenemos:

c[At, + At ] =2L" [iii)]
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DespejanddAt, + At_) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor dat', + At")

obtenido en [iii)], tenemos la relam deseada entiey L':

L’:L

Vi

Comprobamos qué < L', al medir el largo de una barra en movimiento, medimos un largo
menor. Como hemos Balado, este hecho es consecuencia de que la simultaneidad es relativa. A
la barra no le pasa absolutamente nada, no se comprime.

V.8.6 Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un evento
P =(t,, »p), en un sistema inercial, con las coordenadas que describen el mismo evento P, en
otro sistemas”: P =(t,,, x7,).

Constituyen el equivalente a las transformaciones de Galileo para ir de un sistema inercial a otro
con velocidad,.

El punto P es lo que hemos denominado un evento en el espacio—-tiempo. Con respecto al
observador, el puntoP tiene coordenadad(t, x) puesto que consideramas@dos coordenadas
una espacial y otra temporal, para mantener la simplicidad. En la figura, el origen del tiempo se
ubica arbitrariamente en cualquier punto déh@é de universo dd.

El sistema de coordenadas se ubica con el observadeste tiene coordenadés0). El punto
@ es simuléineo conP y por lo tanto ambos tienen la misma coordenada temporal en el sigtema

Q = Q(t,0), P =P(t,x).

Para enviar un rayo de luz desdehastaP, debo gatillar el haz de luz en el instarte- = /c).
Dicho rayo rebota e y alcanzaA en el instantét + z/c).

La cantidad z/c) tiene dimensiones de tiempo.

Supongamos que existe otro observador inerBiatjue asigna al event®, las coordenadas
(t',2"). Larelacdn entre(t,x) y (t',2’), que respeta los postulados de la relatividad especial, se
denominan las transformaciones de Lorentz. Ubicamos el origen del tiempo en la interskcci
las lineas de universo déy B. Al enviar un rayo de luz desd#, este cruza laihea de universo
de B en(ct’ — z’) y posteriormente alcanza el punto De vuelta toca laihea de universo d8
en(ct' + ')y Aen(ct + x).

Usando el ratodo de la fund@in &, podemos rela-
cionar ambos sistemas de referencia. Yal

' — ' =k(ct —x),

(et ey
Inger‘ﬁj,_g_ri;iACiencias
ph

(b ——f — = —
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Este caso corresponde a la retaecjue existe entre

el tiempo que transcufrientre el origen del tiempo

(intersecabn de lasineas de universo de Ay B) y

el instante en que se dawel primer rayo desdd y

el tiempo que tard® en recibirlo: T’ = kT

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz re-
flejado desde el punt® y relaciona el tiempo que
ha transcurrido sém el reloj deB cuando recibe el
rayo de luz, con el tiempo que ha transcurrido para
A cuando recibe de regreso el mismo rayo de luz:

(ct +x) =k (ct' + ')

De estas dos ecuaciones se puede despejart’
como funciones de y t.

1
2ct’ = k(ct —x) + % (ct + ),

1
22" = —k(ct —x) + E(ct—i—m),

(A 4 toe
/ (o 1) @)
@) N AT kT (' +x")
T Caso Ael m'«{o
r‘*ﬂ'ktjﬂw\c
0 0

Figure V.32:En la figura de la izquierda debemos identificar T con (ct - X) y kKT con (ct’-x).

pero recordando que:

Donde hemos definidé = v/cy v = 1/[\/1 — 32].
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Despejanda’ y ¢’ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

X = ’y{ﬂ?-’l)t},
(V.12)

t = y{t— 5z}

Composicbn de velocidades usando el factor k del efecto Doppler.

Usaremos ehlgebra de las funcionéspara encontrar la composici de velocidades.

Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transformaciones siguientes,
u v

el sistema A con BT — k45T, el sistema B con CI'"" — kpc T". A partir de estas relaciones

podemos conocéf en funcbn deT”: T” A kagpkpcT. SIV = V4, es la velocidad relativa del
sistemaC’ con respecto al entonces se debe cumplir qig- = kpc kap. Reemplazando cada
uno de losk por sus respectivas velocidades tenemos:

Vaic  Kic—1  kigkpeo—1
¢ Ko+l Kigkpe+1
De aqu, haciendo elalgebra correspondiente,
obtenemos la Ley de Compogiai de velocidades.

(u+v)

uv-
It

Vac =

Para poner a prueba esta retai supongamos
que un carro se mueve con velocidag® con re- Figure V.33: .
specto a la tierra. Sobre el mismo carro un atleta,
super-lenteja corre con una rapidg¢2 en el mismo
sentido que el movimiento del carro. Alas la ve-
locidad de este super atleta con respecto a la tierra?
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Reemplazando en l&@fmula anterior, tenemos:

(c/24¢/2) 4c
VAC — —2 - —.
RN
42
La velocidad resultante es menor que la velocidad de la luz. La suma de velocidades relativistas es

una expregin no—lineal, a diferencia del caso no-relativista.

V.9 Ejercicios Resueltos

El siguiente ejemplo ilustra una situanique no corresponde a lo que estamos habituados y que
sucededia si existieran objetosiacrosépicosque viajaran a velocidades cercanas a las de propa-
gacbn de la luz. O, a la inversa, gusucedéan si la velocidad de la luz tuviera un valoram
pequéo.

Nuestra experiencia indica que si un@vio heli@ptero) se acerca a una muralla ilugnalola
con un foco, como se ilustra en la Figura, la zona iluminada se acerca desde infinito hacia la
muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es posible que el movimiento de la sombra proyectada
por una muralla debido al foco en movimiento, puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si
el foco (o el avbn) se acerca a velocidades cercanas (pero inferiores) a la velocidad de pimpagaci
de la luz.

Ejemplo

Un avion viaja en forma recfihea a una velocidad,cercana a la velocidad de la luz y a una
altura H sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar énawmite un rayo de luz pasando
apenas sobre el muro.

Dos observadored y B en reposo, descansan @astrdel muro de alturd. B se ubica justo
detrds del muro, mientras qué permanece a una distancide B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) eléevenciende otra linterna que ilumina al
observador B. En este ejemplo, nos intereda gstas dos linternas, la situada en el punto P y
apuntando sobre el borde superior de la muralla y la situada en el punto D, justo sobre la muralla
y apuntando en forma vertical sobre B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidatel avbn de modo que el destello (fot)
emitido desde la linterna eR, al ser encendida por el paso del@v,i alcance al observadaer
justo en el instante en que el éot, emitido desde la linterna situada en el puftoalcanza al
observadois.
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Hallar el rango de valores dahgulo¢ para el cual ocurre esta situaai

b) Demuestre que si la velocidad del @vies mayor que el valor encontrado en la pregunta
anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad que hay en el lado
izquierdo del muro se propaga deddeal lado de la muralla, hacid. Justo lo opuesto a lo que
dicta el sentido com.

Este es un ejercicio de cinética no-relativista.

Figure V.34: Al pasar por los puntdsy D el avion enciende una linterna ubicada en cada uno de
dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

Solucion
a) Para encontrar el valor buscado payaalcularemos el tiempo que tarda el rayo de luz en
recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P—C— A) =Ty,

T(P—D—C— B)=Tpg.

Calculemosl'4.
Como los trangulos reé@ngulosA CDP ~ A CBA, entonces

. - H _ H
de agli se obtiene AP = = AC = - V2 + h?,

AP _H
AC b’

donde hemos usadoA = v/ h? + (2,
PeroT, es el tiempo que el foh demora en recorrer la distand?al, de modo que:
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Ty = %\/h2+£2-1. (V.13)
&

Para calcular la velocidad de modo que el destello emitido éhllegue aB simultaneamente
con el fobn que sabh desdeP y alcanzaA, debo considerar el tram@D que record el avbn.

Tp=T(P—D)+T(D— C — B).

El tiempo que transcu@ientreP? — D es

PD
T(P— D)=—.
u
De la Figura se tiene: B
PD_ ¢
DC K
de modo que
PD = EDC = ‘ (H —h), (V.14)
h h
de esta forma s
T(P — D) = —
(P — D) T
El tiempo de viaje del destello entfey B es:
H

T(D — B)=—

C

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el instante
desde que el afn encend la linterna en el punto P:

((H-h)  H

Tp=T(P— B)=—— -

Siimponemos la condion queA y B reciban los destellos simalhieamente, se debe cumplir que
Tx = T, y de esta ecuath obtenemos la condam buscada:

CH—h) H_HVPEP
hu c ¢ h ’

h

u @‘ﬁ)
c M\ h
1 —_) ==
(1) -1
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h
como 7= tan ¢, entonces:.— = 1 . (V.15)
C
—t
s
El angulogy debe cumplir la siguiente condasi:

U 1 — sen¢ h
- <1 > (1-—=).
c < - cos ¢ > H)

En el gafico que se acompa se puede estimar el rango de valores posibles que puedeftomar

u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5

1.2¢

1.14
1

0.9t

0.8+ (

071+ f

0.6t ”

oS 06 o8 ¢

b) Es claro que si la velocidad del éaviu. aumenta, entonces el destello emitida/grlega aA
desp@s que el emitido desdg, puesto que el aéh viaja nas apido y el iempdlrp se acorta.

Si el avbn viaja con una velocidad = u($) que se ajusta a la ecuaniV.15, la regbn AB se
ilumina en forma insta@anea.

Si
h
u g
1 — P — .
> . > (1_Sen¢)cos¢

entonces la zond B se ilumina desdé® haciaA, siempre que no emita destellos cuagde: 0, 6.
Paragp > 0.6 no se cumple qué < 1.

Ejemplo
La Paradoja del Granero
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Figure V.35:

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La velocidad del atleta
con respecto al granero esd/ég ). Este sostiene la garrocha de modo que se mantiene paralela a
la direccbn de movimiento del atleta. En su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud
propia = 10 m. ¢, S@& posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que el atleta 'y la
garrocha queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en el interior del granero.
Solucion
La paradoja del granero.

Solucion:
Seal, = longitud propia del granerd,;, = 10 m.
L = longitud propia de la garroch&,= 20 m.

i) Analisis con respecto al atleta:

El atleta opina qué, sufre una contracon puesto que ve aproximarse al granero con velocidad

V3¢

NE]
luegoL{" = L,/ 1 - C5f = Lo 10 _ 5

y como la longitud de su garrocha Bglargo propio)
= para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero puesfogue;/2
i) Analisis con respecto al observador parado en el granero.
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El observadoi3 ve aproximarse al atleta ceégc, por lo tanto, la contracon de la garrocha es:

V3 .\2
PRI Y R G A T T
2 2 2
y comoL, = 10m (largo propio del granero)entonces para observaties perfectamente posible

gue el atletafl) quede atrapado en el granero, ya que:

L® =1, L¥ =long. medida poB de la garrocha dd

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea Az = 9 — 1
Al =z, — 2

dondel y 2 eventos que indican la entrada y salida del granero paaksen(i) y el fin y
comienzo de la garrocha endisis (ii)

Las transformaciones de Lorentz son:

(x)Az = ~(Az' +vAt)
(:x)At = (At + SA

i) s’ desea medir la longitud del granem At’ = 0 en (*) = Ax = vAx’

Ax = longitud granero medido per
Az’ = longitud granero medido pgr

= A =r) =il
= Paras’ es imposible quedar atrapado

i) Ahora

Ax = x5 —x; = largo garrocha con respecto
Az’ = zl, —a) = largo garrocha con respecto

S desea medir la longitud de la garrocha At =0
de(xx) = At/ = —-%Az

enx) = Ax= Azl

= ParaS es posible quedar atrapado
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V9.1 ¢ Quees el tiempo?

El tiempo se define en forma tal que la descdpailel movimiento resulte simple [8]. De hecho,
uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertir @ndulo en una @quina confiable para
registrar el paso del tiempo. Otro de los aciertos de Galileo fue utilizar un reloj de agua para
tabular el tiempo durante laicka libre de los cuerpo&ste fue tamtgin el origen de la utilizadn

de planos inclinados y poleas, que surgieron como una forma de hacéddalibee nas lenta

y por tanto nas fcil de tabular. Es tamén, el origen de los ejercicios propuestos en los libros
introductorios de memica.

Como lo s@ala Penrose [9], los griegos lograron un entendimiento aceptable de dosefeas
eshticos, pero no asde los dirfamicos. Este hecho proviene, en parte, por la falta de una forma
adecuada de cuantificar el cambio de pd@siae un objeto.

El nimero que se asocia a la dukatide un febmeno es lo que designamos tiempo. Este
nimero se obtiene contando la cantidad de ciclos de otrieno que consideramos ptico
hasta que no se demuestre lo contrario.

Asi es gque ya antes de la apabicide la relatividad especial no exatun tiempo absoluto.
El pefiodo del sol fue considerado por Aistles como un buen reloj. De acuerdo aikich
Aristotélica la trayectoria del sol en el espaciogedescrita por una circunferencia perfecta, que
es ellnico movimiento que no se frena (como un bloque en una mesa) o que no se acelera (como
es el movimiento natural, la a de un objeto hacia el centro de la tierra). Adsmas eterno.
Era entonces un buen reloj. Ahora sabemos que el sol no gira entorno a la tierra y qas kdem
rotacbn de la tierra sufre alteraciones [15] debido a diversoérfemos fsicos. Si uno necesita
mejorar la precigin debe comparar con otro fameno.
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V.9.2 La medicion del tiempo

TIERRKX

E| Aiv s¢ Alaga Tl A& sv acortn

Figure V.36: Esteesun diagramamuy exageradale |la orbita de la Tierraalrededordel Sol. La
orbitadela Tierraesmuy cercana unacircunferenciaSeencuentranascercadel Sol duranteel
veranodel hemisferioSur.

En la antigiedad, en una traviesmaitima la latitud de un barco se puede medir comparando la
posicbn del sol en el cenit (uangulo) con la del lugar de origen u otro tomado como referencia
(otro angulo). Sin embargo la longitud, en aquellos tiempds poda medirse por el desfase de,
por ejemplo, el tiempo que marca un reloj al alcanzaer el cenit el sol con aquel que marcaba (en la
misma posidn del sol) en su punto de partida. En el barco un reloj esmieb medio por el cual
poda ubicar su longitud mar adentro.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII reéreplaz
reloj de gndulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte helicoidal. De este modo se
aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre el funcionamiento del reloj y la inprecisi
en la determinaéin de la longitud. Otro relojero John Harrison (1693—-1776) tilin resorte
bimetalico para disminuir los efectos debido a los cambios de temperaturad dogstruir un
reloj que $lo se atrasaba 54 segundos déspde una través maitima da 18R fhe 1121

) . . . EL MERCUBHO .

El mas antiguo de los relojes lo constituye el MiERg 22 5””“’/9"
movimiento de la Tierra alrededor del Sol. A me- | -

dida que aumentla precisbn de los instrumentos or OGGG YRR
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de su enviado especial 2 Yemen. As:
sefalé que el organismo debe * de)nr dm que el estado ac-

a que la tierra describe una elipse alrededor del SOl wai delasiruacsn 2o puede ser tolerada

Nave espacial Ulysses

y, por la conservabn del momento angular, hay ) mEASADENA EEUU. 78 (AFF) — Mas do res ahca
tramos en los cuales viajaaw apido (ver Figura iﬁi‘&‘zi?’?rim'é'l’“”"és'”ni:‘:“::,ﬂfpﬁ"ﬁ:.::":t

. . {edor der ecuador del Sor dectant Wil dacks sy dires
V.36) y el da solar, considerado como el intervalo tor del proyecto Ulysses. Por prmera ver estamos 4

grandes alturas sobre el polo y poninno- ver el Sol desde

de tiempo que transcurre entre doS POSICIONES CON- e sabre sl bolo sir et Sor comenss e dowaingo y o

lizara en noviembre proximo.

secutivas del sol en el cenit de un mismo lugar, se Relojes s¢ ajustan en un segundo

) NUEVA YORK. 28 (ANSA).— En la noche del jue
alarga en aproximadamente 4,7 segunNdOS CON - el s ma ssiarine mais 2of i, deEundo en

cién de la Tlerra. Se lo ha denominado el segundo bisies-

z H to y llevara el ti xtraf de 61
specto al th promedio. fos, cuando sean 123 10,505 ge Washington (11 5536
GMT), donde tiene su sede el Observatorio Naval. Son
A ) p:;msami::n los eiwuemn de este zgls:‘rvawno quienes
- ordenan ener e em| una m n
¢ Es posible detectar estos cambios? Corresif un reirasa en 1 Fotacion de 1a Flerra. - o
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Universidad de Chile quggj?edgy_lgge_er_lieria y Ciencias



56 version de August 4, 2008

transito de las estrellasaa luminosas a tré&s de
los meridianos de los observatorios terrestres. Esto
se define como unid sideral.

En 1936 la construcon de relojes degndulo era&cnicamente tan sofisticada que en el insti-
tuto BIH (Bureau International de I'Heure) se légaicanzar una precisn suficiente para poder
comparar la duradn del da en dos fechas diferentes y asegurar que el largo déauthedEnero
de dicho &o excedb a uno de Julio en aproximadamente 2 milisegundos [15].

En 1955 la precigin de los relojes amicos permitan medir el tiempo con una exactitud de una
parte enl0'! y su taméo y peso permian hacer comparaciones entre dos puntos separados.

En la cecimotercera Conferencia General de Pesas y Medidas, sé@adaphueva definidn
de la unidad de medida del tiempo. Se reemplazlefinicbn existente -basada en el movimiento
orbital de la Tierra alrededor del Sol, como se detalla en la siguientedbsegpor la medida
atbmica del tiempo. La nueva definizi es:El segundsedefinedela siguienteforma: unatomo
de Cesio133, queal sufrir unatransicon (hiperfina)entredosestadogosibles.emiteunaonda;
9.192.631.77@iclos (oscilacionesyle estaonda,correspondea un segundo [7]. Los dieziditos
gue aparecen en la defirdai fueron escogidos de manera que esta defimicoincidiera con la
del segundo efearido.

Hoy, la precisbn y estabilidad de los relojestaicos permite una exactitud en su medida de 2
partes en0'“. Este imero da una idea de la complejida tecn@doigvolucrada en el proceso de
medicibn [16].

Escalas de tiempo

El tiempo solar medi@s la escala de tiempo obtenida mediante dos posiciones sucesivas del Sol,
desp@s de aplicar diversas correcciones para lograr una eséalamforme.

El tiempo universalUTO, es el tiempo solar medio referido al meridiano de Greenwich (Green-
wich Mean Time o GMT).

Pequé@as correcciones adicionales de la uniformidad del movimiento de la Tierra debido a fluc-
tuaciones en la direc@n del eje polar y otros movimientos pedicos asociados a la absfera,
las corrientes o@nicas , ...etc. lleva a otras escalén afs uniformes: UT1y UT2.

Numerosos laboratorios han cooperado para generar lo que se derngrtierapo coordenado
universal(UTC), que es un promedio de las escalas de tiempmiab de cada uno de los labora-
torios.

Para mantener la equivalencia entre el UTC y el largo tele&s necesaridiadir o quitar, en
forma ocasional, un segundo a la escatarata. Este es ebegundo bisiestque se menciona en
el recorte de un péardico que se acompa. Esta armda entre estas dos escalas es probable que
llegue a su fin. No esatil ajustar los relojes amicos del GPS. Adeés es interesantefs@ar que
si se hubiese cambiado el 770 que aparece al final de la defirdei segundo atico en base al
Cs, por 990, 8lo hubiese sido necesario ajustar estos reldjksZveces en lugar de las 23 en que
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se ha debido realizar dese 1967 [16].

Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la escala del navegante
UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.

V.10 El Sistema de Posicionamiento Global (GPS)

Resumen de un aculo de Neil Ashby, Universidad de Colorado.

El ariculo aparece ehttp : //www.phys.lsu.edu/mog/mog9/node9.html

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) consiste de 2Htsatjue orbitan la Tierra, V.38,
cada uno llevando un reloj@nico estable y de gran exactitud. Cuatrcebtgs esin en cada
uno de los seis planos orbitales diferentes, cada uno con una inghindei53 con respecto al
Ecuador de la Tierra. El pierdo orbital son 12 horas (siderales, tiempo medido con respecto a las
estrellas fijas), asque la posidn aparente de un sdite con el escenario de las estrellas se repite
cada 12 horas. Transmisores activados por los relojdareséiales de tiempo sinénicas, con
la informacbn de la posidn y el tiempo de transmisin. De esta forma el receptor en la Tierra
puede determinar su posici y tiempo mediante la decodificaai del mensaje enviado por cuatro
saklites diferentes. El salite tambén lleva detectores de rayos gamma. Loglgas pueden
determinar las coordenadas espacio tiempo de un evento nuclear midiendo los tiempos de arrivo
de la s@al y resolviendo de nuevo cuatro ecuaciones de propagathulineas.

Sin considerar los aceleradores de alta éaergp
hay otro sistema de ingeniaren existencia hoyid
en el cual la relatividad general y la especial tengan
tantas aplicaciones. El Sistema se basa en el prin-
cipio de la constancia de la velocidad de la luz en  f
un sistema de referencia inercial: el sistema inercial |
centrado en la Tierra o como lo denominaremos: sis- 1|_
tema ECI (Earth Centered Inertial ). La dilataci 1
del tiempo, el feobmeno de la relatividad especial,
es significativa para los relojes en movimiento tanto
para los relojes ubicados en loséddés como para
los relojes en reposo en la Tierra. El principio de
equivalencia encuentra su expdsien la presen-
cia de varias fuentes de corrimientos de las frecuen-
cias de las dmles debido al campo gravitacional.
Tambien, debido a que la Tierra y sus&ées esin
en cada libre en el campo gravitacional del Sol, se generan corrimientos en la frecuencia de origen

Figure V.38:
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gravitacional nacen debido al potencial gravitacional de la Luna y el Sol, sin en#siagoafectan
en una pocas partes ¢0'° y por tanto pueden ser despreciados.

El efecto Sagnac tiene una gran influencia en este sistema de omedfaique la mayada de los
usuarios de GPS ést en reposo (o casi) sobre la superficie de la Tierrzga sétamente deseable
sincronizar los relojes en un sistema de referencia que estuviera rotando fijo a la Tierra (un sistema
fijo Earth Fixed, Earth Center Frame o sistema ECEF). Sin embargo, debido a que la Tierra rota,
esta sincronizadn no es posible. Este es el efecto Sagnac. Es suficientemente importante en los
GPS para que deba ser considerado. Inconsistencias queiaougnrprocesos de sincronizati
realizados en la superficie de la Tierra mediante rayos de luz, o con relojes portables que se muevan
lentamente, dependen del camino recorrido y pueden llegar a ser del orden de varias docenas de
nanosegundos, (una mil milléeaima de segundot0—? segundos) demasiado grandes para ser
tolerados en el sistema del GPS. De esta forma el efecto Sagnac obligéax dis@ convenon
diferente para la sincronizasi de los relojes. Tamén, el campo de una &al en el ECEF no
es unainea recta. En el GPS, la sincroniZaties realizada en el sistema ECI; esto soluciona el
problema de la inconsistencia debido a la dependencia del camino.

Varias fuentes de efectos relativistas se introducen al determinar la unidad de tiempo, el segundo
S| (Sistema Internacional) éstefinido por el Observatorio Naval de Estados Unidos (USNO).
Para un reloj que permanece fijo sobre la Tierra, la dilatedel tiempo generada por el movimiento
de rotacbn de la Tierra puede ser visto alternativamente como una contiguen el sistema
ECEF, al potencial efectivo gravitacional el cual incluye las contribuciones provenientes de la
no esfericidad de la Tierra. Relojes fijos a la Tierra ubicados en la misma superficie equipoten-
cial de este campo gravitacional, marcan el tiempo con la misma rapidez. Considerando tiempos
geobgicos, la forma de la Tierra se ha distorsionadio @se se acerca a una de estas figuras
equipotenciales - la geédica de la tierra al nivel promedio del mar. El segundo & ésfinido
por la rapidez de los relojes@mhicos ubicados sobre la geodesia. Esta rapidez esta determinada
con una suficiente exactitud, relativa a relojes en infinito, teniendo en consatetias efectos:

- la dilatacbn del tiempo debido a la rotaxi de la Tierra
- los cambios de frecuencia debido al monopolo gravitacional

- y al potencial cuadrupolar debido a la deforn@acie la Tierra.

En relatividad general (GR), el tiempo coordenado se expresa en forma aproximada suponiendo
un movimiento lento de la tierra y que el sistema solar es un campo gravitacédnilalil tiempo
propio transcurrido en un reloj que astn movimiento depende de la po&itide los relojes y la
velocidad de los objetos masivos cercanos, y puede ser calculado si las velocidades y posiciones y
la masa de estos objetos son conocidos.

Los efectos relativistas en los relojes de logk&s pueden ser combinados de forma tal que
solo dos correcciones necesitan ser consideradas. Primera, el corrimiento, en promedio de la fre-
cuencia de los relojes @rbita es corregido en frecuencia por algdo esmo 446, 47 partes en
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102, Esta es una combindei de 5 fuentes distintas de efectos relativistas: corrimiento gravita-
cional de la frecuencia de los relojes en la Tierra debido al monopolo de la Tierray a su momentum
cuadrupolar, corrimiento de la frecuencia de origen gravitacional del reloj dditesay corrim-

ientos del tipo del efecto Doppler de segundo orden debido al movimiento diiesptos relojes

fijos en la Tierra.

Segundo, si la@rbita es exentrica, una correcon adicional aparece de las combinaciones del
campo gravitacional que vary el corrimiento de la frecuencia debido al movimiento debido a
gue las distancias del &ite con respecto a la Tierra cambia. Esta cor@tes pekbdica y es
proporcional a la excentricidad de ¢abita. Para una excentricidad de .01 la amplitud de este
termino es del orden de 23 nanosegundos. Debido a una falta de computadores étitles eiat
los primero dlas del GPS, se deca@lque estaltima correcadn era de responsabilidad del software
en los GPS de los recibidores (aquellos ubicados en la Tierra).

Para el lanzamiento del primer 8lite NTS-2 (Junio de 1977), el cual transportaba el primer
reloj de cesio que se pondrenorbita, hala algunos que dudaban que los efectos relativistas
fueran efectivos. Se construyin sintetizador de frecuencia en el sistema de rétopel satlite
de forma que des@s del lanzamiento, si llegara a ocurrir que la rapidez del reloj erlsta
final era la que efectivamente preteta relatividad general, entonces el sintetizador dalsar
activado para poner al reloj coordenado con la rapidez necesaria para unatopefeciiva del
instrumento.

El reloj abmico funciord por alrededor de 20ials para poder medir su rapidez antes de iniciar
el sintetizador. La frecuencia medida durante esos&$), flie de 442,5 partes €02, mas @apido
que los relojes en el piso; si estdiakpermaneciera sin corregirse Halmesultado en errores en
los tiempos de alrededor de 38.000 nanosegundosipot d diferencia entre la predi€ei de la
relatividad general acerca de la frecuencia y la observada ereblesahorbita distaba solamente
en 3,97 partes et)'? de lo que se obsedv Un valor adecuado a la predsidel reloj que eéten
orbita. Esto entonces dio una aproxin@acial 1% considerando el movimiento combinado y los
corrimientos gravitacionales para un reloj que orbita alrededor de la tierra en un radio de 4,2 veces
el radios de la Tierra.

Varios efectos relativistas son demasiados pggsi@ara afectar el sistema a la prewisactual
de este, pero pueden llegar a ser importantes a medida que el sistema es mejorado; estos incluyen
retardos del tiempo de origen gravitacional, cambio de la frecuencia de los reloje€lérssat
debido al momentum cuadrupolar de la tierra y curvatura especial. Este sistema fue conseguido
inicialmente para algn uso de navegamn militar teniendo acceso a transmisiones codificadas
de los satlites las cuales no st disponibles para los usuarios civiles. La incertidumbre en la
oposicbn en tiempo real usando ebdigo de posicionamiento preciso es ahora del orden de 2,4
metros. Promediando sobre el tiempo y sobre muchésiteatreduce esta incertidumbre al punto
donde algunos usuarios astactualmente interesados modelar muchos efectos hasta el nivel del
milimetro. Aln sin estosmpetus, el GPS provee una fuente méstif para las aplicaciones del
concepto de relatividad.

Nuevas y sorprendentes aplicaciones de la deterndinala la posi@n y en la transferencia del
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tiempo basada en sistemas GP%wesiendo continuamente inventadas. Aplicaciones civiles in-
cluye por ejemplo: registro del movimiento de los elefanteafeica, estudio de los movimientos
de las placas, explordoi, mapeo, salvamentos en eéaao abierto, biicora de veleulos de flete,
falla en Iinea de alto poder y sincronizaai de los nodos telecomunicacionales. Alrededor de 60
fabrica producen sobre 350 aparatos comerci@aRS. Millones de recibidores son hechos cada
ano, el precio del receptor local debe ser de alrededor de US$ 200.

Ejemplo: Esquema del funcionamiento de un GPS

Para formarse una idea del funcionamiento del GPS (Global Positioning System), considere el
siguiente ejemplo simplificado.

Dos saklites, con sus respectivos relojegratcos,
viajan a una alturdd sobre el nivel del piso. Es- .
tos relojes esin sincronizados en el sistema de re- {5_’"@_”@_"
ferencia en que ambos asten reposo. Su sepa- B Rt
racion, medida en este mismo sistema de referencia NS

es/. Estos sdlites envian sgales pedicamente 55/

a Tierra. Esta d&l trae codificado el instante en ‘ b

que fue enviada, de acuerdo al relojde lanaveyla . ,4;,,7,7,,,:
posicbn con respecto a la Tierra de dicho reloj. Si

el observador en Tierra recibe simarieamente una Figure V.39:

sdial de ambos salites, se pide:

a.- Utilizando un diagrama de espacio - tiempo,
muestre que el observador debe encontrarse ubicado entre loséalibsssat

b.- De acuerdo al observador en Tierra, dalcu
delos relojes sabi la séial antes que la otra.
¢,Cual es la diferencia\t, que tarda cada uno
de los stlites en enviar la $®&l un extremo a
otro?.

c.- ¢Cul esla posié@n (coordenada) del obser-
vador en tierra con respecto a las posiciones
de ambos sétites? (En otras palabras,&se
debe calcular para encontrar la positi: del
observador).

d.- Sien el espacio existen 24 &lites orbitando
a 27.000 km de altura, muestre que las correc-
ciones relativistas calculadas agson rele-
vantes si queremos una preoiside 2 - 5 met-
ros.
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a) Observador en Tierra

b) Dado que ambos relojes emiten ldaksimulaneamente en su sistema de referencia, ten-
emos que:

ot =AY =0 =[(ts —ta) — = (x5 — 24)] = Y[AL — %Aaz}. ec.1

c2

Por otra parte

vp—ay =L = (g —wa) —v(tp —ta)]
= ~[Ax —vAt] ec.2

Tenemos dos ecuaciones para dosgmitasAt y Az. Despejando, obtenemos

De la ecuadn [ec.1]

At = = Az
C

De la ecuadn [ec.2],
Ll
Ar = — =v-At.
Y

Reemplazanddz en la ecuadn, tenemos
AAt L

Ax = = — + vAt, obtenemos
v Y

L/
(®—v)At =L'\/1 -2/ = At = 27

C

/

Tambin: Az = £2.
Vemos quep — ta = 15ty =14+ 5.

De acuerdo al observador en Tierra, el relajlispab primero.

c) Para calcular la coordenada del observador todo esto referido al sistema del observador
tenemos las siguientes ecuaciones

(xp—xp)*+ H?* =
(xp —xa)?+ H* =

2<tP _ tB>2

C
CQ(tP - tA>27
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Estas dos ecuaciones indican que el evehly
B) esén en el cono de luz del evenfdque corre-
sponde al instante en que el observador recibe los
pulsos ded y B. Note que estas ecuaciofes

Tenemos 6 inggnitaszp,tp, x5, T, tp,ta. S€
requieren 4 ecuaciones adicionalEstas son:

Tp—Ta = ~L,

tg—ta = 3L, Figure V.40:
rp = 0,
th = 0.

En las dodiltimas ecuaciones, instalamos el ori-
gen del sistema de coordenadas junto al observador
P. En lalltima ecuadn ¢, = 0,los relojes parten cuando el shite A emite el destello que
alcanza al observaddr. Estas coordenadas haceasvicil los @lculos. Sea mas fisico poner
xa =ty = 0, establecer el origen de coordenadas epaciales junto con el destello que alPanza a
pero las ecuaciones son un pocasitomplejas.

Con esta elecbn, las ecuaciones quedan:
e+ H? = (ctp—~2LL')?
i+ H? = (ctp)?
rp = xq— L
La ecuadbn parar 4 €S
(VL' + wa)? + H? = (2 + H2)Y? = 4= L)
C
La ecuadbn paratp €s:
v
((ctp)? = B2 4L + H* = (ctp 7 L')?

Las dos soluciones que aparecen se deben a la éoudel como la luz que no distingue el
presente del pasado.

Como ejemplo, Ud., puede resolver el cdso= 0 y obtener

—ctp =4y (tp>0)

3no distinguen el presente del pasado, por tanot @matgomento debemos escoger el signo correcto de la variable.

V.10. EL SISTEMA DE POSICIONAMIENTO GLOBAL (GPS) Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 63
V.11 Ejercicios Propuestos

1.— Unva@n de tren se mueve sobre una & velocidad constante Ay B estan en los extremos
del vaghn y los observadores C y D astde pie junto a laia. Definimos el evento AC como
ocurrencia de A al pasar frente a C, y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, &bes sirven para que los observadores que
estn sobre la\a midan el paso de un reloj llevado por A?

(b) SeaAt el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadoresajua est
un lado de la ia. ¢ Q@ intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?

(c) Supngase que los eventos BC y AD son siranios en el sistema de referencia de la
via. ¢ Son simudtneos en el sistema de referencia debbvéyy Si no, ¢ cal es primero?

2.— Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista paea la |
6563Adel HidrogenoH,,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una velocidad
relativa del0—3c, 10~2c, y 10~'c. ¢ Es una buena aproximauiel resultado a primer orden?

3.— Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad uniforme
de 630%, con respecto a la Tierra.

(a) ¢ Qe fraccbn de su longitud de reposo parexecortarse, con respecto a un observador
sobre la Tierra?

(b) ¢ Cuanto tiempo tarda, sed@n los relojes en tierra, para que el reloj del aeroplano se
retrase un microsegundo? (Suponga guieamente esalida la relatividad especial).

4.— El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. @@a parecéa acortarse el dimetro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

5.— Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual a la mitad
de su longitud propia.

(a) ¢Cual es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observado#? esCa
dilatacbn del tiempo unitario de la nave?

6.— Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema propio.
Se desplazan en sentidos opuestos,ardase en el vuelo. El astronauta que va en la nariz
de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz
y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de obsé@mwvaEncuentra que este intervalo es
2,50 x 107 segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) ¢Cul es la velocidad relativa de las naves?
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Figure V.41:

(b) ¢Cwl sefa el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el intervalo
que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A) y la cola de (B)
pasa frente a la cola de (A)?

Acompdie ambas respuestas con uafgpo espacio-tiempo.

7.— (a) Si la vida (propia) promedio de un roas: es2.3 x 107° segundos, ¢@udistancia
promedio viajala éste en el vdo antes de morir, de acuerdo con mediciones en diferentes
sistemas de referencia, donde su velocidad @side, 0.60¢, 0.90¢, y0.99¢ respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el misaromeshia.

8.— A 200 km sobre el nivel del mar, una padia de rayo ésmico primario choca contra la
atmosfera de la Tierra; en esta cofisi de alta eneiig se produce un més =", el cual
desciende verticalmente a una velocidadod®c y, en su sistema propio, se desintegra
2.5 x 10~ 8seg desp@s de producido. Ség se ve desde la Tierra, ¢ aégaltura sobre el
nivel del mar se desintegra el née®

9.— En la Figura, Ay B son los puntos de interséocdel ejex (varilla estacionaria) con una
varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. La varilla inclinada se
estt moviendo en la direcon +y (sin cambiar de inclinadn) a una velocidad.

(a) Demuestre que el punto de interséocile las varillas tiene una velocidad= v cot 0
hacia la izquierda.

(b)Sea = 30° vy wv= %c. Demuestre que, en este cas@xcede & y explique porgé
no existe ninguna contradicei con la relatividad.
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B

10.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectilesarenestiendo en
linea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de 0,9 c y el
segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil con respecto al
otro.

11.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda Ui sen una linterna cada
seis minutos. Otro observador, B @&n una estagh espacial estacionaria con respecto
a la Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A a B, con una
velocidad constante de 0,6 ¢, con respecto a A.

(@) ¢ A q intervalos recibe B las Bales de A?
(b)¢, A gie intervalos recibe C las Bales de A?

(c) ¢A g intervalos recibe B los destellos de C?

12.— Considere la existencia de peutas que tienen vida finita y cuyaimero en fund@n del
tiempo esk dado por:

—t In2
N(t) = N, exp ne
T

SiendoN, el numero de partulas que existen en= 0y es la llamada vida media de las
parfculas, ya que en el tiemgo= 7 el nimero inicial se ha reducido a la mitad:

N()=N,  N(r)==2

Los mesones™ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta éaemtre una paictula
de rayo @smico primario y la atibsfera terrestre. Su vida medpopiaest, = 2,6 x 10~%
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s. Suponiendo qué&, mesones ™ se han formado a la altura h de la tierra y que descienden
hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que léegda superficie terrestre si no se
hicieran correcciones relativistas.

13.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativistas. El

observador O tiene un Gan en la cola de su nave apuntando en dit@tgierpendicular al
movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A. En el sistema de ref-
erencia de O, el otro misil sufre una contraecide Lorentz. En consecuencia O sospecha
gue su bala no daren el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’, es el misil O el que
aparece contieo y por lo tanto, cuando A y A’ coinciden el observador ve lo que aparece
en la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Dibsalo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en este en-
cuentro.

Nota: L = largo propio de los misiles: = velocidad del misil O con respecto a O'.

14.— Setiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de esta barra

Fotén rebotando en los espejos

se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga quérusdatncuentra
entre ellos. Si em = 0 el espejo de la izquierda coincide con el punate: 0 y justo en ese
instante el fabn esé siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del yot
de la barra en un diagrama espacio-tiempo 1.

P

o

15.— En el sistem&’, un sujeto corre en la dire@n del ejey’ con velocidad constanié = T

V.11.

!/

dondel’ es la distancia propia con respect§'y 7’ es el tiempo que marca un reloj &sto
con respecto &’.
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A suvez,S’ se mueve con una velocidatcon respecto a otro sistema de referencia inercial
S.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistewelcule las dos componentes de la
velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangemtgudelcon que
éste se aproxima.

b) Suponga que en el sisterfiahay una serie de interruptores separados por una distancia
propial’. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados, edars env
un foton (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) quaja directamente haci& en la direccon

del ejex del sistemas.

Calcule la velocidad, con que los detectores se encienden en el sistsraamedida que
van recibiendo la &l luminosa proveniente d€. Suponga, si le ayuda utilizar este dato,
gue inicialmente el sistemé& se encontraba a una altufFasobreS. Recuerde que la dis-
tancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren alteraciones.

S
)
e
)
§}

Figure V.42: Ejercicio # 19

c) Si el observador es, U = V cos §, V = V send, representan las componentes de
la velocidadV con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con que se
encienden los detectores en el sistefres:

V ser¥
y_l_Vcosﬁ
c

d) Demuestre que 37 ~ ¢ (es decir,3 ~ 1)y el angulofd es muy pequo, la velocidad
w, toma su mximo valor par#? =2 (1 - 3) ~ (1+3)(1 - 8) = 6 ~ 1/.

16.— Un observador en un sistema inerédahforma que dos proyectiles se @stmoviendo en
linea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denominamos uno de los proyectiles
por O, y le asociamos la velociddd = 0.9 ¢y al otro, O, la velocidadl; = 0.7 ¢:
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a) Encuentre la velocidad d& con respecto &)s.

b) Si los largos propios soh; y L, respectivamente, alies el largo del coheté,, de
acuerdo a);.

4

VL

7
Figure V.43: Ejercicio # 20

17.— Una barra de largh’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una veld¢idad
de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la bariarse@v
destellos en formaimultinea con respecto al sistema fijo en la barcalcule la diferencia
de tiempoA ¢ con la cual arriba cada uno de los destellos al observeador

. ’
At AN .~

heightheigl >

Nota: El intervaloA ¢, nodepende de la distancia a la cual se ubica la barra del origen de
S. Ud. puede posicionarla dondeamle acomode, respetando las condiciones impuestas en
el enunciado del problema.

18.— Dos cohetes que viajan en la misma di@egero en sentido opuesto, se cruzan, como se

sdiala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la Tierra, ambos cohetes tienen

rapidezu y largo/.
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i) Calcule el intervalo —medido por un observador en Tierra—, que transcurre entre el instante
gue sus respectivas narices se cruzan y el instante en que comienzan a separarse.

i) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves —sistemantre el
instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que las naves comienzan a
separarse.

19.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un observador en
2 . .
reposo con una veIomda:Z%i ¢, como se indica en la Figura.

a) ¢Cul es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla@&#tclinada en uangulof’ = arcos(5/6), en el sistema de
referencia que viaja con la varilla. Calculeaglgulo de inclinadn de la varilla medido en
el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo, para
esta segunda configuraai.

20.— La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia dé lgtgpoal insertarse
en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a tocar el interBipioicado al
fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando ambos objetas est reposo (primera figures.
es un interruptor que, al ser tocado, gatilla la bombaNe& sdialada. Note que la cabeza
del remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al ser insertado.

i.- Suponga que el mismo remache se acerca con una ragidean respecto a un ob-
servador en reposo en la estructura en U, como aparece en la figura. Explique cuan-
titativamente gé sucede con el extremo del remache cuafdoca el borde de U:
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tambien tocaB, lo tocd antes, a gaidistancia se encuentra §egyLle observador ¢, Ex-
plota la bomba? Debe aconifa un gafico espacio-tiempo de la situanidonde se
especifique gatmidid y su valor.

ii.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista de un observador en
reposo con respecto al remache que ve acercarse al objeto en U. Siendo un observador
sistema inercial, opina que la estructura en U se acerca con rapig¢eExplota o no
la bomba, de acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observad@mg &suelve
Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se cordegh dispositivo al punto A del remache tal que si
A es presionado dispara un laser que corta el cable que une B con la bomba. En este
nuevo escenario: ¢, Exploéasta o no?

v
A ! A
THT THT
d
L
-
L

21.— El diagrama representa un pa@ianidiendo la velocidad de un auto mediante el efecto
Doppler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la autoridad. Deltmtn-s
dicamos la flecha del tiempo para no complicar el dibujo. Se indica la trayectoria de dos
nodos separados por una longitud de ondamitida por la pistola del polia y la recibida
despws de reflejarse en el auto unos instantés mrde. (recuerde que los largos, como la
longitud de onda, se miden en intervalos tipo espacio).

i.- De la figura, demuestre (n@l® afirme, explique por @) quecAt = vAt + /\reflejado
y quecAt = Ajncidente— vAt, dondev es la velocidad del auto c/r al pakc

ii.- A partir del resultado anterior obteng# € frecuencia) frefigjada= */incidente: €ON

_ 14+V/e
k= 1-V/e:

iii.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es paquiebido a que V/c es muy pedice
muestre quéA f/f) ~ 2V/c . Verifique cian pequio es si V=120 km/h.
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iv.- El radar de la polim de Santiago, opera con una frecuencid @825 x 10° ciclos/s.
¢, Cuantos ciclos por segundo cambia el haz reflejado comparado con el incidente (o enviado)?

v.- ¢ Qe resolucdn debe tener la maquinita de la pddigpara poder distinguir entre un
automovilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor, quéagai 121 km/h?
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