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Capitulo 4 Interaccion térmica

El capitulo anterior nos proporciond todos los postulados y
el armazon tedrico esencial necesario para un estudio cuantita-
tivo de los sistemas macroscopicos. Estamos, por tanto, en con-
diciones de probar el poder de nuestros medios aplicindolos a al-
gunos problemas de fundamental importancia fisica.

Empezaremos examinando con detalle la interaccién térmica
entre sistemas, El analisis de esta situacion es particularmente sim-
ple puesto que los pardmetros externos (y, por tanto, también los
niveles energéticos) de los sistemas permanecen fijos. Ademads, la
interaccion térmica es uno de los procesos que se presentan mas
cominmente en el mundo que nos rodea. Las cuestiones particu-
lares que deseamos investigar son las siguientes: ;Qué condicio-
nes deben satisfacerse para que dos sistemas en contacto térmico
entre si estén en equilibrio? ;Qué sucede cuando no se satisfacen
estas condiciones? ;Qué consideraciones podemos hacer sobre las
probabilidades? Veremos que pueden responderse estas preguntas
de un modo muy sencillo, obteniéndose resultados de notable ge-
neralidad y gran utilidad. Ciertamente, en este capitulo obtendre-
mos una idea clara del concepto de temperatura y una definicion
precisa de la “temperatura absoluta”. Ademas, obtendremos al-
gunos métodos eminentemente practicos para calcular las propieda-
des de cualquier sistema macroscopico en equilibrio sobre la base
de nuestro conocimiento de los atomos o moléculas de que estd
compuesto. Finalmente, aplicaremos estos métodos para deducir
explicitamente las propiedades macroscopicas de algunos sistemas
especificos.

4.1 Distribucion de energia enire sistemas macroseopicos

Consideremos dos sistemas macroscopicos A y A’, Llamaremos
a sus energias E y E’ respectivamente, Para facilitar el recuento
de estados, procederemos como en la Seccion 1.5 e imaginaremos
que las escalas de enervia estin subdivididas en intervalos de
energia muy pequenios e iguales de valor fijo 8E. (La magnitud de
8E se supone, sin embargo, que es lo suficientemente grande como
para contener muchos estados.) Designaremos entonces por Q (E) el
nimero de estados accesibles a A cuando su energia estd compren-
dida entre £ y E + 8E y por @ (E’) el nimero de estados accesi-
bles a A’ cuando su energia estd comprendida entre E' y E’ + 8E".
El problema de recuento puede simplificarse puesto que podemos,
con excelente aproximacion considerar todas las energias como si
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solo pudiesen adquirir valores discretos separados por la pequena
cantidad 8E. En particular, podemos agrupar juntos todos los esta-
dos de A que tienen una energia comprendida en el pequeno in-
tervalo entre E vy E + §E y estudiarlos como si tuviesen simple-
mente una energia igual a E; existen asi Q(E) de estos estados.
Andlogamente, podemos agrupar juntos todos los estados de A" que
tienen una energia comprendida en el pequefio intervalo entre E'
y E' + 8E" y considerarlos como si tuviesen simplemente una ener-
gia igual a E’; existen asi Q' (E") de dichos estados. Si adoptamos
este procedimiento, la afirmacion de que A tiene una energia E
significa fisicamente que A tiene una energia con un valor com-
prendido entre E y E + 8E. Andlogamente, la afirmacion de que A’
tiene una energia E’ significa fisicamente que A’ tiene una energia
cuyo valor estd comprendido entre E' y E' + OFE".

Los sistemas A y A’ tienen parametros fijos externos, pero se
supone que estan en libertad de intercambiar energia. (Cualquier
transferencia de energia entre ellos se verificard, por definicidn, en
forma de calor.) Aunque la energia de cada sistema por separado
no es, pues, constante, el sistema combinado A*=A + A" estd
aislado, de modo que su energia total E* debe permanecer inva-
riable. De aqui que'

E + E = E* = constante (1)

Se sabe que cuando la energia de A es igual a E, la energia de
A’ queda entonces determinada por

E =E'-E. (2)

Consideremos ahora el caso en que A y A’ estan en equili-
librio entre si, es decir, cuando el sistema combinado A* estd en
equilibrio. La energia de A puede adquirir entonces muchos va-
lores posibles. Sin embargo, ésta es la cuestion de interés: ;Cual
es la probabilidad P (E) de que la energia de A sea igual a E (es
decir, que esté comprendida en el intervalo comprendido entre
E y E +8E), en donde E tiene un valor especifico cualquiera?
[La energia de A’ tiene entonces, como es natural, un valor £’ en
correspondencia dado por (2).] Se obtiene facilmente la respuesta

1 En nuestro estudio llamamos E a la energia de A independientemente de
A, v E' ala energia de A’ independientemente de A, La energia total E*® escrita
como la suma sencilla (1) desprecia, por tanto, cualguier energia de inter-
accion E; que dependa tanfo de A como de A', es decir, cualquier trabajo nece-
sario para poner en contacto ambos sistemas. Por definicion la interaccion térmica
se supone que es suficientemente débil, de modo que E; es despreciable, es decir,
de modo que E, ¢ Ev E ¢ E.
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Fig. 4.1 Graficos que muestran, en el ca-
so de dos sitemas especiales muy pequefios
A y A’, el numero de estados {}(E) acce-
sibles a A y el nimero 0 (E") accesibles
a A’ en funcién de sus energias respectivas
E v E’. Las energias s¢ miden en funcion
de una unidad arbitraria; se indican sdlo
algunos valores de Q(E} y Q' (E').
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a esta pregunta centrando nuestra atencion sobre el sistema ais-
lado combinado A*, puesto que el postulado bésico (3.19) afirma
que dicho sistema tiene la misma probabilidad de encontrarse en
cada uno de sus estados accesibles. Propondremos simplemente la
cuestion siguiente: Entre el nimero total Q*,,, de estados acce-
sibles a A*, ;cudl es el numero Q% (E) de estados de A*, en los
que el subsistema A tiene una energia igual a E? Mediante el
argumento general que eondujo a (3.20), la probabilidad deseada
P (E) viene dada entonces sencillamente por

{*(E)
ot

en donde C = (0*,)" es simplemente una constante independien-
te de E.

El nimero 0* (F) puede expresarse con facilidad en funcién de
los nimeros de estados accesibles a A y A’, respectivamente. Cuando
A tiene una energia E puede estar en cualquiera de sus O (E)
estados. El sistema A’ debe tener entonces una energia E’ dada
por (2) en virtud de la conservacién de la energia. De aqui que
A’ slo puede estar en uno de sus Q' (E) = O’ (E* — E) estados
accesibles bajo estas condiciones. Como cada estado posible de A
puede combinarse con cada estado posible de A’ para dar un
estado posible diferente del sistema A®, resulta que el numero de
estados diferentes accesibles a A*, cuando A tiene una energia E,
viene dado simplemente por el producto

P(E) = — CQ(E) (3)

Q*(E) = QE) U(E* — E). (4)

En correspondencia, la probabilidad (3) de que el sistema A tenga
una energia £ viene dada sencillamente por

’ﬁm=ﬂmmmy_m. (5)

Ejemple

El sencillo ejemplo siguiente ufiliza
nifmeros muy pequefios que no son
representativos de sistemas macros-
copicos reales, pero sirve para ilus-
trar los ideas esenciales de los pa-
rrafos anteriores. Consideremos dos
cisternas especiales A y A’ para los
que QE} y {U(E') dependen de
sus energios respectivas E y E’ de la
manera indicada en la Fig. 4.1. Aqui
las energics E y E’ se miden en fun-

cion de olguna unidad arbitraria y
estan subdividides en intervalos de
energia iguales a la unidad. Supon-
gase que la energia combinada E* de
ambos sistemas es igual o 13 unida-
des. Un caso posible serio aquel en
que E = 3; entonces, E' = 10, En
este coso A puede estar en uno u
otro de sus ? estados accesibles y A’
en cualquiera de sus 40 estodos po-
sibles. Existen entonces un total de
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" = 2 x 40 = B0 posibles estados
diferentes accesibles al sisterna com-
hinade A*. La Tabla 4.1 enumerg
sistermdticamente los cosos posibles
compatibles con la energia totol es-
pecificada E*. Obsérvese que en un
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mas, lo mas probaoble seria hallor el
sisterna combinado A* en un estodo
enel que E=5y E" = 8. Este ca-
so se debera presentar con una fre-
cuencia doble de la que se presenta-
rio el casoen que E = 3y E" = 10

conjunto estadistico de estos siste-

Investiguemos ahora la dependencia de P(E) con la energia E.
Como A y A’ son dos sistemas con muchos grados de libertad,
sabemos por (3.37) que ©(E) y &' (E") son funciones rapidamente
crecientes con E y E', respectivamente, Considerando la expre-
sion (5) como una funcién de la energia creciente E, resulta en-
tonces que el factor ©(E) qumenta muy rdpidamente, mientras
que el factor Q(E* —E) dismnuye muy rapidamente. El resul-
tado es el que el producto de estos dos factores, es decir, la pro-
babilidad P(E), presenta un maximo muy agudo® para cierto
valor particular £ de la energia E. Asi pues, la dependencia de
P(E) con E debe mostrar el comportamiento general ilustrado
en la Fig. 4.2, en donde la anchura AE de la region en que P(E)
tiene una magnitud apreciable es tal que AE<ZE.

Realmente es mds conveniente investigar el comportamiento
de InP(E) que el de P(E), puesto que los logaritmos son fun-
ciones que varian mucho mas lentamente con E. Ademis, se de-
duce por (5) que en este logaritmo intervienen los nimeros &
o como una suma simple en lugar de un producto, es decir,

In P(E) = In C'+ In R(E) + In (E") (6)

en donde E' = E*—E. El valor E=E que corresponde al md-
ximo de InP(F) viene determinado por la condicion °

omP _ 1 9P _

E PE @)
y asi corresponden también al maximo de P(E) méaximo. Utili-
zando (6) vy (2), la condicién (7) se reduce simplemente a

¢ In (E) 4 g In R'(E")
ok oF’

(=) =0

¢ Qbgérvese gue ¢l comportamiento de P(E) es andlogo al del ¢jemplo sencillo
anterior, excepto en el hecho de que el mdximo de P(E) es enormemente mais acu-
sado para el sistema macroscdpico, en donde QIE) y (ME’) son esas funciones ri-
pidamente wvariables.

4 FEscribimos 1a formula con derivadas parciales para resaltar que se supone
gue todos los pardmetros externos del sistema permanecen fijos en todo este
estudio.

E E QE) Q(E) | 92%B)

3 10 2 40 &0

4 9 5 26 130

3 B 10 16 160

] 7 17 8 136

7 [} 25 3 73
Tabla 4.1 Enumeracion de los numeros

de estados posibles compatibles con una
energia total especificada E* = 13 de los
sistemas A v A" descritos en la Fig. 4.1,

P(E)
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Fig. 4.2 [lustracion esguematica gue
muestra la dependencia de la probabilidad
P(E) con la energia E.
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Fig.4.3 Diagrama esquemitico de la de-

pendencia entre Inf(E) y Im(E')=In
()’ (E* —E) con la energia E. En virtud de
(3.38) la dependencia con la energia del In {2
es aproximadamente de la foma In D (E)~f
In(E — Ei) + constante. Como las curvas
muestran su convexidad hacia arriba, su
suma (indicada en blanco) presenta un md-
ximo unico en cierto valor E. Este mdxi-
mo suave del Jogaritmo de P(E) que varia
lentamente, dado por (6), corresponde a un
maximo extremadamente acusado del mis-
mo P(E).
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o bien

| 88 = pE) i 8)

en donde hemos introducido la definicion

~ g 10
PR === 5 )

y la definicién collrespnndicnt:: para B'(E’). La relacion (8) es,
pues, la condicién fundamental que determina el valor particular
E de la energia de A (y el valor correspondiente £ = E* —E de
la energia de A’) que se presenta con la probabilidad P (E) mayor.

“"Agudexa” del maximo de FE)

Exominando el comportamiento del
In PfE) cerca del maximo, se puede
estimar facilmente con qué ropidez
decrece P(E) cuando E se hace dife-
rente de E. Realmente, se demuestra
en el Apéndice A.3 que F(E) resulta
ser despreciablemente pequensa com-
parado con su valor méxime cuando
E difiere de E en una contidad apre-
ciablemente mayor que AE, cuyo vao-
lor es del orden de

f~ 10"y

AE ~ 1012E (11)

De aqui que la probabilidad F(E)
tenga normalmente un moximo ex-
traordinariomente “agude” en el va-
lor E, resultando ser despreciable-
mente pequena cuando E difiere de E
en alge tan pequenc cormo Unas par-
tes en 10%, Asi pues, la energio de A
nuncg difiere practicamente de un
AF i (10) modo uprecmble_de E; en particular,

" VI el valor medio E de A debe ser en-
tonces igual a E, es decir, E = E.
Mos encontromos de nuevo con otro
ejemplo en el que el valor relative de
las fluctuaciones de una magnitud

Agui f es el nimeros de grodos de
libertad del menor de los dos siste-
mas en interaccion y se supone que E

es mucho mayor que lo energia mas
baoja (o estado fundamental de A).
Porg un sisfemna tipico compuesto por
un mol de dtomos, f es del orden del

alrededor de su valor medic es ex-
traordinariomente pequeno cuando se
trata de un sistema compuests por
muchisimas particulas.

numero de Avogadro, de modo que

Algunas definiciones convencionales

El estudio anterior muestra que las magnitudes InQ y B del
sistema A (y las magnitudes correspondientes de A”) son de im-
portancia crucial en el estudio de la interaccion térmica. Es, por
tanto, convenienfe introducir algunos otros simbolos y nombres
convencionales para estas magnitudes,

Obsérvese primero que el parametro B tiene, de acuerdo con
su definicion (9), las dimensiones de la inversa de una energia.
Es, pues, con frecuencia itil expresar ' como un multiplo de
cierta constante positiva k que tenga las dimensiones de la energia
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y que pueda expresarse en ergs. (Esta constante se denomina
constante de Boltzman y su valor puede escogerse de una vez
para todas de un modo conveniente.) El pardmetro 87 puede es-
cribirse en la forma

en donde la magnitud T asi definida proporciona una medida de
la energia en unidades de la magnitud k. Este nuevo pardmetro
T se denomina temperatura absoluta del sistema en consideracion
y su valor se expresa comunmente en grados'. La razon fisica
para el nombre de “temperatura” resultara mas clara en la Sec-
cion 4.3.

En virtud de (9) la definicion de T en funcién de In© puede
escribirse ahora en la forma

S
E

o |

1
% (13

0

en donde hemos introducido la magnitud S definida por

' S=kInQ (14)

Esta magnitud § se denomina entropia del sistema en considera-
cion. Tiene dimensiones de energia porque su definicién depen-
de de la constante k. De acuerdo con su definicion (14), la en-
tropia de un sistema es simplemente una medida logaritmica del
nimero de estados accesibles al sistema. De acuerdo con los co-
mentarios del final de la Seccién 3.6, la entropia proporciona asi
una medida cuantitativa del grado de aleatoriedad del sistemas.

En funcion de la definicion anterior, la condicién para que la
probabilidad P (E) sea mdxima es, en virtud de (3), equivalente
a la afirmacion de que la entropia $* = k In Q* del sistema total
es maxima respecto a la energia E del subsistema A. Haciendo
uso de (6), la condicion de probabilidad maxima es, pues, equi-
valente a la afirmacion de que

§* =5 4+ § = mdximo (15)

+ Por ejemplo, una temperatura absoluta de 5 grados corresponde simple-
mente a una energia de Sk

5 Obsérvese que la entropia definida en (14) tiene un valor definido que es,
en virtud de (3.40) esencialmente independiente del valor del intervalo de sub-
division de la energia §F urilizada en nuestro estudio. Ademds, puesto que §E ez
un intervalo fijo independiente de E, la derivada (9) que define 8 o T es ciertamente
también independientie de §E.
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Esta condicion se cumple si se satisface (8), es decir, si

F=1" (16)
Nuestro estudio muestra asi que la energia E de A se ajusta por
st misma, de tal modo que la entropia del sistema aislado com-
pleto A* es tan grande como sea posible. El sistema A* esti en-

tonces distribuido entre el mayor ndmero posible de estados, es
decir, estd en su macroestado mds aleatorio.

4.2 Tendencia al equilibrio térmico

Como hemos visto, la probabilidad P(E) tiene un maximo
considerablemente pronunciado en la energia E = E. Por lo tan-
to, en el caso de equilibrio en donde A y A’ estin en contacto
térmico, el sistema A casi siempre tiene una energia E extraor-
dinariamente préxima a £, mientras que el A’ tiene en corres-
pondencia una energia E' extremadamente cercana a £ = E* — E.
Con una aproximacion excelente, las energias medias respectivas
de los sistemas son entonces iguales también a estas energias res-
pectivas, es decir,

E=E y E=F (17)
Consideremos ahora un caso en el que los sistemas A y A’
estan inicialmente aislados entre si y 'en equilibrio por separado,
siendo sus energias medias E; y E, respectivamente. Supdngase
que se colocan entonces A y A’ en contacto térmico, de modo
que estan en libertad para intercambiar energia entre si. La si-
tuacién resultante es normalmente muy improbable, excepto en
el caso especial en que las energias respectivas de los sistemas
fueran inicialmente muy préximas a E y E’. De acuerdo con
nuestro postulado (3.18) los sistemas tenderin entonces a inter-
cambiar energia hasta que adquieran la situacién final de equi-
librio estudiada en la seccién anterior. Las energias finales media
E;y E; de los sistemas serdn entonces, segiin (17), iguales a

Ef = F: ]T Elr" — Er [:18]

de modo que la probabilidad P(E) resulta ser un maximo. Los
parametros B de los sistemas serdn entonces iguales, es decir,

Br= B¢ (19)
en donde Br= B(Ej) y Bf = B(E/)

La conclusion de que los sistemas intercambian energia hasta

f
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que alcanzan la situacién de mdxima prebabilidad P(E) es, en
virtud de (6) y de la definicién (14), equivalente a afirmar que
intercambian cnergia hasta que su entropia total se hace maxima.
Asl pues, la probabilidad final (o entropia) no puede nunca ser
menor que la inicial, es decir,

S(Ef) + S(Ef) > S(E;) + S'(EY)

o bien AS + AS" >0 (20)
en donde AS=S(E;) — S(E;)
y AS' = §'(Ef) — S'(EY)

designan los cambios de entropia de A y A’, respectivamente.

En el proceso de intercambio energético, la energia fofal de
los sistemas se conserva, como es natural, De acuerdo con (3.49)
y (3.30), resulta asi que

0+Q =0 (21)

en donde Q y Q' designan los calores absorbidos por A y A’, res-
pectivamente, Las relaciones (20) y (21) resumen completamente
las condiciones que deben satisfacerse en cualquier proceso de
interaccion térmica.

Nuestro estudio muestra que se pueden presentar solo dos
casos posibles:

1) Las energias iniciales de los sistemas son tales que Bi=48;,
siendo B; = B(E;) vy Bi'= B(E;). Los sistemas estdn ya entonces en
su situacion mds probable, es decir, su entropia total es ya ma-
xima. Por lo tanto, los' sistemas permanecen en equilibrio ¥ no
existe intercambio neto de calor entre ellos.

2) Con mayor generalidad, las energias de los sistemas son
tales que fB; #= B;'. Los sistemas estin en una sifuacidon poco pro-
bable en donde su entropia total no es un maximo. Por lo tanto,
la situacién cambiard con el tiempo mientras entre los sistemas
se intercambia energfa en forma de calor hasta que se alcanza el
equilibrio final en el que la entropia total es maxima y B; =8;.

4.3 Temperaturas

En la tdltima seccion sefaldbamos que el pardmetro B [o su
equivalente el parametro T = (kB)7"] tiene las dos propiedades si-
guientes:
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1) Si dos sistemas separadamente en equilibrio estdn caracte-
rizados por el mismo valor del pardmetro, entonces se conservara
el equilibrio y no se verificard ninguna transferencia de calor
cuando se ponen en contacto térmico entre si ambos sistemas.

2) Si los sistemas estan caracterizados por valores diferentes
del parametro, entonces no se mantendrd el equilibrio y se pro-
ducira una transferencia de calor cuando se ponen en contacto
térmico ambos sistemas.

Estos enunciados nos permiten deducir varias consecuencias
importantes. En particular nos permiten formular de un modo pre-
ciso ¥ cuantitativo las nociones cualitativas examinadas en la Sec-
cion 1.5,

Imaginemos, por ejemplo, que se tienen tres sistemas A, By C
que estan cn equilibrio separadamente. Supongase que no se veri-
fica ninguna transferencia de calor cuando se coloca C en contac-
to térmico con A y que tampoco se produce dicha transferencia
cuando C se coloca en contacto con B. Entonces sabemos que
Be =P+ y que B =B (en donde B,, By ¥ Bc son los pardmetros
B de los sistemas A, B y C respectivamente). Pero a partir de estas
dos igualdades podemos obtener la conclusion de que B4 =g V.
por tanto, no existira paso de calor si se ponen en contacto los
sistemas A y B. Asi se llega a la siguiente conclusién general.

Si dos sistemas estan, en equilibrio térmico con un
tercer sistema deben estar en equilibrio térmico| (22)
entre si.

Lo estipulado en (22) se denomina principio cero de la ter-
modindmica. Su validez hace posible el empleo de sistemas de
ensayo, denominados termdmetros, que permite realizar medidas
para decidir si dos sistemas cualesquiera intercambiardn o no
calor cuando se pongan en contacto., Un termoémetro de éstos
puede ser cualquier sistema macroscopico M escogido de acuerdo
con las dos especificaciones siguientes:

a) Entre los diversos pardmetros macroscdpicos que caracte-
rizan el sistema M, seleccionemos uno (al que llamaremos #) que
varfe en cantidad apreciable cuando M gana o pierde energia por
interaccion térmica. Todos los demds pariametros macroscopicos
de M se mantienen fijos. La magnitud # que se permiten variar
recibe ¢l nombre de pardmetro termométrico de M.

b) Se escoge normalmente el sistema M de modo que sea mu-
cho menor (es decir, que tenga muchos menos grados de libertad)
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que los sistemas para los que se piensa emplear. Esto es conve-
niente con objeto de disminuir cualquier transferencia de energia
a estos sistemas reduciendo asi a un minimo la perturbacion que

supone el proceso de ensayo.

Ejemplos de termometros

Existen muchos sistemas posibles
gue puedan servir como termometros,
Mencionaremos sélo alguncs de ellos
que se utilizan comlinmente,

1) Un liquido, como mercurio o
oleohol, encerredo dentro de un tubo
de vidric de diametro pequeno, Este
tipo de termdmetro familiar es el ya
descrito en la Seccion 1.5, En este
coso el parametro termométrico § es
la altura del liquida en el tubo,

2]  Un gas confinado dentro de
un bulbo, de modo que se mantenga
constante su volumen, Este tipo se
denomina termometro de gas a vo-
lumen constante, Aqui el pardmetro
termométrico # es la presion ejercida
por el gas.

3} Un gas confinado dentro de
un bulbo, de modo que su presion se

constante, Aqui el parametro termo-
metrico # es el volumen ocupado por
el gas.

4)  Un conductor eléctrico (por
ejemplo, una bobing de alambre de
platina) mantenido a presién cons-
tonte y por el que circula una pe-
quenn corriente. Se denomina termd-
metro de resistencia y en este caso
el parametro termométrico 8 es lo
resistencia eléctrica del conductor,

5) Uma muestra paramagnéetica
mantenida a presién constante.  El
parametro termométrico § es ahoro
la susceptibilidod maogrética de la
muestra (es decir, la rozén entre su
momento magnético medio por uni-
dod de volumen y el campo maogne-
tico aplicado) . Esta magnitud se pue-
de determinar, por ejemplo, midiendo

la autsinduccion de una bobina que
rodee la muestro.

mantenga constante, Este tipo se de-
nomina fermomeire de gas a presion

Un termdmetro M se utiliza del modo siguiente. Se coloca en
contacto térmico sucesivamente con los sistemas a ensayar, a los
que llamaremos A y B, y se deja que alcance el equilibrio con
ellos.

1) Supéngase que el parametro termométrico # de M (por
ej., la longitud de la columna de liquido en un termometro de
mercurio) adquiere el mismo valor en ambos casos. Esto implica
que, una vez M haya alcanzado el equilibrio con A, permanece
en equilibrio después de haberse colocado en contacto térmico
con B. El principio cero, por tanto, nos lleva a la conclusion de
que A y B permaneceran en equilibrio si se ponen en contacto
térmico entre si.

2) Supdngase que el pardmetro termométrico § de M no ad-
quiere el mismo valor en los dos casos. Entonces se puede llegar
a la conclusién de que A y B no permanecerdn en equilibrio tér-
mico si se ponen en contacto térmico. Para aclarar nuestro razo-
namiento, supongamos que A y B alcanzan el equilibrio. Después
que M alcance el equilibrio térmico con A, habria de permanecer
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en equilibrio, de acuerdo con el principio cero, cuando se pusiese
en contacto térmico con B, Pero entonces el pardmetro # no podria
cambiar si M se pusiese en contacto térmico con B contraria-
mente a la hipdtesis ®,

Consideremos un termémetro M cualquiera con un pardmetro
# cualquiera seleccionado como pardmetro termométrico, El valor
que adquiere # cuando el termometro M alcance ¢l equilibrio tér-
mico con cierto sistema A se denomina, por definicién, temperatura
de A respecto al pardmetro termométrico particular § del termd-
metro particular M. De acuerdo con esta definicidon la tempera-
tura puede ser una longitud, una presion o cualquier otra mag-
nitud. Obsérvese que, incluso cuando dos termdmetros diferentes
tienen parametros de la misma clase, ng ofrecerdn normalmente
el mismo valor de la temperatura para el mismo cuerpo’. Ade-
mas, si un cuerpo C tiene una temperatura intermedia entre las
de los cuerpos A y B cuando se mide con un termdmetro, esta
afirmacién no es necesariamente cierta respecto a las tempera-
turas medidas con otro termdmetro. Sin embargo, nuestro estudio
muestra que el concepto de temperatura que hemos definido tiene
la siguiente propiedad util:

Dos sistemas permaneceran en equilibrio cuando se
cologuen en contacto térmico si, ¥ tnicamente en
este caso, tienen la misma temperatura respecto al
mismo termometro.

(23)

El concepto de temperatura que hemos introducido es impor-
tante y qtil, pero es algo arbitrario en el sentido de que la tem-
peratura asignada a un sistema depende de un modo esencial de
las propiedades peculiares del sistema particular M utilizado como
termometro. Por otra parte podemos explotar las propiedades del
parimetro B para obtener una temperatura mucho mas 1util. Cier-
tamente, supongase que tenemos un termdmetro M cuyo para-

¥ Todas las mediciones podrian haberse realizado con cualquier otro termd-
metro M’ que posea un parametro termométrico §. Normalmente existe una re-
lacién biunivoca en un valor cualquiera de @ v el correspondiente valor de #. En
casos excepcionales un termometro particular M puede, sin embargo, tomar vala-
res repetidos, de modo gue a un valor dado de § le correspondan mds de un valor
de 8" en casi todos los termémetros M', Estos termometros peculiares que adquie-
ren valores repetidos en el intervalo experimental que nos interesa, se utilizan
raramente y se excluirin de nuestras consideraciones, (Véase Prob. 4.1)

? Por ejemplo, los dos termdmetros podrdn consistir en dos tubos de vidrio
llenos con liquidos, de mode que la columna liquida sea en ambos casos el pard-
metro termomeétrico, El liguido podria ser, sin embarga, mercurio en uno de los
termometros y alcohol en el otro.
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metro f se sabe que es una funcidn de su parametro termomé-
trico 8. Si se coloca este termometro en contacto térmico con
alglin otro sistema A, sabemos que en el equilibrio B = B4 Asi
pues, el termometro mide, en virtud de (9), una propiedad funda-
mental del sistema A, a saber, el aumento relativo del niimero
de estados con la energia. Ademads, supdngase que escogemos
cualquier ofro termometro M’ cuyo parametro ' se conoce tam-
bién en funcién de su parametro termométrico & Si se coloca este
termOmetro en contacto térmico con el sistema A, sabemos que
en el equilibrio f'= B, Asi pues, p'=f y llegamos a la siguiente
conclusion :

Si se utiliza el parametro B como parametro termo-
métrico de un termometro, todos estos termometros
dan la misma lectura cuando se utilizan para medir
la temperatura de un sistema particular. Ademds, esta | (24)
temperatura mide una propiedad fundamental del
niimero de estados del sistema que estamos ensa-
yando,

El pardmetro B es, por tanto, un pardmetro de temperatura
particularmente util y fundamental. Esta es la razon para el nom-
bre de temperatura absoluta que se da al parametro correspon-
diente de temperatura T = (kB)~, definido en funcion de B. Pos-
pondremos hasta el capitulo siguiente un estudio de los dos pun-
tos siguientes: (1) procedimientos practicos para hallar los valo-
res numéricos de 8 o T mediante mediciones apropiadas, y (2)
el convenio internacional adoptado para asignar un valor nume-
rico particular a k.

Propiedades de la temperatura absoluta

En virtud de su definicion (9) la temperatura absoluta viene
dada por

=8

1 dln§ :

— 25
Vimos en (3.37) que Q(E) es, para cualquier sistema ordinario,
una funcién con crecimiento extraordinariamente rapido en fun-
cion de su energia E. Por tanto, la expresion (25) lleva consigo

(= ]

que para cualquier sistema ordinario 8 >0 o T >0 (26)

En otras palabras,
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big. 4.5  Diggrama esguematico gue mues-
tra el comportamiento del In{} en funcidn
de la energia E. La pendiente de la curva
es el pardmetro # de la temperatura abso-
luta,
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la temperatura absoluta de cualquier sistema

o 7 27
ordinario es positiva ‘. (37)

Podemos también estimar facilmente el orden de magnitud de
la temperatura absoluta de un sistema. La dependencia funcio-
nal aproximada Q(E) es normalmente de la forma dada por (3.38)

Q(E) o (E — Eo)f (28)

en donde f es el numero de grados de libertad del sistema y E
es la energia del sistema cuya energia del estado fundamental es
E,. Asi pues,

InQ ~ fln (E — Ey) + constante

de modo que
g i@  f

R E - E,
El valor de I puede estimarse entonces haciendo E = E, o energia
media del sistema. Llegamos asi a la conclusién de que

(29)

para un sistema ordinario kT = L — £ = Fo (30)

En otras palabras:

para un sistema ordinario a temperatura absoluta,
T, la magnitud kT es aproximadamente igual a la
energia media (por encima de su estado fundamen-
tal) por grado de libertad del sistema.

1)

La condicion de equilibrio (8) entre dos sistemas en contacto
térmico afirma que sus temperaturas absolutas respectivas deben
ser iguales. En virtud de (31) vemos que esta condicion es apro-
Ximadamente equivalente a la afirmacion de que la energia total
de los sistemas que interaccionan se distribuye entre ellos, de tal
modo que la energia media por grado de libertad es la misma para
ambos sistemas. Este dltimo enunciado es esencialmente el mismo
que utilizamos en nuestro estudio cualitativo de la Seccién 1.5,

(Cémo varia el parametro f o 7, con la energia E de un sistema?
La magnitud B mide la pendiente de la curva de In© en funcién

# Como se sefald en conexion con (3.38), la frase aclaratoria para cualguier
sistema ordinaric se entiende que excluve especificamente el caso excepcional de
un sistema en’'el que la energia cinérica de las particulas se ignora v en el gue
SUS Sspines tiemen una energfa magnética que es suficientemente elevada,
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de E. Ya hicimos notar en la fig. 4.3 que esta curva debe ser

concava hacia abajo, de modo que garantice el requisito fisico de

una situacion con una probabilidad maxima tnica cuando se colo-

can dos sistemas en contacto térmico entre si. Por tanto, la pen-

diente de la curva debe disminuir cuando E aumenta; es decir,
B

para cualquier sistema, E < 0 (32)

En el caso de un sistema ordinario, este resultado se deduce
también de la forma funcional aproximada (28), puesto que la
derivacién de (29) nos da explicitamente

28

B~ E—ER " )

Como acabamos de demostrar que f8 disminuye cuando E aumen-
ta y puesto que, segun su definicién T = (k)™ la temperatura ab-
soluta T aumenta cuando disminuye f, llegamos a partir de (32)
a la conclusion de que:

la temperatura absoluta de cualquier sistema es una (34)
funcion creciente de su energfa,
En términos mds matemdticos
B2 L)
oE — 9E\kB] ~ ~ kp? 2E
de modo que (32) implica que
¢l
F >0 (35)

Esta tltima relacion nos permite establecer una conexién ge-
neral entre las temperaturas absolutas y el sentido del flujo tér-
mico. Consideremos dos sistemas A y A’ que estin inicialmente
en equilibrio a temperaturas absolutas diferentes T; y T ¥y que
se llevan entonces a contacto térmico entre si. Uno de los sis-
temas absorbe entonces calor y el otro lo cede, hasta que los sis-
temas alcanzan un equilibrio final a cierta temperatura absoluta
comun 7, Supéngase que el sistema A es el que absorbe calor
y gana asi energia; entonces se deduce de (34) que =T, Bn

correspondencia, el sistema A’ debe ceder calor y perder asi ener-
gia; se deduce entonces de (34) que T;< T Por tanto, las tem-
peraturas final e inicial cumplen la relacién:

T,' e T;':: Tif
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Esto significa que el sistema A que absorbe calor tiene una tem-
peratura absoluta inicial T; que es menor que la temperatura ab-
soluta inicial T"; del sistema A’ que cede calor. En resumen,

cuando dos sistemas cualesquiera se colocan en con-
tacto térmico entre si, cede calor el sistema con
mayor temperatura absoluta y se absorbe por el sis-
tema con temperatura absoluta menor.’

(36)

Como ya definimos que el sistema mds caliente es el que cede
calor y el mds frio el que absorbe calor, la expresidn (36) es equi-
valente a la afirmacion de que un sistema mds caliente tiene una
temperatura absoluta mayor que otro mas frio.

4.4. Transferencia pequena de calor

Las secciones anteriores completan nuestro estudio general de
la interaccion térmica entre sistemas macroscopicos. Volveremos
ahora nuestra atencion a algunos casos sencillos especiales que
son de particular importancia.

Supdngase que, cuando se coloca un sistema A en contacto
térmico con otro, absorbe una cantidad de calor Q que es tan
pequena que:

Q< E — E (37)

es decir, de modo que la variacidn de energia media resultante
AE = (Q de A es pequena comparada con la energia media E de
A por encima de su estado fundamental. La temperatura absoluta
del sistema A varia entonces en una cantidad despreciable. Real-
mente, haciendo E = E, (29) y (33) dan los valores aproximados:

&B f = B
aEQ”_(E-Eﬂ}EQ TEEEY

Por tanto, la expresion (37) implica que

AB =

1AB| =

Como T=(kB)0o InT=—Inf—Ink, resulta en correspon-
dencia que (AT/T) = —(AB/B),de modo que (38) es equivalente
también a

0B
Lol<s (38)

* En el caso excepcional de un sistema de spines, esta consecuencia pucde
necesitar aclaracidn, ya que T— + oo cuando B-»0. Veéase Prob. 4.30.
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AT|<T (39)

Diremos que el valor ¢ absorbido por un sistema es pequeno
siempre que (38) sea vilida, es decir, siempre que Q sea suficien-
temente pequeno, de modo que la temperatura absoluta del sis-
tema permanezca esencialmente invariable,

Supongamos que el sistema A absorbe una pequefa cantidad
de calor Q. Sus energias inicial vy final son entonces, con toda
probabilidad, iguales a sus valores medios respectivos E y E + Q.
En el proceso de absorber este calor, el nimero de estados Q(E)
accesibles a A cambia también. Desarrollando en serie de Taylor
se tiene

hmE+@_mmm:(f$WQ+
i

2 4
EEO

Pero como el calor absorbido ) se supone que es pequefio, la
temperatura absoluta de A permanece esencialmente invariable.
Por ello, el término en que aparece dfi/dE puede despreciarse de
acuerdo con (38). La variacién en la cantidad In Q se reduce en-

('1 ]“R)QE

2

-

—JBO+j

el

tonces simplemente a

Ain®) = 2220 = g0 (40)

En el proceso de absorber una cantidad de calor Q la entropia
S=kIn de un sistema a la temperatura absoluta T =(kf)™!
cambia en una cantidad AS que es

—
g ()

si Q es pequeno

Subrayamos que, incluso cuando el calor Q es grande en valor
absoluto, puede ser todavia relativamente pequeio en el sentido
comparativo de (37) o (39), de modo que la relacion (41) siga sien-
do vilida, Si el calor absorbido es realmente de valor infinitesi-
mal podemos designarlo por dQ; la variacion de entropia Infi-
nitesimal correspondiente es entonces igual a

dS$ = % (42)
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Obsérvese que el calor #0 es meramente una cantidad infinitesi-
mal. La magnitud dS es, sin embargo, una diferencia real, es decir,
una diferencia infinitesimal entre las entropias de A en sus ma-
croestados final ¢ inicial,

El valor Q absorbido por un sistema A serd siempre muy pe-
queiio en el sentido comparativo de (37) o (39) cuando A se colo-
que en contacto térmico con otro sistema cualquiera B suficien-
temente menor que A mismo. Ciertamente, cualquier cantidad de
calor QO que A pueda absorber de B es entonces, como maximo,
del orden de la energia total de B (por encima de su estado fun-
damental) y, es, pues, mucho menor que la energia E— E; del
mismo A. Se dice que un sistema A actia como foco térmico (o
bano térmico) respecto a otra serie de sistemas si es syficiente-
mente grande, de modo que su temperatura permanece esencial-
mente invariable en cualquier interaccion térmica con aquellos sis-
temas. La ecuacion (41) es asi siempre valida al relacionar la va-
riacién de entropia AS de un foco térmico con el calor Q absor-
bido por él.

4.5 Sistema en conlacto con un foco termico

La mayoria de los sistemas que encontramos en la prdctica no
son aislados, sino que estin libres pgra intercambiar calor con el
ambiente. Como uno de estos sistemas es normalmente peguefio
comparado con su medio ambiente, constituye un sistema rela-
tivamente pequefio en contacto térmico con un foco térmico cons-
tituido por los demas sistemas que le rodean, (Por ejemplo, cual-
quier objeto de una habitacion, como una mesa, estd en contacto
térmico con el foco compuesto por la misma habitacion, con sus
paredes, suelo y techo, los demas muebles y el aire encerrado).
En esta seccién consideraremos, por lo tanto, un sistema rela-
tivamente pequeno A en contacto con un foco térmico A" y hare-
mos la siguiente pregunta sobre el sistema pequeno A: En con-
diciones de equilibrio, ;cudl es la probabilidad P, de encontrar
el sistema A en un estado particular cualquiera r de energia E,?

Esta cuestion es realmente importante y muy general, Obsér-
vese que en el contexto presente, A puede ser cualquier sistema
que tenga muchisimos menos grados de libertad que el foco tér-
mico A’ Asi pues, A podria ser cualquier sistema mdcroscopico
relativamente pequefo. (Por ejemplo, puede ser un trozo de cobre
sumergido en el agua de un lago que actia como foco térmico).
Por otra parte A puede ser también un sistema microscopico dis-
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cernible que pueda identificarse claramente *. (Por ejemplo, puede
ser un dtomo situado en un nudo particular de la red de un sélido,
siendo el resto de la red el foco térmico).

Para facilitar el recuento de los estados del foco A’ imagi-
nemos nuevamente su escala de energia subdividida en intervalos
fijos pequefios de valor 6E y llamemos @ (E") al nimero de esta-
dos accesibles a A’ cuando su energia es igual a E’ (es decir, cuan-
do estd comprendida entre E’ y E" + 8E). (Aqui se supone que
8E es muy pequeno comparado con la separacién entre los nive-
les energéticos de A, pero suficientemente grande como para con-
tener muchos estados posibles del foco A’). Es entonces muy
sencillo utilizar un razonamiento analogo al de la Seccion 4.1 para
hallar la probabibilidad deseada P, de que el sistema A esté en
su estado r. Aunque el foco puede tener cualquier energia E', la
conservacion de la energia aplicada al sistema aislado A* com-
puesto por A y A’ exige que la energia de A* tenga un valor
constante, por ejemplo E*. Cuando el sistema A estd en su estado
r de energia E,, el foco A" deberd tener entonces una energia

E' =E - E, (43)

Pero, cuando A estd en este estado definido r, el mimero de
estados accesibles al sistema combinado A* es simplemente el
nimero de estados ¢ (E* — E;) que son accesibles a A’. Nuestro
postulado estadistico fundamental afirma, sin embargo, que el sis-
tema aislado A* tiene la misma probabilidad de encontrarse en
cada uno de sus estados accesibles. De aqui que la probabilidad
de que se presente una situacion en la que A esté en el estado r
es simplemente proporcional al nimero de estados accesibles a
A* cuando se sabe que A estd en el estado r, es decir,

P, « Q(E* — E,). (44)

Hasta este punto nuestro estudio ha sido completamente ge-
neral, Hagamos uso ahora del hecho de que A es mucho menor
que el foco A’ en el sentido de que cualquier energia E, de in-
terés para nosotros satisface la relacion

E € E" (45)

w  Esta nota aclaratoria es pertinente porque puede no ser siempre posible, en
una descripcion cudntica, identificar una particula determinada entre otras gue
no sean basicamente indiscernibles.
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Podemos entonces hallar una excelente aproximacién para (44)
desarrollando el logaritmo de variacién lenta @ (E') alrededor del
valor E'= E*. Andlogamente a (40), obtenemos asi para el foco
térmico A’:

In(E* - E,) = In Q(E") — [M_] E.

dE’ :
= In Q/(EY) — BE, ( 8
Aqui hemos escrito,
—lalnf¥
p=|2bt] o

para la derivada calculada a la energia fija F = E*. Asi pues,
B=(kT)"' es simplemente el parimetro de temperatura cons-
tante del foco térmico A'" Por tanto, de (46) resulta,

ﬂr{Et . Er} = ﬂ’l:E*:l g~ BE; {48}

Como @' (E*) es simplemente una constante independiente de
r, (44) se reduce entonces sencillamente a

P, = Ce#br (49)

en donde C es una constante de proporcionalidad independiente
de r.

Examinemos el contenido fisico de los resultados (44) o (49).
Si se sabe que A estd en un estado definido 7, el foco A’ puede
estar en uno cualquiera del gran nimero Q' (E* —E,) de estados
accesibles bajo estas condiciones. Pero el nimero de estados @ (E)
accesibles al foco es normalmente una funcién rdpidamente cre-
ciente de su energia £’ [es decir, B en (47) es normalmente positi-
vo]. Supongase entonces que comparamos las probabilidades de
hallar el sistema A en dos cualesquiera de sus estados gue tengan
energias diferentes. Si A estd en el estado en que su energia es
mayor, la conservacion de la energia para el sistema total implica
entonces que la energia del foco es correspondientemente menor;
de aqui que el nimero de estados accesibles al foco se reduce
notablemente. De acuerdo con ello, la probabilidad de encontrar
esta situacion es muchisimo menor, La dependencia exponencial
de P, con E; en (49) expresa meramente el resultado de este razo-
namiento en términos matematicos,

' Para mayor sencillez, no sefialamos el simbolo B con una prima.
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Ejemplo
lustrarernos los comentarios anterio-
res con un ejemplo sencillo. Consi-
deremos un sistema A que tiene di-
versos niveles energéticos, algunos de
los cugles se indican en la parte su-
perior de la Fig. 4.6, Consideremas
también el sistema mucho mayor A’
cuya escola de energios esta subdivi-
dida en intervalos de tamano §E = 1
unidod y cuyo nimero de estados
Y(E’') se muestra en funcién de su
energio E" en la porte inferior de la
Fig. 4.6, Supongamos que A estd en
equilibrio térmico con el foco térmi-
co A" y que la energia total E* del
sistema combinado A" tiene un valor
E*® = 2050 unidades., Supongamas
que A estd en el estoade porticular r
en donde su energic E.= 10 uni-
dades.

La energia del foco térmico A’
debe ser entonces E = 2040: de
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ocuerdo con ello A’ puede estar
en cualquiera de sus 2 % 10f estados
posibles. En un conjunto que contiene
muchos sistemas aislados A* com-
puestos de A v A’ el nimero de
€asos en gue A se encuentro en el
estado r sera entonces proporcional
g 2 X 105 Por otra parte, supongase
que s\ esta en el estode particular s
en el que su energia E. = 16 uni-
dades, La energio del foco A" debe
ser enfonces E' = 2034; de acuerdo
con esto, A" puede estar chorg en
uno cualguiera de solo 10% estados
posibles. En el conjunto de sistemas,
el nimero de casos en que se halla A
en el estodo 5 serdé asi proporcional
a 10% v, en consecuencia, serd la mi-
tad del ndmero de cosos en donde A
estd en el estado r de energia in-
ferior.

La probabilidad (49) es un resultado de mucha generalidad y
de fundamental importancia en mecdnica estadistica. El factor
exponencial ¢ #8 se llama factor de Boltzmann; la correspondien-
te funcion de distribucion (49) se conoce como distribucicn cand-
nica. Un conjunto de sistemas en el que todos ellos estin en con-
tacto con un foco térmico a temperatura conocida T [es decir, en
el que todos ellos estdn distribuidos entre sus estados de acuerdo
con (49)] se llama conjunto candnico.

La constante de proporcionalidad € en (49) puede determi-
narse facilmente por la condicion de normalizacién de que el
sistema debe tener uma probabilidad unidad de estar en und de
sus estados, es decir,

P =1 (50)

=
en donde la suma se extiende a todos los estados posibles de A

independientemente de su energia. En virtud de (49) esta con-
dicion determina C que ha de ser tal que

CZ{E_"?EJ' —=;

De aqui que (49) puede escribirse en la forma explicita
-f3F;
f=at

L Z e BE: .
r

(51)

£
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Fig. 4.6 llustracion  esquemidtica que

muestra los estados accesibles a un sistema
particular A ¥ a un foco térmico especial
(mas bien pequefio) A", El diagrama supe-
rior muestra los niveles energéticos corres-
pondientes a algunos estados diferentes de
A. El diagrama inferior muestra, para al-
gunos valores de £, el nimero de estados
(Y (E") accesibles a A’ en funcidn de su
energia E'. La energia se mide en funcién
de una unidad arbitraria.
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Fig. 4.7 Hustracion  esquemitica que

muestra la variacién de la funcidn (YE)e #E
con la energia E de un sistema macroscd-
pico en contacto con un foco térmico.
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La distribucion de probabilidad (49) nos permite calcular muy
sencillamente los valores medios de diversos pardmetros que ca-
racterizan el sistema A en contacto con un foco térmico a la
temperatura absoluta T = (kB)~". Por ejemplo, sea y cualquier
magnitud que adquiere el valor y, en el estado r del sistema A.

Entonces el valor medio de y viene dado por

§= 2Py =

r

Z e BEry,
—-—z i (52)

en donde la suma se extiende a todos los estados r del sistema A

Notas relativas ol coso de que A sca un sistema macroscépico

El resultode fundamental (49) nos
da la probabilided P, de hallar o 4
en un estado particular cualquiera r
de energia E_. La probabilidad P(E) de
gue A fenga uma energia compren-
dida en un inftervalo pequefo, por
ejemplo entre E v E 4+ 6E, se obtiene
simplemente sumando las probakhili-
dades para todos los estados r cuya
energio E, esté comprendida en el
intérvalo E < E_=C E 4 §E; es decir,

P(E) = E‘P,

en donde la prima sobre el simbolo
sumatorio indica que la suma se ex-
tiende Unicamente a los estados que
tengan energios cosi idénticas que es-
tén incluidas dentro de este pequerio
intervalo. Pero la probabilidad P, es
entonces, segun (49}, la misma esen-
ciglmente para todos estos estados v
resulta ser proporcional a e-#E, De
oqui que la probabilided P(E) que
nos interesa se obtenga simplemente
multiplicando {la probabilidad de ha-
llar A en uno cualquiera de estos
estados} por {el nimero (U(E) de sus
estados en este intervolo de ener-
gies}: esto es,

P(E) = CQ(E) 7% (53)

Cuante mayor sea el sistema A {aun-
que muchisimo menor que A'), tanto
mas rapidomente crece lg funcion
fYE) con E. La presencia del foctor
ropidamente decreciente e—8£ gn (53)
origina, por tanfo, un maxima del

producto LY Eje-#E Este maximo de
P(E) es tantc mdas acusado cuantg
moyor sea A, es decir, cuando mas
rapidarmente crezca (E) con £, Asi
pues, llegemos de nuevo o los con-
clusiones ohtenidos en la Seceign 4.1
para un sistemg macroscopica,
Cuando un sistemo en contocto
con un foco térmico es de tamafc
macroscapico, el valor relativo de las
fluctuaciones de su encrgia E es tan
extraordinariemente pequefio que su
energia es siempre practicamente
igual o su wvolor medic E. Por otra
parte, si el sistema se separcze dal
foco térmico y se aislase térmica-
mente, su energia no podria fluctuar
en absolute. La diferencia entre esta
situacidn y la anterior es, sin em-
bargo, tan pequena gue no tiene im-

. portancia précticamente; en particu-

lar, los volores medios de todos los
parametros fisicos del sistema [como
su presion media o su momento maog-
nética medio) permonecen sin ofec-
tar. De aqui que no exista diferencia
si se calculon estos valores medios
considerando que el sisterma maocros-
cHpico es un sistema aislado con una
energia fija dentro de un intervalo
pequefio entre E v E + 8E, o con-
siderandolo que estd en contacto
térmico con un foco @ una tempera-
tura tal que la energia media E del
sistema es igual a E. Este dltimo
punto de wista, sin embargo, hace
mucho mds faciles los cdleulos. La
rozon de ello estd en que el empleo



el i E
:t;?..r- ,_:-.:j, (rmwm

Fig. 4.8 Ludwig Boltzmann (1844-1906).
Este fisico austriaco, uno de los primeros
en el desarrollo de la fisica estadistica,
contribuyd en gran manera al desarrollo de
la teorfa atémica de los gases a la que
dio su forma cuantitativa moderna. Su tra-
bajo en 1872 profundizd en la explicacién
microscopica de Ja irreversibilidad. Puso
también los fundamentos de la mecdnica
estadistica e introdujo la relacidn bdsica
§S=kIn{l que relaciona la entropia con
el numero de estados accesibles. Las ideas
de Boltzmann fueron duramente discutidas
por la escuela cientifica representada por
hombres como Ernst Mach (1838-1916) v
Wilhelm Ostwald (1853-1932), quienes sos-
tuvieron gque la teoria fisica debia utilizar
solo magnitudes macroscopicas observables
y rechazar conceptos puramente hipotéti-
cos como los atomos. Descorazonado,
Boltzmann escribié en 1898: “Me dov
cuenta de que solo soy una persona aislada
luchando débilmente contra la corriente
del tiempo". Padeciendo depresiones cada
vez mayores, Boltzmann se suicidd en: 1906
poco tiempo antes gque el experimento de
Perrin sobre el movimiento Browniano
(1908) vy el de Millikan de la gota de acei-
te (1909) demostrasen directamente la es-
tructura atomica discreta de ia materia.
(Fotografta per cortesia del Profesor W,
Thirring. Universidad de Viena.)

; ﬂ Lnllocsn i . ész,

Fig. 4.9  Josiah Willard Gibbs (1839-1903).
Primer fisico tedrico americano notable,
nacio ¥y murid en New Haven donde estu-
vo toda su vida profesional como profesor
de la Universidad de Yale. En e} afio 1870
hizo econtribuciones fundamentales a la
termodindmica, poniendo sus razonamien-
tos macroscdpicos en forma analitica de
gran aplicacion y empledndola para estu-
diar muchos problemas importantes de fisi-
ca ¥ quimica. A principio de siglo desarro-
6 una formulacidn muy general de la me-
cdnica estadistica en funcién del concepto
de los conjuntos. A pesar de las modifica-
ciones llevadas a cabp por la mecdnica
cudntica, el esquema bdsico de su formu-
lacion es vilide todavia v es esencialmente
el utilizado para construir nuestro estudio
sistematico iniciado en el Cap. 3. El nom-
bre de Conjunto candnico se debe a Gibbs.
{Fotografia por corfesia de Beinecke Rare
Book and Manuscript Library, Yale Umni-
versity.)



Fig.4.10 Atomo con spin { en contacto
térmico con umn foco A’. Cuando el mo-
mento magnético del dtomo sefiala hacia
arriba, su energia es menor en una canti-
dad 2 o B que cuando sefiala hacia abajo;
de acuerdo con ello, Ia energia del foco
serd mavor en una cantidad 2 ws B, de mo-
do que el foco podrd estar en muchos mds
estados. Por ello, el caso en que el mo-
mento sefiala hacia arriba seé presenta con
mayor probabilidad que aquel en que hade
sefialar hacia abajo.
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de la distribucién candnica reduce el
calculo del valor medio a la evalua-
cion de los sumas (52) extendidos
o todos los estodos sin distincion:
osi pues, no se requiere la tarea

mucho mas dificil de contar el nd-
mero §1 de estodos de un tipo par-
ticular que estan comprendidos den-
tro de un intervalo de energia pe-
gueno especitficado,

4.6 Paramagnetismo

La distribucion canénica puede utilizarse para estudiar un gran
nimero de casos de gran interés fisico, Como primera aplicacién
investiguemos las propiedades magnéticas de una sustancia que
contiene N, dtomos magnéticos por unidad de volumen y que est4
colocada en un campo magnético externo B. Consideremos el caso
particularmente sencillo en que cada dtomo magnético tiene spin
! ¥ momento magnético asociado pg. En una descripcion cuantica
el momento magnético de cada dtomo puede sefialar “hacia arri-
ba" (es decir, paralelo al campo externo) o “hacia abajo” (es decir,
antiparalelo al campo). Se dice que la sustancia es paramagnética
puesto que sus propiedades magnéticas se deben a la orientacidh
de los momentos magnéticos individuales. Supdngase que la sus-
tancia estd a una temperatura absoluta 7. ;Cudnto vale entonces
i, la componente media del momento magnético de uno de sus
dtomos en el sentido del campo magnético B?

Supongamos que cada dtomo magnético interacciona sélo dé-
bilmente con todos los demds itomos de la sustancia. En parti-
cular, supongamos que los dtomos magnéticos estin suficiente-
mente alejados entre si de modo que puede despreciarse el campo
magnético producido en la posicion de un itomo magnético por
cada uno de sus itomos magnéticos vecinos. Es entonces permi-
sible centrar nuestra atencién sobre un solo 4tomo magnético
considerandolo como el sistema pequeiio a considerar y referirnos
a todos los demds dtomos de la sustancia como constituyentes de
un foco térmico a la temperatura absoluta T de interés®™,

Cada dtomo puede estar en dos estados posibles: el estado
(+), en el que su momento magnético sefiala hacia arriba y el

I Esto supone que es posible identificar un solo dtomo sin ambigiiedad, su-
posicién que se justifica si los dtomos estin situados en nudos definidos de la red
cristalina de un sélido o si forman un gas dilvido en donde los dtomos estin
muy separados cntre si. En un gas de dtomos idénticos suficientemente concen-
trado, esta hipdtesis no es vdlida, puesto que los dlomos son indiscernibles en una
descripeion cudntica. Seria entonces necesario adoptar un punto de vista (que
s siempre permisible, aunque mis complicado), que considera el gas entero de
itomos como un pequefio sistema macroscopico en contacto con algin foco
térmico.
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estado (—), en el que el citado momento senala hacia abajo. Es-
tudiaremos sucesivamente ambos estados.

En el estado (+) el momento magnético atémico es paralelo
al campo, de modo que pu = pp. La energia magnética correspon-
diente del dtomo es entonces e, = —pyB, La distribucién cano-
nica (49) da asi para la probabilidad P, de hallar el dtomo en este
estado, el resultado

P, = Ce B¢ = (CePuoB (o4)
en donde C es una constante de proporcionalidad y B = (k7).
Este estado es el de menor energia, y por tanto, es el estado en
que mds probabilidad tiene de hallarse el dtomo.

En el estado (—) el momento magnético atémico es antipara-
lelo al campo, de modo que p = —p,. La energia correspondiente
del dtomo es entonces €. = + poB, La probabilidad P de hallar
el atomo en este estado es, pues,

P = Ce e = (g #noB {ﬁ}

Este estado es el de mayor energia y, por tanto, es aquel en que
se hallard el dtomo con menor probabilidad.

La constante C se determina inmediatamente aplicando el re-
quisito de normalizacion segun el cual la probabilidad de hallar
el dtomo en uno cualquiera de estos estados debe ser la unidad.
Asi pues,

\ P, + P_ = ClefroB 4 g=fuoB) = |

o bien C= I
elfuoB | o~ AuB

(56)

Como los dtomos se encuentran con mas probabilidad en el
estado (+), en el que su momento magnético es paralelo al cam-
po B, ¢l momento magnético medio i debe senalar en el sentido
del campo B. En virtud de (54) y (55) el parametro significativo
que caracteriza la orientacion del momento magnético es la mag-
nitud

KB

w= BB = L2 (57)

que mide la razon entre la energia poB y la energia térmica carac-
teristica kT. Es evidente que si T es muy grande (es decir, si
w <€ 1), la probabilidad de que el momento magnético sea para-
lelo al campo es casi la misma de que sea antiparalelo. En este
caso, el momento magnético estd orientado casi completamente

+
I
1.0
Py
0.3
L
\\
-
b
w
"ln.__-
{} b 1T
0 | 3 3
T
Fig.4.11 Grafico que muestra la proba-

bilidad P+ de que un momento magnético
fo sefiale paralelamente a un campo mag-
nético aplicado B (y la probabilidad P. de
que esté prientado antiparalelamente) cuan-
do la temperatura absoluta es T.

r
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al azar, de modo que ji =~ 0. Por otra parte, si T es muy pequeno
(es decir, si w 3 1), es mucho mds probable que el momento mag-
~ nético sea paralelo al campo que antiparalelo. En este caso p = po.

Todas estas conclusiones cualitativas pueden hacerse cuanti-
tativas ficilmente mediante el cdlculo real del valor medio . Asi
sé encuentra

AT fuoB _ g=PuoB
= Py(o) + P-(—=po) = po 55 T S (58)

Por otra parte, este resultado puede escribirse en la forma

= o teh (%F) (59)

en donde hemos utilizado la definicién de la tangente hiperbélica
s B T 60
tgh w = (60)

El momento magnético medio por unidad de volumen de la
sustancia {es decir, su imantacién) senala entonces en el sentido
del campo magnético. Su valor M, viene dado simplemente por

Mo = Noii - (61)

si existen N, momentos magnéticos por unidad de volumen.
Podemos comprobar ficilmente, que p presenta el comporta-

miento analizado anteriormente en términos cualitativos, Si w<1,

entonces e* =1+ w+ ...ye*=1—w+ ... De aqui que

{1+u_}++}_(1_w+ ...)
2

Por otra parte, si w 3> |, entonces &“ 3> e . Por tanto

para w1 tghw=

=w

paraw > 1, tghw=1

La relacién (59) predice asi el siguiente comportamiento limite,
i @) _ K*B

para poB < kT k=t )= 7 (62)

para poB > kT = o (63)

Cuando poB < kT, el valor de ji es mis bien pequeno. Segin
(62), i es entonces menor que su maximo valor posible po en la
razon (poB/kT). Obsérvese que i en este limite es simplemente
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proporcional al campo magnético B e inversamente proporcional
a la temperatura absoluta T. Haciendo uso de (61) y (62), la
imantacién se reduce entonces a

Nouo?B _
para poB < kT ";’:; =
en donde X es una constante de proporcionalidad independiente
de B. Este pardmetro X se llama suscepiibilidad magnética de la
sustancia®, La ecuacién (64) proporciona asi la siguiente expre-
sion explicita para X en funcién de magnitudes microscopicas:

Mo = Noji = xB (64)

=t

T (65)

El hecho de que X sea inversamente proporcional a la tempe-
ratura absoluta se conoce con el nombre de ley de Curie.

Cuando pp B > kT, el momento magnético medio p alcanza
su médximo valor posible. En correspondencia, la imantacién se
reduce a

para poB > kT

que es su valor méximo posible (o saturacion) y es, por tanto,
independiente de B y de T, La dependencia completa de la iman-
tacion M, con la temperatura absoluta T y el campo magne-
tico B se muestra en la Fig. 4.12.

Mo = Nojto (66)

4.7 Energia media de un gas ideal

Consideremos un gas de N moléculas idénticas de masa m
confinadas dentro de una caja de aristas L., L,y L. Supongamos
que el gas estd suficientemente diluido, es decir, que el nimero
N de moléculas en el volumen dado V=L, L, L, es suficiente-
mente pequeno, de modo que la separacién media entre las mole-
culas es grande. Entonces se satisfardn las dos condiciones sim-
plificativas siguientes:

(1) La energia potencial media de interaccién mutua entre
las moléculas es muy pequeia comparada con su ener-
gia cinética media. (Se dice que el gas es ideal.)

(2) Es permisible que enfoquemos nuestra atencion sobre una

13 La susceptibilidad magnética se define convencionalmente en funcion del
campo magnético H de modo que X = My/H. Pero como la concentracién N, de
itomos magnélicos s¢ supone que es pequefia, H = B con excelente aproxi-
macion,

ﬂ,ﬂ h_!n o B

0 1 2 3
B

L
kT
Fig.4.12 Variacion de la imantacion M.
con el campo magnético B y la tempera-
tura T en el caso de dtomos magnéticos
de spin { y momento magnético M. que
interaccionan débilmente.
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molécula particular cualquiera como una entidad que
puede ser identificada a pesar de la esencial indiscerni-
bilidad de las moléculas. (Se dice entonces que el gas es
no degenerado.)™

Supondremos que el gas estd suficientemente diluido de modo
que se satisfacen ambas condiciones *,

Supongase que el gas estd en equilibrio a una temperatura T.
En virtud de la condicién (2) podemos enfocar nuestra atencién
sobre una molécula particular del gas y considerarla como un
sistema pequefio en contacto térmico con un gas térmico (a tem-
peratura T) compuesto por todas las demds moléculas del gas. La
probabilidad de hallar la molécula en uno cualquiera de sus esta-
dos cudnticos r, en donde su energfa vale ¢,, viene dada entonces

simplemente por la distribucién candnica (49) o (51); es decir,
€% oem J:Ir;:nn:ha,ﬁ'Ei~ (67)
ze‘ﬂ*r kT

r

Py=

Al calcular la energia ¢, de la molécula, la condicién (1) nos
permite despreciar cualquier energia de interaccidn con las demds
moléculas.

Consideremos, por ejemplo, el caso particularmente simple de
un gas monoatomico [como el helio (He) o el argén (Ar)], en el
que cada molécula se compone de un solo dtomo. La energia de
una de estas moléculas es entonces sélo su energia cinética. Cada
estado cudntico posible r de la molécula viene de acuerdo con
esto marcado por algunos valores particulares de los tres ndme-
ros cuanticos {n,, x,, n,} y tiene una energia dada por la ecuacién
(3.15). Asi pues,

mih?2 ﬂ;2 nyz nzz )
= : 68

1+ Esta dltima conclusion se basa en el hecho de que la separacidn media
entre las moiéculas es grande comparada con la longitud de onda tipica de De
Broglie de una molécula. Si el caso no es éste, limitaciones cudnticas hacen im-
posible enfocar nuestra atencidn sin ambigiiedad sobre una molécula particular
y resulta esencial un estudio cudntico riguroso de un sistema de particulas in-
discernibles. {Se dice entonces que ¢l gas es degenerado v se describe por las es-
tadisticas de Bose-Einstein o Fermi-Dirac.)

5 La condicion (2) se satisface prdcticamente por todos los gases ordinarios:
el alcance de su validez se examinard mds cuantitativamente al final de la Sec-
cién 6.3. Cuando un gas tiende a estar menos diluido, en gzeneral deja de ser
vilida primeramente la condicién () antes de que deje de cumplirse la condi-
cidn (2). Si la interaccidn entre moléculas es muy pequefia, sin embargo, un gas
puede satisfacer la condicién (1) de modo que resulte ser ideal, pero no cumplir
la condicién (2}
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La probabilidad de hallar la molécula en cualquiera de estos
estados viene dada, por consiguiente, por (67).

Por otra parte, consideremos el caso de un gas paliatdmico [co-
mo el oxigeno (Q.), el nitrégeno (N:;) o el metano (CH,)] en el
gue cada molécula estd compuesta por dos o mas dtomos, La
energia ¢ de cada molécula viene dada entonces por

€ = ¢k 4 ¢li), (69)

En esta formula e® es la energia cinética de traslacion del cen-
tro de masas de la molécula, mientras que €V es la energia intra-
molecular asociada con la rotacion y vibracion de los atomos res-
pecto al centro de masas. Como este centro de masas se mueve
como una particula simple que posee la masa de la molécula, el
estado de movimiento de fraslacion de la molécula esta especi-
ficado de nuevo por la serie de tres niimeros cudnticos { ng, ny, 1.}
¥ su energia cinética de traslacion €® viene dada de nuevo por
(68). El estado de movimiento intramolecular estd especificado
por uno o mds nuimeros cudnticos distintos (a los que designare-
mos colectivamente por n;) que describen el estado de movimien-
to de rotacion y vibracidn de los dtomos en la molécula; la ener-
gia ¢! depende entonces de los n;. Se especifica entonces un es-
tado particular r de la molécula mediante los valores especificos
de los nimeros cudnticos {n, N, N; M} y tiene una energia
correspondiente €, dada por

& = €M(ngn,.n.) + ein;). (70)

Obsérvese que el movimiento de traslacién de la molécula se
ve afectado por la presencia de las paredes que limitan el reci-
piente; por ello € depende de las dimensiones L, L,, L, del mis-
mo, como vimos explicitamente en (68). Por otra parte, el movi-
miento intramolecular de los dtomos respecto al centro de masas
molecular no depende de las dimensiones del recipiente; de aqui
que € sea independiente de estas dimensiones, es decir,

¢l es independiente de L,, Ly, L.. (71)

Cadlculo de la energia media

Si una molécula se encuentra con probabilidad P, en un esta-
do r de energia ¢,, su energia media vendrd dada entonces simple-
mente por
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E:E P ool (72)

en donde hemos utilizado (67) y en donde las sumas se extienden
a todos los estados r posibles de la molécula, La relacién (72)
puede simplificarse considerablemente observando que la suma del
numerador puede expresarse ficilmente en funcién de la suma
del denominador. Asi, podemos escribir,

e ggien - {yen)

en donde hemos hecho uso del hecho de que la derivada de una
suma de términos es igual a la suma de las derivadas de estos
términos. Sustituyendo el denominador de (72) por la abreviatura
recomendada.

Z‘:‘Ze‘ﬁ*r (73)
la  relacion (72) se reduce entonces a
_9Z
2L THE A S
= e s Ny aB
: = Almid 74
o bhien €= 3B (74)

El cdlculo de la energia media € exige asi tUnicamente la evalua-
cion de la suma Z de (73). (La suma Z extendida a todos los esta-
dos de la molécula se denomina funcicn de particion de la mo-
lécula).

En el caso de un gas monoatémico, los niveles energéticos vie-
nen dados por (68), y la suma Z de (73) se transforma en®

S B2 )]

fy H, 2m

en donde la suma triple se extiende a todos los valores posibles
de ng, ny,y n, [comprendiendo cada uno de ellos todos los valores
enteros desde 1 a oo de acuerdo con (3.14)]. Pero la funcién ex-

¥ Para evitar la larga expresion en el exponente que estarfa abrumando a la
letra e, emplearemos la notacién muy corriente €Xp u=et para designar la fun-
cidn exponencial,
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ponencial puede reducirse inmediatamente a un simple producto
de exponenciales, es decir,

Brmh2 ( et omE o m? )
gm \LZ ' LZ T L2 ]

KR
ﬁf_ﬂ_] xp[_

2mi e

=l

B T

= 7 fmhe n2
f:xp[ o L2 ]

2m L2

Aqui n aparece s6lo en el primer factor, n, tnicamente en el se-
gundo y n, tnicamente en el tercero. Por ello, la suma (75) se
reduce a un producto sencillo, o sea

Z=227, (76)
20 - g -
2 Brh? n2
en donde Z. = n::);] exp = o T3 (T7a)
¥ i Br?h? n,?
Zy = = EKP i e WL_FE] {TTE})
s S I'_' __ Bﬁﬂhz nzg] -
£, = Z exp o L7 (77c)

Unicamente hay que calcular una suma tipica como la Z,. Esto
se hace ficilmente si observamos que para cualquier recipiente
en el que L, es de tamano macroscopico, el coeficiente de n,2en
(77a) es muy pequefio, a no ser que f sea extraordinariamente
grande (es decir, a no ser que T sea muy pequefio). Como los
terminos sucesivos de la suma difieren asi sélo muy ligeramente
de valor, puede reemplazarse esta suma con excelente aproxima-
cion por una integral. Considerando cada término de la suma co-
mo una funcion de n, (considerado como una variable continua
definida también para valores no enteros), la suma Z, se transforma

en
[ i 11 = ’B'Tzﬁz ﬂ-rz
i 1;287‘?{ om Lz]‘iﬂ
9 \1/2
&) B s o
en donde = (Zm) (L (79)
. 1/2 L
o bien ne = ( ) (EE

s,
g s
= b B
b B e
L|'-:
wy| =l = -
B chje
=
piriely Platilpl rrp
112345678 91017121314
oy —=
Fig. 4,13 Diagrama esquemdtico gue ilus-

tra la sustitucion de una suma correspon-
diente a valores enteros de n: (la suma es
1gual al drea encerrada dentro de los rec-
tangulos) por una integral de valores com-
tinuos de n: (la integral es igual al drea
encerrada bajo la curva).
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El limite inferior de la tltima integral de (78) se ha puesto
igual a cero sin error apreciable ya que el coeficiente de n: en
(79) es extraordinariamente pequefio. La ultima integral definida
de (78) es simplemente igual a una constante, de modo que (78)
es de la forma

L;
ﬁ‘t /2

en donde b es una constante en la que interviene la masa de la
molécula ™, Las expresiones correspondientes de £, y Z, son, natu-
ralmente, analogas a (50). De aqui que (76) valga,

Z= (b;:z )(;Jl ;;}E:E)(‘!:l ﬁf;jz)

o b z:dﬂﬁ%. o londe ¥ SEEL 81)

es el volumen de la caja. En correspondencia, se obtiene

Z.=b (50)

hZ=InV—3lhp+3hnb (82)

Nuestro calculo estd ahora esencialmente completo. Verdade-
ramente, (74) da para la energia media € de una molécula el re-

sultado
()30

Hemos llegado asi a la conclusién importante de que

para una mn{écula monoatdmica ()
¢ = 8kT

La energia cinética media de una molécula es, pues, indepen-
diente del tamafio del recipiente y es simplemente proporcional a
la temperatura absoluta T del gas.

Si las moléculas del gas no son monoatdmicas, la expresion
aditiva (69) da para la energfa media de una molécula el resultado

e=ab 4 @ = $kT + &(T) (84)

puesto que la energia cinética media de traslacion €® del centro
de masas viene dada nuevamente por (83). La energfa intramole-

¥ Aungue no tenga especial importancia, sefialaremos gue esta dltima inte-
gral de (78) tiene, segin (M.21), el valor \/m/2; asi pues, b= (m/2m)th-1
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cular media € es, segin (71), independiente de las dimensiones
del recipiente y, por ello, serd unicamente funcién de la tempe-
ratura absoluta T.

Como el gas es ideal, la interaccion entre las moléculas es
despreciable y la energia media total E es simplemente igual @
la suma de las energias medias de las N moléculas individuales.
Asi tenemos

E = N¢ (85)
Incluso en el caso mas general, la energia media de un gas ideal

es independiente de las dimensiones del recipiente y es solo fun-
cion de la temperatura, es decir,

para un gas ideal
E=E(D) (86)

independicnte de las dimensiones del recipiente.

Este resultado es fisicamente plausible. La energia cinética de tras-
lacion y la energia intramolecular de una molécula no dependen
de la separacién entre las moléculas. Por ello, una variacion de
las dimensiones del recipiente (a temperatura fija T) deja a estas
energias sin variacién, de modo que T queda sin afectar. Si el
gas no fuera ideal, esta conclusion no seguiria siendo valida. Cier-
tamente, si el gas es suficientemente denso, la separacion media
entre las moléculas es bastante pequeiia, de modo que su energia
potencial media de interaccion mutua es apreciable. Una varia-
cién de las dimensiones del recipiente (a la temperatura fija T)
da como resultado una variacién de la separacién media de las
moléculas: en correspondencia, influye en su energia potencial
intermolecular media que estd incluida en la energia media total
E del gas,

4.8. Presion media de un gas ideal

Experimentalmente es muy ficil medir la presion media (es
decir, la fuerza media por unidad de &rea) ejercida por un gas
sobre las paredes del recipiente en el que estd encerrado. Por
ello, es de particular interés calcular la presion media ejercida
por un gas ideal. Llamemos F a la fuerza ejercida por una sola
molécula en la direccién x sobre la pared de la derecha (es decir,
la pared x = L.) de la caja que contiene el gas. Llamemos F, al
valor de esta fuerza cuando la molécula esté en un estado cudn-
tico particular » en donde su energia es er La fuerza F, puede
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Fig. 4.14 Caja conteniendo un gas ideal.
Una molécula en un estado dado r ejerce

sobre la pared derecha de la caja una fuer-
za F, en la direccién =.
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relacionarse ficilmente con la energia €. Supongamos que la pared
de la derecha se desplazase muy lentamente hacia la derecha una
cantidad dL,. En este proceso la molécula realizard sobre la pared
una cantidad de trabajo F,.dl, que debe ser igual a la disminucién
—de,de la energia de la molécula, De aqui que

Fr d{d: = _d{r
o bien = fe
Fr= - : {Bﬂ

dL,

Se ha escrito el signo de derivada parcial para indicar que las
otras dimensiones L, y L, se supone que permanecen constantes en
el razonamiento que conduce a (87).

La fuerza media F ejercida por una molécula sobre la pared

se obtiene promediando la fuerza F, para todos los estados r po-
sibles de la molécula. Asi pues,

F=2PF=-r (88)

en donde hemos utilizado la expresién (67) para la probabilidad
P, de hallar la molécula en cualquier estado r. La relacion (88)
puede simplificarse ya que la suma del numerador puede expre-
sarse de nuevo en funcién de la suma del denominador. Por tanto,
el numerador puede escribirse

= % ag, (Eﬁ.,)

Haciendo uso nuevamente de la abreviatura Z de (73), la ex-
presion (88) se transforma en

1 82
F=B3l: 1142
i ¢ Z i .3 VA HL;
o hien F= %aa]iz J (89)

Esta relacién general puede aplicarse ahora al resultado (82)
ya obtenido para InZ en el caso de una molécula monoatémica.
Recordando que V = [, LyL;, la derivada parcial da inmediata-
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19lnZ _ 13V _ 1
Bty  Bldky BRI

mente F =

kT
o bien F=3- (90)
I
Si la molécula no es monoatémica, la expresién (87) para la
fuerza F, se reduce segin (70) a

k
ik} + ErIiI] = - ?;E :

F,:—

Aqui hemos hecho uso dei hecho, seialado en (71), de que la
energia intramolecular € no depende de la dimensién L, de la
caja. Por ello, la fuerza F, es calculable a partir de la energia de
traslacion. El cdlculo precedente, basado en esta energia de tras-
lacion, sigue siendo igualmente vélido para una molécula poliatd-
mica. La expresion (90) para F es, de acuerdo con esto, un resul-
tado completamente general.

Como el gas es ideal, las moléculas se mueven sin influirse
apreciablemente entre si. Por tanto, la fuerza normal media total
(es decir, la fuerza en la direccién x) ejercida sobre la pared de
la derecha por todas las moléculas del gas se obtendrd simple-
mente multiplicando {la fuerza media F ejercida por una molé-
cula} por {el nimero total N de moléculas del gas}. Dividiendo
este resultado por el drea L, L, de la pared se obtiene entonces la
presion media p ejercida por el gas sobre la misma, La relacién
(90) conduce asi al resultado

NF N kT NkT

Pl L "I
De aqui que
pV = NikT (91)
o bien
p = nkT (92)

en donde V=1L, L, I, es el volumen del recipiente y n= N/V
es el nimero de moléculas por unidad de volumen. Obsérvese
que la expresi6n (92) no hace referencia especifica a la pared con-
creta que se considerd para el célculo, Este darfa, por ello, el
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mismo resultado para la presion media p ejercida sobre cualquier
pared.”:

Discusion

Las importantes relaciones (91) y (92) pueden expresarse de
otra forma equivalente. El nimero total N de moléculas se dedu-
ce asi normalmente a partir de mediciones macroscopicas del ni-
mero » de moles de gas presentes en el recipiente. Como el ni-
mero de moléculas por mol es, por definicion, igual al numero
de Avogadro N,, se sigue que N = pN,. Por ello, (91) puede es-
cribirse también en la forma

pV = »RT (93)

en donde hemos introducido una nueva constante R, llamada
constante universal de los gases, definida por la relacion

R=N,;k (94)

La ecuacién que relaciona la presion, el volumen y la tempe-
ratura absoluta de una sustancia en equilibrio se denomina ecua-
cion de estado de la misma. Asi pues, las tres (91), (92) y (93) son
formas diferentes de la ecuacién de estado de un gas ideal. Esta
ecuacién de estado, que hemos deducido basados en nuestra teo-
ria, hace varias predicciones importantes, |

1) Si una cantidad dada de un gas, suficientemente diluida
para que se considere ideal, se mantiene a temperatura constante,
resulta de (91) que:

pV = constante

 Realmente, un anilisis elemental (v completamente macroscdpico) de las
fuerzas de un fluido en equilibrio mecinico demuestra que la presion sobre cual-
quier elemento de drea debe ser la misma en todos los puntos del fluido (si se
desprecia Ja gravedad) y debe ser independiente de la orientacion espacial de este
¢lemento de drea.

¥ Nota relativa a las Secciones 4.7 y 4.8:

Aungue nuestros cilculos de la presion y energia media se han realizado para
un gas confinado dentro de un recipiente con la forma sencilla de paralelepipedo,
todos los resultados son totalmente generales e independientes de la forma del
recipiente. La razon fisica de ello es la siguiente: A cualquier temperatura ordi-
naria, la cantidad de movimiento de una particula es tan grande gue su longitud
de onda de De Broglie es despreciablemente peguefia comparada con las dimensio-
nes de cualquier recipiente macroscGpico. Pricticamente, todas las regiones del
interior de] recipiente estdn alejadas en muchas longitudes de onda de sus propias
paredes. De acuerdo con ello, la naturaleza de las funciones de onda posibles que
pueden existir en dichas regiones es totalmente insensible a las condiciones limi-
tes detalladas, impuestas a las parcdes, o a los detalles en que intervenga la forma
precisa de estas paredes.
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es decir, la presion debe ser inversamente proporcional al volu-
men. Este resultado fue descubierto experimentalmente por Boyle
en 1662 (mucho antes del desarrollo de la teoria atémica de la
materia) y se llama por ello ley de Boyle.

2) Si una cantidad determinada de gas, suficientemente di-
luido para ser ideal, se mantiene a volumen constante, la pre-
sion media es proporcional a la temperatura absoluta, Este resul-
tado puede explotarse de modo conveniente, como veremos en el
capitulo siguiente, como método para medir la temperatura ab-
soluta.

3) La ecuacién de estado (91) depende inicamente del ni-
mero de moléculas, pero no hace referencia a la naturaleza de
las mismas. De aqui que la ecuacion de estado debe ser la misma
para cualquier gas (sea éste He, H,, N, O, CH, etc.), en tanto
que estd suficientemente diluido como para ser ideal. Esta pre-
diccion puede comprobarse experimentalmente y se verifica muy
bien.

Resumen de definiciones

Temperatura absoluta La temperatura absoluta T de un sistema macroscopico
lo su parimetro relacionado f = (kT)-'] se define por
\
1_p_2h@ '-
R T g

en donde (ME) es ¢l nimero de estados accesibles al sistema en un pequefio in-
tervalo de energia comprendida entre £ v E+3E, y donde k es una constante
escogida por convenio y llamada constante de Bo'tzmann,

Eniropia La entropia § de un sistema se define en funcidén del mimero @ de es-
tados que le son accesibles por la relacidn

$5=khnQ

La entropia proporciona asi una medida logaritmica del grado de aleatorie-
dad del sistema.

Termémetro Sistema macroscdpico relativamente pequefio dispuesto de moedo que
salo varia uno de sus pardmetros macroscopicos cuando el sistema gana o pier-
de energia como resultado de una interaccidén térmica.

Parimetro termométrico El parimetro macroscopico de un termémetro.

Temperatura de un sistéma respecto a un termometro dado Valer del pardmetro
termométrico particular de este termometro cuando esta en equilibrio térmico
con el sistema,

Foco térmico Sistema macroscopico que es suficientemente grande respecto a un
grupo de otros sistemas en consideracidn, de modo gue su temperatura perma-
nece constante esencialmente en cualquier interaccién térmica con ellos.

Factor de Boltzmann El factor ¢ #% en donde B estd relacionade con la tempera-
tura absoluta T por A=(AT)-' y en donde E representa |a energia.

Distribucion candmica Distribucién de probabilidad, de acuerdo con la cual la
probabilidad P, de hallar un sistema en un estado r de energia £, viene dado
por

P.'. o g=2E.

\

Fig. 4.15 Variacion de la presion media
p de un gas ideal con su volumen V a la
temperatura absoluta T, 2T vy 3T,
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en donde B = (kT)"! es el pardimetro de temperatura absoluta del foco térmico
con el que estd en equilibric el sistema,

Gas ideal Gas en el que la energia de interaccidn entre las moléculas es casi des-
preciable comparada con su energia cinética.

Gas no degenerado Gas suficientemente diluido, de mode gue la separacién me-
dia entre las moléculas ¢s grande comparada con la longitud de onda media de
De Broglie de una molécula.

Ecuacion de estado Relacidn que enlaza el volumen, la presién media y la tem-
peratura absoluta de un sistema macroscopico determinado.

Relaciones importantes

Definicidn de temperatura absoluta:

P e dlnf ;
ﬁ— ﬁ — 2E " {I']

Definicién de entropia:
S=Fkinf (ii)

Aumento de entropia de un sistema a temperatura absoluta T cuando
absorbe una cantidad de calor pequefa dQ:

d8 = % (i)

Distribucién candénica para un sistema en equilibrio térmico con un
foco térmico a temperatura absoluta T':

P, o ¢ REr, iv)
Ecuacién de estado de un gas ideal n:; degenerado :

fi = nkT. {v]

Sugerencias para lecturas complementarias

Los textos siguientes presentan unas deducciones diferentes de algunos de los

resultados de este capitulo:

C. W, Sherwin, Basic Concepts of Physics, secs. 7.3-7.5 (Holt, Rinehart and Wins-
ton, Inc., New York, 1961),

G. 5. Rushbrooke, Introduction to Statistical Mechanics, caps. 2 ¥ 3 (Oxford
University Press, Oxford, 1943).

F. C. Andrews, Equilibriurn Statistical Mechanics, secs 6-8 (John Wiley & Sons,
Inc.. New York, 1963).

Notas biogrdficas ¢ histdricas:

H. Thirring, “Ludwig Boltzmann™. |. of Chemical Education, p, 298 (junio 1952).

E. Broda, Ludwig Boltzmann; Mensch, Physiker, Philosoph (Franz Deuticke, Viena,
1955). En aleman.

L. Boltzmann, Lectures on Ges Theory, Traducide por S. G. Brush (University of
California Press, Berkeley, 1964). La intreduccién escrita por Brush deseribe
brevemente el desarrollo historico de la teoria de la materia en funcién de
conceptos atomicos.
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B. A. Leerburger, Josiah Willard Gibbs, American Theoretical Physicist (Franklin
Watts,Inc., New York, 1963).

L. P. Wheeler, Josiah Willard Gibbs, the History of @ Great Mind (Yale University
Press, New York, 1951: en ristica, ed., 1962),

M. ]Hukeysen Willard Gibbs (Doubleday & Company, Inc., Garden City, N. Y.,
942).

Problemas

4.1 Ejemplo de téermometro peculiar

La densidad del alcohol, como la de la mayoria de sustancias, dis-
minuye cuando aumenta la temperatura absoluta. Las propiedades del agua
son, sin embargo, poco corrientes. Cuando la temperatura absoluta aumen-
ta a partir de la temperatura de fusidn del agua (es decir, a la que ¢l
hielo se transforma en agua), su densidad aumenta al principio vy luego,
después de pasar por un mdximo, disminuye,

Supéngase que un termémetro ordinario, del tipo constituido por una
columna liquida dentro de un tubo de vidrio, se llena con agua coloreada
en lugar del alcohol coloreado que se utiliza normalmente. La temperatura
# indicada por este tipo de termémetro se considera que viene dada, como
es normal, por la longitud de la columna liquida. Supongamos que este
termémetro, cuando se coloca en contacto con dos sistemas A vy B, indica
que tienen temperaturas respectivas 8, y g

a) Supdngase que la temperatura @, del sistema A es mavor (mds
alta) que la temperatura f, del sistema B. ;Se puede llegar forzosa-
mente a la conclusién de que pasard calor del sistema A al B cuando
s¢ pongan en contacto térmico entre si ambos sistemas?

b) Supdngase que se halla que las temperaturas 8, vy @, de los dos siste-
mas son iguales. ;Se puede llegar necesariamente a la conclusion de que
no pasard calor del sistema A al B cuando se pongan en contacto térmico
entre s{ ambos sistemas?

42  Valor de kT a la temperatura ambiente

Un mol de cualguier gas a la temperaturad ambiente y presion atmos-
férica (10° dinas/m*) ocupa, segin se determina experimentalmente, un
volumen de 24 litros (es .decir, 24 ¥ 10° cm?) aproximadamente. Emplear
este resultado para estimar el valor de kT a la temperatura ambiente.
Expresar la respuesta en ergs y electron-volts (1 electrén-volt = 1,60 x
10-% erg).

4.3, Variacion real del nimero de estados con la energia

Considérese cualguier sisterna macroscopico a la temperatura ambiente.

a) Hacer uso de la definicibn de temperatura absoluta para hallar
el porcentaje de aumento del mimero de estados accesibles a dicho siste-
ma cuando su energia se aumenta en 10~? electrén-volt.

b) Supongase que dicho sistema absorbe un solo fotén de luz visi-
hle (con una longitud de onda de 5 x 10-" ¢m). (En qué factor aumenta
¢] nimero de estados accesibles al sistema como resultado de la ab-

sorcion?

4.4 Obtencion de polarizacion del spin atémico
Considérese una Sustancia queé contiene dtomos magnélicos con spin
4 y momento magnético po. Como este momento se debe a un electrén no

BPC-V. 10
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apareado, es del orden de un magnetdn de Bhor, es decir, po=s 10~ erg/
gauss. Con objeto de realizar experiencias de difusidn con dtomes cuyos
spines estén preferentemente polarizados en una direccidn dada, se puede
aplicar un campo magnético grande B y enfriar la sustancia a una tem-
peratura absoluta suficientemente baja para conseguir una polarizacion
apreciable.

El campo magnético mas intenso que puede obtenerse en el lahora-
torio es de alrededor de 50000 gauss. Hallar la temperatura absoluta T
gue debe alcanzarse para gue el numero de momentos atomicos que
sefialen en el mismo sentido que el campo sea por lo menos tres veces
mayor que el nimero de momentos que sefialan en sentido opuesto. Ex-
presar la respuesta en funcion de la razon T/T., en donde T. es la tem-
peratura ambiente.

4.5 Método propuesto para producir blancos de protones polarizados

En la investigacicn en fisica nuclear y particulas elementales, es de
gran interés la realizacion de experimentos de difusién scbre blancos
compuestos de protones cuyos spines estdn polarizados preferentemente en
una direccion dada Cada proton tiene un spin 4 ¥ un momento mag-
nético po = 1,4 X 10-% erg/gauss. Supongase que se intenta aplicar el
método del problema precedente tomando una muestra de parafina (que
contiene muchos protones), aplicindole un campo magnético de 50000
gauss vy enfriando la muestra hasta una temperatura absoluta muy baja 7.
{Cudl debe ser el valor de esta temperatura para que, una vez alcanzado
el equilibrio, el nimero de momentos de protones sefialando en el sen-
tidoe del campo sea al menos 3 veces mayor que el nimero de momentos
que sefialan hacia abajo? Expresar de nuevo la respuesta en funcidn de
la razén T/Ta, en donde 7. es la temperatura ambiente.

4.6 Absorcion por resonancia magnética nuclear

Se eoloca una muestra de agua en un campo magnético externo B.
Cada protén de la rholécula HsD tieme un spin nuclear 4+ ¥ un pequefio
momento magnético pa. Como cada protén puede sefialar "“hacia arriba”
o “hacia abajo” puede estar en uno de los dos estados posibles de
energias respectivas + pup B. Supdngase que se aplica un campo magneé-
tico de radio frecuencia » que satisface la condicidn de resonancia
he = 2o B, en donde 2 B es la diferencia de energia entre estos dos
estados de los protones v h es la constante de Planck. Entonces el campo
de radiacion produce transiciones entre estos dos estades, haciendo gue
los protones pasen del estado “hacia arriba” al estado “hacia abajo”, o
viceversa, con la misma probabilidad. La potencia neta absorbida por los
protones del campo de radiacién es, por tanto, proporcional a la dife-
rericta entre los numeros de protones de ambos estados,

Suponer que los protones permanecen siempre muy proximos al egqui-
libric a Ia temperatura absoluta 7 del agua. ;Como depende la potencia
absorbida de la temperatura T? Hacer uso de la aproximacidn que se
basa en el hecho de que po es tan pequefo que e B « kT.

4.7 MNamero relativo de dtomos en un experimento con haces atémicos
Las medidas de precisidon de los momentos magnéticos de los elec-
trones fueron fundamentales para llegar a la moderna comprensiin de Ia
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teoria cudntica del campo electromagnético. El primero de estos experi-
mentos de precision, realizados por Kusch y Foley [Physical Review 74,
250 (1948)] se basaba en una comparacién entre los momentos magnéticos
totales medidos de dtomos de galio (Ga) en dos clases diferentes de esta-
dos, conocidos (segin la notacidn espectroscdpica standard) como los
estados *F,,, vy °P,,,, respectivamente. Los estados °F,, son los de me-
nor energia del dtomo. (Existen dos de estos estados con la misma ener-
gia; corresponden a las dos orientaciones espaciales posibles del mo-
mento angular total del dtomo en esta clase de estados.) Los estados *Pj,,
tienen una erergia mayor que los estados *P,,, en una cantidad conocida
exactamente mediante mediciones espectroscopicas y es igual a 0,102 elec-
tron-volt, (Existen cuafro de estos estados con la misma energia; corres-
ponden de nueve a las cuatro orientaciones espaciales posibles del mo-
mento angular total del dtomo en esta clase de estados.)

Para llevar a cabo la analogia deseada, debe ser comparable el numero
de dtomos en los estados ®P,,, con el nimero de dtomos en los estados
*P,;,. Los dtomos pueden obtenerse calentando galio en un horno a una
temperatura absoluta elevada 7. Un pequefio orificio en la pared del
horno permite entonces que escapen algunos dtomos a un espacio exte-
rior en el que se ha hecho el vacio v donde constituyen un haz atdmico
sobre el que se realizan las medlciones.

@) Suponer que la temperatura absoluta T del horno es 3 Ty, siendo
1. la temperatura ambiente. ;Cud] es entonces la proporcidn de los dtomos
de galio del haz que estin en los estados °P,, y ®P,,, respectivamente?

b} La temperatura mds elevada que puede obtenerse de un modo
conveniente en uno de estos hornos es 6 Ty aproximadamente. ;Cudl es
entonces la proporcion de dtomos de galio en los estados P, v Py,
respectivamente? ;Es adecuada esta proporcidn para realizar con éxito el
experimenta?

4.8 Energia media de un sistema con dos niveles discretos de energia

Un sistema se compone de N particulas que interaccionan débilmente
entre si ¥ que pueden estar en uno de los dos estados cualesquiera de
energias €, y €, siendo ¢ < €.

a) Sin cilculos explicitos, hacer una representacién griafica cualita-
tiva de la energia media E del sistema en funcion de su temperatura
absoluta T. ;Cudnto vale £ en el limite de temperaturas muy altas ¥
muy bajas? ; Alrededor de qué temperatura cambia E de su valor limite
a baja temperatura, a su valor limite a alta temperatura?

b) Hallar una expresion explicita para la energia media de este sis-
tema. Comprobar que esta expresion presenta la dependencia con la tem-
peratura establecida cualitativamente en a).

4.9 Propiedades elasticas del caucho

Una cinta de goma mantenida a una temperatura absoluta T se sujeta
por un extremo a una clavija; del otro extremo cuelga un peso w. Su-
poner el siguiente modelo microscépico sencille para la cinta de goma:
una cadena de polimeros formada por N segmentos enlazados por sus
extremos; cada uno de estos segmentos tiene una longitud o y puede
orientarse paralela o antiparalelamence a la direccion vertical. Hallar una
expresion para la longitud media resultante L de la cinta de goma en



Fig. 4.16 Atomos de impurezas cn la red
cristalina de un sdlido.
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funcion de w. (Despreciar las energias cinéticas v pesos de los propios
segmentos o cualquier interaccion entre ellos.)

4.10 Polarizacion debida a atomos de impurezas en un solido

A continuacién se describe un modelo simple bidimensional de un
fenomeno de interés fisico real. Un sdlido a la temperatura absoluta 7
contiene Ny iones cargados de una impureza por unidad de volumen,
que estdn remplazando a algunos de los dtomos ordinarios del sélido. El
sélido en su totalidad, es, naturalmente, eléctricamente neutro. Esto es
debido a que cada ion negativo con carga —e ticne en su proximidad
un ion positivo con carga + e. El ion positivo es pequefio y, por ello,
puede moverse libremente entre los nudos de la red. En, ausencia de un
campo eléctrice externo se encontrard, por tanto, con la misma proba-
bilidad en una cualquiera de las cuatro posiciones equidistantes que ro-
dean al ion negativo estacionario. (Véase Fig. 4.16; el espaciado de la
red es a.)

Si se aplica un campo eléctrico pequefio £ en el sentido de las r,
calcular la polarizacion eléctrica, es decir, el momento dipolar eléctrico
medio por unidad de volumen en el sentido de las x.

4.11  Minimo de la “energia libre” de un sistema en contacto con su foco
térmico
Cuando se ponen en contacto térmico dos sistemas A v A°, su entro-
pia total tiende a aumentar de acuerdo con la relacidn (20), es decir,

AS + AS > 0. (1)

La sitwacion de equilibrio que se alcanza finalmente cuando el sistema
A ha absorbido cierta cantidad ‘de calor Q = AE, corresponde asi a aque-
lla en la que la entropia total § + §' del sistema aislado compuesto es
maxima.

Supongase ahora que A es pequeiio comparado con A’, de modo que
A" actia como foco térmico a cierta temperatura absoluta constante T,
La variacion de entropia AS" de A puede expresarse entonces con gran
sencillez en funcién de AE y 7. Demostrar que (i) implica en este caso
que la magnitud F=E — I"S tiende a disminuir y llega a ser minima
en la situacién de equilibrio. (La funcidn F se denomina energia libre de
Helmholtz del sistema A a la temperatura constante T°)

4,12 Compresion cuasi-estitica de un gas

Consideremos un gas ideal térmicamente aislado de particulas con-
tenidas en un recipiente de volumen V. E| gas esti inicialmente a cierta
temperatura absoluta T. Suponer ahora que se reduce muy lentamente el
volumen de este recipiente moviendo un pistdn hasta una nueva posi-
cion. Respondeér cualitativamente a las siguientes preguntas:

a) (Qué les sucede a los niveles energéticos de cada particula?

b) i(Aumenta o disminuye la energia media de cada particula?

¢) (Es positivo o negativo el trabajo realizado sobre el gas para
reducir su volumen?

d) (Aumenta o disminuye la energia media de una particula, medida
respecto a la energia de su estado fundamental?

£) (Aumenta o disminuye la temperatura absoluta del gas?



Problemas 193

4.13  Imantacion cuasi-estatica de wna substancia magnética

Considérese un sistema térmicamente aislado compuesto por N spines
§, cada uno de momento ps magnético, situade en un campo magnético B,
El sistema estd inicialmente a cierta temperatura absoluta positiva T. Su-
pongase que a continuacién se aumenta el campo magnético muy lenta-
mente hasta un nuevo valor. Responder cualitativamente a las siguientes
preguntas:

a) (Qué les sucede a los niveles emergéticos de cada spin?

b) (Aumenta o disminuye la energia media de cada spin?

¢) (Es positivo o negativa el trabajo realizado sobre el sistema al
aumentar el campo magnético?

d) ¢Aumenta o disminuye la energia media de un spin, medida res-
pecto a la energia de su estado fundamental?

€¢) ¢Aumenta o disminuye la temperatura absoluta del sistema? -

4.14 Ecuacién de estado de una mezcla de gases ideales

Considérese un recipiente de volumen V que contiene un gas formado
por N1 moléculas de un tipo ¥ N: moléculas de otro tipo. (Por ejemplo,
pueden ser O: y Na) Suponiendo el gas suficientemente diluido para
considerarle ideal, ;cudl es la presion media p de este gas si su tem-
peratura absoluta es T7

4.15  Presion y densidad de energia de un pas ideal
Utilizar las expresiones deducidas en las Secciones 4.7 v 4.8 para la pre-
sion media p v la energia media £ de un gas para demostrar:

p= (i)

en donde u es la energia cinética media por unidad de volumen del gas.
Comparar el resultado exacto (i) con la expresién (1.21} obtenida en el
Capitulo 1, en donde los razonamientos aproximados empleados se basa-
ban en argumentos cldsicos v consideraban los choques individuales de
las moléculas de gas con las paredes del recipiente,

416 Presion y densidad de energia de un gas ideal cualquiera no rela-
tivista,

Volvamos a deducir el resultado del problema anterior de modo que se
aprecie su total generalidad y se reconozea el origen del factor 2/3. Con-
sidérese, pues, un gas idea] de N particulas monoatdmicas encerrado en
una caja de aristas Iz, L, v L.. Si la particula no es relativista, su energfa
estd relacionada con su cantidad de movimiento AK por

2 2 ¥
o i—L’;i = ;—m(x,ﬂ KA+ KR ()

en donde los valores posibles de K: K, y K: vienen dados en (3.13).

a) Utilizar esta expresién para calcular la fuerza F_ ejercida por
una particula sobre la pared derecha del recipiente cuando la particula
estd en un estado dado r especificado por n:, ny v N

b) Mediante un promedio sencillo, deducir una expresion para la
fuerza media F en funcién de la energia media & de una partfcula, Uti-
lizar el requisito de simetria segin el cual K2 = K2 = K& cuando el gas
estd en equilibrio.
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¢} A partir de aqui demostrar que la presion media p ejercida por
el gas viene dada por

p=tu (i)
siendo u la energia media por unidad de volumen del gas.

4,17 Presion y densidad de emergia de la radiacion electromagnética

Considérese una radiacidn electromagnética (es decir, un gas de foto-
nes) contenida dentro de una caja de aristas L, Ly v L. Como un fotén
se mueve con la velocidad c de la luz, es una particula refativista, Por
ello, su energla € estd relacionada con su cantidad de movimiento hK
mediante

€= chK = ch(K;2 + K2 + K212 ()

en donde los valores posibles de K., K, v K: vienen dados nuevamente
en (3.13)

@) Utilizar esta expresion para calcular la fuerza F_ ejercida por un
fotdn sobre la pared derecha del recipiente cuando el fotén estd en un
estado » especificade por #o, ny ¥ R

b) Mediante un premedio sencillo, deducir una expresidn para la fuer-
za media F en funcién de la energia media ¢ de un fotén. Utilizar el
requisitc de simetria de que Ke=Kf= K_. cuando la radiacion estd en
equilibrio con Jas paredes del recinto.

¢l A partir de aqui demostrar que la presion media p ejercida sobre
las paredes por la radiacion viene dada por

= }i (ii)
en donde u es la energia electromagnética de la radiacién por unidad de
volumen.

d) (Por qué la constante de proporcionalidad de (i) es igual a 1/3,

en Jugar de ser igual a 2/3 como se dedujo en el problema anterior para
un gas no relativista?

4.18  Energia media relacionada con la funcién de particion

Considérese cualquier sistema, todo lo complicado que se quiera, en
equilibrio térmico con un foco térmico a la temperatura absoluta
T = (kp)"". La probabilidad de que el sistema esté en cualquiera de sus
estados r de energia E_ viene dada entonces por la distribucién candnica
(49). Obtener una expresién para la energia media E de este sistema. En
particular, demostrar que los razonamientos utilizados en la Seccidn 4.7
son gencralmente aplicables ¥ deducir asi el resultado completamente
general

E doos d ].Il z d
& (i)
Aqui Z=> ek (i)

representa una suma extendida a todos los estados posibles del sistema y
se denomina la funcidn de particion del mismo.



Problemas 195

4.19 Presion media relacionada con la funcién de particidn

Considérese de nuevo el sistema descrito en el Prob. 4.18. Dicho sis-
tema estd en equilibrio térmico con un foco calorifico a la temperatura
absoluta 7, pero puede ser todo lo complicade que queramos (por ejem-
plo, puede ser un gas, un liquide o un sélido). Para mayor sencillez,
supongamos que el sistema estd contenido dentro de un recipiente en
forma de paralelepipedo rectangular de aristas Lz, Ly, L. Demostrar que
los razonamientos utilizados en la Seccidn 4.8 son de aplicacion general
¥ establecer asi los siguientes resultados de gran generalidad:

a) Demostrar que la fuerza media F ejercida por el sistema sobre
su pared limite de la derecha puede expresarse siempre relacionada con la
funcién de particion Z por la ecuacién

F-linz .
ﬁl aL’ {]J

Aqui Z viene definida por la relacién (ii) del problema anterior.
b) En el caso de cualquier sistema isétropo, la funcién Z no depende
de las dimensiones aisladas Lr, Ly ¥ L., sino que es simplemente f{uncidn
del volumen V = Ly, L: del mismo. Demostrar que (i) implica entonces

que la presion media p ejercida por el sistema puede expresarse en la
forma

ﬁ=%aénvz' (i)

4,20 Funcion de particion de un gas completo
Considérese un gas ideal constituido por N moléculas monoatémicas.
a) Escribir la expresion de la funcién de particion Z de este gas
completo. Aprovechando las propiedades de la funcién exponencial, de-
mostrar que Z puede escribirse en la forma

Z=ZN (i)
siendo Zp la funcién de particion para una molécula sola va calculada
en la seccidm 4.7,

b) Utilizar (i) para calcular la energia media E del gas por medio
de la relacion general deducida en el Prob. 4.18. Demostrar que la forma
funcional de (i) implica inmediatamente que E debe ser N veces mayor
gque la energia media por molécula.

¢) Utilizar (i) para calcular la presién media p del gas por medio
de la relacion general deducida en el Prob. 4.19. Demostrar que la forma
funcional de (i) implica nuevamente que p debe ser simplemente N veces
mayor que la presion media ejercida por una sola molécula.

4.21 Energia media de un momento magnético

Considérese un solo spin | en contacto con un foco térmico a la tem-
peratura absoluta T. El spin tiene un momento magnético mo v estd si-
tuado en un campo magnético externo B,

a) Calcular la funcidn de particién Z de este spin.

b) Utilizando este resultado de Z, aplicar la relacién general (i) del
Prob. 4.18 para obtener la energia media E de este spin en funcién de
T ¥ B.
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¢) Comprobar que esta expresion de E satisfice la férmula E =
—[iB, siendo ji el valor de la componente media del momento magne-
tico previamente deducido en la ecuacidn (59).

422 Energia de un oscilador armonico

Un oscilador arménico tiene una masa y una constante de muelle
tales que su frecuencia angular clisica de oscilacion es igual a w. En una
descripcion cudntica dicho oscilador estd caracterizado por una serie de
estados discretos con energias E. dadas por

E, = (n + $he. (i)

El nimero cudntico n que caracteriza cada estado puede adquirir en este
caso todos los valores enteros

n=0123.... (i)

Un ejemplo particular de oscilador arménico puede ser un dtomo vibrando
alrededor de su posicidn de equilibrio en un sélido.

Supdngase que dicho oscilader nrmumca estd en equilibrio térmico
con un foco térmico a tempcratura absoluta T. Para hallar la energia
media E de este oscilador, procédase del modo siguiente:

a) Calcular primero la funcidn de particién Z para este oscilador,
utilizando la definicién (ii) del Prob. 4.18. (Para calcular la suma, obsér-
vese que es simplemente una serie geométrica.)

b) Aplicar la relacién general (i) del Prob. 4.18 para calcular la
energia media del oscilador.

¢) Hacer un esquema cualitativo que myestre como la energia media
E depende de la temperatura absoluta T.

d) Suponer que la temperatura T es muy quueﬁa en el sentido que
kT & hw. Sin hacer ningin cilculo y haciendo uso sélo de los niveles
energéticos de (i), Jqué puede decirse sobre los valores de E en este
caso? El resultado obtenido en (b), (tiende apropiadamente hacia este
valor limite?

¢) Suponer que la temperatura T es muy alta de modo que kT »hw
i Cudl es ahora el valor limite de la energia media E obtenida en (b)7
;Cémo depende de T? ;[Cémo depende de t?

%423 Energia de rotacién media de una molécula diatémica

La energia cinética de una molécula diatémica, que gira alrededor de
un eje perpendicular a la linea que une los dos dtomos, viene dada cla-
sicamente por:

LT i
24 24
en donde J es el momento cinético y A el momento de inercia de la

molécula, En una descripcidn cudntica esta energia puede tomar los va-
lores discretos

L=

A% + 1
5=y 0

en donde el nimero cudntico j que determina el valor del mddulo del
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momento cinético J puede adquirir los valores posibles

i=0123,.... (ii)

Para cada valor de j existen (2j + 1) estados cudnticos diferentes posibles
que corresponden a las orientaciones espaciales discretas posibles del
vector cinético J.

Supdngase que la molécula diatdmica pertenece a un gas en equilibrio
a la temperatura absoluta 7. Para calcular la energia media de rotacidn
de esta molécula diatémica, procédase del modo siguiente: -

a) Calcular primero la funcién de particidn 2, utilizando la defini-
cion (i) del Prob. 4.18. (Recuérdese que esta suma contiene un término
por cada estado individual.) Suponer que T es suficientemente grande
de modo que AT » fi*/2 A, condicién que satisfacen la mayoria de las
moléculas diatdmicas a la temperatura ambiente. Demostrar que la suma
Z puede reemplazarse por una integral, haciendo uso de u=j(j+ 1)
como una variable continua. :

b) Aplicar ahora la relacién general (i) del Prob, 4.18 para calcular
la energia de rotacidn media E de la molécula diatdmica en este intervalo
de temperatura.

4.24 Numero de dtomos intersticiales en un sélido (andlisis aproximado)

Considérese un sélido cristalino monoatémico que consta de N dtomos
y estd mantenido a una temperatura absoluta T. Los dtomos estdn situa-
dos normalmente en las posiciones normales de la red indicadas por los
circulos negros en la Fig. 4.17 ¢, Sin embargo, un dtomo puede situarse
también en una de las posiciones intersticiales indicadas por los puntos
blancos de la figura. Si un dtomo estd en una de estas posiciones inters-
ticiales, su energia es superior en una cantidad ¢ a la que posee cuando
estd en una posicién normal. Cuando la témperatura absoluta es muy
baja, todos los dtomos estarin en posiciones normales, Cuando la tempe-
ratura absoluta T es apreciable, esta situacién. ya no persiste. Supon-
gase que existen N dtomos que pueden estar situados en N posibles po-
siciones normales y en N posibles posiciones intersticiales. El punto que
nos interesa es ahora el siguiente: A una témperatura absoluta T cual-
quiera, ;jcudl es ¢l nimero medic n de dtomos situados en las posiciones
intersticiales? Un modo aproximado de resolver el problema es el si-
guiente:

a) Centraremos nuestra atencion primero sobre un dtomo individual
y consideremos que puede estar en una cualquiera de dos posiciones par-
ticulares una normal y otra intersticial. Este sistema puede estar en dos
configuraciones posibles solamente, que llamaremos A y B:

A): dtomo eén posicion normal
ningin dtomo en posicién intersticial
B): mngun dtomo en posicién normal
dtomo en posicién intersticial

(Cuidl es la razén P,/P, de las probabilidades Py vy F, de encontrar
estas dos configuraciones?

b) Fijando ahora nuestra atencién sobre el sdlido entero, suponer
que existen 7 dtomos en posiciones intersticiales. Entonces deberin exis-
tir también 7 dtomos ausentes de las posiciones normales, Como cada

tal

(h)

Fig. 4.17 En (@) se representan todos los
dtomos del sdlido (indicados mediante
circulos negros) en sus posiciones normi-
les, mientras que estin sin ocupar las po-
sibles posiciones intersticiales (indicadas
con puntos blancos). A temperaturas mds
elevadas estdn ocupadas también algunas
de las posiciones intersticiales, como se
muestra en (b),
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una de las A posiciones normales vacias puede combinarse con cada una
de las m posiciones intersticiales ocupadas, puede presentarse una con-
figuracion B de »® maneras posibles. De acuerdo con este razonamiento,
la probabilidad Py de encontrar un selo dtomo en el sdlido en una con-
figuracion B deberd ser simplemente proporcional a W si s¢ supone que
las posiciones normal vacia e intersticial ocupada estdn distribuidas aleato-
riamente, Asi pues, P, o F°. Demostrar mediante un razonamiento seme-
jante que P, o (N —HiP.

¢) Combinando los resultados de las partes {(a) v (b) v suponiendo
el caso normal en que 7« N, demostrar que:

— g~/ (i)

2|2

4.25 Niamero de dtomos intersticiales en un solido (andlisis exacto)

Considérese la situacion fisica descrita en el Prob., 4.24. Para resolver
exactamente este problema, intentemos hallar la probabilidad P(n) de
gue precisamente n posiciones intersticiales estén ocupadas por dtomos.
Existen entonces también n posiciones normales sin ocupar, como es
natural.

i) (Cudl es la probabilidad de encontrar un caso dado en el que
n dtomos intersticiales estén distribuidos de wn modo particular v las
n posiciones normales vacias estén también distribuidas de un modo par-
ticular?

b) (De cuintas maneras es posible distribuir los n dtomos entre las
N posiciones intersticiales posibles? ;De cudntas maneras es posible dis-
tribuir los n dtomos perdidos entre las N posiciones normales?

¢) Combinando los resultados de las partes (aj y (b), demostrar que

ol [n!{NhE = | i ®

d) La probabilidad P(n) tiene un méiximo muy acusado para cierto
valor n = . Para hallar este valor 7, considerar el In P (n) y hacer que satis-
faga la condicidn (3 1n Pfon) = 0. Como todos los factoriales son grandes, es
aplicable la aproximacién de Stirling (M. 10). Demostrar asi que, para
n & N, se obtiene el resultado

= g 1/2pe (i)

=l

*4.26 Disociacion térmica de un dtomo

Un gas ideal de dtomos estid encerrado dentro de una caja de aristas
Lz, Ly, L.. El sistema completo estd en equilibric a cierta temperatura
absoluta T. La masa de un dtomo es M. Un dtomo A puede disociarse en
un ion positivo At y un electrén e~ de acuerdo con el esquema

AasAt + e

Se necesita una energia de ijonizacion para vencer la fuerza de enlace
del electrén y conseguir la ionizacidn.
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Centrando nuestra atencién sobre un dtomo individual, éste puede
estar en dos configuraciones posibles que lamaremos § y D.
(§): El dtomo estd sin disociar. Su energfa E viene dada por

E=¢

en donde ¢ es la energia cinética de su centro de masa. El esta-
do de movimiento de traslacién del dtomo puede especificarse,
como es normal, por la serie de niméros nuﬁmicns{n,,n,.n,}.

{(D): El dtomo estd disociado en un electrén de masa m y un ion
positive de masa casi igual a M (puesto que m &« M). La inter-
accion entre el ion y el electrén después de la disociacidén puede
suponerse que es despreciable. La energia total del sistema di-
sociado compuesto por dos particulas separadas es igual enton-
ces a

E=¢c+¢ 4u (i)

en donde ¢' es la energia cinética del ion, ¢ la energia ciné-
tica del electrén v u la energia de ionizacién. El estado de tras-
lacion de este sistema disociado puede especificarse entonces
por seis numeros cudnticos, la seric de numeros cudnticos
[net, my*, nst} del fon y la serie de ndmeros cudnticos
{ne, ny~, n) del electrén,

a} Utilizando la distribucidn candnica hallar, excepio en una cons-
tante de proporcionalidad C, la probabilidad P; de que el dtomo se en-
cuentre entre aguellos de sus estados que corresponden a la configuracion
sin disociar (S).

#) Utilizande la distribucién candnica hallar, excepto la misma cons-
tante de proporcionalidad C, la probabilidad P, de que el dtomo se halle,
entre aquellos de sus estados que corresponden a la configuracién diso-
ciada (D). [Obsérvese que la suma que hay que extender a todos los esta-
dos de interés es la vya realizada al calcular Z en la ecuacién (81) de la
Seccién 4.7.]

¢) Hallar la razén P,/Ps. {Como depende de la temperatura T ¥
del velumen V?

d) Considerar ahora el gas compléto que contiene N dtomos. Supo-
ner gque un numero medio 7 de ellos estd disociado. Entonces deberdn
existir en la caja 7 iones y 7 electrones, mientras que quedardn (N —7)
dtomos sin disociar. Puede obtenerse una configuracion disociada de un
dtomo de 7 X i = 7 maneras posibles, ¥y una sin disociar de (N —m)
maneras posibles. Mediante un razonamiento aproximado andlogo al del
Prob. 4.24, se puede escribir

4 e =
~N

Ps N-n
si ft & N. Hallar, pues, una expresidn explicita para (fi/N} en funcién de
la temperatura absoluta T y de la densidad (N/V) del gas.

e) Ordinariamente, kT « u. En estas condiciones, [es de esperar gue
estén disociados la mayorfa de los dtomos o no?
fi Supdngase que kT € u, pero que se hace arbitrariamente grande
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el volumen de la caja mientras se mantiene constante la temperatura 7.
i Deberdn estar entonces disociados la mayoria de los dtomos o no? Dar
una explicacidn fisica sencilla para explicar este resultado.

g} La parte interna del sol se compone de gases densos muy calien-
tes, mientras que su corona exterior es mds fria v menos densa. Los estu-
dios realizados sobre las lineas espectrales de la luz procedente del sol
indican que un dtomo puede estar ionizado en la corona y sin disociar
en regiones mds prdximas al sol en donde la temperatura absoluta es
mucho mds elevada. ;Cémo se explican estas observaciones?

*4.27 Generacion térmica de un plasma

Calentando un gas de dtomos a una temperatura suficientemente ele-
vada puede generarse un plasma, compuesto por un nimero apreciable
de cargas positivas y negativas disociadas. Para estudiar la posibilidad
prictica de este método, apliquense los resultados del Prob. 4.26 al vapor
de cesio. El dtomo de cesio tiene energia de ionizacidn bastante pequefa
u = 3,89 electrén-volts y un peso atdémico de 132,9,

a) Expresar el grado de disociacién /N del Prob. 4.26 en funcidn
de T y de la presion media p del gas.

b) Suponer que se calienta vapor de cesio hasta una temperatura
absoluta 4 veces mayor que la temperatura ambiente y que se le man-
tiene a una presién de 10° dinas/cm® (es decir, la milésima parte de la
presion atmosférica), Calcular el porcentaje de vapor ionizable eén estas
condiciones,

4.28 Variacion con la temperatura de la energia de un gas ideal

El nimero de estados f2(E) de un gas ideal de N dtomos monoatd-
micos depende de la energia total £ del gas del modo deducide en el
Prob. 3.8, Utilizar este resultado y la definicién fi = 2 Inf)/0E para de-
ducir una relacién que exprese la energia E en funcién de la temperatura
absoluta T = (kB)'. Comparar este resultado con la expresién para E(T)
deducida en la Seccidn 4.7.

4.29 Dependencia de la energia de un sistema de spines con la tem-
peratura

El mimero de estados (2(E) de un sistema de N spines § que tienen
un momento magnético pe ¥ estin sitvados en un campo magnético B
se ha calculado en el Prob. 3.9.

a) Utilizar este resultado y la definicion B = (9 Inf1/3E) para dedu-
cir una relacion que exprese la energia E de este sistema en funcidn de la
temperatura absoluta T = (kf)-".

by Como el momento magnético total M de este sistema estd rela-
cionado sencillamente con su energia total E, utilizar lo expuesto en la
parte (a) para hallar una expresién de M en funcién de T y B. Comparar
esta expresion con el resultado deducido para My en (61) y (59).

*4.30 Temperatura absoluta negativa y flujo térmico en un sistema de
spines
Un sistema compuesto por N spines | de un momento magnético e
estd situado dentro de un campo magnético externo B. El numero de
estados f1(E) de este sistema ha sido calculado ya en funcién de su
energia total £ en el Probh. 3.9
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a) Hacer un esquema aproximado que muestre el comportamiento
de Infl en funcién de E. Obsérvese que la energia mds baja del sistema
es Eo=—NpsB y su energia mds aita es + NucB y que la curva es
simétrica alrededor del valor E = 0.

b) Utilizar la curva de la parte (g) para hacer un esquema aproxi-
mado que muestre 8 en funcién de E. Obsérvese que f = 0 para E = 0.

¢) Usar la curva de la parte (b) para hacer un esquema aproximado
que muestre la temperatura absoluta T en funcién de E. ;Qué le sucede
a T en las proximidades de E =07 ;Cudl es e signo de T para E<(
y para E=>07

d) Como T sufre una discontinuidad proxima a E = 0, es mas con-
veniente trabajar en funcién de B. Demostrar que dff/0E es siempre ne-
gativo. Por ello, demostrar que, cuando dos sistemas se colocan en con-
tacto térmico, siempre absorbe calor el sistema que tenga el mayor valor
de B. Obsérvese que esta idltima afirmacién es con toda generalidad vd-
lida para todos los sistemas, independientemente de si sus temperaturas
absolutas son positivas o negativas.



