Cap. 3

Deseripcién estadistica de los

sistemas de particulas

3.1
3.2
3.3
3.4
3.0

3.6
3.7

Especificacion del estado de un sisterna 107
Conjunto estadistico 114

Postulados estadisticos 117

Caleulos de probabilidad 123

Niimero de estados accesibles a un sistema macros-

copico 126

Ligaduras, equilibrio e irreversibilidad 132
Interaceion entre sistemas 137

Resumen de definiciones 143

Relaciones importantes 141

Sugerencias para lecturas suplementarias 144

Problemas 145



Capitulo 3 Descripcion estadistica de los sistemas
de particulos

La versién anterior de los conceptos basicos de probabilidad nos
ha preparado para transformar las consideraciones cualitativas
del primer capitulo en una teoria cuantitativa sistematica de los
sistemas compuestos por muchas particulas. Nuestro proposito
consiste en combinar las consideraciones estadisticas con nuestro
conocimiento de las leyes de la mecanica aplicables a las particulas
que constituyen un sistema macroscopico. La teoria resultante se
llama, por tanto, mecdnica estadistica. El razonamiento que con-
duce a esta teoria es muy simple, y emplea tnicamente las ideas
mds primitivas de la mecédnica y de las probabilidades. La belleza
del tema radica precisamente en el hecho de que razonamientos
de gran sencillez y aparente inocencia son capaces de producir
resultados de impresionarte generalidad y poder de prediccidn.

En realidad, los argumentos utilizados para estudiar un siste-
ma macroscépico son completamente andlogos a los empleados
para discutir el familiar experimento de lanzar monedas al aire.
Los ingredientes esenciales para un andlisis de este experimento
son los siguientes:

1) Especificacion del estado del sistema

Debemos disponer de un método para especificar cualesquiera
de los resultados posibles de un experimento en el que interven-
ga el sistema. Por ejemplo, el estado de las diversas monedas des-
pués de cada tirada puede describirse especificando cudl de
las dos caras de la moneda estd hacia arriba.

2) Conjunto estadistico

Tenemos muy poca informacion sobre la manera precisa en que
se han lanzado las monedas para poder utilizar las leyes de la
mecanica y hacer una prediccion unica sobre el resultado de un
experimento determinado. Por ello debemos acudir a una descrip-
cién estadistica del caso. En lugar de considerar la coleccién de
monedas de interés, enfocamos nuestra atencion sobre un conjun-
to compuesto por un nimero muy grande de colecciones de mo-
nedas semejantes sometido al mismo experimento, Podemos en-
tonces preguntar cudl es la probabilidad de que se presente un
resultado experimental cualquiera. Esta probabilidad puede me-
dirse observando el conjunto y determinando la fraccion de siste-
mas que presentan este resultado particular, Nuestro objetivo teo-
rico consiste en la prediccion de dicha probabilidad.
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3) Postulados estadisticos

Para progresar tedricamente es necesario introducir algunos
postulados. En el caso de monedas ordinarias de densidad uni-
forme, no existe nada intrinseco en las leyes de la mecanica que
implique que una cara de una moneda deba aparecer hacia arriba
con mas frecuencia que la otra. De aqui que nos veamos obligados
a introducir el postulado de que “a prion” (es decir, basados en
nuestras ideas previas pero todavia no comprobadas por observa-
ciones reales) una moneda tiene la misma probabilidad de caer con
una u otra de las caras hacia arriba. Este postulado es eminentemen-
te razonable y no contradice ciertamente a ninguna de las leyes de
la mecanica. Sin embargo, la validez real del postulado puede acep-
tarse tnicamente utilizandolo para hacer predicciones tedricas y
comprobando que las mismas resultan confirmadas por las ob-
servaciones experimentales. En tanto se comprueban de modo
consistente tales predicciones, asi puede aceptarse con confianza
la validez de este postulado.

4) Cdlculo de probabilidades

Una vez adoptado el postulado bdsico, podemos calcular la
probabilidad de que se presente cualquier resultado particular en
que intervenga la coleccion de monedas a considerar, Podemos
calcular también diversos valores medios de interés. Asi pues,
podremos responder a todas las cuestiones que se hagan con cierto
significado en una teoria estadistica.

Al estudiar los sistemas compuestos por un gran niimero de
particulas, nuestras consideraciones seran muy semejantes a las
utilizadas al formular el problema precedente de una coleccidn de
monedas. Las cuatro secciones siguientes hardn patente esta ana-
logia.

3.1 Especificaciéon del estado de un sistema

El estudio de las particulas atémicas ha demostrado que cual-
quier sistema formado por tales particulas puede describirse me-
diante las leyes de la mecdnica cudntica. Estas leyes, cuya validez se
apoya en un extraordinario nimero de pruebas experimentales,
constituirdn por ello la base conceptual de todo nuestro estudio.

En una descripcion cudntica las medidas mds precisas posibles
realizadas sobre un sistema nos demuestran que éste ha de estar
en alguno de los estados cudnticos discretos caracteristicos del
sistema. El estado microscOpico de un sistema puede describirse
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Fig. 3.1 Diagrama muy esquemditico gue
ilustra los primeros niveles energéticos de
un sistema, Cada linea designa un estado
cudntico posible del sistema, mientras que
la posicion vertical de la linea indica la
energia E del sistema en este estado. Ob-
sérvese gque existen muchos estados con
la misma energfa.

r g M E
1 + 1 o — o B
2 -1 — o + po B

Tabla 3.1 Estados cudnticos de un solo
spin 4 con un momento magnético o ¥
situado en un campo magnético B. Cada
estado del sistema puede sefialarse median-
te un indice r, o también por el namero
cudntico . El momento magnético (en el
sentido hacia arriba, que especifica B) se
designa por M; la energia total del siste-
ma, por E.

B ,uﬂl g=—1

pﬂ' g=+1

Fig. 3.2 Diagrama que muestra los dos
niveles energéticos de un spin 4 gue tienen
un momento magnético up ¥ estdn situa-
dos en un campo magnético B. El estado
en que el momento magnético sefala “ha-
cia arriba”, de modo que es paralelo a B,
se designa por ¢ = + 1 (o simplemente por
+); cuando sefiala “hacia abajo” se desig-
na por ¢ = — | (o simplemente por —).
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asi completamente especificando el estado cudntico particular en
que se encuentra el sistema,

Cada estado cudntico de un sistema aislado estd asociade a un
valor definido de su energia y se denomina nivel energético . Pue-
den existir varios estados cuanticos correspondientes a la misma
energia del sistema. (Estos estados cudnticos se dice que estan
degenerados.) Cada sistema tiene un valor inferior posible de ener-
gia, Normalmente existe sélo un estado cudntico posible corres-
pondiente a su energia inferior; se dice que este estado es el fun-
damental del sistema ° ., Ademds existen, como es natural, muchos
estados posibles (en realidad, ordinariamente son infinitos) con
energias mayores; éstos se denominan estados excitados del sis-
tema.

Los comentarios anteriores son completamente generales y apli-
cables a cualquier sistema sin importar su complejidad. Aclarare-
mos estas ideas mediante algunos ejemplos sencillos de gran in-
terés practico.

{i} Spin aislado

Consideremos una particula aislada,
supuesta fijo, que tiene un spin § ¥
un momento magnético de valar .
Coma ya se estudid en la Seccién 1.3,
este momento senalord hacio arriba
o hacia abajo (es decir, paralelo o
antiparalele) respecto @ una direc-
cion especificada cualquiera. El sis-
tema compuesto por este spin aislodo
posee, por tanto, solo dos estados
~udnticos que indicaremos mediante
el numero cudntico . Podemos en-
tonces designar el estado en que el
momento magnético de la particula
serole hacia arriba por o=+ 1 y
cuando  semale  hacia  abojo  por
g=—1.

Si lg particula estd en presencia de
un campo magnético B, este campo

especifica la direccion de interés fi-
sico en el problema, Lo energia E del
sistema es, por tanto, menor cuando
el momento magnético se alinea pa-
ralelo al campo que cuande le haoce
antiparalelamente, El coso es and-
loge al de uno barrg imantada si-
tuada en un compo mognético ex-
tenso. Asi pues, cuando el momen-
to mognético senaola hacia arriba (es
decir, poralelo al campo B} su ener-
gia  mognética  es  simplemente
— upB. Inversamente, cuondo el mo-
ments senala hacia obajo (es decir,
antiparalele al campo B), su engrgio
magnética es simplemente B, Los
dos  estados cudnticos (o niveles
energéticos| del sistema correspon-
den, pues, .a energias diferentes.

L El dtomo de hidrogeno serd probablemente un ejemplo familiar de un sis-
tema descrito en funcién de niveles energéticos discretos. Las transiciones del dto-
mo entre los estados de energia diferentes originan las lineas espectrales nilidas,
emitidas por el dtomo, Una descripcidn en funcidn de niveles energéticos es, como
es natural, igualmente aplicable a cualquier dtomo, molécula o sistéma compuesto
por muchos dtomos. -

®  En algunos casos puede existic un nimerc relativamente pequefio de ¢s-

tados cudnticos con el mismo nivel energético, el mis inferior de todos. El estado
fundamental del sistema se dice que estd entonces degenerado.
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it}  Sistema ideal de N spines

Consideremos un sistema compuesto
por N porticulas, que se suponen
fijos, las cuales tiemen todas un
spin ¥ y un momento magnético .
El sisterno estd situado dentro de un
campo magnetico B, Se supone que
la interoccion entre las particulos es
casi despreciable’,

El momento magnético de cada par-
ticula, puede sefalar hacia arribo o
hacia abajo respecto al campo B, La
orientacion del momento t puede es-
pecificarse asi por el valor de su
numers cubdntico @, de modo que
m = + | cuando este momento se-
fale hacia arriba y o, = — 1 cuando
senale hacio abajo, Puede especifi-
corse entonges un estodo particular
del sistena completo estableciendo
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la orientacion de coda uno de los N
momentos, es decir, especificando los
valores que adquiere lo serie de nu-
merps cuanticos (a1, @3, ..., Tyl
Asi se pueden enumerar y marcar
mediante un ciertoe indice r, fodos
los estados posibles del sistema com-
pleto. Esto se ha hecho en la Ta-
bla 3.2 para el coso especial en que
N = 4. El momento magnético total
del sistemo es igual simplemente a la
suma de los momentos mogneticos
de los spines individuales. Como la
interoccion enfre estos spines es cosi
desprecioble, la energia total E del
sisterna es tambien igual a la suma
de las energios de los spires indi-
viduales.

(iii) Particulas en uno cajo unidimensional

Consideremos una sola particula, de
rmasa m, libre pora moverse en una
dimension. Se supone gque la por-
ticula esta confinada dentro de uno
caja de longitud L, de modo que lo
coordenada de posicion x de lo par-
ticula debe estar comprendida en el
intervaleo 0 =x =L Dentro de lo
caja no actua ninguno fuerza sobre
la particula,

En una descripcion cuantica, la
particula tiene propiedades ondula-
torios asociodas. La particula con-
finada dentro de la cojo y rebo-
tando hacia adelante y atrds entre
sus paredes estd, pues, representado
por una funcion de onda § en forma
de una onda estacionaria cuya am-
plitud debe anularse en los limites
de la cajo (ya que la misma debe
anularse en el exterior de ella)t.

La funcion de onda debe, por tanto
tener la forma

Yix) = Asenkx . (1)

{en donde A y K son constantes)
y debe satisfacer las condiciones |i-
miftes

Wy=0 vy YWLy=0 (2
la expresion (1) safisfoce evidente-
mente la condicién ¢ (0) = 0. Con

objeto. de que satisfoga también lo
condicién ¢ (L) = 0, la constante K
debe wvaler

KL = 7n

o bien K—2n {3)
L

en donde nt puede adquirir cualquiera
de los valores enteros®.

4 Esta hipotesis implica que s¢ puede despreciar virtualmente el campo mag-
nético producide en la posicion de cuabguier particula por los momentos magne-

ticos de las demads,

4 La interpretacion fisica de la funcion de onda es gue Illrrx,i]'-' dx representa
la probabilidad de que la particula se encuentre en el intervalo comprendido

entre x y x + dx.

3 El valor n = 0 no tiene sentido, pucsto que conduce a ¥ =0, ¢s tecir,

rloy ;o m oo | M £
IETF

14 + + +| 4w |43
214 4+ 4+ —=| 2p|—2mw8B
3Il+ + = +| Z2poj—2mB
41+ = 4+ 4| 2m|—2wmB
S|— + + 4| 2pe|{—2mB
614+ F = =1 4§ 0

A i e R 1 0
B4 — =+ 0 | O

9 |- + + —| 0 0
0|l— + — +| 0 0
|- = 4+ +| 0 0
124 — — —|—-2m|2m8
B|— 4+ — —=|—2pm| 2mB
4i— — 4+ —|=2m 2w B
5|— — — +|=2w| 2mB
6= = = —|—dinllann

Tabla 3.2 Estados cudnticos de un siste-
ma ideal de 4 S:pinﬂ ! con momento mag-
nético o ¥ situados en un campo magnético
B. Cada estado cudntico del sistema com-
pleto se marca con el indice r o, lo que es
eguivalente, por la serie de 4 numeros {g),
o1, oi, 031}, Para mayor brevedad, el sim-
bolo 4+ indica o = + | y el simbolo — in-
dica ¢ = — 1. Al momento magnético to-
tal {a lo largo del sentido “hacia arriba"
especificado por B) se le llama M; la ener-
gia total del sisterna se designa por E.

a la inexistencia de la funcion de onda (o de ia particula) dentro de la caja. Los
valores enteros negativos de n originan las mismas funciones de onda, pugsto
que un cambio de signo de r, y por tanto de K, produce simplemente un cambio



Fig. 3.3 Caja en forma de paralelepipedo
rectangular de aristas Le, Ly y L.
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n=12234.... i4)

La constante K en (1) es el nu-
mere de ondas asociade con lo par-
ticula; estd relacionado con la longi-
tud de onda A {denominada longitud
de onda de De Broglie asociada con
la particula) por la relacion

2
K==— 5]
o
de aqui que (3) sea equivalente a
Li= 1"1i
2

y representa simplemente la condi-
cién familiar de que se obtienen on-
dos estacionarias cusndo lo lengitud
de la cajo es igual a un multiplo
entero de medios longitudes de onda,

La contidad de movimiento p de
la porticula estd relacionada con
K (o A) por lo famosa relacion de
De Broglie

gn donde i=h/2nr v h es la cons-
tante de Planck. La energia E de la
particula es simplemente su energia
cinética, puesto que no existe ener-
gia potencial debida o fuerzas ex-
termas. De oqui que E puede expre-
sarse en funcion de la velocidod v o
de lo cantidad de movimiento de la
particula p = mv en la forma:

1 1p2 KK
= DEZ—L:—
iegmsgosar 1

los volores posibles (3) de K ori-
ginan entonces las energios corres-
pondientes

p=t(z ) 2R
2m \L &m Lt

De modo equivalente, podriamos
haber discutido el problema completo
desde un punto de vista mds mate-
matico, partiendo de la ecuacidn fun-
damental de Schridinger para la
tuncién de onda . Para urma por-
ticula libre en una dimension esta
gcuacion es

T
2m gx®

La forma funcional (1} satisfoce
o esta ecuacion con tal que la ener-
gia E esté relacionada con K me-
diante (7). La condicidn (2} de que
la funcion de onda debe anularse en
los limites de la caja conduce de rmue-
vo a {3) vy de aqui lo expresion (8)
para la energia.

Los estados cudnticos posibles de
la particula en la caja pueden espe-
cificarse, por tanto, por los valores
posibles (4) del nimero cudntico n.
Las energias discretas correspondien-
tes a estos estados (es decir, los
miveles energéticos correspondientes
de la particula) vienen dodos enton-
ces por (8],

La relacion (B} muestra que la .
separacion en energia enfre los esta-
dos cudnticos sucesivos de lo par-
ticula es muy pequefa si la longi-
tud L de lo caja es de tamafo
macroscopico. La energia inferior po-
sible de la particula, es decir, lo
energia de su estado fundamental
corresponde al estado n = 1. Obser-
vese gue esta energia del estado
fundamental no se anulaf

de signo de ¢ en (1) ¥ no se obtiene ninguna variacidn en la probabilidad ||* dx.
De aqui que los valores enteros positivos de n dan origen a todas las posibles fun-
ciones de onda de la forma (1), Fisicamente esto significa que dnicamente tiene
interés 8] modulo K de la cantidad de movimiento de la particula, puesto gue
tiene la misma probabilidad de tener un sentido u otro como resultado de re-
flexiones sucesivas de la particula en las paredes,

§  Esta conclusién es consistente con el principio de incertidumbre de Hei-
senberg {Ax Ap = #) de acuerdo con el cual una particula confinada dentro de
una dimensién lineal de longitud L (tal que Az ~ L) debe llevar asociada
una cantidad de movimiento minimo p del orden de p ~ fi/L. De aqui que la
energia mds baja posible de la particula en la caja sea una energia cinética del

orden de p?/2m = #2/2ml2
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{iv) Particulo en una coja de tres dimensiones

Lo generalizacion del problema an-
terior al caso de wng particula libre
para moverse en tres dimensiones es
inmediata. Supongamos que la par-
ticula esté confinada dentro de une
coja en forma de paralelepipedo rec-
tangular de aristas Ly, Ly, L: Las
coordenadas de posicion x, ¥, z de la
particula puede suponerse entonces
que estan dentro de los intervalos
respectivos,

0<x<Ll, 0<y<l, 0<z<l,

La particula tiene una masa m y no
estd sometida o ninguna fuerza den-
tro de la coja.

La funcion de onda de la particula
representa chora una onda estacio-
naria en tres dimensiones, Asi pues,
es de la forma

¥ = Afsenkx)isenK y)senK.z)  (9)

en donde pueden considerarse las tres
constantes K: K, K: como las
tres componentes de un vector K el
vector de ondas de la particula, De
acuerdo con lo relacion de De Bro-
glie lo cantidad de movimiento de la
particula viene dada entonces por

P =K (10)

de modo que la relacidn entre el
valor de p y el de K (o de longitud
de onda A) es la misma que en (6]).
La energia de la particula viene dada
entonces par

g B _#K

~ %m 2m

it
== E{K:z 4+ K'H2 + K*?) “”
De modo equivalente, puede compro-
barse inmediatamente que ¢ en [9)

{¥) Gos ideal de N particulas en una

Consideremos un sistema compuesto
de N porticulos, de masa m, confi-
nodo dentro de la cajo del ejemplo
anterior. 5e supone que lo interac-
cion entre los particulas es casi des-

es ciertamente una solucion de lo
ecuacion de Schridinger independien-
te del tiempo para una particula libre
en tres dimensiones,

2 (a?¢, aﬂ,# 32:;,

Zm \ a2 +E¢T+ dz?

=50

con tal que E esté relacienoda con
K por (11},

El hecho de que ¢ deba onularse
en los limites de la caja impone los
condiciones de que

¢ =0 en los planos
=10

=L,

y=~0 z=0 .

|

y - LH' = L]
la expresion (9) se onula automdti-
caomente cuando x =0, y=00z=0,
Para que se onule cuande z = L,
¥ =Ly oz=1L; los constantes K;,
Ky, K: deben satisfacer las condi-
ciones respectivas,
E
Kr = —": Kp = 'ﬂ—ﬂ, K, = --W—n,

L. E; L.
(13)

en donde cade uno de los nimeros
ne, My Y M: pueden tomar cualquier
valor entero positivo,

"ll-nyl Ny = 1;2,3. 4,--;. {14}

-~ Un estade cudntico particular cual-

quiera de lg particulg puede de-
signarse  entonces por los  valores
adquirides por la serie de ndmeros
cuanticos {#g, ny, n:} Su energia co-
rrespordiente es, segun (12} y (13),
igual a

atht fn 2 n2  nf
Ez,__.[_f_+_vf_+,=_) 15)
2m M\ L2 L (

caja

preciable, de modo que éstas cons-
tituyen un gas ideal, La energia
total £ del gos es entonces igual,
precisamente a lo suma de los ener-
gias de las particulas individuales,
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esdecir E= g+ e+ -« + ¢y (16

en donde ¢ designa la energia de la
particula 1. Puede especificarse el es-
tado de cada particula, como se indi-
co en el ejemplo anterior, mediante
los walores de sus 3 nomeros cudn-
ticos me, iy, Mz Su energia e viene
dado entonces por una  expresion
analoga a {15). Cado estado cudn-

tico posible del gos completo puede
especificarse por tanto, mediante los
valores que adqguieren los 3N no-
mercs cudnticos

{”;I:- Fyge Mz Nag, Moy, Mol oo

= oa oy Mgy, ﬂ_l;”‘ I"II\.';}
5u energia correspondiente viene
dada por (16), en donde cada térmi-
no de lo suma tiene la forma (15),

Los ejemplos anteriores son tipicos de una descripcion cudn-
tica y sirven para ilustrar los comentarios generales hechos al prin-
cipio de esta seccion. Podemos resumir nuestras notas como sigue :
Cada estado cudntico posible de un sistema puede especificarse
por una coleccion de f numeros cudnticos. Este nimero f, deno-
minado nimero de grados de libertad del sistema, es igual al ni-
mero de coordenadas independientes (incluyendo las de spin) ne-
cesario para describir el sistema’. Cualquier estado cudntico del
sistema puede especificarse por los valores particulares que ad-
quieren todos sus numeros cudnticos. Para mayor sencillez puede
marcarse cada uno de dichos estados con un indice r de modo
que los estados cudnticos posibles puedan relacionarse y nume-
rarse en un orden conveniente r =1, 2, 3, 4, ... Nuestra pregunta
sobre la descripcion cudntica mas detallada se responde entonces
ast,

El estado microscépico de un sistema puede descri-
birse especificando el estado cudntico particular r en
el que se encuentra el sistema.

Una descripcién totalmente precisa de un sistema aislado de
particulas deberd tener en cuenta tedas las interacciones entre
sus particulas y determinar los estados cudnticos rigurosamente
exactos del sistema. Si el sistema estd en cualquiera de estos esta-
dos exactos, deberia entonces permanecer indefinidamente en él.
Pero en la prictica ningin sistema estd jamds tan completamente
aislado que no interaccione en absoluto con su medio ambiente;
ademds, no serd posible, ni siquiera util, conseguir una precisién tan
grande que se tengan rigurosamente en cuenta todas las interac-
ciones entre las particulas.

T Por cjemplo, en el caso de N particulas sin spin. el mimero de grados de
libertad f = 3IN.
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Asi pues, los estados cuanticos realmente utilizados para descri-
brir un sistema son siempre en la practica sus estados cuanticos
aproximados, que se determinan teniendo en cuenta todas las pro-
piedades dinamicas importantes de sus particulas mientras que se
desprecian las interacciones residuales pequenas, Un sistema que
esta inicialmente en uno de sus estados cudnticos aproximados no
permanece en €l indefinidamente, En el transcurso del tiempo, bajo
la influencia de las pequenas interacciones residuales, tendrin lugar
transiciones a sus otros estados cuanticos (excepto aquellos a los
que no puede pasar sin violar restricciones impuestas por las leyes
de la mecinica).

El dtomo de hidrogeno, proporciona un ejemplo familiar a los
comentarios precedentes. Los estados cudnticos utilizados normal-
mente para describir este atomo son los que quedan determinados
al tener en cuenta unicamente la atraccion de Coulomb entre el
nacleo y el electron. La interaccion residual con el campo electro-
magnético que le rodea es causa entonces de transiciones entre estos
estados. El resultado es la emision o absorcion de radiacion electro-
magneética, dando lugar a las lineas espectrales observadas.

Un sistema de spines ideal aislado o un gas ideal aislado nos
proporcionan ejemplos mds apropiados, Si las particulas de los siste-
mas no ejerciesen ninguna interaccion entre i, los estados cudnticos
calculados en los ejemplos (2) o (5) de esta seccidn serian exactos
y, por tanto, no habria transacciones entre ellos. Pero esta situa-
cion no corresponde a la realidad. Ciertamente, hemos tenido cui-
dado de resaltar que, aun cuando el sistema de spines o el gas sean
ideales, la interaccion entre sus particulas constituyentes ha de con-
siderarse como cast completamente despreciable y no como total-
mente despreciable. Asi pues, existen pequenas interacciones en
un sistema de spines debido a que cada momento magnético pro-
duce un pequeno campo magnético en las posiciones de los mo-
mentos vecinos. Analogamente existen pequenas interacciones en
el gas porque las fuerzas que una particula ejerce sobre otra entran
en juego cuando ambas se aproximan suficientemente (y “chocan”
por tanto entre si). Si se tienen en cuenta estas interacciones, Jos
estados cuanticos calculados en los ejemplos (2) y (5) resultan ser
estados aproximados. El efecto de las interacciones consiste en-
tonces en producir transiciones ocasionales entre estos estados
(cuya presencia es tanto menos frecuente cuanto menor es el valor
de las interacciones). Consideremos, por ejemplo, el sistema com-
puesto de 4 spines cuyos estados cudnticos estan relacionados en la
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Tabla 3.2. Supongase que este sistema estd originalmente en el
estado { + — + +}. Como resultado de las pequenas interacciones
entre los spines, existe una probabilidad no nula de que el sistema
se encuentre en un determinado tiempo posterior en cualquier otro
estado como el {+ + — +}, al cual puede pasar sin violar las
condiciones de conservacion de la energia,

Nuestro estudio sobre la especificacién del estado de un sis-
tema se ha dado en funcién de ideas cudnticas puesto que los dto-
mos y moléculas que componen cualquier sistema estdn descritos
como sabemos, por las leyes de la mecdnica cudntica. En condicio-
nes apropiadas puede ser conveniente a veces describir un sistema
mediante la aproximacion de la mecanica clasica, La utilidad y va-
lidez de esta aproximacion se considerard en el Capitulo 6.

3.2 Conjunto estadistico

Un conocimiento preciso del estado microscépico particular en
que se encuentra en cualquier instante un sistema de particulas
nos permitird, en principio, emplear las leyes de la mecdnica para
calcular con el mayor detalle posible todas las propiedades del sis-
tema en cualquier tiempo arbitrario. Ordinariamente, sin embargo,
no disponemos de este conocimiento microscépico preciso sobre el
sistema macroscopico ni estamos interesados en una descripcion tan
excesivamente detallada. De aqui que nos veamos obligados a es-
tudiar el sistema en funcion de conceptos de probabilidad. En lugar
de considerar el sistema macroscopico aislado de interés, enfo-
camos entonces nuestra atencion sobre un conjunto compuesto por
un gran nimero de sistemas de esta clase, todos los cuales satisfacen
las mismas condiciones que sabemos son satisfechas por el sistema
en consideracion. Respecto a este conjunto podemos entonces hacer
diversas consideraciones de probabilidad sobre el sistema.

Una descripcién macroscépica completa de un sistema de mu-
chas particulas define el estado llamado macroscdpico o macroes-
tado del sistema, Como una descripcién de este tipo se basa ente-
ramente en la especificacidn de cantidades que pueden obtenerse
facilmente solo mediante mediciones macroscopicas, proporciona
una informacion muy limitada sobre las particulas del sistema. Esta
informacion es tipicamente la siguiente:

1} Informacion sobre los pardmetros externos del sistema

Existen ciertos pardmetros del sistema que son medibles macros-
copicamente y que influyen en el movimiento de las particulas
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del sistema. Estos parametros'se denominan pardmetros externos del
mismo. Por ejeniplq, podemos saber que el sistema esti situado
dentro de un campo magnético externo B o de un campo eléctrico E.
Como la presencia de estos campos influye en el movimiento de
las particulas del sistema, B o E son parimetros externos del mismo.
Analogamente, supongase que un gas estd contenido dentro de una
caja de dimensiones Ly, L, y L.. Entonces cada molécula del gas
debe moverse de modo que quede confinada dentro de la caja. Las
dimensionesL,, L, y L. son, por consiguiente , parametros externos
del gas.

Como los pardmetros externos influyen en las ecuaciones del
movimiento de las particulas del sistema, deben influir también
sobre los niveles energéticos de estas particulas. Asi pues, la ener-
gla de cada estado cudntico de un sistema es normalmente una
funcién de sus pardmetros externos. Por ejemplo, en el caso de un
sistema de spines, la Tabla 3.1 muestra explicitamente que las
energias de los estados cuanticos dependen del valor del campo mag-
netico externo B. Andlogamente, en el caso de una particula en una
caja, la expresion (15) muestra explicitamente que cualquier estado
cudntico especificado por los niimeros cudnticos {n,, n, v n.} tiene
una energia que depende de las dimensiones L,, Lyy L,dela caja.

El conocimiento de todos los pardmetros externos de un sistema
sirve asi para determinar las energias reales de sus estados cudn-
ticos.

2) Informacion sobre la preparacion inicial del sistema

En vista de las leyes de conservacién de la mecdnica, la prepa-
racion inicial de un sistema implica ciertas restricciones generales
sobre el subsiguiente movimiento de las particulas en el sistema.
Por ejemplo, supongamos que estamos tratando con un sistema que
estd aislado de modo que no interaccione con ningin otro, Enton-
ces las leyes de la mecanica exigen que la energia total de este
sistema (es decir, la energia cinética y potencial de todas las par-
ticulas del mismo) permanezca constante. El sistema, cuando se
prepara inicialmente para la observacién debe tener alguna energia
total que se determina hasta cierta precisién finita, es decir, debe
conocerse que esta energia estid dentro de un pequefio intervalo
entre £ y £ + 8E. Entonces la conservacion de la energia implica
que la energia total del sistema debe estar siempre entre E y E + 8F.
A causa de esta restriccion, el sistema puede encontrarse tinica-
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mente en aquellos de sus estados cudnticos que tienen una energia
comprendida dentro de este intervalo ".

Llamaremos estados accesibles de un sistema a aquellos de sus
estados cudnticos en que puede encontrarse el sistema sin violar
ninguna condicién impuesta por la informacién disponible sobre el
mismo, Un conjunto estadistico seleccionado de acuerdo con la in-
formacién disponible sobre el mismo debe comprender, por tanto,
sistemas que estin todos en sus estados accesibles. Como se senalo
anteriormente. la especificacién del macroestado de un sistema
compuesto por muchisimas particulas proporciona sélo una infor-
macién muy limitada sobre el sistema. Si se sabe que el sistema
estd en un macroestado dado, el ndmero de estados cudnticos ac-
cesibles al sistema es, pues, ordinariamente muy grande (puesto que
el ndmero de particulas del sistema es muy grande). Por ejemplo,
si sabemos que un sistema aislado posee una energia comprendida
entre E y E + 8E, son accesibles al sistema todos los estados cuan-
ticos que tienen energias en este intervalo.

Conceptualmente es més sencillo estudiar el caso de un sistema
que estd aislado en el sentido de que no interacciona con ningun
otro sistema para intercambiar energia *. Supéngase que el macro-
estado de este sistema aislado estd especificado estableciendo los
valores de sus pardmetros externos y el intervalo reducido particu-
lar en que estd comprendida su energia. Esta informacion determina,
entonces, respectivamente las energias de los diversos estados cuan-
ticos del sistema y el subconjunto de aquellos estados cudnticos
que son realmente accesibles al sistema.

El contenido esencial de las observaciones anteriores puede
ilustrarse mas sencillamente por algunos sistemas con muy pocas
particulas.

# En algunos casos puede ser aconsejable tener en cuenta otras restricciones,
como las impuestas por la conservacidn de la cantidad de movimiento total,
Aunque esto puede hacerse, no tiene normalmente interés por la siguiente razén:
En la mayoria de los experimentos de laboratorio, puede imaginarse que el sis-
tema en investigacidn estd encerrado en un recipiente sujeto al suelo del fabora-
torio y por ello a la gran masa de la tierra. Cualgquier chogue de las particulas
del sistema contra el recipiente da como resultado una variacign casi despreciable
de la velocidad de la tierra, de modo que puede absorber cualquier cantidad de
movimiento del sistema en tanto adquiere una energia despreciable. (El caso es
semejante al de una bola que rebota en la tierra.) En estas circunstancias, no
existe restriccién sobre la cantidad de movimiento posible del sistema, aungue
su energia permanczca constante, Asl pues, el sistema puede considerarse aislado
respecto a la transferencia de energia, mientras que no estd aislado respecto a la
transferencia de cantidad de movimiento.

% Cualquier sistema que no estd aislado puede considerarse como una parte
de un sistema mayvor que esid aislado,
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Ejemplo (i)

Consideremos un sistema de cuotro
spinés 4 (con un momenta pa), situa-
do dentro de un compo magnético
oplicado B. Les estodos cudnticos
posibles y los energios osociodas de
sste sisterna estan relacionados en la
Toble 3.2. Supongose que este Sis-
tema estd aislado y gue sabemos

Ejemplo (i)

Consideremos un sistema A* com-
puisto de dos subsisternas A y A’
que pueden interoccionor en pequena
cantidad e intercombiar, por tanto,
energio entre ellos. El sistema A se
compone de tres spines }, codo uno
de los cuales tiene un momento mog-
nético pie, El sistemo A’ se compone
de dos spnes | con un momeénto
magnético 2pe cada uno de ellos.
El sistema A® estd situado en un
campa magnético aplicado B, Desig-
raremos por M al momento magné-
tico totol de A en la direccion de B,
y por M' al momento magnétice total
de A' en esto direccién. Se supone
que le interaccion entre spines es
casi desprecicble. Lo energio total E*
del sistema completo A* viene dado
entonces por
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gue tiene una energio total igual
a — ZupB. El sistemo puede encon-
trarse entonces en cuolquiere de los
cualro estados siguientes que le son
accesibles,

[++4+-}
{+—-++])

(++-+)
(=+++)

E*=—(M+ M')B

El sistema A* se compone de
5 spings y por tanto tiene un total
de 2°* = 32 estodos cuanticos posi-
bles. Cada uno de ellos puede corac-
lerizarse por <inco numeros cudn-
ticos: los tres numeros @y, 01, 03 que
especifican las orientaciones de los
trés momentos magnéticos de A y los
das numeros cudnficos @, @ que
especifican las orientaciones de los
dos momentos mognéticos de A, Su-
péngase que el sistema oislado A”
tiene una energio total E* igual
0 — 3ueB, Entonces A* debe haollorse
en cuolquiera de sus cinco estados
accesibles, relocionados en la To-
bla 3.3, que son compatibles con esta
energia total.

El objetivo de dar una descripcién estadistica de un sistema

macroscopico puede formularse ahora con mucha precision.
En un conjunto estadistico de estos sistemas, se sabe que cada uno
de ellos ha de estar en upo de sus estados accesibles. En particu-
lar, los diversos parimetros macroscépicos del sistema (por ej., su
momento magnético total o la presién que ejerce) tienen valores
que dependen del estado cudntico particular del sistema. Cono-
ciendo la probabilidad de hallar el sistema en cualquiera de sus
estados accesibles, estaremos en condiciones de responder a las si-
guientes preguntas de interés fisico: (Cudl es la probabilidad de
que un pardmetro cualquiera del sistema adquiera un valor especi-
ficado? {Cudl es el valor medio de dicho pardmetro? ;Cudl es su
desviacion standard?

3.3 Postulados estadisticos
Con objeto de realizar predicciones tedricas referentes a las di-
versas probabilidades y valores medios, debemos introducir algunos

BPC-V. 7

rlfloy o ;e =" | M | M
1|+ + + |4+ = 3p| O
20+ + +|— +|[3m| O
3+ — = |+ +f|—p|4pe
Y= + — |+ +|—m|dpe
5= = + |+ +| —po| dpe

Tabla 3.3 Enumerdcion sistemutica de to-
dos los estados, marcados con un gierto
indice r, que son accesibles al sistema A*
cuando su energia total dentro del campo
magnético B es igual a — 3w B. El sis-
tema A* se compone de un subsistema A
con tres spines { de momento magnético
Ja ¥y de un subsistema A’ con dos spines |
de momento magnético 2 pe.
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postulados estadisticos. Consideremos, por consiguiente, el caso
sencillo de un sistema aislado (con pardmetros externos determina-
dos) del que se sabe que su energia esta dentro de un pequerio in-
tervalo especificado entre E y E + 8 E. Como ya se ha mencionado,
este sistema puede encontrarse en uno cualquiera de sus muchos
estados accesibles, Enfocando nuestra atencion sobre un conjunto
estadistico -de dichos sistemas, ;qué podremos decir acerca de la
probabilidad de encontrar el sistema en uno cualquiera de estos
estados accesibles?

Para dilucidar esta cuestion, explotaremos algunos argumentos
fisicos sencillos andlogos a los empleados en las Secciones 1.1 y
1.2. Considerdbamos alli el ejemplo de un gas ideal y hablibamos
sobre la distribucién de moléculas en una caja entre sus posibles
posiciones en el espacio. De modo semejante, nuestros razonamien-
tos generales mas abstractos se referiran ahora a la distribucion de
sistemas en un conjunto entre sus estados accesibles, Nuestro estu-
dio nos llevard entonces facilmente a la formulacion de postulados
generales adecuados como base de una teoria estadistica.

Examinemos primero el caso simple en que el sistema consi-
derado tiene en cierto instante igual probabilidad de encontrarse
en cada uno de sus estados accesibles. En otras palabras, conside-
remos el caso en que los sistemas en el conjunto estadistico estan
en ciertos instantes uniformemente distribuidos entre todos sus
estados accesibles., ;Qué sucede entonces al transcurrir ¢l tiempo!
Un sistema en un estado dado no permanecera alli indefinidamente,
como es natural; como senalabamos al final de la Seccion 3.1, veri-
ficard transiciones continuamente entre los diversos estados que
le son accesibles. La situacién es, pues, dindmica, Pero no existe
nada intrinseco en las leyes de la mecdnica que dé preferencia a
uno cualquiera de los estados accesibles en comparacién con los
otros. Asi pues, contemplando el conjunto de sistemas mientras
transcurre el tiempo, no es de esperar que el nimero de sistemas
en un subconjunto particular de los estados accesibles disminuya
mientras que el nimero correspondiente a otro subconjunto au-
mente". Ciertamente, las leyes de la mecdnica pueden aplicarse a
un conjunto de sistemas aislados para demostrar explicitamente

' Este razonamiento es simplemente una version mds general del utibzado en
la Seccion 1.1, en donde consideribamos un gas ideal. Cuando las moléculas del
#as estin inicialmente distribuidas de modo uniforme por toda la caja, no es de
esperar que se concentren por si mismas preferentemente en una parte de la caja
al pasar el tiempo, pucsto que no hay nada en las leyes de la mecdnica que den
preferencia a una parte de la caja comparada con otra,
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que si los sistemas estan inicialmente distribuidos de modo unifor-
me entre todos sus estados accesibles, entonces permanecerdn uni-
formemente distribuidos entre ellos siempre" . Dicha distribucidn

uniforme permanece, por tanto, invariable en el tiempo.

Ejemplo

Para dor una ilustracion sencilla vol-
vamas al ejemplo (1} de la Sec-
cion 3.2. Tratabamos alli de un sis-
temo aislado de cuatro spines que
tenian una enérgia total de — 2B,
Supongarmos que este sistemao en un
instante determinado tiene la misma
probobilided de encantrarse en cada
uno de sus cuatro estodes occesibles

tos anteriofes, no existe nada intrin-
seco en las leyes de la mecanica que
dé preferencio a uno de estos estados
sobre los dermds. Por tanto, no sera
de esperar que | sistema en un tiem-
po posterior tenga mayor probabili-
dad de encontrarse en un estads par-
ticular, como el {+ + 4+ —}, gue
en otro cualquiera de ellos, La situa-

cidgn observada mo combia, por tonto,
en el tiempo, De aqui, que el sistema
continde teniendo igual probabilidad
de encontrarse en cada uno de sus
cuatra estados accesibles.

{++~—+]
[—4+44)

(+++-)
(+—++}

De gcuerdo conm nuestros razonamien-

El razonamiento anterior conduce asi a la siguiente conclusion
sobre un conjunto de sistemas aislados: Si los sistemas de dicho
conjunto estdn uniformemente distribuidos entre sus estados ac-
cesibles, el conjunto es independiente del tiempo. En términos de
probabilidades este enunciado puede expresarse como sigue: Si
un sistema aislado tiene igual probabilidad de encontrarse en cada
uno de sus estados accesibles, entonces la probabilidad de hallar
el sistema en cada uno de sus estados-es independiente del tiempo.

Un sistema aislado se dice que estd en equilibrio, por definicion,
si la probabilidad de hallarle en cada uno de sus estados accesibles
es independiente del tiempo. En este caso el valor medio de cada
parémletm macroscépico medible del sistema es, naturalmente,
independiente también del tiempo . En funcion de esta definicion
de equilibrio, la conclusién del pdrrafo anterior puede resumirse
en el siguiente enunciado

11 Este resultado es una consecuencia del “teorema de Liowville™., La de-
mostracion de este teorema que requiere un conocimiento de mecanica analitica
superior al nivel de este rexto, puede encontrarse en R, C. Tolman, The Principles
of Statistical Mechamies, caps, 3 v 9 (Oxford University Press. Oxford, 1938).

I Ciertamente, para jndagar experimentalmente que un sistema estd en cgui-
librio, se comprueba que los valores medios de fodes sus pardmetros macrosco-
picos observables son independientes del tiempo. Se presupone entonces que la
probabilidad de hallar el sistema en cualquier estado es independiente del tiempe,
de tal modo que el sistema estd en equilibrio.



120 Descripcion estadistica de los sistemas de particulas

Si un sistema aislado se encuentra con igual proba-
bilidad en cada uno de sus estados accesibles, esta| (17)
en equilibrio.

Examinemos ahora ¢l caso general en que se sabe que el sis-
tema aislado en consideracion estd en un instante inicial en un
determinado subconjunto de los estados realmente accesibles a €l.
Un conjunto estadistico de dichos sistemas en ese instante de-
beria contener, por tanto, muchos sistemas en dicho subconjunto
de estados accesibles y ningiin sistema en absoluto en los restantes
estados accesibles. ;Qué sucede ahora cuando pasa el tiempo?
Como mencionamos anteriormente, no hay nada intrinseco en las
leyes de la mecdnica que tienda a favorecer alguno de los estados
accesibles sobre los demds. Por su definicion, los estados accesibles
son también de tal tipo que las leyes de la mecdnica no imponen
ninguna restriccion que impida al sistema encontrarse en cualquiera
de ellos. Es, por tanto, extremadamente improbable que un sistema
del conjunto permanezca indefinidamente en el subconjunto de
estados en que se encontraba inicialmente y evite los demas
que le son igualmente accesibles . Verdaderamente, en virtud de
pequefias interacciones entre sus particulas constituyentes, el sis-
tema realizard en el transcurso del tiempo continuamente transi-
ciones entre todos sus estados accesibles. Como resultado, cada
sistema en el conjunto pasard finalmente a través de todos los es-
tados en que es posible que pueda encontrarse. El efecto neto de
estas transiciones continuas es analogo al que resulta del repetido
barajar de un mazo de cartas. Si se baraja suficientemente, las cartas
resultardn tan mezcladas que cada una de ellas tendrd la misma pro-
babilidad de ocupar cualquier posicién en el mazo independiente-
mente de cémo se ordend éste inicialmente. Andlogamente, en el
caso del conjunto de sistemas, se espera que los sistemas quedardn
finalmente distribuidos de modo uniforme (es decir, aleatoriamente)
entre todos sus estados accesibles'*. Una vez alcanzada esta situa-

13 E] estudio presente, ¢n funcion de los estados cudnticos y de las transi-
ciones entre ellos es de nuevo una generalizacion simplemente de los razonamien-
tos aplicados en la Seccién 1.2 al caso de un gas ideal. Cuando todas las molé-
culas del gas estin en la mitad izquierda de la caja, la situacion resultante ¢s muy
improbable y las moléculas se distribuyen ripidamente por toda la caja,

4 Con algunas hipdtesis inherentes a la descripeidn estadistica, este resultado
puede deducirse de las leyes de la mecdnica como consecuencia del llamado
“teorema H'". Una prueba sencilla de este teorema y referencias adicionales pue-
den encontrarse en F. Reif, Fundamentals of Statistical and Thermal Fhysies.
Apéndice A12 (McGraw-Hill Book Company, New York, 1963, traducido al
castellano ¥ publicade por la Editorial Del Castillg, 1968).
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cidn, la distribucién permanece uniforme de acuerdo con (17). Esta
situacion final corresponde, pues, a una situacion de equilibrio
independiente del tiempo.

La conclusion del razonamiento anterior puede resumirse como
sigue :

Si un sistema aislado no se encuentra con igual pro-
babilidad en cada uno de sus estados accesibles, no
estd en equilibrio. Tiende entonces a variar con el
“tiempo hasta que alcance finalmente aquella situacion
de equilibrio en que se encuentre con igual probabi-
lidad en cada uno de sus estados accesibles.

Obsérvese que esta conclusién es semejante al enunciado (1.7) del
Capitulo 1. Simplemente formula con términos mds generales y pre-
cisos la tendencia de un sistema aislado a acercarse a su situa-
cion mas aleatoria.

Ejemplo

Los comentorios anteriores  pueden
ilustrarse una vezr mas con nUestro
ejemplo procedente del sisterma ais-
lodo de cuatro spines, Supdngase que
se ha preporado este sistema de modo
tal que inicialmente estd en el es-
tado {+ + + —}. La energia total
del sistema es entonces — 2mB vy
permanece constante en este valor,
Existen, sin embargo, ofros fres es-
tados

f++-+) {(+-++} (=+++)

gue también tienen esta energia y
son, por tanto, igualmente accesibles
al sistema, Ciertomente, como resul-
tado de pequefas interacciomnes entre
las momentos magnéticos, se presen-

tar procesos en que un momento
salta del sentide "hacia arriba” ol
sentido "hacia abajo” mientras que
otro momenta hace lo inverso | per-
maneciends naturalmente invariable
lo energia total). Como resultado de
cualquiera de estos procesos el sis-
terna pasa de un estado accesible
imicial a atro estade occesible, Des-
pués de muchas transiciones repetidas
de ésta clase, el sistema se encon-
trara, finalmente, con igual proba-
hilidad en cualquisra de sus cuatro
estados accesibles

{+++-}
{+—++]

(++—+)
(—+++}

Adoptaremos los enunciados (17) y (18) como postulados fun-

damentales de nuestra teoria estadistica. Ambos pueden deducirse
realmente de las leyes de la mecinica, el (17) rigurosamente y el (18)
con ayuda de ciertas hipotesis, El enunciado (18) es de importancia
especial puesto que conduce en particular a la afirmacion siguiente:

Si un sistema esta en equilibrio, se encuentra con
igual probabilidad en cualquiera de sus estados | (19)

accesibles,
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Este enunciado es el reciproco de (17) y su validez se sigue inme-
diatamente de (18). Realmente, si la conclusion de (19) fuera falsa,
(18) implicaria que la premisa de (19) resultaria violada.

La situacion estadistica de mayor simplicidad es evidentemente
la que es independiente del tiempo, es decir, la que hace intervenir a
un sistema aislado en equilibrio. En este caso, el enunciado (19) hace
una afirmacion que carece de ambigiiedad sobre la probabilidad de
hallar el sistema en cada uno de sus estados accesibles. El enun-
ciado (19) es, por lo tanto, el postulado fundamental sobre el que
podemos erigir la teoria entera de los sistemas macroscopicos en
equilibrio. Este postulado fundamental de la mecdnica estadistica
del equilibrio se denomina a veces postulado de igualdad de pro-
babilidades a priori, Obsérvese que este postulado es extremada-
mente sencillo, Ciertamente, es completamente andlogo al postu-
lado sencillo (que asigna la misma probabilidad a la cara que a
la cruz) utilizado al discutir el experimento del lanzamiento de
una moneda, La validez tltima del postulado (19) puede estable-
cerse unicamente, como es natural, comprobando sus predicciones
con las observaciones experimentales, Puesto que una gran canti-
dad de cilculos basados en este postulado han producido resulta-
dos de muy buen acuerdo con la experiencia, puede aceptarse con
gran confianza la validez de este postulado.

Los problemas tedricos resultan ser mucho mas complejos cuan-
do tratamos con un caso estadistico que varia con el tiempo, es
decir, con un sistema que no esta en equilibrio. En este caso, el
inico enunciado general que hemos hecho esta comprendido en
(18). Este postulado hace una afirmacién sobre el sentido en que
tiende a cambiar el sistema (es decir, este sentido es tal que el
sistema tiende a la situacion de equilibrio de distribucion esta-
distica uniforme entre todos sus estados accesibles). El postulado
no proporciona informacién, sin embargo, sobre el tiempo real que
se requiere para que el sistema alcance su condicion de equilibrio
final (tiempo de relajacidn). Este tiempo puede ser mas corto que
un microsegundo o mas largo que un siglo, dependiendo de Ila
naturaleza detallada de las interacciones entre las particulas del
sistema y de la frecuencia resultante con que se producen real-
mente las transiciones entre los estados accesibles del sistema. Una
descripcién cuantitativa de una situacién de no equilibrio puede
asi resultar muy dificil puesto que exige un analisis detallado de
la manera en que cambia con el tiempo la probabilidad de hallar
un sistema en cada uno de sus estados. Por otra parte, un problema
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en que interviene un sistema cn equilibrio exige simplemente usar
el postulado sencillo (19) de probabilidades iguales a prior,

MNotos relativas a la aplicabilidad de los rozonomientes de equilibrio

Es interesante sefalar que el concepto
idealizado de equilibrio es, en lo prac-
tica, relative. Lo importonte es com-
parar siempre el tiempo de relojo-
cign 1, (tiempo caracteristico para
que el sisterma aleance el equilibrio
cuando no estd inicialmente en equi-
librio} v el tiempo 7. de interés ex-
perimental en un estudio dado,
Imoginemos, por ejemplo, que
cuando el pistan en la Fig. 3.4 se re-
tira repentinomente hacia la derecho,
sa tarda alrededor de 10-7 segundos
antes gue alcance el equilibrio y el
gas esté todo él uniformemente dis-
tribuido en lo totalidad del volumen
de lo coja. Asi pues, 7.~ 10-7 se-
gundos. Supomgamos ohoro que, en
lugar de realizar el experimento an-
terior, procederemas como indica la
Fig. 3.5 moviende el pistén hocia
la derecha muy lentamente, de modo
que se emplee un tiempo 7= 100 se-
gundos en completar el movimiento,
Estrictomente hablando, el gas no
estd en equilibrio durante este tiem-
po, puesto que el volumen estd vo-
rinndo. Perg como T 3 T, los mo-
lérulas en cualguier instante haobran
tenido tiempo suficiente para estar
distribuidos de wn modo  esencial-
mente uniforme a través del volumen
completo que tienen disponible en
gse instonte, La situacion en el gas
permaneceria efectivamente invaria-

3.4  Cadlculos de probabilidad

ble si imagingsemos gue el piston
ostd realmente detenido en cualguier
instante. En lo practica, el gas puede
cansiderarse, asi, que estd en equili-
brio en todos los instantes.

Como ejemplo del limite opuesto
BN Que T & 7, consideremos un
trozo de hierro que se estd oxidan-
do muy lentamente; en un tiempo
7. = 100 afios e habra transformaodo

. completamente en dxido de hierro,

Estrictamente hoblanda, esta situa-
cion tampoco es de equilibrio. Pero
durante un tiempo 7. de interés ex-
perimental, digamas 7. = 2 dias, lo
situacién resultard efectivamente in-
variable & imaginamos evitodo o
oxidacion (por ejemplo, eliminando
todo el gos oxigeno que le rodeal.
El hierro estaria entonces en equilibrio
estricto, Asi pues, en la practica, el
trozo de hierro puede estudiarse nue-
vamente por los razonamientos de
equilibrio,

Es, pues, unicamente en el caso
en que 7.~ 7. (es decir, cuando el
tiermpo de  interés experimental  es
comparablz con el necesaria paro
alcanzar el equilibrin) gque fiene sig-
nificado esencial la dependencia con
el tiempo del sistema. El problema es
entonces mas dificil y no puede re-
ducirse o un estudio de situaciones
de equilibrio o proximas al equilibrio.

El postulado fundamental (19) de igualdad de probabilidades a
priori permite el cdlculo estadistico de todas las propiedades inde-
pendientes del tiempo de cualquier sistema en equilibrio. En prin-
cipio, tal cdlculo es muy sencillo. Consideremos, pues, un sistema
aislado en equilibrio y llamemos @ el nimero total de estados que
le son accesibles, De acuerdo con nuestro postulado, la probabili-
dad de hallar el sistema en cada uno de sus estados accesibles es
la misma para todos y, por tanto, igual a 1/0. (La probabilidad de

(a)

(b)

()

Fig. 3.4 Expansion subita de un gas. {a)
Situacion inicial. (&) Sitwacién nmediata-
mente después de haberse movido el pis-
tén, (¢} Posicion final,



(a)

{b)

(c)

Fig. 3.5 Expansion muy lenta (cuasi-es-
titica) de un gas. (g@) Situacién inicial. (Bb)
Situacidn intermedia. (¢) Situacion final
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hallar el sistema en un estado que no le es accesible es natural-
mente nula.) Supongase ahora que estamos interesados en eierto
pardmetro y del sistema; y, por ejemplo, puede ser el momento
magnético del sistema o la presion ejercida por él. Cuando el sis-
tema estd en un estado particular cualquiera, el pardmetro y ad-
quiere en correspondencia un valor definido. Enumeremos los va-
lores posibles que puede adquirir ¥ y designémoslos por u, , ...
... Yn. Entre los O estados accesibles al sistema, existirdn enton-
ces ©; de ellos en los que el pardmetro adquiere el valor particu-
lar ;. La probabilidad P; de que el pardmetro adquiera el valor
Y; es entonces simplemente la probabilidad de que el sistema se
encuentre entre los ©; estados caracterizados por este valor ;.
Asi pues, P; se obtiene sumando 1/Q (probabilidad de hallar al sis-
tema en uno cualquiera de sus estados accesibles) por cada uno
de los ©; estados en los que y adquiere el valor y;; es decir, P; es
simplemente ©; veces mayor que la probabilidad de 1/0 de hallar
el sistema en cada uno de sus estados accesibles. De aqui que ™

Pi= — (20)

El valor medio del parimetro y estd dado entonces, seglin su
definicion, por

y=2 Py = él iy (21)
i=1 =1

en donde la suma se extiende a todos los valores posibles de y.
La dispersion de y puede calcularse de manera semejante, Todos
los caleulos estadisticos son, pues, basicamente tan sencillos como
los que intervienen en el estudio del juego de una serie de mo-
nedas.

' 5i los valores posibles del pardmetro son continues en lugar de diseretos,
podemos proceder siempre como en la Seccidn 2.6 ¥ subdividir el dominio de
log valores posible de ¥ en intervalos muy pequefios de valor fijo &y, Como estos
intervalos pueden enumerarse y sefialarse mediante un indice i, podemos entonces
designar simplemente por u, el valor del pardmetro cuande estd comprendido en
el intervalo i. El problema se reduce, pues, al caso en que los valores posibles
de y son discretos v se pueden contar,

" El resultade (20) es tan sencillo porque nuestro postulado fundamental
afirma que el sistema tiene la misma probabilidad de encontrarse en cada uno
de sus estados accesibles, En un conjunto de & sistemas, el nimero A de ellos
con ¥ = y; &5, por tanto, simplemente proporcional al ndimera f1; dec estados ac-
cesibles a un sistema con y = ;. Asi pues, Pi= 4,/ = 0/0
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Ejempla (i)

Consideremos nuevarmente el sistema
de cuatro spines cuyos estados estan
relacionados en la Tabla 3.2 v su-
pongamos que la energia de este sis-
terna 25 — 2B, 5i el sistemg estd
en equilibrio tiene la misma proba-
bilidod de estar en uno cualquiera
de los cuatro estados

{[+++-)
(+—++)

(ks
{—+++)

Enfoquemos nuestra atencién a uno
de estos spines, por ejemplo, al pri-
mero. ¢Cudl es la probabilidad Py de
gue su momento magnético senale
hacia arriba? Como senala hacio arri-
ba en tres de los cuatro ectados ae-
cesibles al sistema entero igualmente
probables, esta probabilidad es sim-
plemente

P, =1

¢Cual es el momento ‘magnético

Ejemplo (ii)

Consideremos el sistema de spines
discutido en la Tabla 3.3, La erergia
total de este sistema se sabe que es
— JueB v se supone que el sistemo
estd en equilibrio. Este tiene entonces
la misma probabilidad de encontrarse
en coda uno de sus cinco estados ac-
cesibles. Enfoquemos nuestra aten-
cion, por ejemplo, sobre el subsis-
tema A compuesto por 3 spines
y llamemos M a su momento magné-
tico total en el sentido del campo B.
Se we que M puede adquirir los dos
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medio de este spin en el sentido del
campa aplicado B? Como este mo-
mentd s u en tres de los estados
occesibles y — g en uno de ellos,
este valor medio es

Hzaﬂﬂ'}‘{'ﬂﬂj:éw

Obsérvese incidentalmente que un
spin dado en este sistema no tiene lg
misma probabilidad de tener un mao-
menta que sefale hacia arriba o
hacia obojo; es decir, no se encuen-
tra con la misma probabilidad en
cada uno de sus dos estados posibles.
Este resultado no contradice como es
natural ruestro postulado estadistics
fundomental, puesto que dicho spin
no esta aislado sino que forma parte
de un sistemo mayor en el que esta
libre para interaccionar e intercam-
biar energia con los demds spines.

valores posibles 3p 6 — py. La pro-
babilidad P(M) de que adquiera uno
u otro puede leerse directarnente en
la tabla: asi pues

Puo) = #
Pl—po) = #

El valor medio de M viene dado en-
tonces por

i1 = 218k} + B)~p)
5

=5
_5}.1,0

Los ejemplos anteriores son extremadamente sencillos puesto
que tratan con sistemnas compuestos de muy pocas particulas, Sin
embargo, ilustran el procedimiento general empleado para calcu-
lar probabilidades y valores medios para cualquier sistema en
equilibrio, sin importar su complejidad. La tnica diferencia con-
siste en que la enumeracién de estados accesibles caracterizados
por un valor particular de un pardmetro puede resultar una empresa
ardua en el caso de un sistema macroscopico compuesto de mu-
chisimas particulas. El célculo real puede ser asi correspondiente-

mente mas complicado.
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3.5 Namero de estados accesibles a un sistema macroscépico

Las cuatro secciones anteriores conticnen todos los conceptos
bisicos necesarios para una teoria estadistica cuantitativa de los
sistemas macroscopicos en equilibrio y para un estudio cualitativo
de su tendencia al equilibrio. Emplearemos el resto de este capi-
tulo en familiarizarnos con el significado de estos conceptos y en
demostrar ¢6mo proporcionan una descripcién precisa de algunas
de las nociones cualitativas introducidas en el Capitulo 1. Estos
preliminares nos prepararin para elaborar estos conceptos Siste-
maticamente a través del resto del libro.

Como hemos visto, las propiedades de un sistema en equilibrio
pueden calcularse contando el nimero de estados accesibles al
sistema bajo diversas condiciones, Aunque este problema de re-
cuento resulta dificil, puede normalmente soslayarse en la préc-
tica. Como es normal en fisica, pueden realizarse progresos ficil-
mente si s¢ pretende adquirir ideas en lugar de hacer cdlculos
ciegamente, En particular, lo que tiene importancia en el caso pre-
sente es apreciar algunas de las propiedades generales que posee el
numero de estados accesibles a cualquier sistema compuesto por
muchisimas particulas. Como es suficientemente adecuado un co-
nocimiento cualitativo de estas propiedades y algunas valoraciones
aproximadas, nos bastardn para conseguir este resultado ciertos
razonamientos poco rigurosos.

Consideremos un sistema macroscdpico con pardmetros exter-
nos dados de modo que estén determinados sus niveles energéticos.
Llamaremos E a la energia total de este sistema. Para facilitar el
recuento de estados, agruparemos a todos estos estados de acuerdo
con su energia subdividiendo la escala de energias en pequefios
intervalos iguales de magnitud fija 8E. Se supone, pues, que 8E
es muy pequeno en una escala macroscopica (es decir, muy pe-
queno comparado con la energia total del sistema y pequefio com-
parado con la precision de cualquier medida macroscépica de su
energia). Por otra parte, £ se supone que es grande en una escala
microscopica (es decir, mucho mayor que la energia de una sola
particula en el sistema y también mucho mayor, por tanto, que la
separacion en energia entre niveles energéticos adyacentes del sis-
tema). Cualquier intervalo 8E contiene, pues, muchisimos posibles
estados cudnticos del sistema. Introduciremos la notacién:

b - ey

| ©(E) = nimero de estados con energias comprendidas
E en el intervalo entre £ y E + 8E (22)
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El nimero de estados @ (E) depende de la magnitud 8E esco-
gida como el intervalo de subdivision en un estudio determinado.
Como 8E es macroscopicamente muy pequefio, @ (E) debe ser sim-
plemente proporcional a 8E, es decir, podemos escribir

Q(E) = p(E) 8 (23)

en donde p(E) es independiente del tamado dé 0F. [La magnitud
p|E) se denomina densidad de estados, porque es igual al mimero
de estados por unidad de intervalo de energia a la energia dada E].
Como el intervalo 8E contiene muchisimos estados, Q(E) varia
lnicamente en una pequefia fraccién de si mismo cuando pasa de
un intervalo de energia a otro adyacente. De aquf que O(E) pue-
da considerarse como una funcién suavemente variable de la ener-
gia E. Estamos interesados especificamente en examinar la sen-
sibilidad con que ©(E) depende de la energia E de un sistema
macroscdpico.

Obsérvese, incidentalmente, que es posible obtener Q (E) si se
conoce la magnitud

®(E) = nlimero total de estados que tienen una
energia menor que E (24)

El mimero @ (E) de estados que tienen una energia comprendida
entre £ y E + 0 viene dada entonces simplemente por

|

| QE) = B(E + SE) — O(E) = ‘é—EBE, (5)
Antes de estudiar las propiedades generales de Q(E) en el caso
de un sistema macroscépico, serd instructivo ilustrar cémo puede
contarse el nimero de estados Q(E) en el caso de sistemas muy
sencillos compuestos por una sola particula,

Ejemplo (i) Particulas sisladas en una cojo monodimensional
Consideremos una sola particula de E= e omt 42 (26)
masa m libre pora moverse en uno o 1.2

dimension en una cojo de longi-  en donde n = 1, A

tud L. Los niveles energéticos posi-
bles de este sistema serdn entonces,
sequn (8],

ticiente de n* es muy pequefo si L
fiene un tamano macroscopico. El ni-
mero cudntico n es, pues, muy grande

" El caso es aqui andlogo al encontrado en la Seccidn 2.6 cuando estudid-
bamos las distribuciones de probabilidad continuas. El nimero de estados ((E)
debe anularse cuando 8E tienda a cero v debe poder expresarse como una serie
de Taylor en potencial de 8E, Cuando §E es suficientemente pequefo, esta serie
s¢ reduce a (23), puesto que los términos en que aparecen potencias superiores
de §E son entonces despreciables.

,.-‘iﬁ-.

O HHH A

E E+§E
Fig. 3.6  Los puntos sobre la linea indican
los valores posibles n=1, 2, 3, 4, ... del
numero cudntico, especificando el estado
de una sola particula en una dimension. Los
valores de n correspondientes a las ener-
gias comprendidas entre E v E + 8E estin
indicados por las lineas verticales. La re-
gion de sombreado claro incluye todos los
valores de n para los que la energia de la
particula es menor que E, La regién mas
oscura incluye todos los valores de n para

los que la energia esti comprendida entre
Ey E + 8E.

L
i




Fig. 3.7 Los puntos indican esquematici-
mente en dos dimensiones los valores po-
sibles de nz, ny, n-=1, 2, 3, 4, ... de los
niimeros cudnticos, especificando el estado
de una sola particula en tres dimensiones.
{El eje n: apunta hacia el lector). Los va-
lores de ns np, n: correspondientes a los
valores de la energia comprendidos entre
E v E + 8E estin comprendidcs entre las
superficies esféricas indicadas, La regicn
sombreada clara incluye todos los valores
de n para los que la energia de las particu-
las sea menor que E. La regidn mds oscura
incluve todos los valores de n para los que
la energia estd comprendida entre E y
E + 8E.
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para los energias que suelen intere-
sar® Segun (26), el valor n para
una energia dada E es:

n = (@mE)e (27)

Como los sucesivos estados cudnticos
corresponden o vaolores de n que di-
fieren en una unidad, el mdmero
total OfE) de estados cudnticos que
tienen una energia menor que E, o un

Ejemple (ii)

Consideremos una particula aislada
de masa m libre para moverse den-
tro de una coja tridimensional, Para
mayor sencillez, supongamos que esta
caja es cubica de arista L, Los nive-
les energéticos posibles de este sis-
tema estan dados entonces por {15)
can Ly =L, = L; = L; osi pues,

ht o2, ;
= ETHFE";J +n? + 02 (30)
en donde ny, my, H:= 1,2, 3, ...

En el "espacio numérico” definido
por tres ejes perpendiculares marca-
dos con mr, Ry, Bz, los valores posi-
bles de estos tres mdmeros cudnticos
corresponden geométricamente a los
vértices de los cubos dé arista uni-
dad, como estd indicado en la Fi-
gura 3.7. Coma en el gjemplo ante-
riar, estos nlmeros cudnticos son
normalmente muy grandes pora una
molécula en una caja macroscopica,
Segun (30} se deduce que

g + m2 + n? = [—W-";i-]z{ZmEJ =He

numerg cuantico menor gue B, 85 &n-
tonces simplemente igual a (n/1)=n,
Asi pues,

O(E) = n = ;ﬁ—'{zmayw (28)

De acuerdo con este, (25) da™

E) = E—L%—[Em}“?!f'l’z SE (29)

Particulos cislados en una caja tridimensional

Para un valor dado de E, los valores
de rnr, nmy, f: que satisfocen esta
ecuacion estdn sobre una esfera de
radioc R en la figura 3.7, En ella

L
A== 12
(ZmE)

El nimero OfE) de estados con ener-
gia menor que E es entonces igual al
nurmere de cubos unidad comprendi-
dos dentro de esta esfera y con va-
lores positivos de ny, ny y Ry oes
decir, es simplemente igual al velu-
men de un octante de lo esfera de
radio R, Asi pues,

(E) = %(% "fﬁa) - 11 (ﬁ)ammﬁ}:;;.
!

Segun (25) el ndmero de estados
con energia comprendida entre F vy
E + 8E es entonces

PRI
T

QE) (Zm)¥2EV 6 (32)

en donde V = L? es &l yvolumen de la
caja

it Por ejemplo, si L=1¢e¢m y m~.5 x 10-2 g, masa de una molécula de
nitrogeno dada en (1.29), este coeficiente vale aproximadamente 10-% prg. Pero
la energia media de una molécula de esta clase a la temperatura ambicnte es,
segdn (1.28), del orden de 10-" erg. He aqui que (26) dé para n un valor tipica

del orden de 104,

W Como n es muy grande, una variacion de una unidad en n produce
linicamente una variacidn relativa despreciable en n o en E. El hecho de que n o E
puedan adquirir Gnicamente valores discretos es entonces de importancia despre-
ciable, de modo que estas variables pueden considerarse como si fueran continuas.
Al diferenciar, ¢s simplemente necesario considerar que cualquier variacion ob-
servada en n es siempre grande comparada con la unidad, de mode que dn = 1, pero
muy pequeiia en el sentide de que dn ¢ n.
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Hagamos ahora una estimacion aproximada en el orden de
magnitud para hallar la dependencia aproximada del nimero de
estados U (E), o lo que es equivalente de @ (E), con la energia E
de un sistema macroscopico de particulas. Un sistema cualquiera
de éstos puede describirse mediante una serie de f numeros cuan-
ticos, en donde [, mimero de grados de libertad del sistema, es
del orden del nimero de Avogadro. Asociada con cada nimero
cudntico existe una-cierta contribucién ¢ a la energia total del
sistema E. Designaremos por @(E)el nimero total de valores po-
sibles de este nimero cudntico cuando su energia asociada es
menor que €. El nimero ¢ es entonces la unidad (o del orden de
la unidad) cuando ¢ adquiere su menor valor posible ¢; y debe au-
mentar apreciablemente cuando e aumenta (aunque puede tender
a un valor constante en cierto caso excepcional)®, Normalmente
es logico que ¢ aumente con cierta aproximacidn proporcional-
mente al intervalo de energias (e —¢). De aqui que podemos es-
cribir la relacion aproximada, segin la cual normalmente,

ple) & (e — €g) en dondea ~ 1 (33)

es decir, en donde a es un numero del orden de la unidad®

Consideremos ahora el sistema completo con f grados de li-
bertad. Su energia total £ (suma de las energias cinética y po-
tencial de todas las particulas contenidas dentro del sistema) es
la suma de la energias asociadas con todos sus grados de libertad.
De aqui que el valor de la energia £ (en exceso sobre un valor
mas bajo posible Ey) deba ser aproximadamente f veces mayor
que la energia media ¢ por grado de libertad (en exceso sobre su
valor mds bajo posible ¢, Asi pues,

E — Eop~ fle — ) (34)

Correspondiendo a una energia total del sistema de £ o menor,
existen entonces aproximadamente @ (¢) valores posibles que puede
adquirir el primero de sus nimeros cudnticos, p(e) valores posibles
que puede adquirir su segundo mimero cudntico... y ¢ (€) valores

% Este caso excepcional se presenta si un sistema tiene Unicamente un nu-
mero total finite de estados posibles, v, por lo tanto, un limite superior de su
energia posible, (Esto sdlo puede ocurrir si se ignora la energia cinética de las
particulas de un sistema y se consideran Gnicamente sus spines, Por consiguiente,
después de un primer aumento como una funcién de {¢ — &), la magnitud ¢ debe
en este caso quedar finalmente constante.

* Por ejemplo, en el caso del namero cudntico que describe el movimiento
de una sola particula en una dimensidn, @ o ¢12 en virtud de (28). (La energia
mis baja posible e es alli despreciable comparada con ¢, por tanto, es esencial-
mente nula,)
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posibles que puede adquirir el nimero cudntico f. El nimero total
de combinaciones posibles de estos nimeros cudnticos, es decir,
el nimero total ¢ (E) de estados con energia total menor que £,
se obtiene entonces multiplicando {el nimero de valores posi-
bles del primer niimero cudntico } por {el nimero de valores posibles
del segundo nimero cudntico}, multiplicado luego por {el numero
de valores posibles del tercer nimero cudntico} v finalmente mul-
tiplicando por {el mimero de valores posibles del niimero cuénti-
co f}. Asi pues,

D(E) ~ [gfe))f (35)

en donde € esta relacionado con E por (34). El nimero Q(E) de
estados con energia comprendida entre E y E + 8F viene dado
entonces por (23). Asi pues,

\_do
~ dE

puesto que do/dE = {1 (dp/de) segiin (34)

—~ fpl=1 “I_q‘:' 2 r—1£¢_’ :
QUE O ~ foi~t S OE = pr1°F o (36)

Las consideraciones aproximadas anteriores son suficientes para
mostrar algunas notables conclusiones basadas en el hecho de
que [ es un nimero muy grande. Realmente, como estamos tratan-
do con un sistema macroscopico, [ es del orden del nimero de
Avogadro, es decir, f ~ 10", Numeros de esta magnitud son tan
fantasticamente grandes que sus propiedades particulares no es
probable que resulten familiares a partir de la experiencia diaria.

Cuando la energia £ del sistema aumenta, asi aumenta la ener-
gia € por grado de libertad [véase Ec. (34)]. En correspondencia,
el nimero de estados @ (¢) por grado de libertad aumenta con
relativa lentitud. Pero, como los exponentes en (35) y (36) son del
orden de f y por ello extraordinariamente grandes, el nimero de
estados ® (E) o Q(E), del sistema con f grados de libertad aumenta
a una velocidad fantistica. De aqui llegamos a la siguiente con-
clusién:

El nimero de estados ©(E) accesibles a cualquier
sistema macroscdpico es una funcién que aumenta | (37)
con extrema rapidez en funcién de su energia E,

Realmente, combinando (36) con (33) y (34) obtenemos para la

dependencia de © con E las relaciones aproximadas
= af~
QE) « (e — eg)or1 (%) 1
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Asi pues, podemos afirmar que,

para cualquier sistema ordinario

Q(E) « (E — Ep)f aproximadamente* (38)

Aqui podemos despreciar | frente a f y hemos puesto sim-
plemente « = 1, puesto que se pretende lnicamente que (38) in-
dique de un modo aproximado la dependencia de ¢ con E. Im-
porta poco en este caso que el exponente en (38) sea f, if o cual-
quier otro numero del orden de f.

Podemos sacar también algunas consecuencias sobre la mag-
nitud de In Q. Segun (36) se deduce que

nQE) = (f— Ding + In (%SE) (39)

Hagamos ahora la observacién general de que si se trata de un
nimero grande como f, su logaritmo es siempre aproximadamente
del orden de la unidad, y, por tanto, totalmente despreciable com-
parado con el mismo numero. Por ejemplo, si F="1 =55
asi pues, Inf << . Consideremos entonces los términos en el se-
gundo miembro de (39). El primero de ellos es del orden de f .
La cantidad (dg/de) 8E (en donde 8E es cualquier intervalo de
energia que sea grande comparado con el espaciado entre los nive-
les energéticos del sistema) representa el nimero de valores po-
sibles de un nimero cudntico simple en el intervalo 8E y depende
del tamano de 8£. Pero independientemente del tamafio escogido
para 8E, hasta la estimacion mas moderada nos llevaria a pre-
decir que esta cantidad (dg/de) SE debe estar comprendida entre
1y 10™. Su logaritmo, sin embargo, estard entonces comprendido
entre 0 y 230 y es por tanto completamente despreciable compa-
rado con f que es del orden de 10% De aqui que el segundo tér-
mino del segundo miembro de (39) es totalmente despreciable

% La frase calificadora pare cualguier sistema erdingric ha de entenderse de
mado que excluye el caso excepcional (mencionado en nota 20 al pie de la pa-
gina 129), en donde se ignora la energia cinética de las particulas de un sistema
y donde sus spines tienen energia magnética suficientemente elevada. (Enfocar la
atencion sobre los spines solos pucde ser una aproximacion justificable si el mo-
vimiento de traslacion de las particulas tiene poca influencia sobre la orientacicn
de sus spines. Las orientaciones de spin y el movimiento de traslacion de las
particulas pueden estudiarse entonces separadamente.)

* Esto es siempre cierto a no ser gue la energia E del sistema esté muy
proximo a la energia de su estado fundamental Ep cuando p~ 1 para todos los
grados de libertad. Ciertamente, sabemos por nuestro comentario general al prin-
cipio de la Seccién 3.1 que, cuando un sistema se aproxima a la energia de su
estado fundamental, ¢l nimero de estados cudnticos que le son accesibles es del
oriden de la unidad, de modo que 0 ~ L
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comparado con el primero. Llegamos asi a las siguientes conclu-
siones:

En el caso de un sistema macroscdpico, el niimero
de estados @ (E) que tienen una energia comprendida
entre £y £ + 8E cumple con excelente aproximacion
que

para E £ E,, In QO (E) es independiente de §E; | (40)

InQ(E) ~f (41)

Expresandolo en palabras, (40) y (41) afirman que, en tanto la
energia £ no esté muy proxima al valor de su estado fundamental,
In @ es independiente del valor del intervalo de subdivisién esco-
gido 6L y es del orden del nimero de grados de libertad del sis-
tema.

3.6 Ligaduras, equilibrio ¢ irreversibilidad

Resumamos ahora el punto de vista general que hemos desa-
rrollado y que aplicaremos repetidamente para estudiar cualquier
¢aso en que intervengan sistemas macroscépicos, El punto de par-
tida para todas nuestras consideraciones es un sistema aislado %,
Dicho sistema se sabe que satisface ciertas condiciones que pue-
den describirse a escala macroscopica especificando el valor de
algin pardmetro macroscopico y del sistema (o los valores de va-
rios de estos parametros), Estas condiciones actdan como ligadu-
ras que restringen los estados en que puede encontrarse el sistema
a aquellos compatibles con las mismas, es decir, lo que hemos
llamado estados accesibles del sistema. El nimero Q de estos esta-
dos accesibles depende asi de las ligaduras a las que se sabe que
estd sometido el sistema de modo que @ = Q(y) es cierta funcién
del pardmetro macroscépico especificado del sistema.

Ejemplo

Para fijor ideos sobre uno ilus- tes actuo como ligadura que restringe

tracién  especifica, consideremos &l
sistema familior indicado en la Fi-
gura 3. 8a Este sistema se compone
de un gas ideal contenido dentro del
velumen Vi que constituye la parte
izquierda de una caja. Su porte dere-
cha estd vacia, En este caso, el ta-
bique que divide lo cajo en dos par-

los .estados accesibles del gas o aque-
llos en los que todos sus moléculas
estdn situadas en la parte izquierda
de la caja. De aqui que el nimera £
de estades accesibles del gas depende
del volumen V: de su parte izquierda,
es decir, () = V).

* Cualquier sistema que no esté aislado puede siempre considerarse como
parte de un sistema mayor que esié aislado.
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La descripcion estadistica del sistema comprende ciertas con-
sideraciones sobre un conjunto de dichos sistemas, todos los cua-
les estin sometidos a las mismas ligaduras. Si el sistema esta
en equilibrio, se encuentra con igual probabilidad en cada uno de
sus U estados accesibles y reciprocamente. Si el sistema no se en-
cuentra con la misma probabilidad en cada uno de sus © estados
accesibles, entonces la situacidon estadistica no es independiente
del tiempo ®. El sistema tiende entonces a variar hasta que final-
mente alcanza la situacion de equilibrio en la que se encuentra
con igual probabilidad en cada uno de sus Q estados accesibles.
Lo indicado anteriormente representa como es natural simplemente
el contenido de nuestros postuladoes fundamentales (18) y (19).

Consideremos un sistema aislado inicialmente en equilibrio bajo
condiciones en las que le son accesibles O estados, El sistema se
encuentra entonces con la misma probabilidad en cada uno de
estos estados. Supongamos que se eliminan a continuacién algunas
de las ligaduras originales. (Por ejemplo, en el caso de la Fig. 3.8,
supongase que se retira el tabique). Como el sistema esta enton-
ces sometido a menos restricciones que antes, el numero de estados
accesibles después al sistema no puede ser ciertamente menor que
antes; en realidad normalmente serd mucho mayor. Designando
por 2, este numero final de estados en presencia de pocas liga-
duras podemos escribir, pues,

2 > & (42)

Inmediatamente después de haber suprimido las ligaduras ori-
ginales, la probabilidad de hallar el sistema en cualquiera de sus
estados sera la misma que antes. Como el sistema tenia inicial-
mente la misma probabilidad de estar en cada uno de sus €; esta-
dos accesibles, se encontrara todavia, inmediatamente después de
suprimir las ligaduras originales, en cada uno de estos ©; estados
con igual probabilidad. Pueden presentarse dos casos:

1} Caso especial en que ;=

El sistema se encuentra entonces con igual probabilidad en
cada uno de los & = @; estados que le son accesibles después de
la supresion de las ligaduras originales. La situacion de equilibrio
del sistema queda, pues, sin perturbar por la eliminacién de las
ligaduras.

% En otras palabras, en el conjunto de sistemas, la probabilidad de encontrar

el sistema en un estado dado cambia con el tiempo, por lo menos para algunos
de los estados,

!"J

(a)

(b)

Fig. 3.8 Gas ideal confinado dentro de
una caja. (@) Situacion inicial en la que el
gas estd confinado por un tabique dentro
del volumen V, de la izguierda de la caja.
(b) Situacidn final, mucho tiempo despues
de retirar el tabigue, cuando el gas estd
confinado simplemente dentro del volumen
completo V; de la caja.
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2) Caso normal en que ;=

Inmediatamente después de la supresion de las ligaduras ori-
ginales, el sistema tiene igual probabilidad de hallarse en cada uno
de sus 4; estados iniciales, pero tiene probabilidad cero de en-
contrarse en cualquiera de los (©;,— ) estados adicionales que le
son también accesibles ahora. Esta distribucién de probabilidad
no uniforme no corresponde a una situacién de equilibrio. El sis-
tema tiende, por tanto, a cambiar con el tiempo hasta que final-
mente alcance la situacion de equilibrio en la que se halle con
igual probabilidad en cada uno de los ©; estados que le son ahora

accesibles.

Eiemple

Supdngase que se retira el tabique
de la Fig. 3.B. Esto deja invariable g
energia total del gos, pero eliming
la ligadura inicial que impedia o las
moléculas ocupar lo porte derecha
de !o cojo. En el caso especial en que
el valumen total Vi de la misma sea
tal que Vi = Vi {es decir, cuando el
tabique coincide con lo pared de la
derecha de la caja) la supresidén del
tabique deja sin variacian el volumen
accesible al gas. Asi pues, no sucede
realmente nada y permanece sin per-
turbar el equilibrio del gos. En el
caso general en que Vi > Vi, la su-
presion del tabique hace que el vo-
lumen accesible a cado melécula del
gas ideal se vea incrementado en el
factor V¢/ V.. Como el nimero de es-
tadas accesibles a cada malécula es,
sequn (32), proporcional al volumen
del espacia que le es accesible, el ni-
mero de estados occesibles a cada
molécula se ve asi incrementodo en el
factor Vi/ Vi De oqui que el nimero
de estodos accesibles a todas los
N moléculos de! gos ideal resulte
incrementado por el factor

) = G
Vi L{ FL B ?1
N terminos
El ndmero final 1) de estodos acce-
sibles al gas despues de retirar el ta-
bique estda, pues, relacionoda con el
ndmero inicial £ = (Vi) por
s "’f 3

%= ()@ (43)
Incluso si Vi es escosamente mayor
que Vi, % 0 si N oes un ndmero
grande del aorden del nimero de
Avogadro.  [nmediatamente después
de suprimir el tabique, todas las mo-
léculas estan todovio en la parte iz-
quierda de la coja. Pero esta situo-
cidrn mo sigue siends de equilibrio en
ausencia del tabique. De ogui que
varie la situacidn con el tiempo haosta
que se alcanza la situacion final del
equilibrio en la que se encuentra el
gos con la misma probabilidad en
cada uno de sus [l estodos accesi-
bles finales, es decir, en donde coda
molécula tiene igual probabilidad de
hallarse er cualguiar porte dentro
de la caja de volumen ¥y,

Supbngase que se ha alcanzado la situacién final de equilibrio.
Si Q= la distribucion final de los sistemas en el conjunto es
apreciablemente diferente de su distribucion inicial, Obsérvese en
particular que la situacién inicial del conjunto de sistemas rno
puede restablecerse simplemente volviendo a imponer las ligadu-
ras originales mientras se mantiene aislado el sistema (es decir,
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mientras se evita que el sistema interaccione con cualquier otro
con el que pueda intercambiar energia),

Naturalmente, si enfocamos nuestra atencidn sobre un solo
sistema del conjunto, podria restaurarse su situacion inicial si es-
perdsemos durante un tiempo suficiente para que se presente la
clase adecuada de fluctuacion espontdanea. Si esta fluctuacion es
tal que el sistema se encuentra en un instante particular de tiempo
unicamente entre los ©Q; estados que le eran originalmente acce-
sibles, podriamos entonces reimponer la ligadura original y res-
taurar asi el sistema en su situacion inicial. Pero la probabilidad
de que ocurra una fluctuacion de éstas es normalmente muy pe-
quena, Ciertamente, si consideramos un conjunto de sistemas en
equilibrio, después de haber suprimido la ligadura, la probabili-
dad P; de encontrar en el conjunto un sistema que se halle uni-
camente entre £ de sus estados es

&

Pi:ﬁr

(44)
puesto que existen O estados accesibles al sistema. La probabilidad
de que aparezca, entre repetidas observaciones de un sistema ais-
lado, una correspondiente a la fluctuacién deseada, viene entonces
dada también por (44). Pero en el caso normal en que @, 30, [de
modo que el conjunto final de sistemas difiere muy sustancialmente
del inicial], la ecuacién (44) demuestra que las fluctuaciones es-
pontdneas que permiten restaurar la situacion inicial de un solo
sistema se producen muy raramente.

Diremos que un proceso es irreversible si la situacién inicial
de un comjunto de sistemas aislados que han sufrido este proceso
no puede restablecerse imponiendo simplemente una ligadura. De
acuerdo con esta definicion, el proceso en que un sistema aislado
alquiere una nueva situacién de equilibrio después de haberse su-
primido una ligadura (cambiando asi el nimero de estados que le
son accesibles de @; a ) es irreversible si @;> ;. De modo equi-
valente, nuestra definicién implica que un proceso es irreversible
s1 un sistema aislado después de este proceso tiene una probabi-
lidad menor que la unidad de encontrarse en su macroestado ori-
ginal; ciertamente, en el caso normal (en que @ 2>Q)) esta proba-
bilidad es extraordinariamente despreciable. Nuestra presente de-
finicion de irreversibilidad es asi simplemente una formulacion
mas precisa de la dada en la Seccidn 1.2 en funcion de las fluctua-
ciones en el tiempo de un solo sistema aislado.
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Fig. 3.9 Dos sistemas A v A" con pari-
metros fijos v con libertad para intercam-
biar energia. El sistema combinado A®,
compuesto por A y A', estd aislado.
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También podemos hacer ahora mas cuantitativa la nocion de
azar o aleatoriedad introducida en el Capitulo 1. Como medida
estadistica del grado de aleatoriedad de un sistema podemos tomar
el nimero de sus estados accesibles realmente ocupados en un
conjunto de tales sistemas. El proceso de alcanzar una nueva si-
tuacién de equilibrio después de eliminar una ligadura de un sis-
tema aislado da como resultado, pues, un aumento de la aleato-
riedad del sistema si Q;=(;; el proceso es en correspondencia

irreversible.

Ejemplo
Una vez que el gas de nuestra ejem-
plo anterior ho alcanzado su si-
tuacién final de equilibrio, de modo
gue las moléculos estan esencialmente
distribuidas uniformemente a troves
de toda lo coja, el simple acto de
volver o colocar el tabique no res-
taura la situacién original de un con-
junto de cajas semejantes, Las ma-
léculos situados ohora en la porte
derecha de la coja permonecerdn fo-
davia alli. El proceso que sobreviene
cuando se retira el tabique es por
tanto, irreversible,

Para exarinar los  fluctuaciones
posibles que pueden restablecer la
situacion original en una caja par-

ticular de gas del conjunto, exami-
nemos o probabilidad Py de que esta
caja se encuentre con todas sus mo-
léculas en su parte izquierda des-
pués de haoberse alcanzado la situa-
cian final de equilibria. En wvirtud
de (43) v (44), esta probaobilidad
viene daoda por

i ( VAN
= 2=
2 1-";) (45)

y, por consiguiente, es fontdstica-
mente pequena st V= Vv st N es
iy gmnde”“, La eliminocion del ta-
bique ilustro osi un proceso tipico
irreversible en que lo oleatoriedad del
gaos ho aumentado,

El punto de vista general de esta seccion puede aclararse me-
diante dos ejemplos adicionales que son prototipos para ilustrar
la interaccién entre los sistemas macroscopicos.

Eicmplo (i)

Considerermos un sistema oislado A*®
que se compone de dos subsiste-
mas A y A’ con pardmetros fijos
externos. (Por ejemplo, A y A’
pueden ser un pedazo de cobre y un
bloque de hielo respectivamente,) Su-
pongase que A y A’ estdn separados
entre si en el espacio de modo que
no pueden intercambior energia en-
tre si. El sistema A* estd sometido
entonces a uno ligadura que exige

que la energia £ de A y la ener-
gia £ de A’ deben permanecer cons-
tantes por separode. De acuerdo con
ello, los estados accesibles al sisterna
tatal A* son unicamente aguellos
consistentes con las condiciones de
que A tengo cierta energio constante
pspecificada E; vy gue A’ tenga
cierta energio constante especificoda
E'.. Si existen {}* de dichos estados
accesibles o A®, y si A® estd en

% QObsérvese que en el caso especial en que la caja estd originalmente dividida
por el tabique en dos mitades V; = 2V;, de modo que P, = 2-% Este resultado es
simplemente el {1.1} obtenido en el Capitulo 1 por los razonamientos primitivos,
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equilibrio, entonces se  encugnirg
que A* posee igual probobilidad en
coda uno de estos estodos,
Imaginemaos que los sistemas A v A’
se colocan ahora en contocto de mo-
do que quedan en libertad de inter-
cambiar energia. Entonces se ha eli-
minada lo ligadura anterior, puesto
que las energias de A o A’ no nece-
sitan mas ser constantes separada-
mente; Unicamente la suma (£ + E7)
de sus energias, es decir, lo energio
tetal del sistema combinado A* de-
he permanecer constante, Como un
resultade de suprimir la ligadura, el
nimero de estados hechos accesibles
a A*® normalmente resulta ser mucho
mayer, por ejemplo, igual a £, Por
lo tanto, @ menos que £ = (L*, el
sisterna A* no estd en equilibrio in-
mediatamente después que se pongan
en contacto A y A" entre si. Las

Ejemplo (i)

Consideremos un sistema aislads A*
compuésto por dos goses A y A se-
parados por un pistén que esta fijo en
su posicion. El piston actda entonces
como uno ligadura que obliga a que
los estados accesibles a A* sean dni-
camente aquellos consistentes con las
condiciones de que las moléculas del
gos A estdn dentro de cierto volu-
men fijo Vi y gue las moléculas del
gos A" estém dentro de cierto volu-
men fijo V' 5i existen 1" estodos
accesibles o A* y si A" estd en
equilibrio, entonces se encuentra con
iguol probobilidad en cada uno de
estos estados,

Imaginemos que el pistén estd
ahara suelto de modo que esta libre
para moverse. Entonces no es yo
necesario que los volumenes indivi-
duales de los gases A y A’ sean
constantes por seporado. En conse-
cuencia, ¢l numero de estados acce-
sibles @ A* resulta ordinoriamente
mucho mayor, por ejemplo, igual

3.7

Interaccion enire sistemas
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energios de los sistemas A y A’ cam-
biardn por tante (posondo energio
en lo forma de calor de uno a otro)
hosta que A* odquiera su situacion
final de equilibric en donde se en-
contrara con iguol probabilidad en
cada uno de los §}* estados que le
son ahora accesibles,

Supdngase que los sisternas A y A'
se separan ohora de nuevo, de modo
que no pueden intercambiar mos
energia. Aungue se ha restablecido
la ligodura inicial, no se¢ ha restau-
rade la situocidn inicial de A* [a
no ser que (" = £i*). En particu-

" lar, los energios medios de A y A’

en el conjunto son chora diferentes
de sus valores inicioles E; y E'i. El
proceso precedente de transferencia
de calor entre los sistemas es, pues,
irreversible,

o 4. A menos que fYy* = Q.°, el
sistema A* no esta en equilibrio des-
pues de soltar el pistan, Este tendera
a moverse y los volimenes de A y A’
cambiardan en correspondencia hosta
que A* alcance su situacidn final de
equilibrio en donde se encuentra can
igual probabilided en cada uno de los
{l;* estados que le son ahora acce-
sibles, Como era de esperar (y como
se demostrard explicitamente en el
Capitulo &) los valimenes fincles de
los goses A y A’ son entonces taoles
que sus presiones medias son iguales,
garantizando asi que el piston esta
ciertamente en equilibrio mecdnico
cuando esta en su posicion final,

El proceso anterior es claramente
irreversible de nuevo si {4* = {L*.
Dejands aislada a A" mientras suje-
tamos simplemente otra vez el pis-
ton, de modo que no esté libre paro
moverse, no se restablecen los vold-
menes iniciales de las gases.

Los dos ejemplos precedentes ilustran casos especificos en los
que los sistemas macroscopicos interaccionan entre si, Como el

A A A’

Fig. 3.10

compuesto por A y A’ estd aislado.

Dos gases A y A’ separados por
un piston mdvil. El sistema combinado A*



Numero
del sistema
1 A A
2 A A
3 A A’
A A A

Aﬂ

At

A*

A.

Fig. 211 Conjunio de sistemas A®, com-

puesto cada uno por dos sistemas A v oA

capaces de intergccionar enure s,

¢
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estudio de estas interacciones es de capital importancia®, termi-
naremos este capitulo examinando explicitamente las diversas ma-
neras con que los sistemas macroscOpicos pueden interaccionar,

Consideremos dos sistemas macroscopicos A y A’ que pueden
interaccionar y, por tanto, intercambiar energia entre si. El sis-
tema A*, compuesto por A y A’, es entonces un sistema aislado
cuya energia total debe permanecer constante. Para describir la
interaccion entre A y A’ en términos estadisticos, consideremos
un conjunto compuesto de un numero muy grande de sistemas
semejantes al A*, formados cada uno de ellos por un par de sis-
temas A y A" en interaccion. El proceso de interaccion entre A
y A" no da como resultado normalmente la misma transferencia
de energia precisamente entre A y A’ para cada par de sistemas
en el conjunto. Podemos, sin embargo, discutir con fruto la pro-
babilidad de que se obtenga una transferencia de energia de cual-
quier magnitud especificada a partir del proceso de interaccidn;
0 mis simplemente, podemos preguntar cudl es la transferencia de
energia media que resulta del proceso de interaccion. En el con-
junto de sistemas en consideracion llamemos E; y E'; a las gnergias
medias iniciales de A y A’ antes de la interaccidn, respectiva-
mente; y llamemos E;y E' a las energias de A y A’, respecti-
vamente, después de la interaccion. Como la energia total del sis-
tema aislado A* formado por A y A’ permanece constante, resulta

Er+ Ef= E; + Ei (46)

es decir, la conservacion de la energia implica simplemente que
AE + AE' =0 (47)

en donde AE=E,-E AE'=E; - E; (48)

designan los cambios de energia media de cada uno de los sis-
temas A y A’

Podemos ahora refinar nuestro estudio de la Seccion 1.5 exa-
minando sistematicamente los diversos modos en que pueden in-
teraccionar dos sistemas macroscopicos A y A’. Con este objeto,
indaguemos qué les sucede a los parimetros externos de los sis-
temas durante el proceso de interaccion™

# Realmente, la disciplina completa termedindmica, como indica su nombre,

trata del andlisis macroscdpico de las interacciones térmicas ¥ mecdnicas vy de
las consecuenclas macroscopicas gue pueden derivarse de ellas,

® Como se menciond al principio de la Seccién 3.2 un pardmetra externo de
un sistema es un pardmetro macroscdpico (como el campo magnético aplicado B o
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Interaccion térmica

La interaccion entre los sistemas es particularmente sencilla si
todos sus parimetros externos se mantienen fijos de modo que
sus niveles energeticos permanecen invariables, Llamaremos a di-
cho proceso nteraccion térmica. [El ejemplo (i) al final de la Sec-
cion precedente, proporciona una ilustracion especifica.] El incre-
mento resultante (positivo o negativo) de la energia media de un
sistema se denomina calor absorbido por el mismo y se designa
convencionalmente por la letra Q. En correspondencia, la disminu-
cion (positiva o negativa) de la energia media de un sistema se
denomina calor cedido por el sistema y viene dado por — Q. Asi
pues, podemos escribir

P=AE y (@=AF (49)

para el calor Q absorbido por el sistema A y el Q” absorbido por
el sistema A’, respectivamente ®. La conservacion de energia (47)
implica entonces que

Q+0Q =0 (50)
Q=-¢

Esta iltima relacion afirma simplemente que el calor absorbido
por A debe ser igual al cedido por A", De acuerdo con las defini-
ciones ya introducidas en conexion con la ecuacion (1.15), el siste-
ma que absorbe una cantidad positiva de calor se dice que es el
mds frio, mientras que el sistema que absorbe una cantidad ne-
gativa de calor (0 cede una cantidad positiva) se dice que es el
sistema mds caliente.

La nota caracteristica de la interaccion térmica, en donde to-
dos los parametros externos se mantienen fijos, es que los niveles
energéticos de los sistemas permanecen sin variacidm, mientras
que se transfiere de un sistema a otro energia a escala atdmica.
La energia media de uno de los sistemas aumenta entonces a ex-

o bien

el volumen V) que influye en el movimiento de las particulas del sistema y, por
tanto, también en los niveles energéticos del mismo. La energia E, de cada estado
cudntico r depende, pues, normalmente de todos los pardmetros externos del
sistema.

% Obsérvese que, puesto gue nuestro estudio presente ha sido mds cuidadoso
en su empleo de conceptos estadisticos que el de la Seccidn 1.5, hemos ahora de-
finido el calor en funcién del cambio de energia media de un sistemna.

E- =B P-=0,
Ei = — B = P, = (9
E=—~ﬂ,ﬂpn5
(a)
E.=uB == P_ =04
_E+ == —MB“E"_ P_i_:ﬂllﬁ.
EZ—-Q,E}WB
(b}

Fig. 3.12  Efecto de la interaccion termica
sobre un sisterna muy simple 4 compuesto
por un solo spin 4 con momento magnéti-
co Mo ¥ situado en un campo magnético B.
El diagrama muestra los dos posibles nive-
les energéticos de A. Estos dos estados
cudnticos estin marcados con + y —, ¥
sus energias correspondientes se designan
por E+ y E-. La probabilidad de hallar a
A en un estado dado se designa por P: ¥
P_, respectivamente, v sus valores estdn in-
dicados grdficamente por la longitud de la
linea gris. Los niveles energéticos perma-
necen sin variar, puesto que el campo mag-
nético aplicado (el tnico pardmetro exter-
no de este sisterna) se supone que es fijo.
La situacion de equilibrio inicial (a@) es
aquella en que el spin estd embebido den-
tro de cierto sdlido. El solido, con su spin
incluido, se sumerge entonces en un liquido
y s¢ espera hasta que se alcance la situa-
cién final (k) de equilibrio. En este proceso
el sistena de spines A absorbe calor del
sistema A" compuesto por el sdlide y el
liguido. Si las probabilidades cambian co-
mo indica el diagrama, el calor @ absor-
bido por A es igual a Q= 0,6 ueB.
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Fig. 3.13 Efecto de la imeraccion adia-

bitica sobre un sistema muy sencillo A
compuesto por un solo spin { con un mo-
mento magneético ue v sitvado en un campo
magnético B. La situacidn inicial v la nota-
cion es la misma que la de Ja Fig. 3.12,
pero el spin estd ahora aislado adiabdti-
camente. Supdngase que se varia el campo
magnético mediante un electroimdn, La
cantidad de trabajo realizado depende en
general de cémo se realiza ¢l proceso. Fl
panel (b) muestra la situacién de equilibrio
final si el campo magnético se cambia de
8 a B) muy lentamente; el trabajo W rea-
lizado sobre A es entonces W = — 0,8 [
(81— B). El panel (¢} muestra una situa-
cién final de equilibrio que puede resul-
tar si el campo magnético varia de 8 a B
de un modo arbitrario; el trabajo realizado
en el caso particular que se muestra aqui
es W= —04p:B; + 0,8uB.
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pensas del otro, no porque hayan cambiado las energfas de sus
posibles estados cuanticos, sino debido a que el sistema después
de la interaccion tiene mayor probabilidad de hallarse en aquellos
de sus estados que tienen mayores energias.

Aislamiento térmico (o aislamiento adiabitico)

La interaccion térmica entre dos sistemas puede evitarse si
estin adecuadamente separados. Se dice que dos sistemas estan
térmicamente aislados o adiabdticamente aislados entre si si no
pueden intercambiar energia en tanto sus parametros externos per-
manezcan fijos™ . Puede obtenerse un aislamiento térmico sepa-
rando suficientemente uno del otro ambos sistemas, o pueden acer-
carse si se les separa mediante un tabique de bastante espesor
hecho de un material idéneo (como el amianto o la fibra de vidrio).
Este tabique se dice que es térmicamente aislante o adiabdtico si
dos sistemas cualesquiera separados por él resultan estar térmica-
mente aislados entre si, es decir, si estos dos sistema cualesquiera,
en equilibrio inicialmente, permanecen en equilibrio en tanto se
mantengan fijos sus parametros externos®, Un proceso que se ve-
rifique ‘mientras un sistema estd aislado térmicamente de todos
los demds se denomina proceso adiabdtico de este sistema.

Interaccion adiabdtica

Cuando dos sistemas A y A’ estin térmicamente aislados entre
si, pueden todavia interaccionar e intercambiar asi energia, con
tal que al menos uno de sus parimetros externos cambie durante
el proceso. Llamaremos adiabdtica a esta interaccién. [El ejemplo
(ii) al final de la Seccién 3.6 proporciona una ilustracién especifica
si el piston se construye de un material aislante térmico.] El
aumento (positivo o negativo) de la energia media de un sistema
adiabdticamente aislado, se denomina trabajo macroscopico reali-
zado sobre el sistema® y se designard por W. En corresponden-
cia, la disminucién (positiva o negativa) de la energia media de un

¥ La palabra ediabatico, que significa que “el calor no puede pasar”, viene
de la palabra griega adiabatikos (a, no + dia, a través + baimnein, ir). Utilizamos
siempre ¢sta palabra en este sentido, aunque a veces se utiliza ademds para de-
signar ofro concepio difercnte.

3 Si el tabique no es aislante térmico, se dice que es térmicamente conductor,

£ El trabajo macroscopico, definido en funcién de una diferencia media de
energias, es una magnitud estadistica ighal al valor medio del trabajo realizado
sobre cada sistema del conjunto. En donde no sea probable ¢l peligro de confu-
sién, utilizaremos de agui en adelante simplemente la palabra trabajo para designar
¢l trabajo macroscdpico definido.
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sistema se denomina trabajo macroscdpico realizado por el sistema
Y viene dado por — W. De aqui podemos escribir

W=AE y  W=AE (51)

para el trabajo realizado sobre el sistema A y el realizado sobre
el sistema A’, respectivamente. Si el sistema total A + A’ estd
aislado, la conservacién de la energia implica entonces que

W+rWwW=0 (52)
0 W= _w

Esta dltima relacién afirma simplemente que el trabajo realizado
sobre un sistema debe ser igual al realizado por el otro sistema.
Como en la interaccién adiabdtica intervienen cambios en al-
gunos de los pardmetros externos de los sistemas, al menos uno
de los niveles energéticos de los mismos han de variar en el pro-
ceso. La energfa media de uno de estos sistemas interaccionantes
varia asi ordinariamente, tanto porque cambia la energia de cada
uno de sus estados como porque cambia también Ja probabilidad
de que se encuentre el sistema en cualquiera de sus estados *.

Interaccién general

En el caso mds general, los sistemas que interaccionan ni estin
adiabaticamente aislados ni mantienen fijos sus parimeiros exter-
nos. Es entonces 1til escribir la variacién de energia media total
de un sistema en interaccién, con el A, en la forma aditiva

ﬂE:W-}—Q (53}

en donde W representa la variacién de energia media de A debida
a los cambios de los pardmetros externos y @ el cambio de ener-
gia media que no estd originado por cambios de pardmetros ex-
ternos. La descomposicion (53) de AE en el trabajo W realizado
sobre el sistema y el calor @ absorbido por el mismo tiene signi-
ficado cuando estas contribuciones pueden separarse experimental-
mente, Suponemos asi que el sistema A interacciona simultinea-
mente con un sistema A’ que estd separado de A por un tabigue
térmicamente aislado y con otro -sistema A/, cuyos parametros
externos se mantienen fijos. Entonces, el trabajo W en (53) debe

#  Es interesante sefialar un caso especial. 51 un sistema estd en un estacdo
cudntico exacto cuya energia dependa de un pardmetro externo, entonces el siste-
ma permanecerd simplemente en este estado ¥ cambiard su energia en COrTESpon-
dencia si ¢l pardmetro externo varia con sitfieiente lentitud,

B _ v g



Fig. 3.14 Conde Rumford (de nombre
Benjamin Thomp:snn. 1753-1814). Nacido
en Massachusetts y de cardcter aventurero,
tuvo simpatias por los realistas durante la
Revolucion americana y abandond América
para servir durante cierto tiempo como
ministro de la Guerra al Elector de Ba-
viera. Alli atrajo su atencidn la elevacion
de temperatura producida por el taladrado
de cafiones, observacidn que le sugirid en
1798 que el calor era simplemente una for-
ma de movimiento de las particulas de un
cuerpo. Aunque esta idea tenfa gran valor,
era demasiado cualitativa para tener mu-
cho impacto sobre el pensamiento contem-
pordneo que concebia el caler como una
sustancia (“flogisto™) que se conservaba.
(Segun un retrato del Fogg Art Museum,
pintado en 1783 por T. Gainsborough, re-
producide por cortesia de la Unmversidad
de Harvard.)
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ser simplemente izual al trabajo realizado por (o a la disminucion
de energia media de) el sistema A, que estd adiabaticamente ais-
lado; andlogamente, el calor Q0 en (53) debe ser simplemente igual
al calor cedido por (0 a la disminucién de energia media de) el
sistema A’s cuyos parametros externos se mantienen fijos.

La relacién general (53) se denomina, por razones historicas,
primer principio de la termodindmica. Reconoce explicitamente
que el trabajo y el calor son formas de energia que se transfieren
de forma diferente. Como tanto el trabajo como el calor repre-
sentan energias, deben medirse estas magnitudes, como es natural,
en unidades de energia, es decir, tipicamente en ergs o joules™.

Interaccion general infinitesimal

Un proceso de interaccion es particularmente sencillo si es
infinitesimal en el sentido de que se considera a un sistema que
pasa de un macroestado inicial a otro final que difiere del anterior
en un infinitésimo dnicamente. La energia y los parametros exter-
nos del sistema en el macroestado final difieren entonces muy
ligeramente de sus valores en el macroestado inicial. En correspon-
dencia, el aumento infinitesimal de energia media del sistema
puede escribirse como el diferencial dE. Ademas, utilizaremos el
simbolo dW en lugar de W, para designar la cantidad infinitesimal
de trabajo realizado sobre el sistema en el proceso; esta notacion
esta convenientemente ideada para resaltar que el trabajo es infi-
nitamente pequefio. Es importante senalar que @W no designa una
diferencia entre trabajos. Ciertamente esta afirmacién careceria
de sentido, El trabajo realizado es una magnitud que se refiere al
proceso mismo de interaccién; no se puede hablar de trabajo en el
sistema antes y después del proceso, o de la diferencia entre ellos.
A dQ se le aplican conceptos semejantes que designan también
simplemente la cantidad infinitesimal de calor absorbido en el
procese y no cualqurer diferencia carente de sentido entre calores.
Con esta notacidn, la relacién (53) para un proceso infinitesimal
puede escribirse ¢n la forma

dE = dW 4 dQ (54)

# En la bibliografia antigua de fisica, y en gran parte de la actual de guimica,
se encuentra medido el calor todavia en funcidn de una vigja unidad, la caloria,
introducida en ¢l siglo dieciocho antes de que se reconociese que el calor es una
forma de energia. La calorfa se define ahora de modo que | calorfa = 4,184 joules
exactamente,



Resumen de definiciones

Mata

Un process infinitesimal puede estu-
diarse de un modo particularmente
sencillo en términos estadisticos si
se lleva o cabo cuosi-estaticamente,
es decir, tan lentamente que el sis-
tema permanece siempre muy proxi-
mo al equilibria. P, designa la pro-
bahilidod de que el sistema A esté
en un estado r que tierg Uung ener-
gia E., La energic media de este
sistema es entonces, por definicion:

E=SFE, (55)

en donde la suma se extiende o todos
los estados » posibles del sistema. En
un  process  infinitesimal  las  ener-
gias Er cambion unicamente en can-
tidades pequefios como resultado de
variaciones en los pardometras exter-
ros; ademas, si el proceso se lleva
a cabo muy lentamente, las proba-
bilidades P: cambian también como
maxime en pequénas contidades, De
aqui que la variacidn de energia me-
dig en el procesc pueda escribirse
como uno diferencial
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dE =\ (P,dE, + E,dP,)  (56)

F

El calor absorbido corresponde  al
aumento de energia media resul-
tante cuando se mantienen fijos los
parametros externos, es decir, cuando
los niveles erergéticos E; se mantie-
nen fijos de modo que dE, = 0. Asi
pues, podemos escribir;

40 =>'E, dF, (57)

Por tanto, el trabojo realizado sobre

el sistema viene dado por

dW = dE — dQ = > P, dE, (58)
F

Este trabojo infinitesirmal, representa
simplemente lo variacion de energia
media que resulta del desplazamien-
to de los niveles energéticos que se
producen por el combio infinitesimal
de los parametros externos, mientras
las probabilidades Py conservan sus
valores inicioles apropiados a la si-
tuacion de equilibrio.

{(Algunas de estas definiciones son versiones mds precisas de otras ya aparecidas

en capitulos anteriores.)

Microestado (o estado simplemente) Un estado cudntico particular de un siste-
ma. Corresponde a la especificacién mds detallada posible de un sistema des-

crito por la mecdnica cudntica,

Macroestado (o estado macroscopico) Una especificacion completa de un sistema
en funcion de pardmetros medibles macroscdpicamente.

Estado accesible Cualquier microestado en que pueda encontrarse un sistema sin
contradecir la informacién macroscdpica que dispongamos sobre el mismo.

Niimero de grados de libertad Nimero de nimeros cudnticos diferentes para des-
cribir completamente el microestado de un sistema. Es igual al nimero de
coordenadas independientes (incluyendo coordenadas de spin) de todas Jas par-

ticulas del sistema.

Pardmetro externo Pardmetro medible matroscépicamente cuyo valor influye sobre
el movimiento de las particulas de un sistema v, por tanto, sobre las £TETEIas
de los estados cudnticos posibles del sistema.

Sistema aislado Sistema que no interacciona con ningan otro intercambiando

energia con él.

Encreia total de un sisiema
las particulas del mismo.

Engrgia interna de un sistema

Suma de las energlas cinética y potencial de todas

Energia total de un sistema medida en el sistema

de referencia en el que su centro de masas cstd en TEpOS0,

Fig.3.15 Julius Robert Mayer (1514-
1878). Fisico alemdn, Maver sugirid en 1842
la equivalencia ¥ conservacidn de todas las
formas de energia, incluyendo el calor. Aun-
que hizo algunas valoraciones cuantitativas,
sus escritos eran demasiado filosdficos pa-
ra ser convincentes y su trabajo permane-
cio olvidado casi veinte afos. (Segin G.
Heolton y D. Roller, “Foundations of Mo-
dern  Physical Science”, Addison-Wesley
Publishing Ceo., Ine., Cambridge, Mass.,
1958, Con permiso del editor.)
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Equilibrio  Se dice que un sistema aislado estd en equilibrio si la probabilidad de
hallarlo en cualquiera de sus estados accesibles es independiente del tiempo.
(Los valores medios de todos los pardmetros macroscépicos del sistema son en.
tonces independientes del tiempo.)

Ligadura Condicién macroscopica a que se sabe sometido el sistema.

Proceso irreversible Proceso en ‘el que la situacién inicial de un confunto de sis-
temas aisledos sometidos a dicho proceso no puede restablecerse imponiendo
simplemente una ligadura,

Proceso reversible Proceso en el que la situacién inicial de un conjunto de gis-
temas aislados sometidos a dicho proceso puede restablecerse imponiendo sim-
plemente una ligadura,

Interaccién térmica Interaccidn en la que los parimetros externos (y, por tanto,
los niveles energéticos también) de los sistemas que interaccionan no varian.
Aislamiento adiabitico (o aislamiento térmico) Se dice que un sistema esti ais-
lado adiabdticamente (o aislado térmicamente) si no puede interaccionar tér-

micamente con ningin ofro sistema,

Interaccion adiabdtica Interaccion en la que los sistemas que interaccionan estin
aislados adiabdticamente. En este caso, el proceso de interaccion comprende
cambios en alguno de los pardmetros externos de los sistemas.

Calor abserbido por un sistema Aumento en 3 energia media de un sistems
Cuyos pardmetros externos se mantienen fijos.

Trabajo realizado sobre un sistema Aumento en la energia media de un sistema
que estd aislado adiabaticamente.

Frio Término comparativo que se aplica al sistema que absorbe calor positive
como resultado de una interaccion térmica con otro sistema.

Caliente Término comparativo aplicado al sistema gque cede calor POSILYD como
resultado de una interaccién térmica con otro sistema,

Relaciones importantes

Relacion entre energia media, trabajo v calor:

AE =W+ Q (i)

Sugerencias para lecturas complementarias

Estudio totalmente macroscépico del calor, trabajo y energia;
M. W. Zemansky, Heat and Thermodynamics, 4.5 ed., secs. 3.1-3.5, 4.1-4.6 (McGraw-
Hill Book Company, New York, 1957).

H. B. Callen, Thermodynamics, secs 1.1-1.7 (John Wiley & Sons, Inc, New York,
1960).

Notas historicas y biogrdficas:

G. Holton and D. Roller, Foundotions of Modern Physical Science ({Addison-
Wesley Publishing Company, Inc., Reading, Mass,, 1958). Los capitulos 19
¥ 20 contienen una descripcidn histérica del desarrolla de las ideas que con-
dujeron al reconocimiento del calor como una forma de la energia.

5. G. Brush, Kinetic Theary, vol. | (Pergamon Press, Oxford, 1965). La intro-
duccidn historica del autor y las reproducciones de los trabajos originales de
Mayer y Joule pueden ser de parficular interés,

S. B. Brown, Count Rumford, physicist extraordinary (Anchor Books, Double-

day & Company, Inc., Garden City, N, Y., 1962). Una breve biografia del conde
Rumford.
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Problemas

3.1 Ejemplo sencillo de interaccion térmica

Consideremos el sistema de spines descrito en Ja Tabla 3.3, Supéngase
que cuando los sistemas A y A’ estdn inicialmente separados entre si, las
medidas muestran que el momento magnético de A es — 3 s ¥ el momenio
magnético de A" es + 4 . Se colocan a continuacién |os sistemas en con-
facto térmico entre si y se les permite que intercambien energia hasta
que se alcance la situacién de equilibrio. Fn estas condiciones calcular

a) La probabilidad P (M) de que el momento magnetico total de A4 ad-
quiera cualquiera de sus posibles valores M.

b) El valor medio M del momento magnético de A.

c) Supéngase que los sistemas se separan luego de modo qQuUE ¥a no
pueden intercambiar mas energia entre si. ;Cudles son los valores de
P(M) y de M del sistema A después de esta separacion?

3.2 Un spin en contacto térmico con un pequeno sistema de spines

Consideremos un sistema A compuesto de un spin 4 con un momento
Magnético o v otro sistema A’ compuesto por 3 spines I, con un mo-
mento magnético fw cada uno de ellos. Ambos sistemas estin situados
dentro del mismo campo magnético B, Los sistemas se ponen en contacto
entre si de modo que quedan libres para intercambiar energia. Supéngase
que, cuando el momento A sedala hacia arriba (es decir, cuando A estd
en su estado +), dos de los momentos de A' sefialan hacia arriba v el
otro, hacia abajo. Contar el nimero total de estados accesibles al sistema
combinado A + A’ cuando el momento A sefiala hacia arriba ¥ cuando
senala hacia abajo. A partir de aqui calcular la razén P_/P., en donde
P- es la probabilidad de que el momento de A sefiale hacia abajo v Py
es la probabilidad de que sefiale hacia arriba. Suponer que e] sistema
A + A’ estd aislado.

3.3 Un spin en contacto térmico con un gran sistema de spines

Generalicemos el problema anterior considerande e] caso en que el sis-
tema A’ se compone de un cierto nimero arbitrariamente grande N de
spines }, teniendo cada uno de ellos un momento magnético po. El sisterna
A se compone nuevamente de un solo spin } con el mismo momento mag-
netico. Tanto A como A’ estin situados en e mismo campo magnético B
¥ se colocan en contacto entre si de modo que estdn en libertad de in-
tercambiar energia. Cuando el momento de A sefala hacia arriba, n de
los momentos de A’ sefialan hacia arriba y los restantes n’ — N—n mo-
mentos de A’ sefialan hacia ah'aj{:.

a) Cuando el momento de A sefiala hacia arriba, hallar el nimero de
estados accesibles al sistema combinado A + A’ Este numero coincide
exactamente con el nimero de modos en que pueden distribuirse los N
spines de A’ de modo que n de ellos sefialen hacia arriba ¥ n” hacia abajo.

b) Suponer a continuacién que el momento de A sefiala hacia abajo.
La energia total del sistema combinado A + A’ debe, naturalmente, per-
manecer sin variacion. ;Cudntos momentos de A’ sefialardin ahora hacia
arriba ¥ cudntos hacia abajo? En correspondencia, hallar el nimero de
estados accesibles al sistema combinado 4 + A*,

(¢) Calcular la razén P_/P, siendo P- la probabilidad de que el mo-
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mento de A sefala hacia abajo v P: la de que senala hacia arriba. Sim-
plificar el resultado haciendo uso del hecho de que n3lynsl (la
razén P_/P, es mayor o menor que la unidad, si n > n"?

34 Generalizacion del problema anterior

Suponer que en el problema anterior el momento magnctico de A tiene
el valor 2o Calcular nuevamente la razén P_/P: de Jas probabilidades
de que este momento sefiale hacia abajo o hacia arriba,

3.5 Sistema arbitrario en contacto térmico con un sistema grande de
spines

Las consideraciones de los problemas anteriores pucden extenderse
ficilmente para tratar el siguiente caso general. Consideremos un sistema
cualquiera A, que puede ser un solo dtomo o un sistema macroscopico.
Supdngase que este sistema A estd colocado €n contacto térmico con un
sistema A" con el que estd en libertad de intercambiar energia. Se supone
que el sistema A’ estd situado en un campo magnético B y que consiste
en N spines | con un momento magnético po cada uno de ellos. Se supone
que el numero N es muy grande comparado con el numero de grados de
libertad del sistema relativamente mucho menor A, Cuando el siste-
ma A estd en su estado inferior de energia E, supondremos que n de
los momentos de A’ sefialan hacia arriba y los restantes n' = N—n
momentos de A’ sefialan hacia abajo. De agui que n» 1 y 0" % 1, puesto
que todos los nimeros son muy grandes.

@} Cuando el sistema A estd en su estado de energia mds baja po-
sible Eo, hallar el mimero total de estados accesibles al sistema combinado
A+ AL

b) Suponer ahora que el sistema A esti en algun otro estado, al que
llamaremos r, en donde tiene una energia £ mayor que E; Con objeto de
conservar la energia total del sistema combinado A + A’, deberi haber
entonces (n + An) momentos de A’ que seialan hacia arriba y (n— An)
momentos de A’ que seflalan hacia abajo. Expresar An en funcidn de la
diferencia de energias (E, — E;). Puede suponerse que (E.— Eu) » o B.

¢) Cuando el sistema A estd en el estado r con energia E., hallar el
nimero total de estados accesibles al sistemna combinado A + A’

d) Py designa la probabilidad de que el sistema A esté en el estado
de energia Eo y P, la de que esté en el estado r de energia E.. Hallar la
razén Pr/Pp Utilizar la aproximacién de que An « n ¥ An & ',

e) Utilizando el resultado que se acaba de deducir, demostrar que la
probabilidad P, de hallar el sistema A en cualquier estado r con una ener-
gia Er es de la forma

P, = CepEr

en donde C es una constante de proporcionalidad, Expresar # en funcion
de po B y la razon n/n'.

) Si n>n', jes B positivo o negativa? Suponer que el sistema A
es tal que sus estados, marcados por un nimero cudntico r, estin igual-
mente separados en energia por una cantidad b. {Por ejemplo A, puede
ser un oscilador arménico simple.) Asi pues, ¢ =a + br, en donde r = 0,
I, 2,3, ..,y a es cierta constante, Comparar Ja probabilidad de hallar el
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sistema A en cualquiera de estos estados con la probabilidad de que se
encuéntre en su estado inferior r = 0,

1.6 Presion ejercida por un gas ideal (cilculo mecanico-cudntico)

Consideremos una particula simple de masa m confinada dentro de
una caja cuyas aristas tienen longitudes Lz, Ly, L. Supongamos que esta
particula esta en un estado cudntico particular r especificado por valores
particulares de los tres numeros cudnticos ms, my vy n: La energia E, de
este estado viene dada entonces por (15).

Cuando la particula estd en el estado particular r, ejerce sobre la pared
de la derecha de la caja (es decir, 1a pared x = L;) una cierta fuerza F.
en el sentido x. Esta pared, pues, debe ejercer sobre la particula una fuerza
== F. (es decir, en sentido — x). Si se mueve lentamente la pared derecha
de la caja hacia la derecha en una cantidad dL:, el trabajo realizado sobre
la particula en este astado ¢s, por tanto, — F.dL: v debe ser igual al
aumento de energia dE. de la particula en este estado. Asi se tiene

dE, = ~F,dL,. (i)

La fuerza F, e¢jercida por una particula en el estado r estd asi relacionada
con la energia E, de la particula en este estado por

i -g—E- (i)
Aqui hemos escritq una derivada parcial puesto que se suponen constantes
las dimensiones L, v L. al deducir la expresidn (ii).

a) Uulizando (ii) v la expresion (15) para la energia, calcular la fuerza
F ejercida por Ja particula sobre la pared derecha cuando la particula estd
en un estado especificado por valores dados de ns, ny y H-

b) Suponer que la particula no estd aislada, sino que es una de las
muchas que constituyen un gas confinado dentro del recipiente. La par-
ticula, que es capaz de interaccionar débilmente con otras particulas,
puede estar entonces en cualquiera de los diversos estados posibles ca-
racterizados por los valores de ns;, n, v n. Expresar la fuerza media F
ejercida por la particula en funcién de n#. Para mayor sencillez, suponer
que la caja es cibica, de modo que L. =L, =L.=L; la simetria de la
situacion implica entonces que n = n, = n2, Utilizar este resultado para
relacionar F con la energia media E de la particula,

¢} Si existen N particulas semejantes en la caja, la fuerza media ejer-
cida por todas ellas es simplemente NF. A partir de aqui demostrar que
la presion media del gas 7 (es decir, la fuerza media ejercida por el gas por
unidad de drea de la pared) esta dada simplemente por

= _2 N
P=5vE (iii)
en donde E es la energia media de una particula del gas.
d) Observar que el resultado (iii) estd de acuerdo con el deducido en
(1.21) sobre la base de razonamientos aproximados haciendo uso de la me-
cinica cldsica.

3.7 Nuimero tipico de estados accesibles a una molécula gaseosa
El resultado (iii} del problema anterior, o la ecuacién (1.21) nos permite
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estimar la energia media de una meolécula gaseosa, como nitrdgeno (N:) a
la temperatura ambiente, Haciendo uso de la densidad y de la presidn
conocida ejercida por dicho gas, se encontrd en (1.28) que la energia
media E de dicha molécula era préxima a 6 % 10-1 erg,

ad) Emplear (31) para calcular numéricamente el nimerpo de estados
®(E) con energia menor que E, accesibles a esta molécula encerrada en
una caja que tiene un volumen de 1 litro (10* cm®).

by Considerar un peguefo intervalo de energias 8E = 10-% erg, que
es mucho menor que el mismo E. Calcular el nimero de estados 0 (F)
accesibles a la molécula en el intervalo comprendido entre E y E + OF.

¢} Demostrar que el nimero anterior de estados es muy grande, a
pesar de la pequefia magnitud del intervalo energético 8E.

3.8 Numero de estados de un gas ideal

Consideremos un gas ideal compuests por N moléculas confinadas
dentro de una caja cuvas aristas tienen longitudes L., L, v L. Aqui se
supone que N es del orden del numero de Avogadro. Considerando la
contribucién de energia de cada numero cudntico separadamente ¥ uti-
lizando razonamientos aproximados como los de la Seccidn 3.5, demostrar
que el numero de estado £2(E) en un intervalo energético dado entre E
vy E + 8E viene dade por

QE) = CVNEB3/2¥ §E

siendo ' una constante de proporcionalidad v V = L: Ly L., el volumen de
la caja.

* 3.9 Nuimero de estados de un sistema de spines

Un sistema se compone de N spines | con momento magnético po ¥y
estd situado en un campo magnético aplicado B. El sistema es de tamafio
macroscdpico, de modo que N es del orden del nimero de Avogadro. La
energia del sistema es entonces igual a

E=—(n—nuB

si n designa el ndmero de sus momentos magnéticos que sefialan hacia
arriba ¥y ' = N—n el nimero de los que sefialan hacia abajo.

a) Calcular para este sistema de spines el numero de estados f1(E)
que estin dentro de un pequefio intervalo de energia entre E y E + 8E.
Aqui se entiende que 8F es grande comparado con las energias de spin
individuales, es decir, 6E 3 wo B,

b) Hallar una expresion explicita para In{l como funcién de E. Como
tanto n como n’ son muy grandes, aplicar la férmula in nl =~n ln n—n
deducida en (M.10) para calcular n! y n'l Demostrar que, con excelente
aproximacion,

In Q(E) = Nln @N) — N — E')In (N — E') = }N + E)In (N + E)

en donde E-—-‘—E—
poll
¢) Hacer un esguema aproximado que muestre el comportamiento de
In £} en funcidn de E. Obsérvese que £2{E) no siempre aumenta en fun-

cidn de E. La razdn es que un sistema de spines es andmalo en el sentido
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de que no sdlo tiene una energia posible mis baja £ = — Npug B, sino
también un valor mds alto posible E = NueB. Por otra parte, en todos
los sistemas ordinarios en que no se descarta la energia cinética de las
particulas (como hicimos al estudiar los spines) no existe limite superior
para el valor de la energia cinét.ca del sistema.



