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Capitulo 2 Conceplos basicos de probabilidad

Las consideraciones del capitulo anterior han indicado que los
razonamientos sobre probabilidades son de importancia fundamen-
tal para la comprension de sistemas macroscopicos compuestos de
muchisimas particulas. Serd dtil, por consiguiente, revisar las no-
ciones bdsicas de probabilidad y examinar ¢dmo pueden aplicarse
a algunos problemas sencillos pero importantes, Realmente, este
estudio serd probablemente de valor en temas mucho mas amplios
que los que nos interesan de modo inmediato. Por ejemplo, los
conceptos de probabilidad son indispensables en todos los juegos
de azar, en ¢l negocio de seguros (puesto que necesita conocer
la probabilidad de que se produzca la muerte o enfermedad entre
sus clientes) v en los métodos de informacion, como el de con-
sulta de Ja opimion piblica. En biologia son de profunda importan-
cia en el estudio de genética, En fisica, son necesarios para el estu-
dio de la desintegracion radiactiva, la llegada de rayos cosmicos a
la superficie de la tierra o la emisién aleatoria de electrones por
el filamento caliente de un tubo de vacio; ademds, juegan un pa-
pel importante en la descripcidn cudntica de los dtomos y molé-
culas. Y, lo que es mds importante para nosotros, forman la base
de nuestro estudio completo de los sistemas macroscopicos.

2.1 Conjuntos estadisticos

Consideremos un sistema A en el que podemos realizar obser-
vaciones o experimentos . En muchos casos el resultado determi-
nado que resulta de la realizacién de un simple experimento no
puede predecirse con certidumbre, por ser intrinsecamente im-
posible © o porque la informacién disponible acerca del sistema
es insuficiente para permitir esta prediccion finica. Aunque no se
puede afirmar nada sobre un experimento aislado, es posible sin
embargo, hacer algunas indicaciones significativas sobre los resul-
tados de un gran nimero de experimentos andlogos. Asi llegamos
a una descripcion estoaistica del sistema, es decir, a una descrip-
cién expresada en probabilidades. Para su obtencidon seguiremos
el siguiente camino:

En lugar de enfocar nuestra atencion sobre el sistema aislado

1 Un acto de observacién puede considerarse como un cxperimento en ¢l que
el resultado de la observacidn constituye el resultado del mismo. Por lo tanto,
no necesitamos hacer distincion enfre experimentos ¥ observaciones,

Y Este es ¢l caso, por ejemplo, en mecdnica cudntica en donde el resultado
de una medida en un sistema microscopice no os predecible con exactitud.
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A de interés, contemplemos una reunion (o conjunto segin la ter-
minologia mds comun) compuesta por un cierto nimero muy gran-
de X de sistemas “semejantes”. En principio, imaginemos que A
es arbitrartamente grande (es decir, /X — c0). Los sistemas se su-
pone que son semejantes cn el sentido de que cada sistema satisface
las mismas condiciones que sabemos satisface el sistema A,
Esto significa que cada sistema se supone que ha sido pre-
parado de! mismo modo que A y ha sido sometido a los
mismos experimentos que éste, Podemos preguntar entonces en
qué Traccion de casos se verificard un resultado determinado del
experimento. Para ser precisos, los dispondremos de modo que
podamos enumerar de algin modo conveniente todos los resulta-
dos posibles mutuamente excluyentes del experimento. (El nimero
total de tales resultados posibles puede ser finito o infinito). Su-
pongamos entonces que senalamos mediante una r un resultado
determinado del experimento y que existen, entre los A sistemas
del conjunto, /Y, sistemas que presentan este resultado, Entonces
la fraccion

P,E%-fv—r (en donde N — ) (1)

se denomina probabilidad de ocurrencia del resultado r. Cuanto
mayor sea JY, logicamente una repeticion del mismo experimento
en el conjunto conducira con mayor reproducibilidad a la misma
razén N /A, La definicidn (1) resulta asi sin ambigiiedad en el
limite, cuando se hace A infinitamente grande.

Lo expuesto anteriormente, muestra como puede medirse la
probabilidad de presentacién de cualquier resultado posible de
un experimento en un sistema repitiéndolo en un gran nimero A
de sistemas semejantes *. Aunque el resultado del experimento en
un sistema solo no puede predecirse, la misién de una teoria
estadistica es entonces la de predecir la probabilidad de que se
presente cada uno de los resultados posibles del experimento. Las
probabilidades predichas pueden compararse entonces con las real-
mente medidas, experimentando con un conjunto de sistemas se-
mejantes,

Diversos ejemplos nos servirian para aclarar esta descripcion
estadistica en cierto numero de casos concretos.

1 8i ¢l caso que estamos viendo es independiente del tiempo, podriamos
igualmente bicn repetir el mismo experimento A veces en sucesién con el sis-
tema particular en consideracidn. (Teniendo cuidado de iniciar cada vez ¢l ex-
perimento con el sistema en la misma condicidn inicial.)
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Fiz. 2.1  Con objeto de obiener conclusio-
siones sobre las probabilidades al lanzar
una maoneda aislada, consideraremos  un
conjunto compuesto por un numero grande
A de monedas semejantes. El diagrama in-
dica esquemdticamente el aspecto de este
conjunto después de hater lanzado cada
moneda. El simbolo + significa “cara” ¥
el simbolo — “cruz”.
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Lonzamiente de monedos o dodos

Consideremos el experimenta de lam-
zar al aire una moneda, Existen Gni-
camente dos resultados posibles de
este experimento o “cora” o "eruz”,
segln que la moneda quede o no
sabre una mesa con la efigie grabada
hacia aormba . Em principio  podria
predecirse  totalmente el resultado
del experimento s SUpPIGSEMOS EXOC-
tamente como se arroja la moneda
y las fuerzos con los que interaccio-
na en la mesa. Seria necesario en-
tonces Unicamente hacer los compli-
cados caleulos mecesarios basados en
las leyes de la mecanica clasica. Pero
en la practica no se dispone de esta
informacion tan detallada sobre la
tirodo, Mo es posible, par lo tante,
hocer una prediceién Unica sobre el
resultado de uno jugada concreta.
{Ciertamente, aungque pudiese obte-
nerse toda lo infarmacian  precisa
y pudiesen realizarse todos los caleu-
los necesarios, no estariamos normal -
mente interesados en obfener estos
predicciones tan precisas a costa de
complejidad ton grande ) Lo formu-
locion estadistica del experimento es,
sin embarge, muy sencilla y familiar,
Mecesitamos Onicamente  considerar
un conjunio compuesto por un nu-
mere muy grande & de monedas
semejontes, Cuando se lonzon estas
monedas de una manera semejante,
podemos contar la fraccion de cosos
en los que el resultodo es cara y los
que el resultade es cruzt Estas
fracciones daon entonces, respectiva-
mente, lo probabilidad medida p de
obtener cara y la probobilidad g
de obhtener cruz, Una teoria estadis-
tica deberia intentar lo prediccidn
de estas probabilidades. Por ejemple,
si gl centro de masas de la moneda
coincide con su centro geométrico,
la teoria podria bosorse en el razo-
nomiento de simetria seglun el cual

no hay nada en los leyes de la me-
cdnica que distinga entre corgs y cru-
ces. En este caso, lo mitad de los
resultados  experimentales  deberian
ser caras y lo otra mitad cruces, de
modo que p=g=1/2. Lo com-
paracign con el experimento puede
comprobar o no esta teorfa. Por
ejemplo, s se observa que salen
cargs con mayor frecuencio que cru-
ces, podemos llegar @ la conclusion
de que la teoria no estd justificada
al suponer que el centro de masas
de la moneda coincide con su centro
geometrica,

Consideremos ohora el experimento
un poco mos complicado de lanzar un
grupa de N monedas, Como lo tirada
correspondiente a cualquier moneda
puede tener 2 resultados posibles el
lanzamiento de los N monedas puede
tener entonces 2 X 2 X .. X 2=12N
resultados posibles®. La formulacian
estadistica del experimento requiere
nuevamente que, en vezr de consi-
derar un simple grupo de N monadas,
exominemos un conjunto tormado
por A de dichos grupos de N mo-
nedas, en los gue todos se |anzan
de la misma manera. Una cuestion de
posible interés es entonces la pro-
babilidad de gque se produzca en el
comjunto uno cualquiera de los 2V re-
sultadas posibles. Otra cuestién de
interés, menos detallada, puede con-
sistir en la probabilided de hollor
en el conjunte un resultade en el
gue n monedas resulten caras v los
restantes (N — nJ, cruces.

El problema de lanzar un grupo
de N dados es, naturalmente, seme-
jonte. La dnica diferencia consiste
en que ¢l lanzamienta de un dado
cualguiera puede dar & resultodos
posibles, dependientes de cudl de las
seis caras del dodo cubico queda
hacia arriba,

i Despreciamos la remota posibilidad de gque la moneda quede en reposo

sabre su canto.

5 De otro modo, podemos tomar la misma moneda v lanzarla & veces su-
cesivamente, contando la fraccion de casos que presentan card O Cruz,

# En el caso especial en que N =4, los 2 = 16 resultados posibles estin

relacionados explicitamente en la tabla
cara y la letra £ ¢omo cruz.

1.1, pig. 11, si se interpreta la letra ! como
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Resulta con frecuencia convenicnte utilizar la palabra suceso
para designar el resultado de un experimento o de una observa-
cion. Obsérvese que la probabilidad de que se produzea un suceso
depende inicialmente de la informacion disponible sobre el siste-
ma en consideracion, Ciertamente, esta informacion determina la
clase de conjunto estadistico que ha de ser estudiado, puesto que
este conjunto debe consistir unicamente de sistemas que cumplan
todas las condiciones satisfechas por el sistema determinado en

consideracion,

Ejemplo

Supongamos que estamos interesades
en la siguiente cuestion: ¢Cudl es la
probabilidad de que uno persona vi-
vienda en muestro pais deba hospo-
talizarse en algin momento entre las
edaodes de 23 y 24 afos? Entonces
debemos considerar un conjunto com-
puesto par un gran ndmero de per-
sonas y debemos overiguor la froc-
cicén de las mismas hospitalizadas en
algun instante entre dickos edodes.

S imponemas ahora lo condicion de
que la persona debe ser del sexo
termening, la  respuesta o nuestra
pregunta es distinta, porgue ohora
debemos examinar un conjunto de
mijeres v debemos overiguar cudn-
tas de ellas se hospitalizan entre
los edodes mencionadas. [ Realmente,
haoy wma mayor  tendencia g que
mujeres de estas edades se hospita-
licern debido a los alumbramientos. )

Aplicacion a sistemas de muchas particulas

Consideremos un sistema macroscopico compuesto por muchas
particulas, Por ejemplo, el sistema podria ser un gas ideal de N
moléculas, un sistema de N spines, un liquido o un bloque de co-
bre. En ninguno de estos casos es posible hacer una prediccion
unica sobre el comportamiento de cada una de las particulas en
el sistema ’, ni tiene interés. Acudiremos, por tanto, a una descrip-
cion estadistica del sistema A en consideracion. En lugar de con-
siderar el sistemma aislado A, examinaremos un conjunto compuesto
de un gran nimero A de sistemas semejantes al A. Para hacer
cualquier afirmacion estadistica sobre el sistema en el instante !,
observemos los A sistemas en dicho momento. Asi podemos de-
terminar la probabilidad P,(t) de que la observacion ofrezca un
resultado concreto r en el instante t. El procedimiento puede
comprenderse con mayor facilidad imaginando que tomamos una
pelicula de cada sistema del conjunto. Nos encontraremos al final
con A" peliculas que contienen los resultados de todas las obser-

T En la descripcidén cudntica correcta del sistema no son posibles, incluso
en principio, predicciones no estadisticas. En una descripeion cldsica, una predic-
citn unica sobre un sistema requerird saber la posicidn v velocidad de todas las
particulas a la vez, informacién gue no disponemos.

Sistema | . _ A

Sistema 2 A

Sistema 3

Sistema A

Fig, 2.2

sisterna A formado por un gas en una caja,

Descripcion  estadistica de  un
El diagrama representa esquemiticamente
un conjunto estadistice de & sistemas se-
mejantes al sistema A considerado.
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Fig. 2.3 Figuras construidas con ayuda de un ordenador siguiente: se sabe que todas las particulas estin en la mi-

electronico mostrando un conjunto estadistice de sistemas.
Este conjunto se prepard para representar un sistema com-
puesta por 4 particulas en una caja con la informacidn

tad izquierda de Ja caja en un determinado instante ini-
cial correspondiente a la imagen j =10, perc no se sabe

nada sobre sus posiciones ni sobre sus velocidades,
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Fig. 2.3 (cont.)

La evolucién en ¢l tiempo del sistema k del conjunto

puede seguirse examindndolo horizontalmente en las figu-
ras sucesivas J = 0, 1, 2 ... Pueden hacerse consideraciones
estadisticas sobre el sistema en un instante cualquiera co-

BPC-V.- 5

rrespondiente a la figura ;) examinando verticalmente todos
los sistemas en dicha imagen, v haciendo los recuentos
precisos para determinar las probabilidades.
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Fig. 2.4 Continuacién de la Fig. 2.3. El conjunto ha re-
sultado ser ahora independiente del tiempo, es decir, el sis-

tema ha alcanzado el equilibrio.
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vaciones sobre los sistemas del conjunto. El comportamiento de
cualquiera de ellos, por ejemplo el sistema k, en funcién del tiem-
po puede obtenerse entonces examinando la cinta k (es decir, exa-
minando una linea horizontal de la Fig, 2.3), Por otra parte se
obtienen conclusiones de probabilidad sobre el sistema en cual-
quier instante t examinando todas las imagenes de pelicula toma-
das en dicho momento particular t (es decir, mirando a lo largo
de una linea vertical en la Fig. 2.3 y contando la fraccion de siste-
mas que presentan un resultado determinado en dicho momento).

Se dice que un conjunto estadistico de sistemas es indepen-
diente del tiempo si el nimero de sistemas que presentan un su-
ceso cualquiera es el mismo en todo momento (o0, de modo equi-
valente, si la probabilidad de que se verifique un suceso particu-
lar en este conjunto es independiente del tiempo). La descripcion
estadistica proporciona, pues, una definicion de equilibrio muy
clara: Se dice que un sistema macroscopico estd en equilibrio st
un conjunto estadistico de este sistema es independiente del
tiempo.

Ejemplo

Cansiderernos un gas ideal de N mo-
léculas, En wum cierto instanmte ini-
cial o, inmediatamente después de
haber retirado un tobique, se sobe que
todas las moléculos de este gos estan
en la mitad izquierda de una caja.
¢Cémo horemos paro dar una des-
cripeidn estadistica de lo que sucede
en tados los momentos siguientes?
Mecesitamos  considerar  dnicomente
un conjunto compuesto por uno gran
numero & “de cojos semejantes de
qas, teniendo concentrados todos los
maléculas en su mitad izquierda en el
instante f. En la Fig. 2.3 se mues-
tra esquemdticamente un conjunto
de éstos, Podemos considerar en-
tonees este canjunto en  cualquier
momento 12> fy Yy suscitor  varios
cuestiones de interés. Por ejemplo,
centrondo nuestra atencién sobre una
molécula cualquiera, seudl es la pro-
babilidad pft) de que esta molécula

esté en la mitad izquierda de la cajo
o la probabilidod gft} de gue esta
moléculo esté en la mitad derecha?
O ¢cudl es la probabilidad Pint) de
que, en cualguier instante f, estén
situodas en la mitad izquierda de la
caja n de las N moléculos? En el ins-
tante inicial ¢, sabemos que plla) =1
mientras que gfte) = 0. [Andloga-
mente, PIN ) = 1, mientros gue
Pinty) =0 poro n= N.] Al pasar
gl tiempo, cambion todos estas pro-
babilidades hasta que las moléculas
se distribuyen uniformemente por
toda la cajo, de modo que p =g ={.
A partir de oqui las probabilidodes
permanecen invariables a lo large del
tiempo, es deeir, el conjunto resulto
independiente del tiempo y el sistema
ha aolcanzado el equilibrio (véose
Fig. 2.4)%. Esta Gltima situacién es,
como es logico, especialmente simple,
Ciertarmente, el problema del gas

® (Obsérvese que, a pesar de las fluctuaciones irregulares que ocurren en cual-

quier sistema aislado cuando transcurre el tiempo, la probabilidad P en el conjunto
tiene en cualquier instante siempre un valor unico bien definido, puesto que el
nimero A" de sistemas en el conjunto es arbitrariamente grande. Esta nota aclara
la gran simplicidad conceptual que se obtiene al pensar en los conjuntos y no en
un sistema solo. .
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de N moléculas resulta ser entonces
andlogo al anteriormente estudiado
del conjunto de N monedas, En por-
ticular, la probobilidad p de hallar
una molécula en la mitad izquierda
de la cojo es andloga o la probabi-
lidad p de que una moneda presente
una cara al ser lanzada al aire; de

Mota

En lo ecuacion (1.4) del Cap. 1 calcu-
labomos probabilidades considerando
Gnicamente un sistema oislado, Este
pracedimiento es vdlido ordinaria-
mente en el caso especial de un
sisterna en equilibrio, Como un con-
junto de estos sistemas es indepen-
diente del tiempo, un numere grande
de observaciones sucesivas sobre un
sistema Unico es equivalente, pues,
a un gran numero de observaciones
simultaneas sobre todos los sistemas
del conjunto, En otras palabras su-
pongarmos que una cinta de pelicula

modo semejante, la probabilidad g
de hallar una molécula en la mitod
izquierda es andloga. a la probabili-
dod q de que la moneda presente
cruz. Ademas como en el coso de
la moneda, estos probabilidades son
independientes del tiempo y wvalen
p=g=4

de un solo sistema tomada durante
un tiempo T se corta en N frozos
grondes cada uno de ellos con una
duracion 7y = 1/ [(en donde 7; es
tan gronde que el comportamiento
del sistema en un trozo es indepen-
diente del compartamienta en un tro-
zo adyacente). Entonces la coleccian
de estas A cintos de un solo sistema
no se distingue de una coleccion de
peliculas A tomados de todos los sis-
temos del conjunto durante cualgquier
intervalo de tiempo de duracion 7.

-

2.2, Relaciones elementales entre probabilidades

Las probabilidades satisfacen algunas relaciones sencillas que
son casi evidentes por si mismas, pero muy importantes. Sera in-
teresante deducirlas partiendo directamente de la definicién (1)
de la probabilidad. Debe entenderse a lo largo de todo el estudio
siguiente que el numero JA de sistemas del conjunto es siempre
infinitamente grande.

Supongamos que los experimentos realizados sobre un deter-
minado sistema A pueden conducir a uno cualquiera de a re-
sultados posibles mutuamente excluyentes, Senalemos cada resul-
tado o suceso mediante un subindice r que puede indicar cual-
quiera de los a numeros r =1, 2, 3, ... 0 a. En un conjunto de
sistemas semejantes, J; de ellos presentarin el suceso 1, Ay de
ellos el suceso 2, ... y el suceso a. Como estos a Sucesos son
mutuamente excluyentes y se agotan todas las posibilidades se
deduce que

R R
Dividiendo por A esta expresion se reduce a

Bd Bk b Bymd @
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en donde P, = A&, /¥ designa la probabilidad de que se presente
el suceso r de acuerdo con la definicién (1). La relacidn (2), que
establece simplemente que la suma de todas las probabilidades es
igual a la unidad, se denomina condicion de normalizacion para las
probabilidades. Empleando el simbolo sumatorio X definido en
(M. 1),esta relacion puede escribirse también abreviadamente como

Dibo= 1 (3)

{Cual es la probzbilidad de que se presente el swceso r o el
suceso 57 Existen A, sistemas en el conjunto que presentan el
suceso r v N, que presentan el suceso s, Por tanto, existen (N, + A,)
que presentan o bien el suceso r o bien el suceso 5. En corres-
pondencia, la probabilidad P(r o s) de presencia de cualquiera
de ambos. el suceso r o el 5 viene dada simplemente por

N+ N
Plro s) = Vs
de modo que Plros)=P + P, 4)

Eiemplo

Suptngase que consideramos el lan-
zamiento de un dado que, en wvirtud
de su simetria, tiene probabilidades
iguales a |1/6 de quedor con cual-
quiera de sus caras hocia arriba.
La probobilided de que el dodo pre-
senfe el nimero 1 es entonces /6,
igual a la probabilidod de que salga el

numero 2. La probabilidad de que sal-
ga el nomero | o el 2 es pues, se-
gun (4), simplemente 1/6+1/6=1/3,
Este resultodo es evidente, natural-
mente, puesto que los sucesos en los
que el | & el 2 saldrén hacia arriba
representa un  tercio de todos  los
casos posibles 1, 2, 3, 4, 5 6 6.

La relacion (4) es generalizable inmediatamente a mds de dos
sucesos alternativos, Asi pues, la probabilidad de que se presen-
ten varios sucesos entre un conjunto de ellos es simplemente igual
a la suma de sus probabilidades respectivas, En particular, vemos
que la condicién de normalizacién (2) establece sencillamente el
resultado evidente de que la suma de probabilidades de la izquier-
da (es decir, la probabilidad de que se presente el suceso 1 o el
2, ... o el a) es simpleménte igual a la unidad (es decir, equiva-
lente a la certeza) puesto que hemos tenido en cuenta todos los
posibles sucesos en la enumeracién de las a alternativas posibles.
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Probabilidades compuestas

Supongamos que el sistema en consideracion puede presentar
dos tipos diferentes de sucesos, por ejemplo & sucesos posibles del
tipo senialado con una r {en donde el indice r =1, 2, 3, ..., a)y B
sucesos posibles del tipo sefialado con una s (en donde el indice
s=1,2 3, ... ). Llamaremos P, la probabilidad de que se pre-
senten conjuntamente @mbos sucesos, el r y el s. Es decir, en un
conjunto compuesto por un gran nimero A de sistemas analogos,
N.. de ellos estin caracterizados por la presencia conjunta de un
suceso r del primer tipo y a la vez un suceso s del segundo. En-
tonces P, = A,/ A . Como es corriente llamaremos P, a la pro-
babilidad de que se presente un suceso 7 (independientemente de
que se presenten o no sucesos del tipo s). Esto es, si en el conjunto
anterior no se presta atencién a los sucesos del tipo 5 y se cuentan
N, sistemas del conjunto que presentan el suceso r, entonces
P,=4.// De modo semejante, llamaremos P, a la probabilidad
de que se presente un suceso s (independientemente de la presen-
cia de sucesos de tipo r).

Un caso especial importante es aquel en que la probabilidad
de que se verifique un suceso de tipo § no se ve afectada por la
presencia o ausencia de un suceso de tipo r. Se dice entonces que
los sucesos de tipo r y s son estadisticamente independientes o no
correlacionados. Consideremos ahora en el conjunto los A sis-
temas que presentan un suceso particular cualquiera r. Indepen-
dientemente del valor de r, una fraccién s de ellos presentard tam-
bién el suceso s. Asi pues, el niimero A, de sistemas que presen-
tan conjuntamente r y s es simplemente

Nz = AP

En correspondencia, la probabilidad compuesta de que se pre-
senten ambos, r y s, viene dada por

-frra_ﬁP_a=PrPE

Pr.-c_ N

=F

—

De aqui podemos sacar la conclusion de que

si los sucesos r y s son estadisticamente independientes,

P,= PP (5)

Obsérvese que el resultado (5) no es cierto si los sucesos r y
s no son estadisticamente independientes, La relacién (5) puede
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generalizarse inmediatamente; asi pues, la probabilidad compues-
ra de mas de dos sucesos estadisticamente independientes es el
producto de sus probabilidades respectivas.

K.
Ejemplo

Supongamos que el sistema A en
consideracion se comporne de dos
dodos Ay y As Un suceso de tipo r
puede ser la apoaricion hocia arriba
de cualquiera de los 6 coros del
dodo A;, andlogomente, un suceso
de tipo 5 puede ser lo mismo res-
pecto al dado As Por consiguiente,
un suceso del sistema A se especi-
fiea indicondo las coras del dade A
y del dado A2 que estdn hacia arriba.
Un expersmento en el que intervengg
gl lanzamiento de los dos dodos ten-
drio, por tanto, 6 X 6 = 36 resul-
tados posibles, Podemos estudiar las
probabilidades en un conjunto com-

puesto de un gran numera A de

pares de dodos semejantes. Supaon-
gamos que todos los dados son simé-
tricos de modo que existe lo misma
probabilidad de gue el resultodo de la

La probabilidad Pr de que cada dado
caigo con una caro determinoda r
hacia arribo es  entonces simple-
mente 1/6. S5 el dodo no inter-
acciona con el otro {es decir, 51 no
estan mantedos de modo que se
gjerzan fuerzas que tiendan o ali-
rearlos) y si se lanzan del mismo
modo, pueden considerarse estadisti-
camente independientes. En este caso
la probobilidod compuesta Prs de que
el dado A salga con una caro deter-
minoda r hacio arriba v el dodo A
quede con la carg 5 hacia orriba es
sencillamente

P.tzf’,P_,:*x*:)lg

Este resultodo es, maturalmente, evi-
dente puesto que el suceso que se
observa representa uno de los
6 X 6= 36 resultados posibles.

tirada sea cualquiera de los 6 caras

2.3 Distribucion binomica

Nos hemos familiarizado ahora suficientemente con los meto-
dos estadisticos para hacer un estudio cuantitativo de algunos
problemas fisicamente importantes, Consideremos, por ejemplo,
un sistema ideal de N spines }, con un momento magnético aso-
ciado pg. Este sistema es de particular interés puesto que es un
sistema muy simple y se describe con facilidad en funcion de la
mecdnica cuantica; por lo tanto, se utilizara con frecuencia como
prototipo de sistemas mas complicados. Para mayor generalidad,
supongamos que el sistema de spines estd situado en un campo
magnético externo B. Cada momento magnético puede senalar en-
tonces “hacia arriba” (es decir, paralelo al campo B) o “hacia aba-
jo" (es decir, antiparalelo al campo B). Se supone que el sistema
de spines estd en equilibrio. Un conjunto estadistico compuesto
por X de dichos sistemas es, pues, independiente del tiempo, En-
focando nuestra atencion sobre un spin cualquiera, llamemos p
a la probabilidad de que su momento magnético senale hacia arri-
ba v g a la probabilidad de que senale hacia abajo. Como estas

Fig. 2.5 Sistema compuesto por N spines
! en el caso especial en que N =4, las
flechas indican el sentide del momento
magnérico del spin. El campo magnenico
externo esti indicade por B.
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dos orientaciones agotan todas las posibilidades, el requisito de
normalizacion (3) tiene por consecuencia evidente gue

ptg=1 6)

0 ¢ =1-—p. En ausencia de campo, cuando B =0, no existe di-
reccion preferente en el espacio, de modo que ¢ = p =13, Pero
en presencia de un campo, los momentos magnéticos tendrian una
mayor probabilidad de sefalar en el mismo sentido que el campo,
es decir, p=>g°. Como el sistema de spines es ideal, la interac-
cion entre los spines es casi despreciable, de modo que pueden
considerarse sus orientaciones como estadisticamente independien-
tes. La probabilidad de que cualquier momento determinado se-
nale hacia arriba no se ve, por tanto, influida por la orientacién
de los demis momentos.

Entre los N momentos magnéticos del sistema de spines, lla-
memos n al nimero de ellos que sefialan hacia arriba y »' al ni-
mero de los que sefalan hacia abajo, Naturalmente

n+n =N (7

de modo que n° = N —n. Consideremos entonces los sistemas de
spines del conjunto estadistico. El nimero » de momentos que se-
nalan hacia arriba no es el mismo en cada sistema, sino que puede
adquirir cualquiera de los valores posibles n =10, 1, 2, ..., N. La
cuestion de interés es entonces la siguiente: para cada valor po-
sible de n, ;cudl es la probabilidad P (n) de que »n de los N mo-
mentos magnéticos senalen hacia arriba?

El problema de encontrar la probabilidad P(n) se resuelve fa-
cilmente mediante ¢l razonamiento siguiente, La probabilidad de
gue un momento magnético cualquiera senale hacia arriba es p
y de que senale hacia abajo es g =1-—p. Conio todos los mo-
mentos magnéticos son estadisticamente independientes, la rela-
cion general (5) nos permite decir inmediatamente que

la probabilidad de que se pre-]
sente wuna configuracion parti-
cular en la que n momentos ;

~ ] ) e s — gt S
senalen hacia arriba y los res- m M Prq™ (9)
tantes 7’ momentos sefialen ha-| 1 factores n factores
cia abajo,

% Consideremos a p v ¢ como cantidades determinadas mediante experimen-
tos. En el Cap. 4 aprenderemos como calcular p v g para cualguier valor de B si
se sabe que el sistema de spines estd a una temperatura dada,
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Pero una situacion en la que n momentos sefalen hacia arriba
puede obtenerse normalmente de muchos modos diferentes, como
se indica en la Tabla 2.1, Introduzcamos, por tanto, la notacion

Cy (1) = mimero de configuraciones diferentes de N mo-
mentos en donde n cualquiera de ellos senalan  (9)
hacia arriba (y los restantes »’ hacia abajo} "

La probabilidad deseada P (n) de que n de los N momentos se-
fnalen hacia arriba, es igual a la probabilidad de que se verifique
la primera, o la segunda, ...0 la dltima de las Cy (n) posibihidades
diferentes. De acuerdo con la relacién general (4), la probabilidad
P (n) se obtiene, pues, sumando la probabilidad (8) para las Cy (n)
configuraciones posibles que tienen # momentos senalando hacia
arriba, es decir multiplicando la probabilidad (8) por Cy(n). Asi se
obtiene

P(n) = Cy{n)pg¥™" (10)

en donde hemos puesto n’' = N —n.

Falta solo calcular el nimero de configuraciones Cy (1) en ¢l caso
general de valores arbitrarios de N y n. Supongamos entonces gue
se considera una Tabla T, semejante a la Tabla 2.1 en la que se
relacionan todas las configuraciones posibles de los N momentos
y designemos por U cada momento que senala hacia arriba y por
D los que sefalen hacia abajo. El numera Cy({n) es entonces el
nimero de entradas en las que la letra U aparece n veces. Para
examinar cuantas entradas existen, considercmos # momentos di-
ferentes que sefialan hacia arriba y marquemoslos con las letras
U, U, ..., U, (De cuintas maneras pueden escribirse en'una Ta-
bla 7' (come, por ejemplo, la Tabla 2.2, en el caso especial en que
N=tyn=2)2

La letra U, puede escribirse en una linea de la Tabla
en cualquiera de los N lugares diferentes;

para cada situacién posible de U, puede escribirse en-
tonces la letra U, en cualquiera de los (N —1) lu-
gares restantes;

para cada situacién posible de U, y U,, la letra U, pue-
de escribirse en cualquiera de los (N — 2) lugares
restantes;

W E| nimero Csfn) se suele llamar también numero de combinaciones de

& objetos de m en n.

L 2|3 4|a 7 Cum
(4200 1 (8 I (R A S| 1
v uvju 3 =
U u i e 4
u i o e
i) T o B
¥ . 2
o u ok
U 5| :
ulu 2002
u T e
o Ul 22
U i T
u | )
4
U [
7 Y
0 4 1

Tubla 2.1 Tabla T que relaciona todas
las orientaciones posibles de N momentos
magneticos en el caso especial en que
N =4 La letra Y indica un momento que
sefala hacia arriba v la D cuando sefala
hacia abajo. El namero de momentos se-
nalando hacia arriba se designa por n ¥
el de los gque senalan hacia abajo por o'
Las C. (1) configuraciones posibles en las
que n de los N momentos sefialan hacia
arriba estdn indicadas en la ultima colum-
na. (Obsérvese que esta Tabla es andloga
alall)



1 2 3 4
0 Uy a
] iz b
U|_ U:
U& Ui a
U Ll d
U Uz
Uy th b
U; L
U, Uy f
Uy L c
L i F]
Ua U, f

Tabla 2.2 Tabla T° en Lo que se relacio-
nan todas las ordenaciones posibles de
N =4 momentos idénticos, de los que
n =2 genalan hacia arriba. Para facilitar
S0 enumeracion se especifican estos ultimos
mediante Uy y [y, respectivamente, aungue
son fisicamente indiscernibles. De aqui que
las filas que difieren unicamente en los
subindices son equivalentes v estin indi-
cadas por letras iguales en la ultima co-
lumna, La Tabla contiene asi n! = 2 veces
demasiadas filas si se estd interesado ni-
camente en filas que sean fisicamente dis-
tintas, '
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para cada situacion posible de U, U., ... U,_;la letra
ultima U, puede escribirse entonces en cualquicra
de los (N —n + 1) lugares restantes.
El numero [y (n) de posibles entradas o filas diferentes en la
Tabla T se obtiene entonces multiplicando todos los nimeros de
situaciones diferentes de las letras U, U, ..., U,: es decir,

Jun) = N(N - 1)(N=2)-.. (N —n + 1) (11}

que pucde escribirse mas concisamente mediante el empleo de fac-
toriales, Asi pues,"

NN-DN—-2). - N—n+1LN=n)...()
(N=n)...(1)

oo N 12
=N -n) (12)

Jun) =

Los simbolos U,, U,, ..., U, se consideran diferentes en la enu-
meracion anterior, mientras que realmente los subindices carecen de
importancia puesto que todos los momentos que sefalan hacia arriba
son equivalentes, es decir cualquier U, designa un momento que se-
nala hacia arriba, independientemente de i, Las filas en la Tabla T
que difieren dnicamente por una permutacién de los subindices, co-
rresponden, por lo tanto, a situaciones fisicamente indiscernibles
(véase, por ejemplo, la Tabla 2.2). Como el nimero de posibles per-
mutaciones de los n subindices viene dado por n!, la Tabla T con-
tiecne n! veces demasiadas filas si han de considerarse unicamente
filas diferentes no equivalentes ® . El ndmero deseado Cy(n) de
configuraciones distintas de momentos hacia arriba y hacia abajo
viene dado entonces dividiendo [y (r) por n! de modo que

Juln) NI

Cr) = =0T = N = ) (1)
La probabilidad (10) resulta ser entonces
L2t __'NI'_,_ fiaN—n

A0 = =P (14)

o en forma mas simétrica

I Por definicidn, N! = N(N — 1IN —2) .. (1): ademds, 0! =1,

12 El primer subindice puede adquirir cualquiera de los n wvalores posibles,
el segundo de los restantes (n— 1) valores posibles, ..., v ¢l subindice n-ésimo el
valor restante, De aqui que |os subindices puedan ordenarse en nin — 1) ... (1) = n!
maneras posibles,
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N!
n'n’!

P(n) = prgr

En el caso especial

P(n) =

en querpr=q = b

75

en quen =N—n (15)

N| (_1-)” (16)

nln’!

2

Para un nimero dado N, la probabilidad P (n) es una funcién de
ny se llama distribucidn bindmica.

Hota

Al desarrollar un binomio de la forma
(p 4 g)¥, el coeficiente del término
pg¥-" es igual simplemente al nu-
mero C.fn) de términos posibles que
comprenden el factor p exactomente
n veces y al facter g (N — n) veces,

Esta es lo razdn paro el nombre de
“distribucidn binomica”, Incidental-
mente, coma p4+g=1 cuondo p ¥ g
son los probabilidodes que nes in-
teresan, lo ecuacion [17) es equi-
valente a

De agui se obtiene el resultado pura-

mente motematico conocide  como ¥
Teorema del binomio. 1= z Fin)
n=i
N
I Nl Esta comprueba que la suma de las
3o f N = L — 1 :
P+ ) n>:: nl(V — n)l P (an probobilidades para todoes los valores

posibles de n es igual o la unidad,
como exigio lo condicién de norma-
lizacion (3).

Comparondo con (14) se ve que
coda terming del segundo miembro
es precisamente la probabilidad Pfn).

Discusion

Para examinar la dependencia de P (1) con n, investiguemos pri-
mero el comportamiento del coeficiente Cy (n) dado por (13). Ob-
servemos primero que Cy(n) es simétrico cuando se cambia n por
N—n=n'" Asl pues,

Cu(n’) = C\n) (18)
Ademas
Cx{0) = CMN) =1 (19)
Observemos también que
C;.r{:l + 1) = n!(N — n)! _ N-n (20)
Cuin) n+DIN=n=1)} n+1

Partiendo de n =0, la razén de los coeficientes sucesivos es,
por consiguiente, grande inicialmente, del orden de N; decrece a
continuacion monétonamente con n, siendo mayor que (o como
mdximo igual que) la unidad siempre que n<} N y resultando

=

0 1 2 3 4 n

SRR ey TSt R [Pl oAt
-4 -2 0 2

Distribucion hindmica para N=4

4 m
Fig. 2.6
momentos magnéticos cuando p =g = |
El grifico muestra la probabilidad P (n) de
que n momentos sefialen hacia arriba o,
lo que es equivalente, la probabilidad
P'(m) de que el momento magnético en
sentido hacia arriba sea igual a m (cuando
se mide en unidades de L)




X
Fig. 2.7 Distribucidn bindmica para
N = 20 momentos magnéticos  cuando

p=g =4 El grifico muestra la probabi-
lidad Pix) de que n momentos sefalen
hacia arriba o lo que es equivalente, la
probabilidad P {m) de que el
magnético en sentido hacia arriba sea igual
a m {cuando se mide en unidades de pul.

momenio

P(n)
F{m)

0,20
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menor que la umidad para n=4% N. Este comportamicnto, combi-
nado con (19), muestra que Cy(n) tiene un miximo préximo a
n=4+ Ny que su valor es muy grande comparado con la unidad,
en tanto N sea grande.

El comportamiento de la probabilidad P(n) resulta entonces
claro. Segun (16) resulta que

51 p=g="4% P(n") = P(n) (21}

Este resultado debe, naturalmente, ser cierto por simetria, pues-
to que no existe ninguna orientacion espacial preferida si p =g
(es decir, en ausencia de un campo aplicado B). En este caso la
probabilidad P (n) tiene un mdximo " cerca de n =4 N. Por otra
parte, si p=>gq, el coeficiente Cy(n) tiende todavia a producir un
maximo de P(n), pero este maximo se desplaza ahora hacia un va-
lor >4 N. Las figs. 2.6 y 2.7 muestran el comportamiento de la
probabilidad P (n) en algunos casos sencillos.

WEl méiximo estd en 48 cuando N oes par v oen caso contrario solapa dicho
valor.
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Fig. 2.8 Probabilidad F(m)
de que el momento magnético
total de un sistema de N spi-
nes | sea igual a m (medido
en unidades de py). Debido a
la presencia de un campo mag-
nético  aplicade, p =107 ¥
g = 0,3. Los graficos muestran
a P’(m) en cuatro casos dife-
rentes correspondientes a
N=10, N=20, N=130 vy
N = 50.
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El momento magnético total de un sistema de spines es una mag-
nitud que se mide experimentalmente con facilidad, Llamemos M
al momento magnético total en el sentido “hacia arriba”. Como M
es simplemente igual a la suma algebraica de los componentes en
este sentido de los momentos magnéticos de todos los N spines,
resulta que:

M = nuy — n'jp = (n — n)ug
0 bien M = my, (22)
en donde m=n-—n (23)

¥ ppes el modulo del momento magnético de un spin. Segdn (22),
m = Mfup es sencillamente el momento magnético total medido
en unidades de po. La relacién (23) puede escribirse también como

m=n—n=n—-YN-=n)=21~-N (24)

Esto muestra incidentalmente que los valores posibles de m
deben ser impares si N es impar y pares si N es par. De acuerdo
con (24), un valor definido de n corresponde a un valor tnico de
m, e inversamente

n= 4N+ m) (25)

La probabililad P’ (m) de que m adquiera un cierto valor debe
ser entonces la misma que la probabilidad P (n) de que n adquiera
el valor correspondiente dado por (25). Asi pues,

N+m)
2

Esta expresion da la probabilidad de que se presente cualquier
valor posible del momento magnético total del sistema de spin.
En el caso especial en que p = g = }, las expresiones (16) y(26) nos
dan explicitamente

Plm) = P( 126)

- i

2 ' 2

la situacion mds probable tiene lugar cuando m =0 (o préximo a
cero), en donde M = 0.

Generalidades de la distribucion binomica

Aunque nuestro estudio se ha referido al problema especifico
de un sistema de spines, puede expresarse de un modo mds abs-
tracto. Realmente hemos resuelto el siguiente problema general:
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dados N sucesos que son estadisticamente independientes, supon-
gamos que cada uno de ellos se verifica con una probabilidad p;
la probabilidad de que no se presente viene dada, pues, por
g = 1—p. (Cudl es entonces la probabilidad P(n) de que se ve-
rifiquen n cualquiera de estos N sucesos (mientras que no se pre-
sentan los restantes »' = N — n sucesos)? A esta cuestibn se res-
ponde inmediatamente utilizando la distribucién binémica (14).
Realmente, en nuestro ejemplo especifico de N spines independien-
tes, la presencia de un suceso estaba representada simplemente por
un spin senalando hacia arriba, mientras que la falta de un suceso se
representaba por un spin no senalando hacia arriba, es decir, se-
nalando hacia abajo.

Otros ejemplos adicionales servirdn para resolver algunos pro-
blemas comunes que se solucionan inmediatamente en la distribu-

cién bindmica,

Gos ideal de N moleculas

Consideremos un gas ideal de N ma-
léculas encerrado en una caja de
volumen Vi Como los moléculas
de un gos de este tipo interaccio-
naon de un modo practicamente des-
preciable, su movimiento es estadis-
ticamente independiente. Supongase
que lo coja se subdivide imaginaria-
mente en dos partes de volumen res-
pectivos V y V', siendo

V4V =V (27)
Consideremos un conjunto de muchas
cojas de gos. Llamemos p a la pro-
babilidad de que una molécula dada
se encuentre en el volumen V y g o
lo probabilidad de que se halle en el
volumen restante V', Si el gos estd
en equilibrio, coda molécula tiende

Lanzamiento de monedos o dados

Consideremos el lanzamiento de un
grupo de N monedas, cuyo compor-
tamiento puede considerarse esta-
disticamente independiente. Llame-
mos p a la probabilided de que una
moneda cualquiera salga cara y g la
de que solga cruz. Por simetria, po-
demos suponer que p=g={. ;Cudl
es entonces lo probabilidod Pin) de
que n de las N monedas salgan ca-
ras?

El lanzamiento de uno serie de N da-
dos es semejonte, De nueve pueden

a distribuirse uniformemente por toda
la coja, de modo que

v v’
= — n=— (28
pie ¥ = (28)
Asi pues, p+ g = 1, como en (6),
¢Cudl es entonces la probebilidad

Pin) en el conjunto de gue n de
las N moléculas se hallen en el
volumen V' (mientras los restantes
n' = N—n se encuentron en V')?
La respuesta la de la distribucidn
binémica (14). En particular, si
V=V de modo que p=gq=1{,
hemos resuelto explicitamente el pro-
blema de la Seccidn 1.1, en donde
desedbamos hallar la probaobilidad de
que n de N moléculos se encontra-
sen en lo mitad izquierda de lo cojo,

considerarse estodisticomente inde-
pendientes. Llamemos p a la proba-
bilided de sacar un "6" y g=1—p
a la de que no salga. Como un dado
tiene seis caras, podemos suponer
gque p= 1} por simetria, mientras
gueg=1—p= §. (Cudles en-
tonces la probabilidad Pin) de que
n de los N dodos muestre un "“6"2
Esta pregunta se responde una vez
mas mediante la distribucion binami-
ca {14),
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24 VFalores medios

Supongase que una variable  de algin sistema puede tomar uno
cualquiera de los a valores posibles

Uy, fo, ..., U,
con probabilidades respectivas
PhP?!-"}Pa

Esto significa que, ®n un conjunto de /X sistemas semejantes
(en donde A - 20), la variable u toma el valor particular u, en un
nimero A=A P, de dichos sistemas.

La especificacidn de las probabilidades P, para todos los « va-
lores posibles de u, constituye la descripcién estadistica mds com-
pleta del sistema. Es conveniente también, sin embargo, definir pa-
rametros que caracterizan de un modo menos detallado la distri-
bucion de los posibles valores de u en el conjunto. Estos parametros
son ciertos valores medios. Su nocion es muy familiar. Por ejemplo,
el resultado de un examen realizado a un grupo de alumnos se
describe completamente (si no interesa identificar a cada alumno
individualmente) especificando el nimero de alumnos que ha re-
cibido cada calificacion entre las posibles que se pueden obtener en
el examen, Pero el resultado puede caracterizarse también de un
modo menos detallado calculando la nota media de los alumnos. Es-
to se hace segiin convenio multiplicando cada nota posible por el na-
mero de alumnos que la han recibido, sumando todos los productos
asi hallados y dividiendo esta suma por el nimero total de alumnos.
De modo semejante, el valor medio de u en el conjunto se define
multiplicando u, por el mimero 4, de sistemas para todos los a
valores posibles de la variable » y dividiendo entonces esta suma
por el nimero total A de sistemas en el conjunto. El valor medio
de u (o media del conjunto de u), que llamaremos # viene defimdo
asi por

L
Zﬂ’rrur
ﬁ1:£1+ﬁ21z2+~-~+ﬁaua_r:l [29}
¥, I S

T
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Pero como A,/A = P, es la probabilidad de que se presente el
valor u,, la definicién (29) se reduce simplemente a "

a=S Pu, (30)
r=1

De modo semejante, si f(x) es una funcién cualquiera de u, el
valor medio (o media del conjunto) de f se define por la expresién

fw) =2, P, f(u) (31)

Esta definicién implica que los valores medios tienen algunas
propiedades muy sencillas. Por ejemplo, si f(«) y g () son dos fun-
ciones de u,

j-'-i-_gEZI P[f(u.) + glus)] = ; P f(ur) + ZIP,g[u,}

e -

0 fre=f+¢& (32)

Este resultado muestra con mucha generalidad que el valor me-
dio de una suma de términos es igual a la suma de los valores me-
dio de estos términos. As{ pues, las operaciones sucesivas de rea-
lizar una suma y tomar una media dan el mismo resultado sin im-
portar el orden en que se llevan a cabo®. De modo semejante si
¢ ©5 una constante

F =3 Phof(w)] = cPflu)

r=1 r=1

0 39)

Asi pues, las operaciones de multiplicar por una constante y
tomar una media pueden llevarse a cabo en cualquier orden sin
que influya sobre el resultado. Si f = 1, la relacién (33) equivale a

¥ El valor medio i es dependiente del tiempo si el conjunto lo es, es decir,
si alguna de las probabilidades P, depende del tiempo. Obsérvese también que el
valor medio o media del conjunto @ ¢s una media calculada sobre todos los sis-
temas del conjunto en un instante particular. Ordinariamente es diferente de la
media en el tiempo definida en (1.6) para un sistema aislado, excepto en ¢l caso
especial de conjuntos independientes del tiempo, en dende la media en el tiempo
se toma en un intervalo de tiempo muy largo.

¥ En lenguaje matemitico se diria que estas operaciones “conmutan”.
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la afirmacion obvia de que el valor medio de una constante es
simplemente igual a dicha constante,

&

Ejemplo

Considérese un sistemo de 4 spines
en €l que p =g = L. El nimero de
momentos que seralan hacia arriba
puede ser m =0, 1, 2, 3, 4, Estos
numeros aparecen con probabilidodes
Pin) que se deducen inmediatamente
de (16} v que ya fueron calculados
con gran sencillez en {1.4a8). Como
se indicoba en la Fig. 2,6, estas pro-
babilidades son, respectivamente,

Pin) =1 i % 4

El nlmera medio de momentos sefg-
lando hacia arriba es entonces

e X 00+ (s % 1) + (% % 2)

numero medio de moementos senalan-
do hacia arriba, es decir,

T:re:ﬁ

Este resultado se sigue también de
larelacidm {32, que nos permite es-
cribur

n=N_ M=N_f=d—0=p
Como no existe ningin sentida pre-
ferido en el espacio, el moments
magnético medio debe ser nula. Cier-
tomente se tiepe

Mel-N=h—en=2=2=0
El valor de m podia haberse ealeu-
lado también directamente, utili-
zando la  probobilidad  P'im) de
que m tome sus valores posibles

(3 + (kx4 m=—4, —2, 0 2 4 As se

4
o= zf’{n_]ril
m="

[
+
9 tiene, por definicidn

—

Obsérvese que este resultado es sim-' M = > Plm)m

plemente igual a My = 4 % 1. m

Como 2 = g, no hay ningun sentido = [ X (—4)] + 1% x (=2]]
preferido en el gspacio, El nimero
medio de mamentos senalando hacia + e X 0] + [ x 2] + [ x 4]
abajo debe, por tanto, ser igual al =

Con frecuencia es importante otra propiedad de los valores me-
dios. Supongamos que nos estamos refiriendo a dos variables u y
v, que pueden tomar los valores

ul:uzsll"luﬂ'

UI:U'E:”*:L",H

respectivamente. Llamemos P, a la probabilidad de que u tome el
valor u, y P, a la de que v adquiera el valor v, Si la probabilidad
de que u tome cualquiera de sus valores es independiente de los
que adquiere v (es decir, si las variables u y v son estadisticamente
independientes), entonces la probabilidad compuesta P,, de que u
tome el valor u, y v el valor v, es, segin (5), simplemente igual a

Pfa - PrPa {34}

Supongamos ahora que f (1) es una funcién cualquiera de », mien-
tras que g(v) es otra funcién cualquiera de v, Entonces el valor
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medio del producto fg viene, segin la definicién (31), dado con toda
generalidad por

a "—?-;
Tlglo) =2, 2. flur)g(vs 35)
en donde la suma se extiende a todos los valores posibles u, y v,

de las variables. Si éstas son estadisticamente independientes de
modo que (34) es vélida, la ecuacién (35) se reduce a

fe =2 D PP f(uglv,)
=5 > [Pf (u)][Pg(vs)]
= [ Snfw || Srawd]

Pero el primero de los factores de la derecha es simplemente el
valor medio de f, mientras que el segundo es el valor medio de g.
Se llega, pues, al resultado de que

si u y v son estadisticamente independientes

fe=fe (36)

es decir, la media de un producto es entonces igual simplemente
al producto de las medias.

Dispersion

Supongamos que una variable w toma sus valores posibles u,
con las probabilidades respectivas P,. Algunas caracteristicas ge-
nerales de la distribucién de probabilidad pueden obtenerse enton-
ces mediante el empleo de ciertos parametros de interés, Uno de
ellos es simplemente el mismo valor medio de u, es decir, la mag-
nitud & definida en (30). Este pardmetro indica el valor central
de u alrededor del cual se distribuyen los diversos valores u, Puede
ser conveniente entonces medir los valores posibles de i respecto
a su valor medio escribiendo

Au=u-—1u (37)

en donde Au es la desviacién de u respecto al valor medio i, Obsér-
vese que el valor medio de esta desviacién se anula. Ciertamente,
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utilizando la propiedad (32),
0. (38)

l

Au=(u—-d)=ua-a

También es util definir un pardmetro que mida la amplitud con
que se extienden todos los valores posibles de u alrededor de su
valor medio u. El valor medio de Au no proporciona por si mismo
esta medida, puesto que Au es, en valor medio, tantas veces posi-
tivo como negativo de modo que su valor medio se anula de acuer-
do con (38), Por otra parte, la cantidad (Auf no puede ser nunca
negativa. Su valor medio, definido por

(QuP = D PfAu 2 = D Pu, — a)? (39)
r=1 F=1

se denomina dispersion (o4varianza) de u y tampoco puede ser ne-

gativo, puesto que cada término de la suma (39) es no negativo."

Asi pues,

(Au) > 0 (40)

La dispersion solo puede anularse si todos los valores de u, son
iguales a u; y aumenta progresivamente cuando estos valores tie-
nen una apreciable probabilidad de presentarse lejos de @, La dis-
persion, por lo tanto, proporciona una medida conveniente del
orden de la reparticion de los valores adquiridos por w.

La dispersion (Au) es una magnitud que tiene las dimensiones
del cuadro de . Una medida lineal de la reparticién de los valores
posibles de u viene dada por la raiz cuadrada de la dispersion, es
decir, por la magnitud

bu = [(Bup?)2 Y

que tiene las mismas dimensiones que u y que se denomina des-
videion standard de u. La definicién (39) muestra que incluse unos
pocos valores de u que aparezcan con una probabilidad apreciable
alejados de u tendrdan una contribucion importante en Au, La ma-
yoria de los valores de u deben presentarse por tanto dentro de
un intervalo del orden de Au alredor de su valor medio 7.

' Obsérvese que (3u)? es diferente de (Ru)?, es decir, hay una gran diferencia
en elevar al cuadrado primero y luego tomar la media y realizar las operaciones
en orden inverso,
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Ejemplo
valvamos al ejemplo anterior de cug- (Am)F = :LP'{T“]["T* — 0y

tro spines cuando p = q¢ = 4. Como o )
n =2, la dispersion de n es, por = [fe X (=97] + Iy x (—2P)
definicién + [ % (0] + [ x (23]
(BnF = 3 Pn)in - 2 + [ X (47 = 4
’ de modo que
= e X (=2 + [ X (- 1)7] Am = /B = 2
+ [ > (00] 4 [ x¢ (117) Comprobemos que los resultados an-
teriores concuerdan, Como m = 0,
+ [ x (2% mientras que A = K = 2, se tiene

para todos los valores de mo n
=]
De aqui que la desviacion standard
de n sea

.-lm:m:n—-n':-:n;fd-n}

=2-4=2n-13)

An=T=1 o bien Am=2n-d)=24n

Andlogamente se puede calculor la
dispersion del momento mognético.
Como m = 0, se tiene por definicidn De acuerdo con lo que hemos encon-
de modo que trado medionte el calculo explicito.

De oqui que (Am)? = 4(An)

Un conocimiento de las probabilidades Py para todos los valores
u, da una informacidn estadistica completa sobre la distribucidn
de los valores de u en el conjunto. Por otra parte, el conocimiento
de algunos valores medios como % y (Au) proporciona sdlo una
informaci6én parcial de las caracteristicas de esta distribucién y no
es suficiente para determinar las probabilidades P, sin ambigliedad.
Estos valores medios, sin embargo, pueden calcularse a veces con
gran sencillez sin un conocimiento explicito de las probabilidades,
incluso en los casos en que el cdlculo real de estas probabilidades,
serfa una tarea dificil. Aclararemos estos detalles en la seccion
siguiente,

2.5 Caleulo de los valores medios para un sistema de spines

Consideremos un gas ideal de N spines 4. El hecho de que
estos spines sean estadisticamente independientes nos permite cal-
cular diversos valores medios en condiciones muy generales de un
modo sencillo. El cdlculo puede llevarse a cabo sin necesidad de
evaluar ninguna probabilidad como la P (n) obtenida en (14),

Empecemos entonces nuestra investigacién por una magnitud
fisicamente interesante de este sistema de spines, su momento mag-
nético total M en el sentido hacia arriba. Llamemos yy al compo-
nente hacia arriba del spin 2. El momento magnético total M es
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entonces simplemente igual a la suma de los momentos magnéticos
de todos los spines de modo que

M=py + puz+ -+ + ¥

0, mas abreviadamente,
N _
=

Deseamos caleular el valog medio y la dispersién de este momento
magnético total,

Para calcular el valor medio de M, necesitamos tnicamente fo-
mar los valores medios de ambos miembros de (42). La propiedad
general del promedio (32), que nos permite intercambiar el orden de
promediar y sumar, nos conduce inmediatamente al resultado

N
w=S (43
1 =1

v

M=

[

[

Pero la probabilidad de que cualquier momento magnético tenga
una orientacion dada (hacia arriba o hacia abajo) es la misma para
cada momento; de aqui que el momento magnético medio sea el
mismo para cada spin (es decir, j, = ji; = ... = jiy) y puede llamar-
se sencillamente . La suma de (43) se compone por tanto, de N
terminos iguales, de modo que (43) se reduce simplemente a

M = Ni (44)

Este resultado es casi evidente por si mismo; afirma simple-
mente que el momento magnético total medio de N spines es N
veces mayor que el momento medio de un spin,

_ Caleulemos ahora la dispersion de M, es decir, la magnitud
(AMY en donde
AM=M - M (45)

Restando (43) de (42) se tiene
N
M—M=> (- p
J.=l
N
o bien AM = Ay (46)
i=]

en donde A = — p (47)
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Para hallar (AM)Y necesitamos unicamente multiplicar (46) por
si mismo. Asl pues,

(AM)? = (A + Bz + - + Apy) (Apr + Bpo + -+ + Apy)
= [(Am)? + (Ap2)® + (Bpa) + - -+ + (Apw)?)
+ [Apy Opz + Bpg Az + -+ 4 B Bpy
+ Ay Apy 4 Bpp Apg + -+ 4 Apy Bpy]

i)

N N
o bien (AM)? =5 (A + >, (u)(des) (48)
=1 =1 j=1
f I :;Lj
El primer término del segundo miembro, representa todos los
términos al cuadrado que surgen de los términos de la suma (46)
que se multiplican por si mismos; el segundo término representa
todos los términos cruzados que surgen al multiplicar los términos
diferentes de la suma (46). Tomando el valor medio de (48) y usan-
do de nuevo la propiedad (32) que nos permite intercambiar el
orden de sumar y promediar resulta:

£ N N _
@M =2 (Bl +> > (Am)(dm) (49)
=1 i=1 J.= 1
i

Todos los productos de la segunda suma, en que 7 J, se refie-
ren a spines diferentes. Pero como éstos son estadisticamente in-
dependientes, la propiedad (36) implica que el valor medio de cada
producto es simplemente igual al producto de los valores medios
de sus factores. Asi pues,

para i # j (i) (Bp) = (Bpu)(dpy) = 0 (50)
puesto que, Ay=EF—-F=0

En resumen, cada término cruzado de (49) se anula al pro-
mediar, ya que es negativo o positivo con la misma frecuencia, De

aqui que (50) se reduzca simplemente a una suma de términos al
cuadrado (ninguno de los cuales puede ser negativo):

(AM)2 = 2, (Aps)? (51)

i=1

El razonamiento se hace ahora idéntico al que seguia a la ecua-
cion (43). La probabilidad de que cualquier momento tenga una
orientacién dada cualquiera, es la misma para cada momento; de
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aqui que la dispersion {_\.p) es la misma para cada spin [es decir,
[_'_"a_.u_,_:___} ={Ape)'= ... =(Apy)?] y puede representarse simplemente por

(Au). La suma en [.')]} s¢ compone, pues, de N términos iguales y
se reduce simplemente a

@MY = N{Bp? (52)

Esta relacion afirma que la dispersién del momento magnético
total es sencillamente N veces mayor que la dispersién del mo-
mento magnético de un spin individual. En correspondencia, (52)
implica también que

S [ AM = /N (53)

endonde AM=[AMR]2  y  Ap= [EpR)2

son, de acuerdo con la definicién general (41), las desviaciones
standard del momento magnético total y del momento magnético
por spin, respectivamente,

Las relaciones (44) v (53) muestran explicitamente cémo depen-
den M y AM del nimero total N de spines del sistema, Cuando
7 0, el momento magnético total M aumenta proporcionalmente
a N. La desviacion standard AM (que mide la anchura de la dis-
tribucion de valores de M alrededor de su valor medio M) aumenta
también cuando N crece, pero sélo proporcionalmente a N2 De
aqui que la magnitud relativa de AM comparada con M decrece

proporcionalmente a N~'*; realmente (44) y (53) implican que
para p =0 ﬂgf 1/1— (&ﬂ) (54)

La figura 2.8 muestra esta tendencia caracteristica,

Obsérvese que los resultados (44) y (53) son muy generales. De-
penden tnicamente de la relacion aditiva (43) y del hecho de que
los spines sean estadisticamente independientes, Todas nuestras
consideraciones permanecerian, pues, igualmente vilidas aunque
los componentes de p; de cada momento magnético pudieran ad-
quirir muchos valores posibles. (Este seria el caso si el spin de
cada particula fuera mayor de 4, de modo que pudiera presentar
mas de dos orientaciones posibles en el espacio.)

Sistema de particulas con spin 1/2
Los resultados anteriores se aplican facilmente al caso especial
corriente en que cada particula tiene spin . Conio es normal, su-
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pongamos que sus momentos magnéticos tienen entonces la proba-
bilidad p de senalar hacia arriba de modo que p; = ppy la proba-
bilidad ¢ = 1 — p de senalar hacia abajo, de modo que p; = — .
Su momento medio en sentido hacia arriba es, pues,

L=ppo + gl—io) = (p— qluo = (2p = 1uo (93)

Como comprobacion notemos que, en el caso simétrico en que
p =g, p =0, como era-de esperar.
La dispersién del momento magnético de un spin viene dada por

(Ap): = (p — p)* = pluo — B)* + g(—po — p)? (56)
Pero po — = pio — (Zp — Lo = 2pe(l — p) = 2pog
y o + fi = po + (2p — Lo = 2uop

Asi pues, (56) se reduce a

(A2 = p(2uoq)? + q(2u0p)? = 4nopglg + p)

i

o bien (Ap)* = dpgpo® (57)

puesto que p + g = 1.
Las relaciones (44) y (52) llevan, por tanto, a los resultados

M = Np — q)po (58)

y (AM )2 = 4Npq o’ J (50)

La desviacion standard de M es, por consiguiente,

AM = 2\/Npg (60

Si escribimos M = mp, de modo que el mimero entero
m'= M/ exprese el momento magnético total en unidades de pq,
los resultados (58) a (60) pueden expresarse también en la forma

nt N
wmE | 1)

’

(Am)? = 4Npq (62)
Am = 2+/Npg (63)

Estas relaciones contienen una cantidad apreciable de informa-
cion sobre la distribucion de los valores posibles de M o m en el
conjunto de sistemas de spines. Asi sabemos que tnicamente se
presentan con probabilidad apreciable aquellos valores de m que



N=100 [PM)
M =&l
AM = 104
]
M M
2AM
N = P(M)
H:IZK]FM
AM =109 ﬂ
0 MM
2AM
Fig. 29  Probabihdad P"(M) de que el

momento magnético total de un sistema de
spines tenga un valor M cuande N = 100
v cuando N = 10%, El campo magnético es
tal que p =051 v g =049 Los grificos
indican la curva envolvente de los valo-
res posibles de PY(M), pero no se han di-
bujade a la misma escala.
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caen cerca de m y no difieren de éste en una cantidad mucho ma-
yor que Am. La fig. 2.8 nos proporciona una muestra especifica.

Ejemplo

Supdngase que, en presencia de cier-
to campo magnehico aplicade B, el
momentos maognético de coda spin
tiene ung probaobilidad p = 0,51 de
orientarse paralelomente o B. y una
probabilided de g = 1 —p =049
de orientarse antiporolelamente a B,
El momento magnetico total medio
de un sistema de N spines es en-
tonces, , |
ety
5 = 0,02Npg
Lo desviocion estandord de su mo-

mente magnético total viene dado
por (€0}, de modo que

AM = 2+/Npg o = VN

__"L'u __‘_"."J:\_rjlu _ 3l

de oqui que =— =
0 NN YN

Consideremos primero un casa en el
gue el numera total de spines es re-
lativamente pequero. Por ejemplo,
supongomos que N = 100. Entonces

M S0
M V10 -

de modo que AM > M. Los pesibles
vaolores de M eston entonces muy es-
porcidos. Realmente, es muy proba-
ble que existon valores de M que
difieran ampliomente de M e incluso

sean de signo contrario | Véose Fi-
gura 2.9).

Par otra paorte, consideremos el coso
de un sistema macroscopico de spi-
nes en el que N es del orden del
numern de Avogaodro, o sea, N= 10",
Entonces

WM A _s5xi0n
iy

de mado que :}M*‘ﬁ'lﬁ. Los volores
posibles de M estdn entonces muy
poco esparcidos relativamente alre-
dedor de su valor medw. Si preten-
demos medir el momenta magnética
tatal del sistemo, mediremos  casi
siempre un valor muy proximo a 1';I
Realmente, @ menos que nuestro
metodo de medicion seo suficiente-
mente preciso parg detector diferen-
cias de momentos maognéticos me-
nores de una parte de 10", siempre
mediriomos virtualmente un momen-
to magnético igual @ M sin advertir
la existencia de fluctuaciones alre-
dedor de este volor. Este ejemplo
demuestra concretamente la conclu-
sion general de que lo maognitud
relativa de los fluctuaciones tienden
0 ser muy pequenas en un sistema
macroscopico compuesto por muchisi-
mas particulas,

Distribucion de moléculas en un gas ideal

Consideremos un gas ideal de N moléculas contenidas en una
caja de volumen V. Estamos interesados en investigar el numero
n de moléculas que se hallan dentro de un subvolumen especifi-
cado V de esta caja (véase Fig. 2.10). Si el gas estd en equilibrio,
la probabilidad p de hallar una molécula en este volumen V es

simplemente igual a

P=ﬁ

L4 (64)

como se menciond previamente en (28)
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Es muy fdcil de calcular el valor medio de n y su dispersion.
Hemos senalado ya al final de la Seccién 2.3 que el problema del
gas ideal es anilogo al del sistema de spines. (Ambos problemas
son del tipo que conduce a una distribucién binémica.) De aqui que
podamos aplicar inmediatamente los resultados (61) y (62) para
hallar la informacién deseada sobre n. Llamaremos n’ al nimero
de moléculas en el volumen restante V,—V de la caja y sea
m=n—n. |

. , VAR | B | P
Como se vio en (253), se tiene =

n=4N+m) (65)
Utilizando el resultado (61) para m, obtendremos entonces
n=4N+m=4Nl+p-q)

o bien n= Np (66)

puesto que, ¢ = | — p. Ademads, a partir de (65) se obtiene la re-
lacion

M=n—-n=%N+m)—- 4N+ m=m—m
o bien An = 4 Am

De aqui que (An)? = }{Am)?
y (62) implica que"'

(An)? = Npq %7

La desviacion standard de n es entonces

an = /Npq (68)
sif 2
de modo que —'%E - VNpq = (i)l ; (69)
i Np p/ VN

Estas relaciones muestran nuevamente que la desviacion stan-
dard An aumenta proporcionalmente a N'~. En correspondencia, el
valor relativo An/fi de la desviacién standard decrece proporcio-
nalmente a N-' y asi resulta ser muy pequena cuando N es grande.
Estas consecuencias se comprenden bien en el caso especial del
Capitulo 1 en donde considerdbamos el nimero n de moléculas
contenidas en una mitad de una caja. En este caso (64) implica que

1%

Las relaciones (f6) y (67) podrian deducirse también directamente por los
métodos de esta seccidn sin utilizar los resultados correspondientes de la mag-
mitud m (véase el prob. 2.14),

Fig. 210 Una caja de volumen Vy con-
tiene N moléculas de un gas ideal. En un
instante dado cualquiera se encuentran si-
tuados cierto numero de moléculas n en
¢l subvelumen V, mientras gue el numero
restante 1 = N —n estd situado en el res-
to del volumen V' = Vy—V.
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p =g =1, de modo que (66) se reduce al resultado evidente

= %;N

: An 1
mientras que ==
n \/F

Estas relaciones sitian el estudio de las fluctuaciones de la Sec-
cion 1.1 sobre una base cuantitativa. El hecho de que el valor ab-
soluto de las fluctuaciones (medidas por An) aumenta cuando
crece N mientras que el valor relativo de las fluctuaciones (medi-
das porAnfn) disminuye al crecer N se muestra explicitamente por
los grificos de las Figs. 1.5 y 1.6 para N =4 y N = 40, Cuando
la caja contiene alrededor de un mol de gas, N es del orden del
nimero de Avogadro, de modo que N ~ 10%, En este caso el valor
relativo de las fluctuaciones dn/f ~ 107 resulta tan pequefio que
serd despreciable casi siempre.

2.6 Distribuciones continuas de probabilidad

Consideremos un sisterna ideal de spines compuesto por un
gran namero N de spines 4. Existen muchos valores posibles del
momento magnético total del sistema. Realmente, segin (22) y (24)

M = mpuy = (2n — N)ug by - [70)

de modo que M puede adquirir cualquiera de los (N + 1) valores
posibles

f"vjr = —Npﬂ, _{N T E'Jlu'lji _{"!""'T == 4}#0} Py {N = ':?":IF'O'P NIU:'D {?]:l

La probabilidad P”{M) de que el momento magnético total adguiera
un valor particular M es igual a la probabilidad de que se presente
el valor correspondiente de m o n, es decir, a P'(m) dado por (26)
o P(n) dado por (14).

Asi pues P'(M) = P(m) = P(n) )

endonde  m=4L y = jN4m)

Excepto en los casos en que M es cercano a sus valores extremos
posibles + Ny, [ en donde P”(M) es extraordinariamente pequefio],
la probabilidad P“(M) no varia apreciablemente al pasar de un
posible valor de M al adyacente; es decir, [P"(M + 2u,) — P"(M))
<€ P"(M). La envolvente de los valores posibles de P“(M) forma
entonces una curva suave, como se indica en la Fig. 2.11. Asi pues,
es posible considerar a P“(M) como una funcién que varia sua-
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vemente con la variable continua M, aunque unicamente tengan
interés los valores discretos (71) de M.

Supdngase que pg es despreciablemente pequeno comparado con
el menor momento magnético de interés en cualquier medicion
macroscopica. El hecho de que M sélo pueda adquirir valores dis-
cretos separados por 2y es entonces inobservable dentro de la
precisién de las observaciones realizadas. Asi pues, M puede con-
siderarse ciertamente como una variable continua, Ademas, se
puede hablar con pleno significado de dM como un “infinitésimo
macroscépico”, es decir, una magnitud que es macroscopicamente
muy pequefia aunque sea ricroscopicamente grande. (En otras
palabras, se supone que dM es despreciablemente pequeno com-
parado con el menor momento magnético de interés en un estudio
macroscapico, aunque sea mucho mayor o). Resulta interesante
entonces la siguiente cuestién: ¢Cudl es la probabilidad de que el
momento magnético total del sistema esté incluido dentro de un
pequenio intervalo entre M y M + dM? El valor de esta probabi-
lidad depende evidentemente del intervalo dM y debe tender a anu-
larse cuando dM se hace despreciablemente pequeno. Se espera,
por tanto, que esta probabilidad sea simplemente proporcional a
dM de modo que pueda escribirse en la forma:

Probabilidad de que el momento mag-
nético total estd comprendido entre | = P(M)dM  (73)
My M+ dM.

en donde P(M) es independiente del valor de dM " . La magnitud
P (M) se denomina densidad de probabilidad; nos da una proba-
bilidad real cuando se multiplica por el intervalo infinitesimal dM.

18 Es interesante sefialar que muchos de los infinitésimos utilizados en fisica
son infinitésimos macroscopicos. Por ejemplo, en el estudio de la electricidad, se
suele hablar de la carga @ que posee un cuerpo ¥ de su incremento de carga dg).
Esta descripeidn diferencial es vdlida si se entiende que d@ ha de ser mucho
mayor que la carga electrénica discreta e, aungué s¢ SUPONEa que es despreciable-
mente pequefio comparado con la carga ¢ misma.

©  Como la probabilidad es una cierta funcion suave de dM, deberd poder
expresarse cerca de cualquier valor de M como una serie de Taylor en potencias
de dM cuando dM es pequefio. Asi debe ser de la forma

Probabilidad = ay + o dM + aoldM)y + ...

en donde los coeficientes ap, @, ... dependen de M. Aqui a = 0, puesto que la
probabilidad debe tender hacia cero cuando dM se hace muy pequefio; ademds
los términos en gque aparecen potencias superiores a dM, son despreciablemente
pequefios comparados con el término principal que es proporcional a dM. De
aqui sé obtiene el resultado (73}

P{M)

Ji el M
AT dM

Fig. 2.11 La probabilidad P"(M] de que
el momento magnético total de un sistema
de spines tenga un valor M en el caso en que
el nimero de spines N es grande vy el mo-
mento magnético de un spin p es pequeno.

P(M)

M M
dM

Fig. 2.12 La distribucidn de probabilida-
des de la Fig. 2.1l se muestra aqul expre-
sada en funcion de la densidad de proba-
bilidad P(M). P{M)dM [que es igual al
drea contenida bajo la curva en el intervalo
pequefio entre M y M + dM] es la proba-
bilidad de que el momento magnético caiga
dentro del intervalo mencionado.
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La probabilidad (73) se expresa explicitamente con facilidad en
funcion de la probabilidad P“(M) de que el momento magnético
total adquiera el valor discreto particular M, Como (7]) muestra
que los valores posibles de M estin separados por cantidades 2
y como dM 3> 2pug, el intervalo entre M y M + dM contiene
dM/(2 up) valores posibles de M. Todos ellos se presentan con casi
la misma probabilidad P”“(M) puesto que ésta varia muy lentamente
en el pequeno intervalo en cuestion. De aqui que la probabilidad de
que el momento total esté en el intervalo entre M y M + dM, se
obtiene simplemente sumando P“(M) respecto a todos los valores
de M comprendidos en este intervalo, es decir, multiplicando el
valor casi constante P”(M) por dM/(2p). Esta probabilidad es,
pues, adecuadamente proporcional a dM y viene explicitamente
dada por

PV dM = Pr(M)M (74)
2jio
En la prictica, el cdleulo real de P”(M) puede ser laborioso si Mju,
es grande puesto que la distribucién bindmica (14) exige entonces
el cilculo de factoriales grandes. Sin embargo, pueden soslayarse
estas dificultades utilizando la aproximacion gaussiana del Apen-
dice Al
Existen muchos problemas en los que una variable de interes,
llamémosla u, es intrinsecamente continua. Por ejemplo, u puede
designar el dngulo entre algin vector en un plano y una direccion
fija; este dngulo puede tomar entonces cualquier valor en el domi-
nio entre 0 y 27. En el caso general » puede adquirir cualquier
valor en el dominio @, = u =< a.. (Este dominio puede ser de exten-
sién infinita, es decir, a, == — o0 0 ¢ — %0 0 ambos.) Pueden llegarse
a conclusiones sobre la probabilidad de esta variable de una ma-
nera completamente aniloga a la estudiada en el caso de M. Asi
pues, podemos enfocar nuestra atencién sobre un intervalo infini-
tesimal entre u y u + du y considerar la probabilidad de que la
variable esté en dicho intervalo. Cuando du es sulicientemente
pequefio, esta probabilidad debe ser nuevamente proporcionaj a
du, de modo que puede escribirse er la forma P (u)du en donde
la magnitud P (u) es una densidad de probabilidad independiente
del tamano de du,
Las consideraciones sobre probabilidades en que interviene una
variable continua u pueden reducirse facilmente al caso mds sen-
cillo en que los valores posibles de las variables son discretos y
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pueden por tanto, contarse. Es necesario unicamente subdividir el
dominio de los posibles valores de u en intervalos iguales arbitra-
riamente pequenos de tamano fijo du. Cada uno de estos intervalos
puede entonces designarse por u, y la probabilidad de que u esté
comprendida en este intervalo por P, o P(u). Este procedimiento
nos permite tratar con un conjunto enumerable de valores de la
variable u, cada uno de los cuales corresponde a uno de los inter-
valos infinitesimales r = 1, 2, 3, ... También resulta evidente que
las relaciones en que intervienen probabilidades de variables dis-
cretas permanecen igualmente vdlidas para las probabilidades de
variables continuas. Por ejemplo, las propiedades sencillas (32) y
(33) de los valores medios son también aplicables si u es una varia
ble continua.

Obsérvese que las sumas que intervienen al calcular las condi-
ciones de normalizacién o los valores medios pueden expresarse
como integrales si la variable es continua. Por ¢jemplo, la condicién
de normalizacion afirma gue la suma de las probabilidades exten-
dida a todos los valores posibles de la variable debe ser igual a la
unidad; en simbolos

> Pu) =1 (75)

Sin embargo, si la varable es continua, se puede sumar primero
en todos los intervalos discretos r para los que u, estd comprendida
en el intervalo entre w y u + du; esto nos da la probabilidad
P (u) du de que la variable caiga en este intervalo®, Se puede com-
pletar entonces fa suma (75) sumando (es decir, integrando) todos
los posibles intervalos du. Asi pues, (75) es equivalente a

j Plu) du = 1 (76)

que expresa la condicion de normalizacién en funcién de la densi-
dad de probabilidad P (). Andlogamente, la definicion general
(31) del valor medio de una funcién f(u) de variables discretas
viene dada por

fl) =2 Plu,) flu) (T7)

F

——

2 Aqu{ ha de entenderse que el intervalo du es grande comparado con el in-
tervalo arbitrariamente pequefio 5u (de modo que du % bu), pero que es suficien-

:::Lcl;lt pequefio de modo que Pfu,) no varia apreciablemente dentro del inter-
u.

a dy

Bordlon b

du

Fig. 2,13 Subdivision del dominio de una
variable continua w en un nmimero que se
puede contar de ntervalos infinitesimales
iguales de tamano fijo du. Cada intervalo
de éstos se marca con un indice ¥ que pue-
de adquirir los valores 1, 2, 3, 4. Se
muestra también el tamafo de un inter-
valo macroscopico infinitesimal du.

u
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En una descripcion continua se pueden nuevamente sumar en
primer lugar todos los intervalos r en los que u, esta en el intervalo
entre u y u + du; esto contribuye a la suma en una cantidad
P (u)du fiy). Se puede entonces completar la misma suma inte-
grando todos los intervalos posibles du. De aqui que (77) sea equi-
valente a la relacion™

Fi = |, Plu)f(u) du (78)

Generalizacion en el caso de varias variables

La generalizacién de las notas on-
teriores eén el coso de mos de uno
variable es inmediata. Supdngase, por
ejemplo, que se estd tratondo con dos
voriables continuas u y v. Enfonces
la probabilidod compuesta de que lo
varigble u esté en el intervalo pe-

r._d“__l queno entre u y u 4+ du y que lo
varigble v esté en el intervalo pe-

quefo entre v y © + dv es propor-

cional a la vez a du y dv y puede

escribirse en lo forma Pfu,p) du do,
en donde P(u,v) es lo densidod de

_.'.' probabilidad  independiente del ta-
mana de du vy dv, Si se desea, lo

dv g :

I situacion puede reducirse de nuevo

a un caso de probabilidodes discretos
subdividiendo la variable u en inter-
- valos fijos muy pequenos fu, cado

123 --

Fig. 2,14 Subdivision de las variables
continuas u v ¢ en intérvalos pequeros
iguales de magnitud 8u y Sv sehalados con
las letras r v 5, respectivamente. El plano
o estid asi subdividido en pequenas cel-
das, que estdan marcadas con el par de indi-
CeEs r ¥ &

uno de los cuales pueden seRaolarse
mediante algin indice r y subdivi-
diendo las variables v en intervalos
fijos muy peguefos &v, cada uno de
los cuales puede especificarse con
algin otro indice 5. En estos térmi-
nos, la situacién puede describirse
entonces especificands la probabili-
dad P.s de que los variables tengan

_*I L_ valgres comprendidos en una celdilla
fu especificoda con el par de indices
ryos

2 Obsérvese que la densidad de probabilidad P(u) puede llegar a ser infinita
para ciertos valores de w. Esto no supone ninguna dificultad, en tante que cual-

quier integral ‘r] P (u) du (que da la probabilidad de que el valor u esté en un
%

intervalo arbitrario entre ¢ ¥ ¢u) permanezca finita.
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Resumen de definiciones

Conjunto estadistico Conjunto compuesto por un nUmero muy grande de siste-
mas mutuamente no interactivos que satisfacen las mismas condiciones que el
sistema particular en consideracion.

Conjunto independiente del tiempo Conjunto en el que el nimero de sistemas
gue presentan unia propiedad particular cualquiera no varfa con el tiempo.

Suceso. Resultado de un experimento u observacidn.

Probabilidad La probabilidad P, de que se verifique un suceso r en un sistema
ce define respecto a un conjunto estadistico de N de dichos sistemas. 51 A&,
gistemas del conjunto presentan el suceso r, entonces

F= A (en donde A — =)
N

Independencia estadistica  Dos sucesos son estadisticamente independientes si la
pesencia de uno de ellos no depende de la presencia o ausencia del otro.

Valor medio (o media del conjunto) El valor medio de u se designa por u y se
define como

= i Fotiy
F

en donde la suma se extiende a todos los valores posibles u, de la variable w
vy en donde P, designa la probabilidad de que se presente ¢l valor particular u,.

Dispersién o varianza La dispersidn de u se define como

(Au? EZ Piu, — u)?
Desviacién standard La desviacién standard de u se define como
S = (B2

Densidad de probabilidad La densidad de probabilidad F (u) se define por la
propiedad de que F (u)du nos da la probabilidad de hallar la variable conti-
nua u en el intervalo comprendido entre u y u + du.

Relaciones importantes

. Dados N sucesos estadisticamente independientes que tienen la proba-
bilidad p de ocurrencia (y la probabilidad g = 1 —p de no ocurrencia),

Probabilidad de que se presenten n de los N sucesos (distribucién bi-
nomica):

T Ll 0

Nimero de sucesos ocurridos: n=Np (ii)

Desviacién standard de n: An = \/Npq (1if)
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Sugerencias para lecturas complementarias

W, Weaver, Lady Luck (Anchor Books, Doubleday and Company, Inc., Garden
City, N. Y., 1963). Una introduccidn elemental a los conceptos de probabilidacl,

F. Mosteller, R. E. K. Rourke, vy G. B. Thomas, Probability and Statistics {Addi-
son-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1961).

F. Reif, Fundamentals of Statistical and Thermal Phusics, cap .1 (McGraw-Hill
Book. Co.. N. Y. 1965). El problema del camino aleatorio estudiado en este
texto es anélpgn al problema del sistema ideal de spines, pero se trata con
mayer ¢xlensicn,

H. D. Young Statistical Treatment of Evpernmenial Pate (MeGraw-Hill  Book
Company, N. Y., 1962), Estudio clemental de los métodos estadisticos, parti-
cularmente cuando s¢ aplican a problemas de medidas experimentales.

W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications, 28 edi-
cion. {John Wiley and Sons, N. Y. 1939} Este texto sobre teoria de la pro-
babilidad es mads avanzado que los anteriores, pero estudia muchos ejemplos
concretos,

Problemas

» 1.1 Problema elemental de dados

{Cudl es la probabilidad de obiener un total de 6 puntos o menos con
3 dados?

2.2 Niumeros aleatorios

S¢ escoge al azar un numero entre O v 1. [Cudl es la probabilidad de
que exactamente 5 de sus 10 primeros numeros decimales sean dizitos me-
nores de 57

. 2.3 Lanzamiento de dados
Suponer gue las caras de un dado tienen la misma probabilidad de
salir hacia arriba. Considérese un juego en el que imtervienen 5 dados,
Hallar la probabilidad de que salea el numera “67,
a) en un solo dado
b} en un dado por lo menos
¢) en dos dados precisamente,

2.4 Probabilidad de supervivencia

En ¢l macabro juego de la rufeta rosa (no recomendado por el autor),
s¢ introduce un solo cartucho ¢n una de las seis recimaras del cilindro de
un revolver, dejando las otras cinco vacias. Se hace girar ¢l cilindro, se
apunta a la cabeza v se-aprieta el garillo. ;Cudl es la probabilidad de estar
vivo después de repetir ¢l juego

d) una vez

I dos veces

¢) N veces?

d) (Cuidl es la probabilidad de que se verifique el disparo cuando se¢
repite ¢l juego la Nsima vez?

.2.5 Problema del camino aleatorio

Un hombre parte desde una farola en la mitad de una calle con pasos
de igual longitud /. La probabilidad de que uno de sus pasos sea hacia la
derecha e¢s p, ¥ ¢ =J]—p de que sea hacia la izquierda. El hombre esti
tan borracho que su comportamiento en cada paso indica que no existen
trazas en su memoria de lo que hizo en los pasos anteriores. Sus pasos son,
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pues, estadisticamente independientes. Suponer gque el hombre ha dade N
pasos,

a) (Cudl es la probabilidad P(n) de que n de dichos pasos sean hacia
la derecha y los restantes n" = (W —n) hacia la izquierda?

b) ;Cudl es la probabilidad P’ (m) de que el desplazamiento del hombre
desde la farola sea igual a m/, en donde m = n—n" &5 un numero en-
tero?

2.6 Prohabilidad de volver al punto de partida

En el problema anterior suponer que p = g, de modo que cada paso
tiene la misma probabilidad de ser hacia la derecha o hacia la izquierda.
;Cudl es la probabilidad de que el hombre vuelva a la farola después de
N pasos

a) si N es par

by si N es impar?

2.7  Difusion unidimensional de un itomo

Considérese un alambre delgado de cobre estirado a lo largo del eje x.
Un nimero pequeio de dtomos de cobre, situados cerca de x = 0, se hacen
radiactivos por bombardeo con particulas rdpidas. Cuando se eleva la tem-
peratura del alambre, los dtomos se mueven con mayor facilidad. Cada
dtomo puede saltar entonces al nudo de la red adyacente situado a su
izquierda (en el sentido — ) o bien al situado a su derecha (en el sentido
+ 1), Los nudos de la red estdn separados una distancia [ Suponer que
se ha de esperar un tiempo T antes de que un dtomo determinado salte
a un nudo adyacente. Este tiempo 7 es funcidn rdpidamente creciente de
la temperatura absoluta del alambre. El proceso en virtud del cual los
itomos se mueven mediante saltos sucesivos a los nudos adyacentes se
conoce como difusicn,

Suponer que la temperatura del alambre crece hasta alcanzar un valor
elevado en un instante § =0 ¥ a continuacién se mantiene a dicha tem-
peratura.

a) Llamemos Pi(x)dx a la probabilidad de que un dtomo radiactivo
se halle a una distancia comprendida entre x y x + dx después de un tiem-
po t. (Supondremos que t 3> 7 para todos los tiempos ¢ de interés fisico,
puesto que 7 es muy corto cuando la temperatura del alambre es elevada.)
Hacer un esguema gue muestre el compertamiento de P(x) como funcidn
de » en los tres casos siguientes:

1) inmediatamente después del tiempo t = 0;

2) después de transcurrido un tiempo moderadamente largo;

3) después de transcurrido un tiempo extraordinariamente largo.

b) (Cuil es el desplazamiento medio ¥ desde el origen de un dtomo
radioactivo al cabo de un tiempo 7

¢) Hallar una expresién explicita para la desviacién standard Ax del
desplazamiento de un dtomo radioactivo después de un tiempo £

2.8 Cilculo de la dispersion
Utilizar las propiedades generales de los valores medios para demostrar
que la dispersién de u puede calcularse por la relacidn general

(Bu)E = (u — i) = u? —ii? (i)

La dltima expresion de la igualdad proporciona un método sencillo para
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calcular la dispersidn,
Demostrar también que (i) implica la desigualdad general

u? > it (i)

29 Valores medios para un spin aislado

El momento magnético de un spin 4 es tal que su componente [ en
sentido hacia arriba tiene la probabilidad p de ser igual a 4w y la
probabilidad ¢ = 1 —p de ser igual a — pa

a) Caleular i y 42

b) Utilizar la expresién (i) del Prob. 2.8 para calcular (Apf. Demostrar
que €l resultado estd de acuerdo con la ecuacién (57) del texto.

210 La desigualdad u? > u?

Suponer que la variable u puede adquirir los valores posibles ¥, con
probabilidades respectivas P

a) Utilizando las definiciones de & v «* y recordando el requisito de

normalizacién de que EP. =1, demostrar que
r

I'.ﬁ—ﬁ2= —‘:i: ZEPI‘PJ{ur_ Ha}z {l:'

r s

en donde cada suma se extiende a todos los valores posibles de la variable u,
b} Como ningin término de la suma (i) puede ser nunca negativo, de-
mostrar que

ut >l (i)

en donde el signo igual se aplica tunicamente al caso en que sélo un valor
de u se presenta con probabilidad diferente de cero. El resultado (ii) estd
de acuerdo con el deducido en el Prob. 2.8.

211 La desigualdad (u7)2 < yriign1
El resultado (i) del problema anterior sugiere una generalizacién inme-
diata. Consideremos, pues, la expresidn

E z PrPr“rmu.l“{“r == ﬂl}z {]}

siendo m un entero cualquiera. Cuando m es par, esta expresién no puede
ser nunca negativa; cuando m es impar, nunca puede ser negativa si los
valores posibles de u son todos no negativos (0 todos no positivos).

a) Realizando las multiplicaciones indicadas en (i) demostrar el siguien-
te resultado

(@2 < i i)

en donde n=m + 1. Si n es impar, esta desigualdad es siempre vilida;
si n es par, es vilida si los valores posibles de u son todos no negativos
(o no positivos). El signo igual en (ii) se aplica tinicamente en el caso ‘en
que se presenta un solo valor posible de u con probabilidad no nula.
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I Demostrar que (1) implica, como caso especial, la desigualdad

(T) 5A (i}

i T

valida siempre que los valores posibles de & sean todos positives (o todos
negativos). El signo igual se aplica en el caso especial en que sélo se pre-
sente un valor de v con probabilidad no nula.

2,12 Método de inversion dptima

El caso practico siguiente demuestra como las diferentes maneras de
promediar la misma magnitud puede conducir a resultados significativa-
mente diferentes. Supongamos gue se desea nvertir dinero comprando al
principio de cada mes un cierto numero de acciones de una compania, El
coste €, por accion depende, naturalmente, del mes en cuestidn v varia
de un mes a otro de un modo mis bien impredecible. Se sugieren por
si mismos dos mctodos opcionales de hacer esta inversion rexular: en el
meiodo A, se compra el mismo numero § de acciones cada mes; en el
método B, se compran acciones por la misma cantidad de dinero m cada
mes. Después de N meses, s¢ habria adquirido un nimero total § de accio-
nes, habiendose pagado una cantidad total de dinero M. El mejor método
de inversion es evidentemente el que proporcione el mayor numero de ac-
ciones por la menor cantidad de dinero, es decir, ¢l que dé la razdén 5/M
mayor.

a) Obtener una expresion para la razon $/M en el caso del métado A.

b)  Obtener una expresion para la razén S/M en el caso del método B.

¢l Demostrar que el método 8 de inversion es el mejor, no importa
¢omo fluctue el precio de las acciones de mes en mes. [Sugerencia: Hacer
uso de la desigualdad (iii) del problema anterior.]

213 Sistemas de nucleos con spin 1

Consideremos un ndcleo con spin 1 (es decir, con momento cinético de
spin h), Su componente p del momento magnético sobre una direccion
dada puede tener entonces fres valores posibles, a saber + ps, 0, — pe. Su-
poner que ¢l nicleo no tiene simetria esférica, sino oue es de forma elip-
soidal. Como consecuencia tiende a orientarse preferentemente de modo
que su eje mavor sea paralelo a una direccion dada en el sélido cristalino
en el que estd situado el nucleo. Existe asi una probabilidad p de que
f= po v una probabilidad p de que p = — ps; la probabilidad de que
k=0 es igual entonces a 1 —2p.

a} Calcular i v ﬁi

b) Calcular (Ap).

¢} Suponer que el slido en consideracion contiene N de estos nicleos
que interaccionan entre si de un modo despreciable. Llamemos M & la com-
ponente total del momento magnético a lo large de la direccidn especificada
de todos estos nucleos. Calcular M y su desviacion standard AM en fun-
cion de N, p vy

2.14  Gileulo directo de v (An)*

Consideremos un sistema ideal de N spines | idénticos. El nimero n
de momentos magnéticos que senalan hacia arriba puede escribirse enton-
ces en la forma
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A= My + Ma+ - 4y (i)

en donde w, = 1 si el momente magnético ¢ senala hacla arriba ¥y 0, =0 =
sefala hacia abajo. Utilizar la expresion (i} v el hecho de gue los spines
son estadisticamente independientes para establecer los resultados siguientes.

a) Demostrar que 7= N

b Demostrar que (An)* = N (Aul.

¢} Suponer que un momento magnético tiene la probabilidad p o de
sefialar hacia arriba y la probabilidad g = | —p de sefalar hacia abajo.
(Cuinto valen & y (Auf?

d) Caleular 7 v (AnF v demostrar que sus resultados estan de acuerdo
con las relaciones (66) v 167} halladas en el texto mediante un mitodo me-
nos directo,

2,13 Fluctvaciones de densidad en un gas

Consideremos un gas ideal de N moléculas que estd en equilibrio dentro
de un recipiente de volumen Vi Llamemos n al numero de moleculas si-
tuadas dentro de cualquier subvolumen V del recipiente. La probabilidad
5 de que una moléeula dada esté situada dentro del volumen V viene dada
entances por p = V/ Vi

gl Cudl g5 el nimero medio 7 de moliculas situadas dentro de v7?
Fxpresar la respuesta en funcidn de N, Ve v V.

Hy Hallar la desviacion standard An en el numero de moleculas situa-
das dentro del subvolumen V. De aqui, caleular A n/f fexpresando la res-
puesta en funcion de N, Vo y V.

cl ;A qué se reduce la respuesta de la parte (h) cuando V & Vi?

dy (Qué valor adquirird la desviacidn standard An cuando V -»= V7
;Esti de acuerdo la respuesta a la parte th) con esta prediccion?

216 Efecto “perdigon”

El filamento caliente de un tubo de vacio emite al azar electrones de
carga ¢, En buena aproximacion la emision de un eleciron cllguiera no
afecta la probabilidad de emision de q:-ualmlier otro electrdn, Consideremaos
un intervalo pequeio de tiempo Af. Existe entonces cierta probabilidad p
de que un electron sea emitido por el filamento durante este intervalo (¥
una probabilidad g = 1 —p de que no sea emitido). Como Al ¢s muy pe-
quefio, la probabilidad p de emisién durante este intervalo de liempo es
muy pequena (es decir, p'« 1) v la probabilidad de que se emita mis de
un clectrdn durante este tiempo es despreciable,

Consideremos un tiempo cualgquiera t que sea mucho mayor que At
En este tiempo existen N = /At intervalos At posibles durante los cuales
puede emitirse un electron. La carga total emitida en el tiempo ( puede es-
cribirse en la forma

O=q+g+q¢a+ -+

en donde g designa la carga que se emite durante el intervalo 7 de tiempo
At: asi pues, g = ¢ si se emite un electron, ¥ ¢i = 0 si no se emite,

a) ;Cudl es la carga media ( emitida por el filamente durante el
tiempo 7

b) ;Cudl es la dispersion (AQF emitida por el filamento durante el
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tiempo ¢? Hacer uso del hecho de que p < 1 para simplificar la respuesta
a esta cuestidn.

¢} La corriente § emitida durante el tiempo ¢ es /¢ Relacionar la dis-
persion (AI¥ de la corriente con su valor medio I, demostrando que

d] El hecho de que la corriente medida durante cualquier intervalo ¢
presente [luctuaciones fque son mds pronunciadas cuanto mas corte sea el
intervalo de tiempo, es decir, cuanto menor sea el nimero total de electro-
nes individuales que intervienen en el proceso de emision) se denoming
“efecto perdigon”, Calcular la desviacion standard Af de la corriente si su
valor medio es § = 1 microampere v el tiempo de medida es 1 segundo.

217 Calculo de un valor cuadratico medio

Una hateria de fem towl Vo oestd conectada a una resistencia R Como
resultado, se disipa en la misma una cantidad de potencia P = V=/R. La
bateria s¢ compone de N cclulas individuales conectadas en serie de modo
gue V osea precisameme igual a le suma de las fem de todas ellas. La ba-
teria e5 algo usada. de modo que no todos sus componentes eslin en
perfectas condiciones. Asi pues, existe unicamente unﬂ.prubuhjlidad pode
gue la fem de coalguier célula individual tenga su valor normal ©: ¥ una
probabilidad 1 — pb gue la fem de cualguier celula individual 'sea cere
a causa de un corlocircuito interno. Las oélulas individuales son estadis-
ticamente independienies entre 5. Bajo estas condiciones caleular la poten-
cia media P odisipada en 1o resistencia. Expresar el resultado en funcién
de N, v, p v R.

218  Estimacion del error de una medicion

Un hembre intenta determimar una distancia de 50 metros colocando
una regla métrica 50 veces sucesivamente un extremo junto a otro, Este
procedimientn va acompafado necesariamente por algin error. Asi pues, el
hombre no puede sarantizar una distancia precisamente de un metro, entre
las dos marcas de utza que ha hecho cada vez que coloca la regla sobre
el sucln. Sabe, sin embargo, que la distancia entre las dos marcas es igual-
mente probable que caiga entre 998 v 00,2 cm ¥y que cieriamente no se
saldria de estos limites. Despuds de repetir la operacién 50 veces, el hom-
bre habrd medido cierlamente una distancia media de 50 metros, Para es-
timar su error total calcular la desviacion standard de su distancia medida.

AL1%  Difusion de una molécula en un gas

Una molécula en un gas estd libre para moverse en tres dimensiones.
Llamemos s a su desplazamiente entre chogues sucesivos con otras mold-
culas. Estos desplazamientos de |a molécula, son, con buena aproximacion,
estadisticamente independientes. Ademas, como no existe ninguna direccidn
preferida en e] espacie, una molécula tiene la misma probabilidad de mo-
verse ¢n una direccion o en la apuesta, Asi pues, su desplazamicnto medio
serd ¥ = 0 (es decir, cada componente de este desplazamiento se anula en
valor medic de modo que 5. =5, = 3. = 0.

El desplazamiento total R de la molécula después de N desplazamientos
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sucesivos puede escribirse entonces en la forma

R=si+m+s54 - 435y

e I. Sl ] .- 5 Py
en donde si designa elidesplazamiento de la molécula % Utilizar un razona-
miento semejante al de la Seccidn 2.5 para contestar a las cuestiones si-

guientes:
a) (Cudl es el desplazamiento medio R de la ma]éc-.:la después de N
desplazamientos? = ) i

by (Cudl es la desviacidn standard QRE{{R—R}‘-‘i/dE.cstc desplaza-
miento después de N choques? En particular, -zcudl es<AR si el valor de
cada desplazamiento s tiene la misma longitud?

220 Distribucion de desplazamientos de osciladores aleatorios

El desplazamiento » de un oscilador armdnico simple en funcion del
tiempo t viene dado por

= Acos (wt + ¢

en donde w es la frecuencia angular del oscilador: A es su amplitud de
oscilacion y @ una constante arbitraria que puede tener cualquier valor
en e| intervalo 0 =g = 2 7. Suponer que se observa un conjunto de osci-
ladores que tienen todos la misma frecuencia w v amplitud A, pero gue
tienen relaciones de fase al azar de modo que la probabilidad de que ¢
caiga en el intervalo entre g v ¢ + de viene dada simplemente por dep/
dm. Hallar la probabilidad P (x) dx de que el desplazamiento dé un oscila-
dor en cualquier instante dado f, se encuentre comprendide en el intervalo
entre x v x + dx.



