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CAPITULO 7. CAMPOSVARIABLESEN EL TIEMPO

‘ 7.1LEY DE FARADAY-LENZ

Luego que Oersted descubriera que las corrientes estacionarias producen campos
magnéticos capaces de inducir fuerzas, en 1831 (11 afios después) Michael Faraday en
Londres y Joseph Henry en New York descubrieron que un campo variable en e tiempo
también producia corriente. En este capitul o estudiaremos este fendmeno.

7.1.1 Ley de Induccion
Consideremos una region del espacio QO en donde se tiene un campo magnético

variable B(t) . Supongamos que en esta region se dispone una espira cerrada de resistencia
R (loop) seguin se muestra en la Figura 159.

TrayectoriaI'(S)
(loop)

Figura 159. Induccion Magnética

El flujo ¢ enlazado por este circuito es
p=[[B-dS [Weber] (7.)
S

donde B es el campo en el plano delaespira El flujo se mide en Weber = Teslax m?.
Notar que como B = B(t) , entonces ¢ = ¢(t) .

Se encuentra experimental mente que aparece una corriente | dada por la expresion:

op 1
| =_9 = 7.2
praliys (7.2)
donde R eslaresistencia del conductor de la espira.

Por lo tanto, la expresion experimental de la Ley de Faraday Lenz se puede escribir como

_0¢ _
" Rl (7.3)




Recordemos que para una espira de resistencia R y corriente I, como |la mostrada en la
Figura 160, se cumple ¢ = RI, donde ¢ es una FEM o fuente que mantiene la diferencia de
potencial entrelos puntosA y B.

T |

B (A

-E+
Figural60. Induccién Magnética

De las expresiones anteriores podemos concluir entonces que un campo magnético variable
genera o induce un FEM dada por la expresion

== (7.4)

EstaeslaL ey deinduccion de Faraday-L enz.

o

Asi, para r > 0 la corriente girara en sentido contrario a la trayectoria I'(S). Es decir, s

B(t) es creciente en e tiempo, entonces la corriente inducida en la espira genera un campo

de sentido opuesto a B(t). Llamando B, a campo generado por esta corriente tenemos la
situacion de laFigura 161.

o) A = |
-
B
: t

Figural6l. Sentido de la Induccion Magnética para flujo creciente
o¢

Inversamente, para — < 0 lacorriente seguira el sentido de I'(S). Esquematicamente:

ot
o0 4 g
—
t —
" I

Figural62. Sentido de la Induccion Magnética para flujo decreciente




Notar que el campo magnético total en & plano de la espira I§(t) es el resultante del
producido por la corriente en laespira B, mas el externo B,, es decir, B(t)=B, + B,. Este
es el campo resultante usado en la ecuacion de la Ley de Induccion.

¢ :-aa—f donde ¢=jsj[Be(t)+ ] (t)]-dé:jsjé(t)-dé

En estricto rigor la ley de Faraday-Lenz relaciona la FEM inducida con la variacion
tempora del flujo ¢(t). En la practica se encuentra que ¢(t) puede tener dos causas.

a) Originado por un campo variable: é(t) = j j B(t)-dS (7.5)
S
b) Originado por &eavariable (t): o(t) = j j B-dS (7.6)
S(t)
Veremos a continuacion un par de gjemplos de estos dos casos.
EJEMPLO 39

Considere € circuito delaFigura 163, € cual ilustra un toroide con dos bobinas.

Figura 163. Induccion en Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad =500, y seccién
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide son a=8 cm, b=12 cm.

Suponiendo que las lineas de campo magnético a interior del Toroide son circulos
concéntricos y que su valor puede suponerse constante en toda la seccion. Se pide:

a) determined valor de H en & punto medio del Toroide

b) determine € flujo enlazado por una espiradel circuito 2

c) determinelaFEM inducidaentrelos puntosA y B

d) evaled vaordelaFEM s 11(t)=3sin100xt , N;=200 vueltas, N,=100 vueltas.



Sol"

TrayectoriaCz

R Trayectoria C,

Figura 164. Ley de Ampere en Toroide.

a) Por laley circuital de Ampere tenemos (la bobina del lado derecho no tiene
corriente)

PR Al =1
c

Nos dicen que € campo es concéntrico, luego de B = uH podemos suponer que
H=H¢

2

3

H-d H(r)o-rdeo

I
o t—

A -dr
gjﬂ-drzzmH(r)
(o}

Por su parte, la corriente entraen €l plano del papel, esdecir: |, = —Nil;-

Reemplazando en la Ley circuital de ampere tenemos

= rH(r)2r =Nl
Nlll o\

:>H(r)=—2ﬂr¢

y en & punto medio
H=-




b) El flujoatravésde82e3¢:ﬂl§-d3
S;

UN L
z@+b)?
El elemento de area perpendicular a campo es dS = dS¢

Para el campo tenemos B = uH = -

__ HuNLA
0= a+D)

c) LaFEM total inducidaes éAB=N2¢2 donde ¢2 eslaFEM inducida en unaespira.
El sentido de laFEM se muestra en la Figura 165.

Figura 165. Sentido FEM

LaFEM inducida en cadaespiraese, = —%—f
2 r(a+b) ot
N pN;N,A ol
m(a+b) ot

d) Lacorrienteesvariable en € tiempo, luego

% = 3x1007 cos100zt = 3007z cos100rx t

500 x (47r x107~" )x 200x100x 1073 x 3007z cos100r t

G = 7(8+12)x107

. € pg = 61 cos(1007 t)[V]



EJEMPLO 40

Consideremos una region del espacio con un campo magnético constante B = 0,05f b/ ],
Se tiene una espira cuadrada girando en torno a ge z a 50 vueltas por segundo, segln se
muestraen lafigura. Se pide:

i. Cdcular laFEM inducidaen laespira
ii.  Calcular lacorriente por laespiras se sabe que laresistenciatotal del conductor es
R=0.1[Q].

Suponga que en t=0 la espiraestaen € plano yz.

3cm=a <

X, | 4cm= b

Figura 166. FEM en circuito movil.

Solucioén:
a) Calculemos €l flujo enlazado por la espira
dS dS(p dS( S n(pl + COS(p] ) ds=dzdr

¢ :HBOiA-dS(—sin(piA+coscpj°):TJlz B,sing )dzdr
00

¢ =—B,absing

pero
@ = WL+, = 27t +

- (t) = —abB,sin(2zft + ¢,

o

= e= T =27 fabB, cos( 27 ft + (po) en e sentido de latrayectoria(c)



en t=0, ¢=n/2 luego reemplazando valores se tiene:

& = 21 x50x 0.03x 0.04 x 0.05¢c08(100t + 77/2)

& = 67 x107° cos(100t + /2 V]

b)

-3
= % = %cos(loom +7/2) = 67 %1072 cos(1007t + 7/ 2)[ A]

.1 =0.067 cos(1007t + 7/ 2) A

o(1)

-6x10°°

Figura 167. Flujo sinusoidal.

Este es e principio de funcionamiento de un generador el éctrico de corriente alterna.



7.1.2 Madificacion 32 Ecuacion de Maxwel |
Dado que un campo magneético variable es capaz de generar una fuerza eletromotriz,

entonces produce también un campo eléctrico. En efecto, dela Ley de Faraday-Lenz
tenemos que

pero laFEM es

o O tf- =
:({)E-dlz—agB-dS (7.7)

y aplicando laidentidad (T. de Stokes)

jE-dT:HvXE-dé (7.8)
(c) S

:jsjwé-déz—ggé.dé (7.9)

Si consideramos superficies estacionarias

_ oB) -
.[SJ'VxE-dS=—.[SJ'(Ej-dS (7.10)
como S es cualquiera:

:Vsz—it—B (7.12) 32 ecuacion de Maxwell

Esdecir el campo “rota’ en torno alas variaciones del campo magnético.

aS

B(t)

E(t)

Figura 168. Modificacion terceraley de Maxwell.
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Notar que ahora V> E # 0 es decir, cuando se tienen campos que varian en e tiempo e
campo €eléctrico, y en consecuencialafuerza eléctrica, no es conservativo.

Recordando que B=VxA , apartir de la 32 ecuacion de Maxwell tenemos

= Vx E:—Q(VXA):—W@—A (7.12)
ot ot

:Vx(E+%]=O (7.13)

Aprovechando laidentidad V% (VV): O definimos
E+A_ vy (7.14)
ot
con V(rt) potencial eléctrico. Luego podemos expresar €l campo el éctrico como

Origen electrostatico

_ —
E="wv-_2A
E)

Debido a campo magnético
variable en € tiempo

Asi, el campo eléctrico tiene dos fuentes, una el ectrostética através del potencia eléctricoy
otra de induccién, debida ala variacion tempora del campo magnético. Notar que si no hay
variaciones en el tiempo se recobra el campo conservativo visto en electrostética.

Propuesto

Una barra conductora se desplaza con velocidad U sobre dos rieles conductores segiin se
muestra en la Figura 169.

® © ¢ ©
@ B©® ¢ ©

C D U

Figura 169. FEM por flujo y circuito variable.
Entre |as barras existe un campo magnético B = 0.004 cos(loet) [V_V?} . Sepide calcular la
m

Fem en € circuito ABCD.

11



7.1.3 Inductancia Propia

Para un circuito eléctrico cualquiera es posible encontrar una relacion entre la corriente que
circula por é y € flujo enlazado, la cua es independiente del valor de ambas variables.
Este parametro es de gran importancia practica en € estudio de circuitos e éctricos.
Consideremos € circuito de laFigura 170.

L R

///// R E PPN E I
T R R T R R

i PR PP 8
G LTIV L AP PP Ry RV ERrE
L Le I P LRV Py FYYEP ERY
L L eI PPy LRV VP Y

Figura 170.Inductancia propia.

Supongamos que el campo magnético se debe sblo ala corriente | que circula por €l
circuito. Entonces, por definicion el campo magnético tiene laforma

j o (T —1) (7.14)

r F—W

y por lo tanto el flujo enlazado es

¢=HB°d§=I Ho 1T —r) ods (7.15)

(7.16)
Notemos que esta expresion NO depende de la corriente ni del flujo, sino que solo depende

de la geometria ddl sistema. Se define este cuociente como Inductancia propia (designada
por laletral) y es un parametro muy usado para describir |os circuitos e éctricos.

L:% (7.17)
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Sus unidades son Wb/A, la cua tiene el nombre de Henry [H].
EJEMPLO 41

Considere e circuito delaFigura171. Se pide determinar lainductancia propiadel circuito
del lado izquierdo.

Figura171. Inductancia propiade Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad u=500p, y seccion
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide son a=8 cm, b=12 cm. Se pide
determinar lainductancia propiadel circuito.

Sol"

En € Ejemplo 39 habiamos determinado e campo magnético en € punto medio del
toroide, € cua supusimos constante en toda la seccion transversal (S). La expresion de
campo magnético es.

pN, 1y

B:‘ﬂ(am)

¢

el flujoes ¢ = J'J' B-dS. Parad circuito delacorriente |, el elemento de area perpendicul ar
S

a campo es dS = —dS¢ . Por ello  flujo enlazado por este circuito es

¢ — :ulellA )
(a+b)

T

De esta expresion resulta en forma directa la expresion de lainductancia propia

L9 uNZA

I, n(a+b)

13



7.1.4 Inductancia de Conjunto de Circuitos

Por extension, para un sistemade n circuitos, se definen inductancias mutuas.
Consideremos n circuitos como en laFigura 172.

— — In

1 P
Figura 172. Inductancia mutua.

Sea ¢, € flujo magnético que atraviesa el circuito j debido ala corriente que circula por €l
circuito k. Se define la Inductancia mutuaentre € circuitoj y el k como
i

k
Donde I esla corriente en €l circuito k (que produce € flujo ¢, ).

Lik= (7.18)

EJEMPLO 42
Considere € circuito del Ejemplo 41. Se pide determinar lainductancia mutua entre e
circuito 1y € circuito 2 (del 1ado derecho).

Figura 173. Inductancia propia de Toroide.
Sol"
En este caso calculamos € flujo enlazado por € circuito de la derecha, cuando el elemento

que produce & campo es la corriente que circula por € circuito 1 (14(t)).
En e gemplo anterior vimos que & campo producido por I, es B, = —&(ﬁ . El flujo

m(a+b)

enlazado por e circuito del lado derecho es ¢21=jjl§1'd§, gue en este caso es
S

Gy =— AN A Luego lainductanciamutuaes L,, = Pona _ Nobor _ HN,NLA
m(a+b) I, l 7 (a+b)

14



7.1.5 Inductancia en Sistemas Distribuidos

Lainductancia es un parametro usado para caracterizar el comportamiento eléctrico delas
lineas de transmision usadas ya sea para transportar energia o informacion. En esta seccion
calcularemos lainductancia propia por unidad de largo de una linea de atatension tipica.
Para ello consideraremos que la linea puede modelarse como un conductor de radio ay de
largo infinito, segin se muestraen laFigura 174.

I I

Seccion A=nd’

Figura 174. Conductor infinito

Pararesolver este problema debemos hacer algunos supuestos basi cos:

e Supondremos que la corriente se devuelve a una distanciainfinitadel conductor

e Paracalcular lainductancia separaremos €l flujo enlazado en dos componentes, una
externaal conductor y otrainternaaél. Dicho de otro modo separaremos el espacio
en dos zonas definidas por r<ay r>a.

e Lacorriente se distribuye en formauniforme a interior del conductor, por ello la
densidad de corriente es J=1/A [A/m?]

Comenzaremos calculando la inductancia para r<a. En esta zona interna a conductor
tenemos una distribucién continua de corriente, por |o que debemos definir apropiadamente

el concepto de flujo enlazado. Para ello consideremos € elemento de largo unitario de la
Figura 175.

Figura 175. Elemento unitario

15



Dado que tenemos corriente distribuida comenzaremos definiendo el flujo enlazado por un
elemento de corriente dl segin se muestra en la Figura 175. Para tener una mejor
visualizacion del fendmeno, en la Figura 176 se muestra € detalle de la seccion transversal
del conductor

Figura 176. Corte transversal de elemento unitario

El flujo enlazado por €l elemento de corriente dl se destaca por la superficie sombreada de
laFigural76. Aplicando laLey circuital de ampere paralatrayectoriacircular deradior
delaFigura 175 se obtiene

| ~

fHed =1, = 2zrtH=Jzr’=>H=_" 10
2ra
Luego &l campo magnético es
_ | .
B= " 16
2ra

y € flujo enlazado en la superficie de largo unitario definida por € plano que va desde €
radior a radioaes

5 A= ol 3 A Mol 2 2
¢, =||Beds=||——-r6 edrdz6 = (@ -r")
r ‘” ‘[ 2ra’ Ara’
Este flujo corresponde a flujo interior al conductor que es enlazado por €l elemento dl.
Como interesa caracterizar atodo el conductor, debemos obtener el valor medio delas
contribuciones de todos | os el ementos de corriente, el cual estéa dado por

1 1 ra 2 /,ll 2 2
= ||¢.ds=—"> °_(a” —r")rdodr
b Sjsj«zsr i) foy 2@ 1)

_ 1 a 2 ‘L[OI 2 2 _ ‘L[OI r=a 2 2
P _ﬂaZJ.r-o L_O%az @ —r )rd49dr_2ﬂa4 Lo(a —r°)rdr

_ Mol vz ey Kol (azrz_r4)a Ay
¢M - 4_L:O - 2 Z A

2ra 2ma’ . 2m' 4

I
Finamente ¢, Mo L,, = Ho
8r 8t

16



7.2 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

La cuarta ecuacion de Maxwell nos dice que

VxH=1J (7.19)
y tomando la divergencia a ambos lados tenemos
V- (VxH)=v-J (7.20)

Pero el lado izquierdo es una identidad matemética V - (V x A): 0 V vector A. Luego esto

fuerza aque V-J =0, sin embargo, la ecuacion de continuidad vista anteriormente nos
dice que

v.3+% _o (7.21)
ot
Tenemos por |o tanto una contradiccion que debemos resolver.

Se encuentra experimentalmente que en unaregion del espacio Q en donde no hay
corrientes pero se tiene un campo eléctrico variable en el tiempo se cumple

- oD

VxH =2 7.22
xH=— (7.22)

Asi, €l término 2 debe sumarse ala 42 ecuacion, lo que conduce finalmente a

VxH=J+— (7.23)
Estaesla4? ecuacion de Maxwell.
) . .
El término e Se conoce como corriente de desplazamiento.

Notar que al tomar la divergencia de esta ecuacion reproducimos la ecuacion de
continuidad
P

v.(vxH)=v.3+ VP
(7.24)
—0-v.3+P
ot

17



EJEMPLO 43
Se tiene un condensador de placas planas de &rea’5 cm” y separacion entre placas de 3mm.

Si sele aplica unadivergencia de potencial de AV=50sin1000t[V] alas placas se pide:

a) calcular loscampos E y D
b) calcular la corriente de desplazamiento
c) cacular lacorriente que sale de lafuente

Solucién

3mm

£ =2¢,

AV=50sin(10000)[ V]

Figura 177. Corriente de desplazamiento.
a)
AV=50sin(1000t)[ V]

£=2¢0

50
003

El=AV = E= 5 sin(1000t)r :gxlo“sin(loom)f [V/m|

sin(1000t)i

5
B=¢E =2, ji, «10* sin(1000t)7 = £ ><310

b)luego la corriente de desplazamiento es J, = %—?

108 x &,

=J, = cos(1000t)i

3 -9 -1
_10° 107 cos(1000t)i = 10
3 36x 102

cos(1000t)1
T

-3
23,20

1000t )1
. cos( )i

dQ
| =— ero Q=CV
o pero Q

18



—c c=A
dt d

| = % 50 1000 cos(1000t)

4 -9
| _5x10" , 10

=2 -50-1000cos(1000t)
3x10° ~ 367

10°x10°x10°°

| =5x107*x —
3x10° x 367

cos(1000t)

-1
| =5%x107- 10
1087

cos(1000t)

107
| ~(5x10*)=—cos(1000t)
T

Notar que | = J, A

| fisica con desplazamiento de electrones
—>

% A

= 1l lr

Corriente de desplazamiento
(no hay desplazamiento de
electrones)

Figura 178.Corriente de desplazamiento en condensador.

19



7.3. ENERGIA ELECTROMAGNETICA

7.3.1 Energiadel Campo Electromagnético

Tomando e producto de las ecuaciones de Maxwell y campos tenemos
oD

VxH=J+— /E-
ot
VXE:—@ /H-
ot
Con dllo,
E-(vxH)=E-J+E. 2
ot
l:i (VX E):—H @
ot
Restando ambas ecuaciones

E-(vxH)-H.(vxE)=E-P+H .‘98?+E.J (7.25)

ot
De las propiedades al gebrai cas sabemos que

V-(Exﬁ)z(Vx E)-H—(VXH)'E

- _ (D) - (0B) - =
V-(ExH)_—E-(Ej—H-(EJ—E-J (7.26)

Ademas, D=¢E y B=puH,y suponiendo medios homogéneos podemos escribir las
derivadas como

luego

e®P,q B _e®, 8N 72
at ot ot ot

c.0D . 8B _ 10EE)  14HH)

ot a C2 a Mo a
20D 0B 1 6(E-¢E) 1 o(H uH)
ot a2 a2 a
g0, . B _10ED) 10H-B) 50

ot 2 ot 2 ot

Reemplazando y ordenando
%g(é.m A-B)=—Vv.(ExA)-E.J (7.29
Tomemos laintegral sobre un volumen 2 muy grande

= [[[32(E-D+H B)av =[[[v-(ExH)av-[[[E- 3V (7.30

20



Sabemos que HEHocr ,dsccr?, luego s Q—o =

j”v ExI:I dV=H E><H -d§—>0,ysuponiendoqueel espacio no varia con &
S(v)
tiempo

0 l - =< 5 & = =
:EJ'JZJ'E(E~D+H-B)dV+I£_[E-JdV=O
(7.31)
Esta expresion tiene la siguiente interpretacion:

m' E-JdV eslapotenciaconsumida por efecto joule, y
Q

. u:%(E-DH:I -B) esladensidad de energiadel sistema

electromagnético (energia por unidad de volumen).

En ausencia de pérdidas joule se cumple
1 o
U:EIQ(E-DJFH-B)dVﬂte (7.32)

En este caso %:o, es decir la energia total del campo electromagnético (eléctrico y

magnético) se conserva. Notar que si hay perdidas aaLtJ <0 , esdecir, la energia disminuye

debido ala potencia disipada por efecto Joule.

Notar que para € caso en que sélo hay campos magnéticos E=D =0, por lo tanto la
energia queda

uzéjﬂ(ﬁ-é)dv (7.33)

Para €l caso en que tenemos solo circuitos magnéticos, es comun considerar la siguiente
exprasi 6n de Ia energia en términos de la potencia:

U= j P(t)dt _j V() (t)dt (7.34)
Por otra parte, de la ley de Faraday-Lenz sabemos que € voltaje V(t) es igua a voltge

inducido, luego V (t) = ait) dd =V (t)dt

= j | (t)dd (7.35)
¢0
Pero si solo hay circuitos magnéticos, los podemos representar por inductancias. En este
caso, ® = Li y podemos representar |la energia como
¢ 2 2
U=[Pao=22" gtambien U=22"-1112 (7.39
L 2 L 2L 2

21



7.3.2 Fuerza sobre Materiales Magnéticos

Una aplicacion muy importante de la energia es la determinacién de la fuerza en circuitos
magnéticos.

La fuerza que realiza un dispositivo magnético es igual a la diferencia de energia que
produce & movimiento. Si llamamos F a la fuerza gercida para provocar un
desplazamiento dl , entonces la variacion de energiaes

—F.di =du (7.37)
Asi, una manera muy usada para determinar lafuerza es mediante la expresion:

_ du -~
F=——11 (7.38
g (739

Donde [ esd vector unitario que indicaladireccién de la fuerza (sentido del
desplazamiento).

EJEMPLO 44
Consideremos la configuracion de la Figura 179. Calcular lafuerza sobre la barra
magnética. 3
+ | I -
NN

Material —> B

ferromagnético . T

de seccion S '

1t —+8, A
B,
Figura 179. Fuerza sobre barra magnética.

Solucioén:

Supondremos que e campo magnético al interior del material ferromagnético es constante
(la misma suposicion realizada en el caso del Toroide), y que en la trayectoria ¢ sdlo

tendremos campos constantes a interior del materia (B,) y en € entrehierro (B,).
Empleando la Ley Circuital de Ampere

§H -dl = | ota
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B B
A+ 22X =y
H Ho
Donde | es el largo medio del material ferromagnético. Si suponemos que i, >> u, (enla

précticaladiferencia es del orden de 1000 en material es ferromagnéticos), podemos
aproximar

_ MoNI

= B, o

Si la estructura que contiene e conductor se mantiene fijay solo permitimos que se mueva
la estructura horizontal una cantidad dx, la expresion de lafuerzaes

—F.dxi =dU
Pero la variacién de energia solo ocurre en e entrehierro, es decir, si llamamos

u:lB.H
2

a la densidad de energia electromagnética en cada entrehierro (energia por unidad de
volumen) entonces

—F -dl = 2[udv]

—F.dl =du =2EB-H -S-dx}

Usando laexpresion H =E y dl =dxi reemplazando setiene

Ho
2
c_ _2( B SJ
241,

F=-2

)
241,

En términos de la variable de desplazamiento la fuerza es

_ o uNI)'s,
(2¥)*241,

2
F - _ .uO(4N|2) SI'\
X
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Asi, € sistema tiende a levantar la parte inferior del circuito magnético. Esta fuerza se
igualara a la fuerza de gravedad o a peso adiciona que se desea levantar. Este es €
principio de funcionamiento de un el ectroiman.

EJEMPLO 45
Un voltgje sinusoidal de 100 V (rms) y frecuencia 60 Hz es entregado al oop mostrado en

lafigura 180. El &rea A de cadapolo es 6.5x10*m?. Laresistenciadel cabley la
reluctancia del acero seran ignoradas. ¢Cudl es el numero de vueltas requeridas por €
contacto para crear unafuerza promedio de 4.5 newtons?

Solucion:
Usaremos laexpresion U = ; Li? pararepresentar la energia del sistema. Luego la

expresion de lafuerzaes

AU _1,d
¢ ox 2 dx
. 2 A
Inductancia L=N"u,—
2X
El voltaje aplicado es v =V coswt
n
R . centro
i
a
o AN r
L_._D m
: < a
V % — 2 N
L._7 d
< ___ u
- r
© a
(S

X e

Figura 180. Electroiméan simplemente excitado

Si x es peguefio (i.e. x = 0entonces ahi no hay fuerza el ectromagnética causada por €l

movimiento) v = L% y corriente i = iL sinwt . De agui en adelante e valor instanténeo de
()

lafuerza el ectromagnética sera

V2 .,
fe(t) = —ﬁsn ot
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LaGnicavariableesty el valor promedio de sin“wt es0.5. Por lo tanto el valor promedio
de lafuerza desarrollada es
V2
fe = 557
20°N°p, A

La substitucion de los datos dados en esta ecuacion entregara € numero de vueltas N
requeridas, e cual es aproximadamente 4376. Notar que la fuerza es independiente de la
posicion. Esto es porgue €l flujo en las posiciones aéreas estéan determinadas por € voltge
AC.
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7.4. ONDASELECTROMAGNETICAS

Consideremos las ecuaciones de Maxwell

Si suponemos que estamos en el espacio vacio setiene

D=¢E B = u,H J

Il
o

por lo que € sistema queda:

tomando €l rotor en (7.41) setiene

Vx(Vx E)z—uOVx(ad—Tj

y usando laidentidad V x (V x A)=V(V - A)—- V?A
= Vx(VxE)=V(V-E)-V’E

pero por (7.39)
& E=0:>V><(V>< E):—VZE

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
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por otro lado

ot ) ot
y por (7.42) . . )
X %—T = %(80 Z—Itzj =&, (;—ZE (7.44)
luego )
~V?E = — €, %ZTE (7.45)
lo que podemos escribir como:
VZE—)/Z%ZTZE:O (7.46)

Donde y* = e,

Eq. ( 7.46) es una ecuacion de ondas con velocidad de propagacion u = 1 =c dondecesla
/4

velocidad de laluz.

0°E 0°E,  O°E,
2 + 2 + 2

OX oy 0z

por ello laecuacion ( 7.46 ) corresponde atres ecuaciones ( una por cada componente) :

Recordar que V’E = V’EJ + V’E, [+ V’EK y V°E, = en cartesianas,

2
VE, —y? aatEX ~0 (7.47)
0°E
szy —j/zasz =0
0°E
V’E,—y*—3%=0
AT
cuya solucion general tiene laforma:
E =E(w+ut) (7.48) W=X,Y,2

27



Estos campos corresponden entonces a una onda que se propaga con velocidad ™.

En forma anal oga se encuentra que:

oo
v2H —}/2 aatt' —0 (7.49)

Por lo tanto, E y H son campos que se propagan como ondas Vigjeras ala velocidad

u=1_c (750
14

lacual corresponde alavelocidad delaluz.
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7.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En lafigurase muestra un Toroide delgado de seccidn circular, € cual posee un enrollado
de N vueltas con una corriente lo. El alambre tiene una conductividad ¢ y didmetro D. Para
este problema se pide determinar:

a) El campo magnético a interior del Toroide.

b) Lainductanciaequivaente L del enrollado.

c) Laresistenciaequivaente R del enrollado.

Figura P.7.1.1
Solucion:
a) Toroide delgado = lo podemos “estirar” =

77 l l b—a _
/// H z -~ b-a T = =Radio

: ﬂ[(am L ﬂ[(am : 8D _ RagioMedio
2 ) | 2 ) 2
FiguraP.7.1.2
O Ao [ o A a+b a+b
LCA. LCﬂH-dI:LlﬂHl-dl+L2ﬂH2.d|:Hl.ﬂ.(Tj+H2,ﬂ,( . j:Nlo

= (H1+Hz)'ﬂ'(a+ J:Nlo @
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CB.: B =B, (Normal)=|wH, =pu,H, (2)

()= [H =N, —2 . Ho | |y —Nl,.— 2 .t
r-(a+b) w+u, r-(@+b) w+u,

Que son los campos magnéticos a interior del Toroide.

b) Necesitamos la energia magnética almacenada total .

W, =W, +W, «—— Volumen —»
212 2 PSY
W=t (R v =t AN, # Z.ﬁ.(b aj ﬁ(a;bj
23 2 72@+h) (1,4, 2 2
212 2 Y
W=t [z dy=te ANTo f z.ﬂ.(b a) .,,.(a+bj
2 v, 2 (a+b) ('ul+'u2) 2 2

o Hare NG (b-a)’ e NPG-(b-a)
" (ul+u2)2 4(a+b) (ul+u2)2 4(a+b)

:Nzlg.(b—a)z. w1

4-(a+b)  (tp,) 2 °
N°-(b-a)’ p-p,
2-(a+b)  (m+mu,)

=|L=

1 lago

o Sseccion
=r-(b-a)

c) Unaaproximacion = R-=

largo _ 27r_b—a
vuelta 2

2 2
“|lago=N-z-(b-a)| y Seccion:n-(b;a) :”(b;a)

iji.Nﬂ'-(b—a).‘l: AN

I} 7T.(b_a)2 6-(b—a)

PROBLEMA 2

El electroimén mostrado en la figura 2.23 es excitado por 2 fuentes de corrientes idénticas.
Encuentre la fuerza de atraccion entre los polos en términos de la corriente | y la geometria.
Si lacorriente fuerainvertidaen uno de los lados, ¢cudl seralafuerzaentre los polos?
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Solucién:
Considere que € sistema serd linea suponiendo que la reluctancia del acero es
despreciable. Fuerza electromagnética

(oW LndR_ 1,df o
© OX 2" dx dx | u,wd

2
—f

?

'

\ 4

U—>00
Profundidad central =d
FiguraP.7.2.1
Entonces
f,=— ¢
) powd
Delaley circuital de Amperey las direcciones de losmmfsH - 2x = 2NI.
Pero H = B__¢
Ho  HoWd
Conlo cua qﬁ:”O—WdNI
X
N?| 2
Consecuentemente fo= —%
X

El signo negativo indica que es una fuerza de atraccion.
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PROBLEMA 3
Un cable coaxial tiene un dieléctrico con ¢, =4 €l conductor interno tiene un radio de Imm

y @ radio interno del conductor externo es de 5mm. Determine la corriente de
desplazamiento entre los dos conductores por metros de longitud de cable para un voltage
aplicado V =100cos(127 x10°t) [V] :

Hint: Considere C = 27[—8|

ln(rb/ra)

Solucion:

Ocupando laindicacién tenemos:
_ 2ng.g
In(5)
27t(4)-8,854107" ..

c

I In(5)
¢ =1,382610 " {E}

I m

Ahora, ya con la expresion para la capacidad, ocupamos la siguiente expresion para la
corriente.

| Cdv(t § :
1= T% =—(1,3810 ) (12710°)-100sin(127(10°t
Lo _ -0, 520§n(12ﬂﬂ06t)[é}
I m
PROBLEMA 4.

Se tiene un e ectroiman formado por dos piezas de fierro, ambas de permeabilidad p

(w >> po). En la pieza (1) se enrolla un a bobina de N; vueltas por donde circula una
corriente I; en la pieza (2) se enrolla una bobina de N, vueltas por donde circula una
corriente 1,. Ambos enrollados son tales que tienden a producir flujo ascendente en sus
respectivas piernas, de modo que tienden también a contrarrestarse. También se sabe que la
seccion de las dos piernas es A.
Determinar:

a) Reluctanciay circuito magnético equivalente

b) Flujo magnético @ por € circuito

¢) Inductancias propiasy mutuas

d) Energiade sistema

€) Fuerzasobrelapiezamovil.
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%7
_ .
la > |
T .
Nay’ -
4 N t_/ I,
¢ —
| L1
| 2C| I XI a 1
Figura P.7.3.1

Lo primero gque se quiere hacer es encontrar el campo
magnético en todo €l material. Para esto se tiene que| @ ———————— 14
dar un camino por € cual se va aintegrar. El camino
elegido es el que pasa por lamitad del material.

A partir de ladefinicion de laintensidad de campo j?lfl dl =1, Setiene
14

3d

& 7+H2-%+HO-X+H1-2d

Nl-ll—NZ-Iz:H1-7+H1-2d+H0-x+H2-g+H2-

Por condiciones de borde B; = Bo = B, = B. Ya que las componentes normales se
conservan. Entonces:

p-Hy=po-Ho=p-H,
Asi laexpresion de la corriente enlazada queda:

Nlll_Nz|2:2XHO+H1(E+E+EJ+H2(2a+3dj

2 2 2 2
- Nl.|1—N2.|2:2.X.HO+H1.E+H2,(2a+3dj
2 2
= Nl-ll—N2.|2=2.x.|-|0+Hl.lﬂ’dTJr2a
= Nl'll_Nz'lz=E'2'X+£-(14d+2a)
Ho 2“

33



Ahora, se caculaé flujo enlazado en € circuito. Esto se hace con la expresion:

¢:”I§-d§

Se sabe el campo es constante aproximadamente constante al interior del material, entonces
puede salir de laintegral, luego:

o
1l
> e

Se reemplaza en la ecuacion que se tenia anteriormente, para poder calcular las reluctancias
y asi poder ver € circuito magnético:

2X 7d+a
Ny~ 1 =Nyl =¢- +¢
A, A-p
El valor de las dosreluctancias es R, = 2x y R, = 7d+a.
Aptg Au

L as reluctancias estén conectadas en serie, por |0 que se suman para obtener la reluctancia
equivaente:

22X pu+7d - pg +a- g
A-p-pg

R

eq

Y € circuito magnético equivalente nos queda de la siguiente forma:

i
R

S
|+

Lo unico que falta por saber en ese circuito es el vaor del flujo, se puede despgar y se
obtiene:
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N, -1, —=N,-1,

2X 7d+a
+

Ay  Ap

o=

Las inductancias se pueden calcular a partir de la siguiente expresion:

Laexpresion anterior entrega la inductancia que produce |; enlazado por labobinai.

Para calcular la inductancia se tiene que activar solo una corriente. Entonces, para calcular
lainductancia que produce I; enlazado por la bobina 1.

:N1'¢11_m_ N, -1y _ Nl2
2x 7d+a 2x 7d+a

+ +
Apg  Ap Ap, Ap

Lll

Il Il

Para Ly, se tiene que considerar que la corriente en la bobina de la pieza movil dd
transformador va en sentido contrario a I;, entonces para obtener las inductancias hay que
considerar €l signo positivo, o nos saldrian negativasy L,; saldriadistinto aLi».

Ahora, para L2, se hace lo mismo, pero se activa |, y desactivali:

:N2'¢22:&' N, -1, _ Nz2
2x T7d+a 2x T7d+a

+ +
Ape  Ap Apy A

L22

l, l,

Sabemos que L1 = L1, pero sacar por separado:

L :N1'¢12:m. N,-1, _ N; - N,
2 2X +7d+a 2X +7d+a
Ape  Ap Apy A

l, I,

_N2'¢21_&' N, -1 _ N; - N,
2x 7d+a 2x 7d+a
+ +
Ape  Ap Apy A

Se observaque las inductancias mutuas dieron iguales.

Ahora se quiere conocer la energia magnetostética almacenada del sistema. Para esto, se
utiliza la siguiente expresion:

35



Reemplazando queda:

E:l. le'll2 n Ny -N, -1, -1 +1_ N22'|22
2 2X +7d+a 2X +7d+a 2 2X +7d+a
Apg  Ap Ap, Ap Apy  Ap

Se ordena un poco la expresion, para después poder derivarla y encontrar la fuerza que
actlia sobre la pieza movil. Para esto, se utiliza que u >> u,, asi las fracciones que tengan

1 como denominador tienden a0. Asi la energia queda de laforma:

N12-|12-A-u0+ Nl'Nz'Il'Iz'A'.uo+ N22'|22'A'.U0

E =
4x 2X 4x

Ahora, para saber |a fuerza que se gerce sobre la pieza moévil, se deriva la expresion de la
energia respecto ax:

F_dyv

dx

Al reemplazar queda:

F_dE_ d [N12'|12'A'M0+N1'N2'|1'|2'A'H0+N22'|22'A'Moj

Tdx dx 4x 2X 4x
- N12'|12'A'”0.i(1j+Nl'NZ'll'lZ'A'“O.i(lj_'_sz'lzz'A'“O.i(ij
4 dx \ x 2 dx \ x 4 dx \ x
F:_—l N12'|12'A'lvlo+N1'N2'|1'|2'A'Ho+N22'|22'A'H0
x? 4 2 4
F:_A-uo N2 12 +2-Ny N, -1+ N2 12
2x° 2
2
F:_A'Ho (N1'|1+N2'|2)
2x? 2

A-po-(Nl-Il+N2-I2)2iA

F=-
4x?
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7.5 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Por |a bobina infinitamente larga de la figura circula una corriente | (t) = at. En el exterior

de la bobina a una distancia r(t) del gje hay un electrén con velocidad V(t). Se pide
encontrar lafuerza que actlia sobre €l electrén en un instante arbitrario.

A

IQ)

FiguraPP.7.1

PROBLEMA 2
Un capacitor con aire como dieléctrico tiene placas que miden cada una de ellas 1cm? de

areay estan separadas a 0.1mm de distancia. Encuentre la corriente de desplazamiento para
un voltaje aplicado de 100sin(x -10°t)[V].
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CAPITULO 8. CORRIENTE ALTERNA

| 8.1 Elementos cir cuitos RLC

Hasta el momento hemos visto tres elementos béasicos de circuitos, resistencia,
condensadores e inductancias. La simbologia usada para designarlos se muestraa
continuacion:

= Resistencia

A B o A i—»f
—— o> e

Figura 170. Resistencia el éctrica.

Lar&istencia&R:I—A (8.1),ysecumple V =Ri (8.2),dondeV =V, -V;.
g
= Condensador

Figura 171. Condensador.
Lacapacidad es C = %‘ (8.3), y secumple Q=CV (8.4), por ello lacorriente es

1=9Q_cV (g5
dt - dt

= |nductancia

A AreaS )

Rt A AVAVA Q: B

Figura 172. Inductancia.
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Andogamente, paralainductancia L = g—Ns (8.6), y secumple ¢ = Li (8.7). Coné€llola
T

fem inducida&%—f SV, -V, >V = L% (88)
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8.2 CircuitosRLC

Los elementos RLC pueden unirse y combinarse de muchas formas para formar circuitos.
Tomemos por ggemplo e caso dela Figura 181.

+ R - +R2 -
@ L
l |3 — >
+ 1 I2
N | C oL
Vo —— ! N Vi
Figura 181. Circuito RLC.
L as ecuaciones que describen las corrientes y voltajes son:
Vo =V +Ve V=Rl
Ve =Vro +Vi Ve =R,
di
V,=Rl,+V, V. =L-2
0 Rl 1 C L dt
dl, d
V. |, +L—2 —
=Rlo dt / dt
2
W _pd,, d, e
dt dt dt dt
1-1, dl, d2I2 dV,
—Z4l—2 l,-1,=C—C
Cc R2 dt dt

V,=RI,+RJ, +|_‘1+t

d, | 4, iz
vo=R{lz+chE } R, +L 7

dl, d’l,
=(R+R)I; +(RRC+L)+RLCZ

Esta es una ecuacion de segundo orden, por lo tanto se requieren 2 condiciones iniciales
para resolverla. Estas condiciones viene dadas por €l voltge inicia en el condensador y por

lacorrienteinicial en lainductancia.
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8.3 Corrientes alternas

Consideremos € siguiente circuito:

=\

V,, cosot 6) -

Figura 182. Circuito RC con fuente alterna.

En este circuito lafem o fuente de voltaje es sinusoidal. Las corrientes que se generaran en
estado estacionario también tendran forma sinusoidal (seglin veremos), por €llo a estos
circuitos se les denomina Circuitos de Corriente Alternao CA.

Para el circuito de lafiguralas ecuaciones que |o describen son

V,, coswt = Rl +V, I :IC:C%
V,, coswt = RC%+VC
dt
Solucion Homogénea RC+D=0=D=-RC
Vo (t) = Ke™
Solucién Particular Vep (t) = Vg, cOS(WE +¢)

=V @ sedeterminareemplazando en (1)
=V (t) = Ke ™ +V,,, cog(wt +¢)
Ve.(t=0=0=K+V,, cosep =0

.. solucion de régimen permanente, cuando t—oo es de laforma
V,(t) =V, cos(wt+¢) (8.9)

Asi, es necesario resolver en general una ecuacion diferencial, cuyo orden depende del
nimero de condensadores e inductancias que tenga el circuito. Sin embargo, debido a que
las soluciones de régimen permanente son sinusoidales se recurre a una transformada para
simplificar los céalcul os seguin veremos a continuacion.
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8.4 Transfor mada Fasorial

Se acostumbra usar una transformada fasorial sobre este tipo de funciones:

0 .
FIV, ()} = Ve’ AVe = F v, e | =V, coswt +¢) (8.10)
luego si aplicamos F a ambos lados de la ecuacion diferencial del circuito de laFigura 125

dv
c+V 8.11
Y } ©.11)

F{V,, coswt | = F{RC

se puede demostrar que F eslineal y biyectiva

av,.

=F { RC dVe
dt

dt

+vc} = RCF{ }+ F{V. (1)} (8.12)

pero F{dVC}= F Vo (CW)SN(nt -+ )

—-F {VCM (—W) Cos(Wt + ¢ — %)}

&)
F{%} =—WV,, /"""
(&)

F{%} = —jwV,, e/ (8.13), luego laecuacion queda

VM

0 0 0
V,e® = RCiWW/.+V. =>V.=—M
M JWeHVe ¢ 1+ jwRC

(8.14)

Concepto de Impedancia
e pararesistencia

V=Rl = FV)=RF(l)
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0 v
V =RI = ZA45=R (815
I
e paracondensadores
lc = C% l
dt lc +
PN \(}c
F(1)-cr e _
dt
0 .0 1 i L :
lc. =CWV, = Z= j\N—C (8.16) Figura 183. Representacion fasorial
condensador
e parainductancias
d ]
V, = Ld—tL . +
Vi
dl -
F|V, |=LF| =%
ARGEY |
0
Vo =Ljwl = Z=jwL (8.17) Figura 184. Representacion fasorial.
inductancia
Asi, para el gjemplo visto anteriormente
R
+
0 C -
S T~
Figura 185. Representacion fasorial.
0 0 0 0 0
V =Vy+V. (8.18) V,=RI (8.19)
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0 1 0 0
V=R+—— |l (8.20) Ve =—— (8.21)
jwC

jwC
0 . 0
f_ Vv jwCV
R+ 1 1+ jwRC
jwC
SV =Veld = | = WY
1+ jwRC
0 wC
| =1le” I M 5
1+ (WRCY

¢ =90° —tan"'wRC

i(t) = 1 cos(wt +¢)




8.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

En € circuito de lasiguiente figura, € interruptor S1 ha estado abierto desde t = — hasta
t=0.
Sepidelo siguiente:

a) Calcular € voltaje V, del condensador y lacorriente |, parat <0.

b) Ent=0 secierraSl. Calcule las corrientes y tensiones en |os distintos elementos
ent=0"yent=cw.

c) SereemplazalainductanciaL por uninterruptor S2. Suponga que ambos
interruptores han estado abiertosdesde t = - hastat=0. En t =0 secierraSl. En
t=t seabreSl. Ent=t, secierraS2, paraabrirseen t=t,

d) Parat>t, sedegan ambos interruptores abiertos. Calcule e voltae V.=V, (t) a
través del condensador.

R1 L
3 @ AL

FiguraP.8.1.1

Solucion.

a) Esevidentequeparat<O0, V,=1_ =0, yaquelafuentedevoltge ¢, esta
desconectada.

b) Paracacular las corrientesy voltgiesen t =0" y t = oo, basta observar que se
cumple lo siguiente:

45



Ent=0 secumple:

v.(0)=0
i, (0)=0

Lo que quiere decir que antes de cerrarse S1 no hay corriente por lainductancia, y €
condensador tiene voltagje nulo por no poder tomar carga. Entonces, por continuidad de
voltgje y corriente se observaqueen t =0":

v,(0)=0
i (0)=0

Luego, se concluye que €l circuito parat =0 se comportacomo € siguiente:

R

o

FiguraP.8.1.2
Comoi, (0") =0, entonces debe cumplirse que i, (07) =0, yaque obviamente

las corrientes son las mismas para cualquier tiempo. Como la corriente por R, es cero,
lacaidadetension v, (07) =0

Ademas, por leyes de voltaje de Kirchoff se cumple que :
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V,

R, TV =0, paat=0",=v (07)=0

Finalmente, también de lafigura se ve que:
Ve (07)=¢,
Y -
ir (07) = EO
En t = sabemos que @ circuito ha pasado por su periodo transiente, y esta en régimen

permanente; todas | as corrientes y |os voltajes deben ser constantes; esto dice de inmediato
que:

() =0
V (0)=0

Por lo tanto, €l circuito se comporta como el siguiente:

FiguraP.8.1.3

L uego,
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&g

TRTITRYR

V. = — SORQ

© ® R+R
_ &R

" R+R,

c) El circuito que interesa en este punto es.

FiguraP.8.1.4

Para —0o<t<0Q,V, =0.
Para 0<t<t,,a estar cerrado S1, laparte relevante del circuito es:

Wii

T~

C

-/

FiguraP.8.1.5
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Luego,

=Ri+V,
Derivando, y comoi, =C d(;:‘: ;
di dV [ - Y
=R— —+—=i=ie
“Ra Ri e

donde i, eslacorriente en e instanteinicial t=0; esfécil ver que i, =%‘i , pues:

Ve(0) =V, (01)=0

t
=¢g,—Ri :so(l—e RlCJ

En t=t,, seabre S2, abriéndose todo € circuito; luego no circulamas corriente y e voltaje
V,(t,) se mantiene durantetodo €l intervalo t, <t <t,.

Luego, para 0<t <t setieneque:

En t=t, secierra S2 y € condensador comienza a descargarse a través de R,. Luego, €
circuito relevante es e siguiente:

FiguraP.8.1.6
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Aqui el condensador actiia como fuente, luego se deducen las siguientes ecuaciones:

q )
V. =—=Rj,
=c=R
Derivando:
dv, _ di i di
dt_det:C_det
L uego;
t t

i(t)=i(t,)e *° =V, =Rji=V.(t,)e *°,t, <t <t
2 c c\=2 2 3

En t=t, seabre S2, quedando & condensador desconectado; por lo tanto para t > t,, el
voltaje V_(t,) se mantiene.

Gréficamente, V. (t) es aproximadamente:

B

1
1
1
1
1
1
1
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1

t3
FiguraP.8.1.7

—t+
iy
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PROBLEMA 2

Calcular la potencia disipada en Waetts por laresistencia R, del siguiente circuito:

220V /7> R, L,
50 Hz

FiguraP.8.2.1

Datos:

R =1[Q]

R, =3[Q]

R =2[Q]

C= 795[;1F]
L, =3.18[mH |
L, =6.36[mH |

Solucién:

La fuente de voltgje alterno produce un voltge entre los puntos a-b que puede escribirse
CoMmo:

g(t) = g, cos(wt)
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Si se supone que € voltge de la fuente son 220 volts efectivos, se ve que:
g, = 2202 (Volts)
Ademas:
o = 2750] radseg™ |

La potencia disipada por laresistencia R, que se pide calcular, es €l valor medio de ésta,
cuyo valor esta dado por:

PDisipada = < P(t)> = % R3| 5

Donde |, eslaamplitud de la corriente que circula por laresistencia

La resoluciéon de problema se hara mediante fasores, recordando que las impedancias
asociadas alos distintos elementos del circuito son:

Resistenciaa Z, =R

Inductanciac Z, = jolL

Condensador: Z. = i
JoC

Luego, € circuito queda reducido a:

FiguraP.8.2.2

52



Donde las impedancias respectivas son:

Z =1+ ]
Z,=3-4j
Z,=2+2]
Ademeas:

g, = &, = 2202

L as ecuaciones para las corrientes, dadas por laleyes de Kirchoff, son:

0=—¢g,+ @+ j)I,+(2+2j)I,
0=(3-4j)I,-(2+2))I,
O=1I,-1,-1I,

Cuyaresolucion para |, da

Cé 3-4) _p_l&l 25
T1yaa0y 7 T 2 2l A

Finalmente, la potencia disipada pedidaes:

Pisipaca = % R, | |‘3|2 ~ 5'5[k\N]
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8.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

En e siguiente circuito, dados los valores de | os distintos elementos, calcular |as corrientes

I, 1, el,
I.1 I,
6 .
— k
8j 6 -8
V1=100/ - 60
Q\J V1=100.0 ,- (,9
: 50Hz
50Hz v
PROBLEMA 2

En € circuito de lafigura, calcule algebraicamente la corriente total entregada por |a fuente,
y lacorriente y €l voltagje en cadaramadel circuito:

R,




