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CAPITULO 6. MAGNETOSTATICA

| 6.1 Introduccién

El estudio de la magnetostatica comprende € fendmeno del campo magnético producido
por corrientes estacionarias. O sea, se cumple J=constante en € tiempo y
(Z_/t) = 0 = campos no dependen del tiempo.

A pesar de gue los efectos magnéticos de |os imanes se conocian ya en la antigua Grecia,
fue Oersted quien en 1819 propuso un primer modelo para explicar la desviacion que sufre
la aguja de una brujula por la accién de una corriente eléctrica. Sus resultados condujeron a
la determinacién de la fuerza que experimenta una carga en presencia de una corriente
eléctrica, y posteriormente ala de las fuerzas entre circuitos e éctricos.

Para presentar estos conceptos, seguiremos un tratamiento andlogo al de electrostatica, esto
es, primero veremos la fuerza sobre una carga y luego definiremos el concepto de campo
magnético a partir de esa fuerza. Posteriormente extenderemos €l concepto a circuitos
el éctricos en general.

6.2 Fuerza de una Corriente sobre una Carga Eléctrica

Consideremos una carga eléctrica g con velocidad U y una corriente | que circula a través
de un circuito el éctrico (que llamaremos ") segln se muestraen la Figura 128.

-

o]
Figura 128. Carga movil frente aun circuito.

Se encuentra experimentalmente gue la fuerza que experimenta la carga esta definida por la
expresion:
IE = ql_j X §_,u0|d| X(r _3r ) (61)
ol -r
donde:
U eslavelocidad de cargaq

ldi ' es e elemento diferencia de corriente por el circuito I



r indicalaposiciondeq
F' recorree circuito I indicando la posicién del elemento Idl

4, = 47 x107[H /m] €S unaconstante llamada permeabilidad del are.

EJEMPLO 32

Calcule lafuerza que gerce un circuito circular de radio R y corriente | sobre una carga g
ubicadaen laposicion z = zy, paralos siguientes casos.
) La carga estainmovil

i) Carga se mueve con velocidad inicial U =v0l2
i)  Cargase mueve con velocidad inicial 0=V, |
iv) Carga se mueve con velocidad inicial a=v, ] .

Solucién:
Consideremos la configuracion de la Figura 129.

z,k
=
R \ i
- e Y, ]
P\
xi 7 di=1dig

Figura 129. Circuito circular.
Primero calculamos laintegral de linea f sobre €l circuito circular, deradio R y corriente
.

|, sobre el gjez. Aqui I'” es el circulo deradio R del circuito. Tenemos
Idl = 1di$ = IdI (- singf + cosgj) , dI = Rdg
F'=Rp = R(cospi +sing])
F =2z
F—r'=—Rcospl —Rsingj + zk
||F—F'||:[chosz(p+ R25in2g0+22]ﬂ2:[R2+22]1/2

luego :
j zzf ﬂ&(—singof+COS(pi)x(—RCOS(pr—RSingDi+ﬂz)
b4 Y Ar [R2+22]3/2
= | _T M[Rsinzgolh zsing] + Rcos® ok + zcos<pf]
Po 4x[R?+ 7]
2n luoleq) ~ . oa ~
=[ —2 T |zcospi +zSing| + Rk
F =T iy 2 200800+ 2800 + R

 ulIR27 -
r AR+ 2]




Luego la expresion parala Fuerza sobre una carga g en laposicion z es.
= Ho R*

F=q 5,32

axk (6.2)
2[R2+z

Entonces:
) Si lacargaestaestética (g = o) permanece estatica F = 0.
i) Si tiene unavelocidad inicial v, = v,k setiene F =0, esdecir, lacargasigue
moviéndose con la misma velocidad.
iii)  Siseledaunavelocidad inicial en el sentidoj, i.e., V, =V, ] experimenta una
fuerza dada por la expresion:
= _qu Mo IR

F = ——— (i) (6.3
q = dVo 2(R2+Z§)3/2(I) (6.3)

iv) Si lavelocidad inicial es ahora v, = vof , lafuerza que experimenta g es:

F gy to IR (-1) (64)

2 ()

6.3 Definicion de campo magnético

Habiamos dicho que la expresion de la fuerza que produce un circuito sobre una cargatiene
laforma

Es importante notar que las variables que definen a la carga se encuentran fuera de la
integral. Por otra parte, a interior de la integral sdlo se encuentran los parametros del
circuito I'' y lacorriente que circulaatravés de é. Asi, el efecto que produce la circulacion
de la corriente esta contenido completamente en la integral. Se define e campo magnético
gue produce €l circuito como

5 [Ho Il 'x(f —:') (6.5)
p4r r-r
Este campo magnético corresponde a un campo vectorial que representa la perturbacion en
todo el espacio que aparece como resultado de la circulacion de la corriente |.

Con ello, lafuerza que sufre una carga en presenciade Bes:
F=quxB (6.6 Estaeslallamada Fuerzade Lorentz

gue veremos en detalle més adel ante.
Las unidades del campo magnético se obtienen de



— = = [F] = [N]
Fl=lalVIel= Bl g1 e seo]
Se define

1Teda=[T]= {er:/%g}

O seaq, una carga de 1[C] que se mueve con velocidad de 1[m/s] en presencia de un campo
magnético de 1[T] experimenta la fuerza de 1[N]. En la practica e Tedla resulta ser una
unidad muy grande, por ello se acostumbra usar el Gauss [G], con laequivalencia

1[T] =10"[G]
EJEMPLO 33
Determine & campo magnético del circuito circular del jemplo anterior en los siguientes
puntos:
a) Cuaquier punto del ge z.

b) Obtenga una expresion parael campo en cualquier punto del plano x-y, con
X2+y?>R2.

y. ]

X[ Il = 1dip

Figura 130. Campo magnético de circuito circular.

a) Parad g emplo anterior tenemos que el campo magnético producido por € circuito
circular en €l punto zo del gez es

s Ho IR? -

B=5 —(R2+ o k (6.7)
Por lo tanto, dgjando variable zy, € campo en cualquier punto z serd

A IR?
B=0

k (6.8
2(R2+22) ©8

3/2

b) Tenemos
Il = 1dl¢ = Idi (- singf + cosgj) ,  dl = Rdg
r'=Rp = R(cosgi +sing|)
r=xi+yj
r—r'=(x-Rcosp)i +(y—Rsing)j
Ir —r{=[R? cos’ ¢ + R? sin? ¢ — 2Rysing — 2Rxcosp + y* + x* | *

r—r'| = [R2 —2Rxcosg —2Rysing + x* + yz]ﬂz



BzT Hy IRde

47 [ R —2Rysing 2Rxcos<p+y2+X2T/2(_Sjn(phcoswj)x((x_Rcosw)h(y_RSin(p)j)
0 — —

2
= IRd . . n -
=B=] 2 e " 3/2[(Rsnzfp—y9n¢)k+(RCOSZqo—xcos<p)k]
0 47z[R —2Rysing—2RXcosg + Y2 + X :|
7 IRd )
= B= Bo =@ JS,Z[(R—ysin(p—xcoap)kJ

o 4rn [RZ -~ 2Rysing — 2Rxcos¢ + y* + x?

El problema es ahora resolver esta integral, jcosa nada fécil! (tratar de hacerlo). De

cualquier forma, el campo en e plano x-y solo tiene componente segun K y serapositivo si
esta dentro del circulo y negativo fuera de & (conviene hacer € esfuerzo de esta
visualizacion).

Campo Magnético Producido por una Carga Puntual
Consideremos una carga puntual g moviéndose con velocidad U, seglin se muestran en la
Figura 131.

Figura 131. Campo magnético de carga puntual .
Usando la expresion que habiamos definido para el campo magnético del circuito en este
caso €l campo magnético que produce la carga es:

dB = Z‘—O—'d' f(r:f: ) (69
7 |-

Lo dg o . d . d =~ =
ero aqui Idl =—dlG=dgq—U, perod ,—=|0f y dB—> B
pero aq i g0 peroda—g, —-=|u]y dB—
=B :%qUx ”(F_FHZ (6.10) es el campo producido por una carga en movimiento.
/4 r—r'

Campo magnético producido por distribuciones de corriente
Para el caso de distribuciones de corriente en volumen como las delaFigura 132 se usa €l
vector densidad de corriente.

Figura 132. Campo magneético de distribuciones de corrientes.



AqQui Idi =J-dS-di =Jdv', por lotanto eI campo magnético €s:

m ”r dV (6.11)

donde V'’ estodo e volumen en donde hay J

Asi entonces, el efecto que produce una corriente puede representarse a través de su campo
magnético, € cua provoca una perturbacion en todo € espacio y puede medirse ya sea
poniendo una carga en movimiento o0 con un circuito adicional. En ambos casos se
observardn fuerzas que actuarén sobre estos Ultimos elementos (carga y/o circuito se
moveran).

| 6.4 Ley deBiot y Savarat

En 1820 Jean Baptiste Biot y Felix Savarat generalizan los resultados obtenidos por
Oersted. Estos resultados fueron presentados 1 mes después por Ampere. Consideremos
dos circuitos que llevan corrientes | eI’ segin se muestra en lafigura siguiente:

Figura 133.Interaccion de dos circuitos.
Biot y Savarat demostraron que lafuerza neta que gjerce e circuito I’ sobreI” esta dada

por la expresion:

Laexpresion diferencia de esta ecuacion, que indicalafuerzaque gerced circuito I’
sobre el elemento Idi del circuito T es

dﬁzldrxu0§ldl x(F — )(613)

o 1 r-rf

6 dF = 1di xB(r) (6.14)

donde B(r)= &mm (6.15) es el campo magnético producido por €l circuito I
e rr]

enr.
Notar que unavez determinado € campo magnético del circuito I'”, podemos calcular la
fuerza sobre e otro circuito ocupando laférmula F = § Idl x B(r) (6.16).



EJEMPLO 34

Considere un circuito constituido por un conductor muy delgado que va de -0 a +oo en €
ge y. Este conductor lleva una corriente lo. Se pide calcular la fuerza sobre una espira
cuadrada de lado 2a con corriente 1; segin se muestra en la Figura 134.

3al z,k

2a__ ? I 1

=3
/

n
X1

Figura 134.Circuito frente a corriente lineal .
Solucioén:
Primero calculamos & campo magnético producido por € conductor infinito en el plano y-
z. Consideremos un punto P localizado en €l ge z.

X1

Figura 135.Campo de conductor infinito.

F =2k

r'=yj

|'dl’ = 1,dy]

_ T 1,dy s wly T zdyr
B(r)::_;m[yzizz:'S/ZX(_yJJer): 4(,)7TOJ;|:y2+Zz:|3/2

haciendo € cambio de variable y = ztgf = dy = z(1+ tg® 6)d6



_ ), % 2 (Lrtg®0)doi 4y |

B(T)— 0 Oj 0 ”JI‘Z do _ Holo 2'”-’/'2 de
4n 8, [zzt929+22]3/2 B 4”Z_ﬂ/z[1+t929]1/2 4nz 0 [1+t920]1/2

send  cos’O+sind 1

1+tg%60 =1+ = =
g cos? 0 cos? 0 cos? 0
— I 712 /,l I 77:/2.'\
= B(r)= 'uo 0| Icos@d@ oo sm9|
2rz
S (= :UoloA
. B(rF
( ) 2rz
Ahora calculamos lafuerza Z, K
4_
3a
(o) B=B(2)i
l 2a T l1
a | ™
] [} y’]‘

Figura 136. Fuerza sobre conductor rectangular.

Paralas corrientes en e sentido k setiene:
dF, = 1,dZkx B(2)i = 1,dzB(2) |
Paralasde sentido — k setiene:
dF, = Ildz(—R)x B(z)i =-1,dzB(z) |
=dF, +dF,=0
Para el segmento en z=a setiene:
dF, = 1,dyj x B(a)i =-1,B(a)dyk
_ ~ | ~ 1yl ~
= F3:—IlB(a)Zak:—Il-%Zakz—%uok
parael segmento en z=3a setiene
dF, = 1,dy(~)xB(3a)i = 1,B(3a)dyk

:F =1, ,uolo 2ak = |1|o,u0k
27T3a 3r

. Fuerzaneta= Ifs-q- E:M E—l |2:_2|1|oﬂo|2
T 3 37[



EJEMPLO 35

En este ggemplo calcularemos la fuerza neta que experimenta un loop de corriente (0 espira)
en presencia de un campo magnético, y a partir de esto determinaremos € torque. El
concepto del torque producido por un campo magnético es muy importante en la
comprension del comportamiento de las particulas cargadas orbitando (el modelo de la
materia gque veremos maés adelante), motores y generadores el éctricos.

Consideremos un loop de corriente rectangular de largo | y ancho w, € cual esta expuesto a
un campo magnético uniforme de médulo B tal como se ve en la Figura 137.

4 z

»
»

e R

\ 4

\ 4

<~
S~
A
T~
4

\ 4
<

Figura 137. Torgue magnético.

En esta figura se puede ver que dI' es paralelo a B en los lados 1-2 y 3-4 del loop y
ninguna fuerza es gjercida en esos lados. Solo hay fuerza en los otros dos lados, entonces la
fuerza neta sobre el circuito es

Es decir, lafuerza neta es cero, por o tanto € circuito no experimenta movimiento de
traslacion neto (no se desplaza).

Sin embargo, las fuerzas de cada lado estan aplicadas en lugares diferentes y, en
consecuencia, produciran un torque neto sobre € circuito. Para examinar esta situacion,
consideremos e caso en que € plano del circuito forma un angulo o con & campo
magneético segun seilustraen la Figura 138.
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Figura 138. Fuerzay torque.

El elemento diferencia del torque (o el momento mecanico de fuerza) sobre un el emento
de corriente Idl del circuito es
dl =rxdF

y sus unidades son Newton-metros (N-m). Por |o tanto, €l torgue neto es
Efd’l’szrxdF:i;rxidrx B
Cc C C

donde c eslatrayectoria del circuito. Es decir,
3 1

Tzlj.rxdsz B+IJ.r><dz|2><B
2 4

y dado que el campo es constante

- IBM . ~ 1BM . ~ .o
T:T na(—k)+Tsna(—k)=—IBM gna k
Asi, cuando €l plano del circuito es paralelo al campo magnético, éste experimenta el

torque maéximo. En la posicion de equilibrio €l vector normal a la superficie del circuito n
es paralelo a campo magnético y no hay torque.



\ 6.5 Ley Circuital de Ampere

Consideremos una region Q del espacio en donde existe corriente fluyendo segin se
muestra en la Figura 139.

Contorno I'(S)

AreaS

Figura 139. Ley circuital de Ampere.
Si tomamos una superficie cualquiera por la cual atraviesa una corriente total lenazadas
entonces laLey Circuital de Ampere establece o siguiente:

ﬂ?-dl‘ ol (6.17)

enlazada
r(s
donde:

I'(S) contorno de la superficie S recorrido en & sentido de la mano de derechaen
torno del vector del elemento de superficie dS, seglin se muestra en la Figura 139.
leniazada COrriente total que atraviesala superficie S, laque esigual ala corriente
enlazada por latrayectorial'(S).

Notar que cuando se conoce el vector densidad de corriente J como en la Figura 140, la
corriente enlazadaes 1, :”J-dé.

Contorno I'(S)

=[] 3-as
Figura 140. Corriente enlazada.

Es muy importante respetar el sentido del contorno de la superficie, esto es, mantener la
regla de la mano derecha, cuando se aplicaestaLey.

13



Es usua definir laley de Ampere en términos del vector intensidad de campo magnético
H e cual se define delaexpresion

B=u,H (6.17)
donde pp es la permeabilidad del espacio vacio igual a 4z x10[H /m] segin vimos
anteriormente. Con esta definicion laley circuital de Ampere se puede escribir como

~ jH.dr=1, ©1®
r(s)

EJEMPLO 36
Calcule el campo producido por unabobinainfinitade N espiras (vueltas) por unidad de

largo y quellevaunacorriente .
Solucion:

N espiras o vueltas
por unidad de largo <

e

Figura 141. Campo bobina.
Por simetrialos campos tendran direccion segun z. Llamemos alos campos en €l interior

B =Bky end exterior B, =BK.

Por lageometriadel problema, el campo afuera puede suponerse despreciable, ya que €
campo de espiras contiguas se cancela.

Paralainterior tomamos el contorno ) dela superficie S cuya mitad esta dentro dela
bobinay laotra esta afuera. Se cumple:

{B -dl =u,l

0" total
L (s)

Pero tomando unatrayectoriadelargo | en el gez setiene |, = NIl »yaqueno hay
corriente enlazada afuera de la bobina. Luego,
—Bl=—u,Nll = B = u/NIk

|
La corriente enlazada es negativa dado el sentido de latrayectoria utilizada en lafigura 141.

Asi, en un solenoide (o bobina) ideal €l campo al interior es constante y nulo en €l exterior.

14



6.6 32 Ecuacion de M axwaell

Aplicando el teorema de Stokes alaintegral delineadelaley circuital de Ampere setiene

fH-d =[[(vxH)-dS (6.19)
r'(s) S
Ademas, en términos del vector densidad de corriente la corriente total enlazada por €
contorno () es

l enlazada

:”j-dé (6.20)
S
Esgueméticamente esto se muestraen la Figura 142.

enlazada

»
|
»
»

A A A A A LA A A

%%Z%_\\ AreaS

i » Contorno I'(S)
Figura 142. Tercera ecuacion de Maxwell.

Reemplazando val ores obtenemos
= [[(VxH)dS=[J-d
S S

y esta ecuacion se cumple para cualquier superficie S, luego

s (621)

=VxH=J (622 esta es la 32 ecuacion de Maxwell

Dado que B = u,H esta ecuacion también se puede escribir como
VxB=u,J (623

En termino fisicos decimos que | as lineas de campo magnético rotan arededor de J . O que
las lineas de campo magnético B “aparecen” alrededor de una corriente dada.

M as tarde agregaremos otro término a esta ecuacion cuando veamos campos variables en el
tiempo.

15



6.7 4ta Ecuacion de M axwell

Otro resultado experimenta es que a diferencia del caso de |os campos el éctricos que nacen
y terminan en cargas eléctricas, en e caso del campo magnético no existen fuentes de
donde nazcan lineas de campo, es decir, no existen cargas magnéticas. Esto se traduce en
gue toda linea de campo magnético es cerrada. Mateméticamente esto se expresa de la
siguiente forma:

V-B=0 (6.24) esta es |a 42 ecuacion de Maxwel |

Si integramos esta ecuacién en un volumen cual quiera tenemos

jﬂv- Bav=0 = ﬁBodS=O
Q )

S(Q

En otras palabras, e flujo neto del campo magnético en cualquier superficie cerrada es
nulo. Esto se muestraen la Figura 143.

Q
0 l
" No existen cargas
, magneéticas

Figura 143. Inexistencia de cargas magnéticas.

En la Figura 143 entran a la superficie un nimero igua de lineas de campo que salen de
dicha superficie.

6.8 Movimiento de una carga puntual en €l interior de un campo magnético

Una caracteristicaimportante de la fuerza magnética que actlia sobre una particula cargada
movil es que lafuerza es siempre perpendicular alavelocidad de la particula. En efecto, la
expresion de la Fuerzade Lorentz es

F=quxB (6.26)

La fuerza magnética por consiguiente no realiza trabgjo sobre la particula y la energia
cinética no se ve afectada por esta fuerza. Asi, la fuerza magnética solo modifica la
direccién de laveocidad pero no su médulo.

16



En & caso especia en que la velocidad de una particula sea perpendicular a un campo
magnético uniforme, como se ve en la Figura 144, la particula se mueve describiendo una
Orbitacircular.

X X X X
= B(-K)

Figura 144.Movimiento de cargas en un campo magnético.

La fuerza magnética proporcionala fuerza centripeta necesaria para el movimiento circular.
Podemos relacionar € radio de la circunferencia con el campo magnético y la velocidad de
la particula haciendo que la fuerza resultante sea igual a la masa m multiplicada por la
aceleracion centripeta VP/r /5 . La fuerza resultante en este caso es qvB p puesto que vy B

son perpendiculares. Asi pues la segundaley de Newton nos da

2
oB=""_ (6.27)
r

0 sea r= mw (6.28)
gB

Por |o tanto, la particula cargada se mueve en un plano perpendicular al campo magnético
uniforme que esta dirigido hacia €l plano de pape (indicado por las cruces). La fuerza
magnética es perpendicular a la velocidad de la particula haciendo que se mueva en una
circunferenciade radio r que satisface la ecuacion anterior.

Lafrecuenciaangular del movimiento circular es

0="-%B (529
y su periodo vae T= 2 = 2rm (6.30)
o QB

Es importante notar que la frecuencia no depende del radio de la orbita ni de la velocidad
de la particula. Esta frecuencia se denomina frecuencia ciclotron.

La componente de la velocidad paraela a B no se ve influida por € campo magnético.
Consideremos por gjemplo un campo magnético uniforme en la direccion z y sea v, la

17



componente de la velocidad de la particula paralela a campo. En un sistema de referencia
que se mueve en la direccion z con velocidad v, la particula tiene su velocidad
perpendicular @ campo y se mueve en una circunferencia contenida en el plano xy. En €
sistema de referencia origina la trayectoria de la particula es una hélice que se enrolla
arededor de las lineas de B, como se muestraen la Figura 145.

I, v
| P

-\"1_\_\_

Figura 145. Trayectoria helicoidal.

Cuando una particula cargada tiene una pegquefia componente de velocidad paralelaal
campo magnético B, se mueve con unatrayectoria helicoidal.

Selector de Velocidades

La fuerza magnética sobre una particula cargada que se mueve en €l interior de un
campo magnético uniforme puede equilibrarse por una fuerza electrostética. Dado que la
fuerza eléctrica tiene la direccion del campo eléctrico (en € caso de particulas positivas) y
lafuerza magnética es perpendicular al campo magnético, |os campos eléctrico y magnético
deben ser perpendiculares entre si, segun se muestra en € arreglo de la Figura 146. En esa
configuracion se tiene unaregion del espacio entre las placas de un condensador, en el cua
existe un campo eléctrico y un campo magnético perpendiculares entre si.

N
we X XX X X X X %
[+ + + + + + ]

X X > <[ X X
X X < x| xB x
——— — — —

T % X X X X X X X
XX X X X X X X

Figura 146. Selector de velocidades.

Cuando una particula positiva se mueve hacia la derecha experimenta una fuerza eléctrica
dirigida hacia abgjo gE y otra fuerza magnética dirigida hacia arriba qv-B, que se equilibran
s VB=E, Si la carga es negativa, estaran invertidas ambas fuerzas. Luego, para que las
cargas pasen sin ser interceptadas la velocidad cumple con la condicion v=E/B,
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independiente de la masa y la carga de la particula. Es decir, las cargas que pasan se
seleccionan en base a su velocidad exclusivamente.

El Espectrégrafo de Masas.

El espectrografo de masas, fabricado en primer lugar por Aston en 1919, fue disefiado para
medir las masas de |os isotopos. Mide larazon masa a carga de los iones (cargas positivas),
determinando la velocidad de éstos y luego midiendo € radio de su 6rbita circular en €
interior de un campo magnético uniforme. El cuociente masa a carga viene dado por

m_B (631
q \

en donde B es campo magnético, r € radio de la drbita circular y v la velocidad de la
particula. Un dibujo esguematico de un espectrografo de masas se muestra en la Figura 147.

A

SV o+ fuente

Figura 147. Espectrografo de masas.

En la Figura 147, se ven iones procedentes de la fuente, que son acelerados por un campo
eléctrico y entran en un espacio que contiene un campo magnético uniforme (aqui €l campo
eléctrico es nulo). Si los iones parten del reposo y se mueven através de una diferencia de
potencial V, su energia cinética cuando entren en P1 es igual a la pérdida de energia
potencia qV.

%m\/2 =qV (6.32)

Los iones se mueven en una circunferencia de radio r e inciden sobre una pelicula
fotograficaen €l punto P2, aunadistancia 2r del punto en el que entraron en €l electroiman.
La velocidad v puede eliminarse de las ecuaciones para hallar g/m en funcién de las
magnitudes conocidas V, B y r. El resultado es

2,2
%: 82\; (6.33)
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6.9 Potencial Magnético Vectorial

Similarmente alo ocurrido en electrostatica cuando definiamos un potencia desde e cua
se obteniael campo, parasimplificar los calculos de campos magnéticos se recurre al
concepto de potencial magnético vectorial.

Dado que sabemos que la divergenciade B es nula (cuarta ecuacion de Maxwell)
aprovecharemos laidentidad matemética

V. (VxA)=0 (6.34)
paraasumir que el campo magnético B puede expresarse como

donde A se denomina potencial magnético vectoria y es en general més fécil de calcular
que el campo magnético directamente.

Teniamos que por definicion B se representa por

B _ M (6.36) para circuitos,
47f||*f-"||

e B- J' J' J' ~r)dv ' (6.37) para densidades en volumen, y

||r i

. B:J'J'“OK(r')X(F_:l)dS (6.38) paradensidades superficiales de corriente
s drfr-r

[K]=[1/1].

Se puede demostrar que
( 1 j (r-r) (6.39) V., operasobre r

con €llo, si tomamos por g emplo la expresion del campo magnético para circuitos lineales,

setiene
B:_”O§idl_'>{v[ j] (6.40)
4r i

x(fF)= fVxF +Vf xF (6.41)

r-r]

aplicando laidentidad
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donde f es un campo escalar y F un campo vectorial
:»v{r'd'r;} = 1 HVxIdI +v( jx i (6.42)

V operasobre F = VxIdl '=0

y COMO ldl 'xV 414 =-V % x1dl* (6.43)
Ir=r1 Ir=r

:"d'_'XHr—l r,ﬂz_vx[r_'g"r_;} (o4

Idl
efos( 125 9

y como V operasobre F y | sobre F podemos escribir finamente:

{ i) o

luego

de donde se deduce que

|‘:

§ (6 47) paracircuitos.

F

Similarmente para distribuciones de corriente se obtiene

I j Kas (6.48) para distribuciones superficiales de corriente
~ardfr-rf

”ﬁ; (i\: T (6.49) para distribuciones en volumen

Notar que una vez que se dispone del vector A, €l campo magnético se obtiene facilmente
derivando (en realidad se debe calcular €l rotor como se definid originalmente), cuestion
gue en genera es més facil deredlizar que e célculo directo.

Usando laidentidad
Vx(VxA)=v(V-A)-V?A (6.50)

Se puede demostrar que V - A= 0 para campos magnéticos que no varian en el tiempo.
Luego
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V x (V x A) =-v2A (6.51)
Pero habiamos demostrado que por |a 3ra Ecuacion de Maxwell se cumple

VxB=u,J (6.52)
Por lo tanto, el potencial magnético vectorial cumple con

— V?A=-u,J (6.53) Ecuacion de Poisson vectorial.

En coordenadas cartesianas A—( ALALA) la ecuacion de Poisson corresponde a

v? A =—1d,
v? A =—1od,
v? A =—-pyd,

con

2p _O°A O°A A 6.54
VA axz’JrayZJraz2 (659)

Se requieren condiciones de borde para resolver esta ecuacion, en conjunto con
metodol ogias numeéricas de resol ucién de ecuaciones diferenciales parciales.

EJEMPLO 37
Si por e plano x-y circula una densidad superficial de corriente K =k | , se pide obtener €
campo magnético en todo el espacio.
Sol"™:
Deladefinicion de A tenemos:
_ My Kds
CAr ‘ -
Por simplicidad calcularemos A en un punto del e z, segiin se muestra en la Figura 148.

ds = dx'dy’

A

z, k

r

i

Figura 148. Potencial magnético vector.
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Tenemos

= [r - =[x*+y?+22]"

Luego

_ My Kijdxdy' < K <77 dxdy
R D g | e

y'= [x'zatzz]l/2 tang = dy'= [x'2+22]l/2[1+ tan® 0]d9

00, 1 . 2 2 22
A oK X [1+tan 0] [x +Z ]1 do
=A=p 11] (x?+27 )2 (1+ tan? 0}

) 6,
MoK . ' 2 M1/2
A="_J|dX|(@+tan* 6)'“do
e Ji_[o 9{( )
72=C0529
1+tan 6

:Az’uOKITE]‘dx’dg
A ol coso

pero sng—. Y ydelafigura
[y'2+z2 + x‘z]”2

~ 2u K -7 dx'
PN =A== J_‘[o(x'2+22)1/2
, >~

2

| 6.10 Dipolo Magnético

Para abordar € tema de los campos magnéticos en la materia se hace necesario, a igual que
vimos anteriormente para dieléctricos, un modelo elemental para aplicarlo a un medio
material. Este concepto para el caso de campos magneéticos es el dipolo magnético.

Consideremos un circuito circular de corriente como en la Figura 149.
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Figura 149. Dipolo Magnético.

El &readd circuito es A=z a” y conduce una corriente I. Si [lamamos fial vector normal a
la superficie, definimos el dipolo magnéticom como €l vector

m=AlA (6.55)

Asi, e dipolo magnético (también Ilamado momento dipolar magnético) es proporcional al
areadefinida por € circuito y proporcional también ala corriente que circula por €.

Determinemos ahora el campo magnético B en un punto de observacion P(r,0,4) producido
por €l circuito circular (o loop) de la figura 150. Para ello primero obtendremos e vector
potencial magnético, y consideraremos €l sistema de coordenadas de la Figura 141.

7 A
P(r,0,0)
¢ F
I
a \I".. sy
X ar
0
Figura 150. Campo magnético de un dipolo magnético.
. : . ~ Mo ldi
En estas condiciones, € potencial en e punto P tiene laformaA= —[ﬁ p
A ||F —-r
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Parar>>a, es decir, paralugares |gjanos del punto de observacién, se cumple

1 1 rer'

=75+t —3 + TOS
Lt I L

Ademds,
idl'" = lad@’ 0 = ladO’'(-sin@'T +cosé’ |)

L uego, despreciando |os términos de orden superior (TOS) laexpresion del vector potencial
magnético es

2r
A:ﬂj i+¥ lad@'(—sin@'i +cosO'’ j)
4 arl - Ir

considerando que rer’' =rasingcosdcosd’' +rasinpsndsing’ y desarollando la

integral se llega a que € vector potencial magnético A solo tiene la componente 4 y esta
dada por

2 .
A:Eiﬁliﬂﬁrw5®
lo que también puede escribirse como:
~  pomxf
A= 6.57
Arr? ( )

donde M=I7ak esel dipolo magnético del loop (notar quek xr = singd ).

Finamente el campo magnético se obtiene apartir de B=V x A

5 HoMm A QN
B_4ﬂr3(2cos¢r+sn¢¢) (6.58)

Es interesante comparar esta ecuacion con expresiones similares de electrostética para el

potencial eléctrico V y la intensidad de campo eléctrico E producidas por e dipolo
eléctrico. Esta comparacion estd hecha en la siguiente tabla, en la que notamos las

similitudes entre el campo B lejano producido por un pequefio loop de corriente y E lgjano
producido por un dipolo eléctrico. Es entonces razonable interpretar un pequefio loop de
corriente como un dipolo magnético.

Se puede demostrar que @ torque sobre un dipolo magnético esta dado por la expresion

T‘

mxB (6.66)

Esta expresion es generalmente aplicable en la determinacion del torque sobre un dipolo y
su Unica limitacién es que € campo magnético debe ser uniforme. Cabe hacer notar que €

torque esté en la direccion del eje de rotacion y en la posicion de equilibrio m y B son
paralelos.
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Las lineas de B sobre & dipolo magnético son similares a las lineas de E sobre un
dipolo eléctrico. La figura 151 (d) ilustra las lineas de B arededor del dipolo magnético

m=1S
eléctrico Magnético
a b
v-_2
4re v
a .
E= Qa, > No existe
Are o
[
Qm
r
ar
Q
Monopolo ( carga puntual) Monopolo ( carga puntual)
d ¢ d
E= Q 5 (2cosfa, +2sinfa,) Homsinda,
4re o f A=———
. Anr
ar P
z

Dipolo (dos puntos con carga)

A

P +Q9/
e TFr
4

x  g=Ht (2cosfa, +sinda,)
4ar

3

Dipolo (dos puntos con carga)

Figura 151. Comparacion electroestética v/s magnetostética.
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6.12 Modelo Atémico de M ateriales

Similarmente a andlisis de dieléctricos supondremos agui un modelo microscopico de la
materia. En este caso supondremos que cada a&omo se compone de un nucleo con carga
positiva en reposo y un conjunto de electrones rotando en torno de ese nicleo con
velocidad u, segun se muestra en la Figura 152. Asi, los electrones de este &omo pueden
dg qu

dt 27R°

Donde g es la carga total de los electrones [C] y R € radio promedio de las trayectorias
circulares. Esquematicamente:

.

Figura 152. Modelo Atomico de Corrientes.

model arse como un circuito con corriente | =

Asi, es posible representar e domo mediante el dipolo magnético

m=1-SAAN] (6.67)
Para describir el fendbmeno a escala macroscopica se define € vector magnetizacionm
como el momento dipolar magnético por unidad de volumen:

m

i lim erm (6.68)
M= v oy (A

Un medio en & cual M =0 se dice un medio magnetizado. Notar que en presencia de un
campo magnético externo los dipolos magnéticos tenderdn a alinearse con é debido a

torque 7 = mx B, seglin vimos en la seccion anterior.

’ ) ’ h

Sin campo B Con B =B,k externo
Figura 153. Modelo Atomico de Corrientes.
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Notar que debido alo pequefia de |as corrientes se desprecia el efecto entre ellasy solo se

asume gue los dipol os responden a campo externo.

6.13 Corrientes de M agnetizacion

Consideremos un elemento diferencial de volumen de un medio material con

magnetizacién, como en la Figura 154. Luego e momento dipolar asociado a volumen dV’

es dm, donde;

Figura 154. Modelo de la Materia.

El potencial magnético dA asociado al dipolo magnético en laposicion F es:

A Ho g (r-r") (6.69)

dA
A
- _ —-r' ", (6.70
G = Ho i () " =)V (670)
47 r—r

| - & o (i (o] Ll (671
perov{r_rj T = A 4ﬂfﬂM(r) V(r—?']dV (6.71)

y usando laidentidad v x(fF )= fv x F + (v )x F podemos escribir
V‘X[I;/I_(r‘? J — Hr i‘ "H V'xM (r‘)+ V'[rl“] % M (r.) (6.72)

J+ 1r' vxM(r') (6.73)

Luego

mv”er v I v [M(rr)”JdV' (6.74)

IHV xFdV = — jF xdS alasegundaintegral

S(V)

Aplicando el teorema
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VXM (F)aV'  u, p¢ M(F)xdS'
A= el e T o7

Esta expresion tiene Iaforma

Ho (rpIndV', mo g KydS oo
s w oy ©0

con J,, =V'xM(r') (6.77) densidad de corriente de magnetizacion en volumen

K, =M(r')xn (6.78) densidad de corriente superficial de magnetizacion (que rodeaal
material)

Asi, € efecto de la magnetizacion puede reemplazarse por |as dos densidades de corriente
J, v K,, queaparecen en & material.

6.14 Permeabilidad Magnética

Recordemos que
Vx (Ej -3 (6.79)

Ho
En el espacio vacio, donde J esladensidad de corriente en volumen.

Ahoraen general d interior de un medio material habra tanto corrientes libres J, como de
magnetizacion. Asi :

J=17J,+J, (6.80)
entonces

vx(ij =J, +J, (6.81)
Ho
J

designaremos VxH =J, y VxM =

0

B=u,(H+M), (6.83)
s anotamos M = y H (6.84) = B=y,(1+y,)H (6.85)
6 B=uH (6.86)

Con u=pugu, (6.87) es la permesbilidad del material y u,=(01+y,) (6.88) es la

permeabilidad relativa. Andlogamente a caso de los dieléctricos, en los medios
magnetizados se tiene:
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B=[u]H yB noesparaeloa H = no lineal anisotropo

e B=[u(r)]H, pero B||H = nolineal isbtropo

|B| = ()| H| = lineal-isbtropo

e B=uH, u=cte. = homogéneo

6.15 Clasificacion de los M ateriales M agnéticos

Es comun realizar la siguiente clasificacion de |os materiales magnéticos dependiendo del
valor pr.

Materia es magnéticos

No lined
A 4 A 4 A 4
Diamagnéticos Paramagnéti cos Ferromagnéticos
X <0pu, <1 X >0u, 21 Am > 0pu, >>1

Figura 155. Clasificacion Materiales Magnéticos.
L os mas importantes son los ferromagnéticos y en general, y,, es atamente dependiente de

latemperatura (altat® = disminuye y,.).

Larelacion especificaentre B 'y H dependedelaT® y delahistoria, por ello bajo
diferentes condiciones i, puede variar de 50 a600. En & capitulo 7 veremos aplicaciones
especificas de estos materiales.

Delaley de Amperé

§H dl =1 (6.89)

enlazada *

L uego se puede montar un experimento en que variamos H y medimos B (en el capitulo 7
veremos rel aciones entre el campo magnético y e voltgje, que se usan paramedir B). La
curva resultante es la curva de histéresis* de la Figura 156.

! Significaretraso en griego
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Tanl I-

Bmax —_
B )
/ <. H
—'/.r "~ Curvacuando material
1 B esta inicialmente no

Figura 156. Ciclo de Histéresis.

magnetizado (densidad de
flujo permanente

EnlaFigura 156 B, es el valor residual del campo aunque no haya corriente y Bmax: es el
valor de saturacion del campo
Valores tipicos de la permeabilidad para diferentes materiales se muestra en lasiguiente

tabla.

Tabla4. Permeabilidad Relativa de Algunos Materiales*
Material M
Diamagnéticos
Bismuto 0.999833
Mercurio 0.999968
Plata 0.9999736
Plomo 0.9999831
Cobre 0.9999906
Agua 0.9999912
Hidrogeno (s.t.p.) ~1.0
Paramagnéticos
Oxigeno (s.t.p.) 0.999998
Aire 1.00000037
Aluminio 1.000021
Tungsteno 1.00008
Platino 1.0003
Manganeso 1.001
Ferromagnéticos
Cobalto 250
Niquel 600
Hierro Suave 5000
Hierro-Silicio 7000

* Estos valores son tipicos y pueden variar con respecto a otras publicaciones debido a que
existen muchas variedades de | os distintos materiales.
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Propuesto. Considere un material ferromagnético de 2 cms de ancho con permeabilidad
relativade ur=2.5.

Se hamedido el campo al interior del medio material igual a B = yi — x] . Se pide
determinar @) J,b) J,,,c) M, d) K,,

6.16 Condiciones de borde

Consideremos dos medios magnéticos de permeabilidades 1, y 1, segin se muestraen la

Figura 157. Para considerar la situacion més general, consideraremos que en € plano de
interfaz entre los medios existe una corriente superficial (que seinterna en lahoja).

H
AW N IN )
. ° H,
01
HlT R
|:|2 62 H2N
H2T
Figura 157. Condiciones de Borde.
De las ecuaciones de Maxwell sabemos que
V-B=0= By = Bon & mHyy = 11,H,y (6.90)
VxH :J:mﬁ di =1. (6.92)
r
le = HrAw-H,y A_h_ Hoy A_h_ Hor AW+ Hyy A_h+ IN Ah
2 2 2
y paraAh—0 H;—H, = ﬁ ,  definiendo K =lim,,, , {I—} (6.92) como la
Aw

densidad de corriente superficial se obtiene:

Hy -H, =K= 2r_Br_y o3
oo Hy

32



Usando estas condiciones de borde se puede demostrar que

1anb, _ £ (6,94
tang, u,

EJEMPLO 38

El plano x-y sirve de interfaz entre dos medios. EI medio 1 (z<0) se llena con un material
de permitividad =6 , y € medio 2 (z>0) se llena con un materia con p,=4. Si enla
interfaz hay una corriente superficial de 9001 o/ 1y Y B, =57 + 8k mWO Encuentre H, y B,.

§/////////2/§////////

2

Figura 158. Aplicacion condiciones de borde.

He =

Solucién:
Imponiendo condiciones de borde para la componente norma del campo magnético
tenemos

BlN =BZN :>BlN =8R:>Blz=8

H,=22 o, :i(5f+8|2{%}
H Aty m

ademas

Aplicando ahorala condicion paraH tenemos
HlT - HZT =K

-3 -3
H2T=5—' . [A} HlT:5x10 L1009 Xloa[é}
4u, m 4u, Hy 4 m

Como B1 = y1|:|1 = E1 = 6,‘10':'1
Por lo tanto, igualando componentes: B, = 9-6p gk Wy H = 9, 8 M
4 m? 4u,  6u, m
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6.17 Resumen

En resumen, para campos que no dependen del tiempo se cumplen las sigui entes ecuaciones
de Maxwell:

(1) V-D = p, —> cargas estacionarias producen campo eléctrico
(2) V-B=0——> No existen cargas magnéticas
(3) VxE =0 ——> Trabajo desarrollado por campo eléctrico es conservativo

(4) VxH =J—— campo magnético “rota’ en torno a corrientes

L os campos en la materia cumplen ademas con
D =¢E (6.95)
B = uH (6.96)

Lafuerza neta sobre una carga es

F=qE+axB)(6.97)

L as ecuaciones anteriores se han deducido para campos estacionarios que solo dependen de
la posicion.

E=E(r)y B=8(r) (6.98)

En lo que resta del curso veremos que ocurre cuando los campos son dependientes del
tiempo, es decir, cuando E = E(t,r) y B=B(t,r).
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6.18 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
Se tienen dos cables paralelos que llevan cada uno una corriente estable 1, e 1,. Encuentre

la fuerza por unidad de largo entre los cables si la distancia que los separaes d. ¢Lafuerza
atractiva o repulsiva?

Solucion: ~

A 4
v

T
)

>

FiguraP.6.1.1

Debemos calcular |a fuerza que gerce cada una de las corrientes sobre |la otra por separado
para después sumarlas.

Sabemos que la fuerza de un circuito sobre otro estd dado por

£t g | '|d|‘]|<r(oﬂ‘;<l”(:—r'))

Escrito de otraforma:
F :jldl B (r)

Pero nos interesa la fuerza por unidad de largo, por lo que a resolver la integra anterior
nos queda

L
F =Ildl xB'(r)=L-1xB(r) lo que buscamos es la fuerza por unidad de longitud, por lo
0

tanto, a dividir por L se obtiene la formula que utilizaremos en €l problema para la fuerza
por unidad de largo.

= If12 =1, ><§1(r)
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Donde F,, eslafuerza que gerce por unidad de longitud el circuito uno sobre e circuito

encerrada

dos. Calculemos B (r) utilizando laley circuital de Ampere §I§-df = L,]

Parar >a

Holy
2rr

= B2rr=p,l, = B =
El campo sobre 12 resulta de evaluar en r = d, entonces:
= Mol , =
= -~ VY < (_
Bi=2 D

Ahora, veamos la fuerza por unidad de largo que gerce la corriente uno sobre la corriente
dos.

= N LI LY Lo
F,=1,kx —])=——=i
2=l 27z'd( )] ord

De forma analoga calculamos If21 que corresponde a la fuerza por unidad de longitud que
gjerce la corriente dos sobre la corriente uno.

Para r >a

Hol

=B, 2rr =y, =B, = >
r

El campo sobre 11 resulta de evaluar en r = d, entonces:
Mol , ’j
2rd

=B, =

Con esto lafuerza F,, quedadada por

= oMol n  —lilopg e
F,, =1kx = |
20 2nd : 2rd

Lafuerza que se origina es atractiva.
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PROBLEMA 2
Dado el vector potencial magnético A= _rZ R[%} , calcular € flujo total paracruzar la

superficie. A
Z,k
sm
®0
1 2 I [m]
FiguraP.6.2.1

0<Z<5[m]
1< p<2[m]

—

=7
Solucion:

Para encontrar € flujo primero encontraremos B para luego hacer y = J' BdS

B=VxA=— %®9_—9

2
dS = drdz0
~ ~ 5 2 2
v = BdS=[Todrazd == [ [ rardz=211 5= 2[wp]
S s2 2 0k 22| 4
15
= ‘//Iz[WD]




Otro método de resolucion:
y =[[Adl =y, +y, +y;+y,
L

3
—> pero A= Ak = Akidls =0
4 1| 3 0 1
sw=y,+y,=—=| | (@%dz+ | (2)°dz |= -=[5+-20
T . V=V, 4H() J@ } 215720
\ 4
1 15
>y =——|-15|=—
P v 4[ ] 4
1 15
- =2[\Wb
FiguraP.6.2.2 ndid 4[ ]
PROBLEMA 3

Si por e plano x-y circula una densidad superficial de corriente K = K0] se pide obtener

H entodo e espacio.

A
—>V

A/ ~
XEooE guraP.6.3.1

Solucion:
Utilizaremos laley de Ampere, para ello nos damos una superficie de largo b y alturaaque

sea atravesada por la densidad de corriente tal como se muestraen lafigura.

FiguraP.6.3.2

FiguraP.6.3.2
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IH =1 graga = Ko b
J

Para encontrar la direccion, ocupamos la regla de la mano derecha, llegando a la siguiente
formade H
_ { Hi z>0

—Hi z<o0

=H =

_ | K120 z>0
—K,/2 i z<0

También se puede escribir como H = %R -n donde n es e vector normal a plano.

PROBLEMA 4:

Se tiene una franja delgada de metal de ancho a y muy larga. La corriente total es I.
Cadcular, por definicion, € campo magnético en el plano de la franja a una distancia b del

borde més cercano.

Solucion:

>

v
:\1

FiguraP.6.34.1

Caculando @ campo magnético por definicion:
H J(r)x(r=r )

Ir=rf
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+b)]+zl2

-l

= (

N o

Tezk

k
dS =dzdy
Como la franja es delgada, es decir, despreciamos su espesor, podemos aproximar la

<

F':
J=

(&

A~

densidad de corriente por J = - k
lex((a/2+ b— y')] +(z- z*)lz)dzdy'
ks [(a/2+b—y‘)er(z—Z')zﬁ2

— j;. ]‘3 J((a/2+b-y))dzdy B
%w[ a/2+b-y)’+(z-2) }

Usando €l cambio de variable:

= (al2 + b -y"tgo
-dz' = (al2 + b -y)sec’0do

Con esto:
_ 22 a/2+b-vy )sec’ 6 .
Bl [ (2/2+b-y) dodyi
AT %[ (8/2+b-y)? +(a/2+b-y) tan’ 0 |

2 2
. ,uOJ 22 1 sec’ 0 P
B= dady’i

- @2y 7z

272 1+tan®6

sec?

. : :
B:.UO‘J II cosd _dodyi = Ho Jj 1 jcos@del

2 2 2 2

[N
2

=) (a/24b-y)t |2 =
2 S

2

+bb
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PROBLEMA 5:

Cacular e campo magnético producido por un cascaron cilindrico infinito de radio R por €
gue circula una corriente uniforme J en la direccion del ge del cilindro. Se pide & campo
en todos los puntos, es decir, tanto dentro como fuera del cilindro.

N
-

]

ps)
—
—l

FiguraP.6.5.1
Solucion:

Parar>R

jH-dF:Jan
=
H2ar = J27R

r r
g MRy
r

El campo magnético parar < R es nulo por laley circuital de Ampere, debido aquela
corriente enlazada es nula (cilindro hueco)
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PROBLEMA 6:

Se tiene una particula de masam y carga g que se mueve en un campo magnético uniforme
B. Demostrar que e movimiento mas general de la particula describe una hélice, cuya

seccion transversal es unacircunferenciaderadio R= W%B , donde v es la componente de

lavelocidad de la particula que es perpendicular a B.

Solucion:
B =Bk
dv _
m—=0gvxB
a v
dVX:* dVy 2 dVZ ~ _ sl 2 ~ ~
m( ot I +EJ+Ekj_q(VXI +V, ] +vzk)>< Bk

Entonces, se obtienen |as ecuaciones;

dv
Ec, : m—* =qgBv
1 dt q y
Ec 'mdvy =—QBv
2" dt - q X

Ecg:m%:O:wZ =cte.
dt
Derivando laec. 1 con respecto a tiempo, y reemplazando Ec, :
d?v, dv, d?v, gB

2
m—>*=0B—r=—*+k’, =0, dondek®=|—"—
dt dt dt m

Laformagenera de solucion para esta ecuacion es:

v, = Acos(kt) + Bsin(kt) = dd‘ix = —Aksin(kt) + Bk cos(kt)

pero dela Ec, seveque d(;ix

= kv, luego:
v, = —Asin(kt) + Bcos(kt)

Por otra parte, se tenia que v, = cte, luego el movimiento de la particula segiin €l plano x-y

es descrito por comportamientos sinusoidal es, mientras que seguin €l plano z el movimiento
es constante, Entonces es posible concluir que e movimiento descrito por la particula es
una hélice, donde e plano x-y puede tener en general, una inclinacion en un [J « con
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respecto a la horizontal. De esta manera es posible ver que la velocidad de la particula se
puede expresar como V, =V, +V,.

L uego, sea:

V, = ||\7p|| =V Sina +V, coSa}
[l 7]
Vh v,

9| = [Vl +v, ]

Como es sabido, la posicion de la particula se obtiene trivialmente por medio de la
integracion de la velocidad:

x:jvxdt = j(Acos(kt)+ Bsin(kt))dt = %sin(kt)— %cos(kmctel
y=[v,dt =%cos(kt)+ %sin(kt)+ctg

Sin pérdida de generalidad: cte, = cte, =0
Ademas, laposicion de la particula esta dada por:

R=X*+Vy? :V—kh

De donde se obtiene |o que se quiere demostrar:
R— M

gB
PROBLEMA 7.

Demostrar que la fuerza entre alambres paral el os que conducen corrientes de intensidad |1 e

|2, ambas en la misma direccién segdn I, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son
muy largos y estdn separados por una distancia a, hallar la fuerza magnética sobre €
segmento dl2 del alambre 2.

i
K

4
3
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FiguraP.6.7.1

Solucion:
El campo magnético producido por un alambre infinito es:

5=t g
2rr

La Fuerzade (1) sobre (2) esta dado por:

= & Moly = _ Holily e
dF,, = ldxi x =221 (-k) = dF,, = —>12dx
A e 27ra( ) ' 2ra J

El sentido delafuerzavasegin |, esdecir, hay atraccion siempre y cuando:
dF,, >0 1,1,>0

Entonces, existe atraccion en la medida que las corrientes por |os alambre paralelos sean en
el mismo sentido, o habra repulsion cuando las corrientes circulantes sean de direcciones
opuestas.

PROBLEMA 8.

Considere una espirarectangular en presencia de un alambre infinito por el cual circulauna
corriente | (t) =1 ocos(vvt) (Considere que €l alambre coincide con €l gje z) seglin se
muestraen la Figura P.6.8.1.



y® e e ——————————— Lo oo >X

FiguraP.6.8.1

A unadistancia X (t)se ubica un circuito rectangular deladosay b, e cua se encuentra
detenido y estético. Se pide:
i. Silaespiratieneunaresistenciatotal R digas hay corriente a interior de ellay en
caso afirmativo, calcule su sentido y valor.
ii.  Determine el torque sobre @ circuito rectangular
iii.  Supongaahoraque lacorriente en € alambreinfinito es | o, se pide determinar la
velocidad del circuito rectangular (60X /ot ) para generar la misma corriente
caculadaeni).
Hint: Suponga que el campo generado por la corriente del circuito cuadrado es
despreciable frente al campo del alambre infinito.

Solucion:
i)
fA-dr=1
1 2[1r 211r  2[0x
<> con I(t) = locos(wt)
I
_ Bodé _ax+b Uol dxd _Uo|ax+b ax
p=lleros==]lamtean 1 X
Uola
=¢= o1 (In(x +b) - In(x))

200 X

od= uolaln(ibj
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—— Flujo externo

El voltagje inducido es:

_% _ _i ) _ d¢e><terno d¢int erno
at = at [¢@<terno + ¢ int erno] = |: at + at
Despreciable por enunciado

d (uwla (x+bj
e=—— In| =——
dil 2]1 X

Uola [x+ bj wla 1 (Xx—(x+ b))'(j
> e=- In +
211 X 2] x+b X2
L X
[ uoawlosen(wt) (x+ bj Wla X [—b)‘(j
> e=—- In +
i 2[1 X 2[1 x+b{ x?
oo UoaWl osen(wi) In(x+ bj+ Uol o COS(Wt )abx
211 X 2] x(x+b)
R Uoawl osen(wi) In(x+ bj+ Uol o cOS(Wt)abx
R 2TIR X 2TTRx(x + b)
S x=0= | = %20 o) w=211
2[IR T
i)
F T | tR
> B ®
— ‘ — —
[N R R T <

— producto de la corriente inducida

Parat e [O%]
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T = T x F FIF=7=0

iii) Si | :|03¢ZUOIOa|n(XLbj
211 X
__d_¢__|:Uoloa X (Xx—(x+b)>’<ﬂ
dt 2[1 x+b x?
[ oUoabbX loUoalbX

e=———— -
2[I(x+b)x 2[I(x+b)xR
Igualando esta corriente con lade la parte i)
|0U@b).( _ anbwllo
2[I(x+b)xR  2[IR
X = X(X + b)wsen(wt)
X = X(X,1)

sen(wt)

Quedo en funcién de x también. Con esto bastaba.

PROBLEMA 9.

Se dispone de un emisor radioactivo que emite particul as cargadas de diferente vel ocidad
en direccion horizontal, tal como se muestraen laFiguraP.6.9.1

Cafién de k
particulas

T ek

—Bol

o))
I
— )

FiguraP.6.9.1



Para seleccionar |as particulas en funcion de su velocidad, se construye un
sistema compuesto por dos placas conductoras, |as cuales generan un campo eléctrico

E = —Eok . Ademés, en e mismo espacio Se genera un campo magnético constante
B = —Bol . Ambos campos se suponen conocidos.

Suponiendo que la salida del cafidn de particulas solo tienen velocidades segin |, y
despreciando € efecto de gravedad, se pide:

i. Determinar lavelocidad paralacual las particul as pasan inalteradas por € sistema,

independiente de su masay carga (su velocidad se mantiene constante)
ii. Paravelocidades menores alas calculadas en i) se pide determinar larazon entre

masa y cargade las particulas que logran pasar por € sistema de placas (no quedan

atrapadas en la placainferior)

i

l)E = quxB + qE

F =q(Xi +Vj + ZK)X(~Bol ) + —gEk
F = gBoyk — qBoZ — GE-K

F = (gBoy — qEo)k — qBoZ

T

=md =m(Xi + ] + k)

Igualando términos:
mX=0

my = —QqBoZ
mZz = QBoy - QEO

Sv=cte=>d=0=>2=0=>0=0By—-gE. = y:?

ii) Caso general:

My = —qBaz— 24> iy = —qBoz = 2 = ;é" y
Bo : -m._. .
/-q—zmz = Boy — gEo = M(—- V) = qBoy — qEo
m gBo
y=w v QBO 2._quoEo
Z2=Vz y= m y m2
"BoBo _ .. (0Bo)’
:>qm2 -y q? Y
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qBszvy _ 0°BoEo (1 punto)

<= W+ 3
m m

2
Solucion homogénea: Vi + (q_Boj w=0=>w= Acos(q—Botj + Bsen( aBo tj
m m m

., : E
Solucién particular: w = cte= w = E‘J
0
Wy = Vy hom ogenea + Vyparticular

Solucion general: w(t) = Aco{q—B"tj i Bsen[q—a’tj +E
m m Bo
y(t) = A Sen(qB(’tj— B cos(qBotj+Et
qBO m qBo m Bo
Vy(t :O) =Vo= A+§2 A:V075

Condicionesiniciales; y(t=0)=0=B=0

Eo CIBo Eo
SWw(t) =] vo—— |CO t|+—
y( ) ( Boj { m j Bo

m
y

gbo
oo E) (2]
gBo Bo) m m
( _Ejsen[q&tj
Bo m

=0
= z(t) = —(VO—EJ m co{ qBotj +cte
Bo CIBo m

Para Vz:

my = —QBoz = vz = —

=>Vz=-—

Seal=t ¢ tiempo cuando las cargasllegan ala
posicion z = -h/2

%5 :z(t*)z—hz—(vo—éj m Co{qsot*j

h/2 Bo ) gBo m
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Si la curva de magnetizacion del material se puede aproximar por
B =1.6H /(1000 + H) . Suponiendo que en € conductor interno circula unacorriente lo
haciala derechay vuelve en ladireccion opuesta por € conductor externo, calcule e campo

magnético en todo el espacio.
Hint: Suponga que en & conductor interno la corriente se distribuye en forma

homogénea. Por su parte, suponga gue € conductor externo no tiene grosor.

_ 16H
1000+ H

Parar<a:
J= ! = | —Jl"[rz—ﬁ
[1a2 a’
Ir2
del:lenc@H-znr:?
- Ir - — Wlr »
H(r)= 0= B(r)= 0
(r) a2 (r) a2
a<r<b:
lenc = |
de|=|enc@H-2Hr=|
- | A
= H(r) = 0
(r) 211r
1.6H 1'6(2;[ j 1.6
Pero. B=To0+H - r| ~ 1000 éH |
+ 1000+( j reldr+
2]1r
= B(r) = 1.6l )
1000 - 2TTr + 1
Parar>b:
|enc=0
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del —lec= H-2[1r =0

=H=0
=B=0
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6.18 Problemas Propuestos

PP. 1
Setiene un disco deradio R y densidad de carga o que gira con velocidad angular w.

Determinar €l campo magnético en el gje de simetria.

A

‘W
<

e R
i
Figura PP.6.1

PP. 2
Considere dos discos coaxiaes de radios a y b respectivamente (b>a) separados por una

distancia h tal como lo ilustra la Figura P6.2. Suponga que h>>ab. Se pide calcular €
vector campo magnético en el ge z.

Figura PP6.2
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PP.3 Un motor de plasma es ideado para naves espaciales, €l cua se construye con dos
rieles conductores entre |os cuales se produce un campo magnético B, segln se muestra en
laFigura PP6.3.

Ridles conductores
fijos

—

X X XBX X X |||
X X X X X X ><§55§>< X
e I XXKX X X X X[ A

\

4| v

Plasmade
masam

Figura PP6.3.

Una corriente de 1000 [A] fluye a través de dos rieles conductores, los cuaes estan
comunicados mediante un pulso de plasma de masa m=10 kg, & cual puede moverse sin
perder su forma (conexion a ambos rieles) una distancia L=1m. Suponga que la distancia
entre losrieles es de d=30 cmsy que € plasmatiene formacilindrica.
Se pide:
a) Estime lafuerza sobrela columnade plasma,
b) Si unanave se equipa con este motor, calcule lavelocidad de expulsion del plasma
(extremo derecho en € dibujo),
c) Suponiendo que lanave estaen & espacio y que pesa 5 tons, estime el aumento de
la velocidad que produce un disparo (una columna) del pulso de plasma.

PP.4 Se dispone de un circuito de forma rectangular por e cua circula una corriente
=2[A], segin se muestra en laFigura PP6.4.
a

Figura PP6.4.
Se pide:
a) Cacule e campo magnético en el centro del circuitosi a=2m y b=1m.
b) Si e conductor posee una conductividad g=6x107 [mho/m] y una seccién de 1mmz2,
se pide calcular la potencia disipada en el conductor.
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