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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA ENEL VACIO

\ 1.1 Introduccion

El fendbmeno electromagnético rige un campo vastismo de nuestra realidad, para
dimensionar su alcance consideremos al gunos g emplos:
e Parte de la actividad del sistema nervioso, la interaccion neuronal y € mismo ojo
con que se leen estas lineas es gobernado por leyes del e ectromagnetismo.
e Fendémenos climaticos como la aurora boreal, € rayo y e reldmpago se explican en
base a esta teoria,
e Laluz se entiende como ondas el ectromagnéticas.
e Lasaplicaciones practicas son muy variadas en el mundo moderno:
o0 Toda latecnologia eectronica ( TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta
basada fuertemente en estos principios,
o Aplicaciones médicas. Rayos X, electrocardiogramas, electroencefal ograma,
resonancia magnética, etc.
o Tarjetas de crédito, codigos de barra de supermercados, sistemas de
posi cionamiento geografico, etc.
La comprension acabada de estos temas requiere del estudio de las especialidades de
ingenieria, sin embargo, en este curso aprenderemos los fundamentos que nos permitiran
tener un entendimiento bésico de los principios en que se basan las aplicaciones
tecnol 6gicas listadas anteriormente.

Desde € punto de vista de la descripcion del fendmeno partiremos adoptando las siguientes
propiedades bésicas de la carga el éctrica:
e La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa o la
capacidad cal6rica.
e Enlanaturalezala carga eléctrica se da en dos formas:
o Electron (e) con una masa de 9.1066E-31[kg], la cua se define como carga
negativa.
o Protdén (p) con una masa de 1.67248E-27[kg], la cual se define como carga
positiva
e Ambas particul as poseen carga de igual magnitud pero de signo opuesto.

Para entender mejor la interaccion de las cargas conviene dividir € estudio en dos partes.
La primera parte considera que no hay movimiento de cargas, es decir, las particulas se
encuentran en estado de reposo, mientras que en la segunda se considera la interaccion de
cargas en movimiento. De esta forma, primero abordaremos situaciones estacionarias
(electrostatica y magnetostética) y luego incorporaremos las variaciones temporales
(corrientes y campos variables en € tiempo).

Lateoria que describe matemati camente estos fendmenos fue formulada alrededor de 1865.
Mediante € uso de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoria en cuatro
ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Desde agquella fecha hasta nuestros dias se ha



producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnoldgicas en practicamente todos los
campos del quehacer humano, pero lateoria basica no ha experimentado mayores cambios.

En esta primera parte revisaremos |os principios que rigen a la carga eléctrica en estado de
reposo, més conocida como Electrostatica



1.2 Ley de Coulomb

1.2.1 Descripcion
Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por e coronel francés Charles

Augustin de Coulomb. El coronel encontro que la magnitud de la fuerza experimentada por
una particula con carga g, en presencia de otra particula con carga . tiene laforma:

‘Fqllqz‘ - %[ N] = ‘FqZ/ql‘

(1.1)
Recordemos que 1N=1 K g-m/seg’.
f
[ wm—)
&) R a2
Figura 1. Fuerza de Coulomb
O sea
1) Es directamente proporcional a producto g:0p,
i) Lafuerza esinversamente proporcional a cuadrado deladistanciaR

Adicionalmente, se encontro que:
iii) Lafuerzatieneladireccion delalineagueuneq; y gz
iv) Si g1y g2 son deigual signo se repelen, en caso contrario se atraen.

Asi, la ecuacion de fuerza queda

ki 5
ql/q2 :ql—gzr [N] (1 2)

1.2.2 Dimensiones

Existe libertad para escoger |as unidades de la constante K o delacargaq (pero no ambas).

Notar que [k-gi-0p]=[F-R*]=Kg-m3/seg® <> masa-distancia’/tiempo®.
En el sistema MK S se define launidad 1 Coulomb (C)* paralas cargas y corresponde ala
carga de 6x10" electrones. Asi, paraun eectrén lacargaes

[0,]= ~1.6030x107°[C] ~ ~1.6x10°[C]

! Més tarde veremos gue esta unidad es Util en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg.



Con esta definicion experimental mente se encuentra que:

= 9><109[Kgo m®/C? e seg’”

y definiendo launidad Farad [F] = Sen? la constante ¢, Ilamada permitividad del espacio

k=

libre, corresponde a

7
£y = 10 > =8.8541x10*[F / m|
Arr C

donde c eslavelocidad delaluz.

EJEMPLO 1.
Comparar lafuerza de repulsion eléctrica con lafuerza gravitacional entre 2 protones.
Solucion:

° °

g+ D g+

Figura 2. Médulo fuerza entre cargas.

Fuerza Gravitacional de atraccion: F, :agpzrr"’ 1.4

Fuerzaeléctricaderepulsion: ¢ :kif (1.5)
° D

Gm? -
F /2 ka;
e D _ p

= 2 = = (1.6) G~10"
F . kq o Gm :
D 2
2
F, 9x10°[16x107] 9x10°x10% 9x10°x10° _10% 1
F, 10 [1.6><10’27]2 10%°.10°% 10 10

Asi, lafuerza eléctrica es 10> veces més intensa que la fuerza gravitacional, por lo que las

dos particulas debieran separarse. A partir de este ssmple gercicio podemos extrapolar

algunas conclusiones:

e La mayoria de los objetos en nuestra vida diaria no estdn cargados (de otra forma se
veria nitidamente su efecto),

e A nivel molecular lagravedad es despreciable como fuerza

e Entre planetas |a fuerza el éctrica es despreciable frente ala gravitacional .

e Toda carga eléctrica es un multiplo entero de la carga de un proton (igual a electron
CoN signo opuesto).



1.3 Campo Eléctrico

Para expresar en forma maés rigurosa e concepto de fuerza eléctrica se usa e concepto de
campo el éctrico. Consideremos €l arreglo de cargas de laFigura 3.

I:q2/q1
o

-
-

Ux 4z
Figura 3. Fuerza entre cargas

Llamemos g alafuerza que siente g, debido a q; y escribdmosla de la siguiente forma

q2/ql
F 1 _(17)

Fo2ip =% e 30|r 2
_ . qr

Como rzi = Fpq = q2 = (1.7.2)

I g 7P
A laexpresion E = 4L se le denomina campo eléctrico producido por la carga g;. Con
7€ o

esto, la fuerza que siente la carga d, en presencia de dicho campo es Fq,/q, =q,E- En

términos mateméticos E corresponde a un campo vectoria, es decir, una funcion que
asocia un vector a cada punto del espacio. Fisicamente corresponde a una perturbacion
eléctrica en todo el espacio producida por lacarga q;.

Generalicemos € resultado anterior a de una carga q ubicada en la posicion 7’ en un
sistema de coordenadas de origen O como en laFigura 4.

Figura4. Campo Eléctrico de carga puntua



Laexpresion del campo eléctrico en un punto r de este sistemaes
e-— =1 inig @)
Are, || T -1
Las dimensiones son de fuerza sobre carga eléctrica®. i E no estadefinido en el punto
r=r'l.

Notar que en este andlisis q; y g2 son cargas puntuales, es decir, no tienen dimensiones
espaciales. Un modelo més preciso de las cargas requiere suponer que existen
distribuciones en volumen en donde se reparte la carga. Por g emplo, esferas de diametro 2a
y 2b respectivamente, segin se muestraen la Figura 5.

a b
P 4 B
| /]

Figura5. Modelo de cargas puntuaes

El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b << Hr‘ -

Dado que numéricamente la carga de un electron es muy pequefia (1.6E-19[C]), es posible
definir matematicamente el campo el éctrico como:

1.4 Principio de Superposicion

Consideremos n cargas 01, 0, Js,......, On l0Calizadas en posiciones 1, T,,...,I, segin se
muestra en la Figura 6.

2 Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema MK S como veremos mas adelante.



-

|

P

n
Figura 6. Sistema de Cargas Puntuales

Luego lafuerzaresultante que siente una carga g localizadaen r eslasumade las fuerzas
gue cada particula gjerce sobre ella, es decir,

Fq=q~E1+q-E2+...+q-En=qZEk
k

donde g _ &(M=T) (19
k — 3
Arey |7 -1 ||

Asi, lafuerza puede expresarse como
F,=0-E (1.10)
donde

E-E+E,+.+E =€ (111)
k=1

Este campo E es e campo eléctrico resultante de la interaccion de todas las cargas en €
punto . Asi, e campo eéctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la
superposicion de todos los campos individuales de cada una de las cargas. Este es €
Ilamado Principio de Superposicion.

Una manera aternativa de ver esto es considerar € campo eléctrico como una funcién
lineal de la carga. Por lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una funcién

cudquiera E(q, +oxd,) = E(q) +ax E(q,)- (1.12)

EJEMPLO 2.

Considere 2 cargas puntuales de 1 mC y =2 mC (m=mili=10) locdizados en (3, 2, -1) y
(-1, -1, 4) respectivamente. Se pide calcular |a fuerza sobre una carga de 10 nC (n = nano
=10") dispuesta en (0,3,1). Calcule laintensidad de campo eléctrico en la posicién de dicha
carga

10



Solucion:

Figura 7. Fuerza entre tres cargas puntual es.

Laexpresion delafuerzaes
10°-10°(r-r) 10°.2.10°(r-r,) (1.13)

F= 4 r—r, | 4 r—r, |}
meg |-l me || =1 |

Donde

4re,

(r—5) = (312 =l 7 —, =37 + @7 + @] =14} - 14" ~1414
(F-f) = Wa-3) =1 -6 1= VO + (97 + (-3)7]
-[Vas | = J(26)" =2626

N 10™.9-10°(-31,2) 10™.2.9.10°
1414 2626

Luego el campo eléctrico es

(43 _ _6507-3817.7.506mN

-3
E=— = (—6.507,—3.817,7.506)-% (1.18)

o)

E = (-650.7,-381.7,750.6)-10°[N/C] 6 [V/n]

11



EJEMPLO 3

Dos cargas puntuales de masa m y carga q cada una estan suspendidas desde un punto
comun mediante dos hilos de masa despreciable y longitud |. Muestre que en la situacién de
equilibrio € éngulo o que forma cada hilo con respecto alavertica satisface la expresion

q° =167 g,;mgl*sin® atgo
S o esmuy pequefio muestre que

2
o~ 3 q—
167 g,mgl

Solucion:

Figura 8. Equilibrio electroestatico

Por la situacion de equilibrio (estamos en el ectrostética) se cumple:
Fe:Tsma }: Fe _ sina (119)

mg =T cosa mg Cosa
2
Sabemosque .- 99 (1.20), luego —— 3 _mgtga (121
e r 4re,(2sina)? (1.20) = 4re, - A’Sina motge: (1.21)
q° =16me,mgl’siratga (1.22)
Sa<<l=sha >a ,csa—>1 = tga—> o
reemplazando obtenemos g* = 167¢ ,mgl *a.” - Soog=3 R (1.23)
167¢,mgl *

EJEMPLO 4

Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material
esta compuesto de varias sustancias de donde interesa separar particulas de cuarzo cargadas
positivamente de particul as de fosfato de roca cargadas en forma negativa. Para ello se idea
el sistema de la Figura 9 en donde se aplica un campo €eléctrico horizontal de
E=500.000[v/m].

12



Particulas
de fosfato

, Particul as de cuarzo
-1

. T

>aln—|-

Figura9. Movimiento de cargas

Suponiendo velocidad y desplazamiento inicia nulo (boca del tubo) y una relacion
carga/masa de ambas particulas igual a g/m = 9 [ C/Kg] (¢ = micro = 10°). Se pide
determinar la separacion horizontal de las particulas luego de caer 80 cms.

Solucion:

Suposicién: A pesar de que las cargas se mueven, agui sdlo usamos la fuerza el ectrostatica
y despreciamos lainteraccion entre las cargas en movimiento.

F=m-a

d?x
-500000 = m—
a dt?

2
9 500000= 9 X
m dt
9.10°.5.10° = X /I

ot
45= M:45t+cl—% /I

dt®
2

X(t) = zt +ct+c,
Cl.  x(t=0)=0

X(t =0) =0= x(t) =£;5t2

e g

d%y
— ==-m—

M dt?
oy ]
dt?

@ /]
—-gt+Cy=—
guL+G; at

gt’®

y(t) = _7+C3t+c4
C.l. y(t=0)=0, y(t=0)=0

9.8
= y(t) = —7t2

13



Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del gey, o
sea
98,
=-08=-——t
y 2
Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo t* = 0.1633.
Reemplazando este tiempo en la ecuacion para x(t) se tiene:

= X(t) = 4—'25 101633

= x=0.3678m
.. distancia = 2x = 73.47[cm|

Propuesto

Resuelva el mismo problema suponiendo que ahora se tiene una estimacion de la velocidad
maxima de salida del material por e tubo vima= 10m/sy se requiere calcular e campo
eléctrico de modo que se separen 1 m todas las particulas de cuarzo y fosfato antes de que
caigan 80 cm.

1.5 Campo Eléctrico de Distribuciones Continuas de Carga

Habiamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tienela
expresion:

d.

m F—T,
E-3 9 (F— 1) _ (1.26)
kadmeg [T —r |l

G

Figura 10.Campo de sistemade cargas

Por extension, cuando se tiene una distribucién continua de cargatenemos Y —/ y g—dq
(dg ubicadaenr'). Con ello laexpresion parael campo queda

e- 1 -T2 gq a2n
Arey||F -1

Examinaremos 3 casos:. Distribucion de cargalineal, superficia y en volumen.

14



1.5.1 Distribucién Lineal

En este caso setiene unadensidad lineal A(r') [C/m] de modo que el elemento diferencial
de cargaes dg=A(T")dl' seglin se muestraen la Figura 11.

—

dg=A(")dl'
Figura1l. Distribucion Lineal de Carga

(1.28)

Luego laexpresion del campo es

_ 1 I(F—F)
Are, || T TP

m

A(Ndl (1.29)

EJEMPLO 5.
Considere unadistribucion lineal de cargah que se extiendede A aB alolargo del ge Z,
como se muestraen laFigura 12. Se pide calcular el campo en todo €l espacio.

Figura 12.Campo de distribucion rectilinea

15



Solucioén:
Consideracion fisicainicia: El campo tiene simetria azimutal, es decir, la magnitud no
depende de ¢.

r=(xy,2)=x +yj+z

A (r_r')z(x’ y’Z_Z')

r'=(0,0,z)=zk

Ir—riP=[ v+ 227

d =dz

A(l)=A1, constante

1 % Xi+Vyj+(z-2)K ,
E=4 .[ 2 2 2 3/2-/1-d2
&g zl'[X +Y° +(z-72) ]

A% X z' Vi z' (z-2)k
z;[x +y +(z-72) ] z;[x +y +(z-72) ]

Necesitamos resolver 2 tipos de integrales, paralo cual usamos las siguientes propiedades
geométricas de la configuracion
i (1.30)

sina =
* [X2+y*+(z-2)?]"?
X+ Y
Cosa = 1.31
“ [X*+y*+(z—2)]"? (1.3
tga= 22 (1.32)
[x2 + yz]y
Resolvamos ahora el primer tipo de integral.
a % xdz hagamos el cambio devariable z-zZ =atga con a?=x*+Yy?
3/2

z;[x2 +V2+(z— 2')2]

= dz=-a(l+tg’a)do

A xdZ % x-a(l+tgle)|de
= | B2 =] , BI2
z;[><2+y2+(z—z')]3 ozl[x2+y2+a2tgoc]3

xa % da

a’ Xa{ h+tg?a [

16



N
1+tg°a =1+ o _ 12
cosa Cos’a

ademas

entonces

Ly
X X [ .
= - [cosada =——;sina [2= = [sina, - sina, |
a ' a

J.[x+y+(z z)]3 a .

Suponiendo queen €l punto A z=z'; y en B z=7', setiene

Sing, = 272 !
UKy (E-2)"

. z-2,

Sna, =7
Cerye-zy)”

Luego las dos primeras integrales corresponden alo siguiente:

xdz' X z-2,' z-z,'

1'[x2 +y? +(z—z')2]3/2 ) (x? erz)_[x2 +y? +(z—zl')2]“2 _[xz +y? +(z—22')2]“2

z,"

N

ydz' y z-2z,' z-2,'

1-[x2 +y? +(z—z')2]3/2 s +y2)_[x2 +y? +(z—zl')2]1/2 _[xz +y? +(z—22')2]1/2_

N

Resolvamos ahora laterceraintegral.
b) | (z=27)dz _ usamos el mismo cambio de variable (272) =30, & =x+y
[x2 +y2+(z- z')2]3 = dz' = —a(l+tg’x)da
% atga [—a(l+tgza)} da

. [a"+ aztgzocT/2
tgae d
:__I 1+(tx2 gl

1 a 1
==cosa [’ ==(cosa, —cosa,)
a ©a
1 1
72
[x +y +(z-2,") J [ +y?+(z- Z:I_)]

Asi, tenemos finalmente:

17



e__ 4 z-z' B z-z, 1 o4 y0)
4reo || [+ y? +(z-2]" [Cry?+(z-z ]| BC+yY)

+ 1 - 1 k
[x2 +y?+(z- 22')2]1/2 [x2 +y?+(z— 21‘)2]1/2
Casos particulares:

a z'=0,z,'= oo, distribucion lineal semi-infinita
) z X +V] K
= E= +1 —
4, {{(xz +y 4+ 22 ) } Xyt [y 22]1/2}

b) z'—> —0,z,'= 00 distribucion lineal infinita

e-* gyt luego, gE-_*
4re,, X“+y 2re
y en coordenadas cilindricas:
y

N

xi X _cosp.
X2+ 2 52 N . o~
ey pe COS@l +Singj = p
Yl _ Yy _sn i
xX*+y* p?  p
E=—
21, p

Notar que el campo no estadefinido parap = 0.
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1.5.2 Distribucion superficia de carga

En este caso se tiene una densidad superficial o (F") [C/m?] de modo que el elemento
diferencial de cargaes dg= o (F')ds seglin se muestraen laFigura 14.

“® s elemento diferencial de érea
Figura 14. Distribucién Superficia de Carga

Aqui ds=ds(r") y laecuacion del campo eléctrico queda entonces

EJEMPLO 6.

Considere un disco de radio R, & cua posee una distribucién de carga superficid o
constante. Se pide determinar e campo en € ge z, segin se muestraen la Figura 15.

Figura 15. Disco uniformemente cargado

Solucion:
Los vectores de posicion son T =(0.0,2)
rI: (Xl’ yl’o)
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Luego,

El campo eléctricoen el ez es

E(r)=E(0,0,2) = ||

s 4dng, [x'2+ Y2+ 22]

(x'T-y'j+ K)o

3/2

ds

Usaremos coordenadas polares:

X|2+y|2 — pl2
ds'= p' dgdp’
i o' p+ K

E(z) = - "dgdp’
(2) ¢'[o p'[o 47r80[p'2+22]3/2 op'd¢gdp

por simetria

E(z) = EK,
0 sea

=R ' A

’ —mw (probarlo)
kA [p'2+22]3/2
o PR zpdp'k
3/2

= E(2) = 2¢, 0 [p,2+22]

_ cZ , _1/2 |P=R A
E(z)=—[ (p2+22) ]p:ok

Caso particular:
R—o0, plano infinito = =- CZ ¢

2¢,
Figura 16. Plano infinito uniformemente cargado.

Notar que el campo es constante y solo cambia de signo cuando € e z pasa por cero. Mas
tarde veremos que este resultado es importante para el estudio de conductores.
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1.5.3 Distribucion Volumétrica de Carga

Consideremos una distribucion de carga en volumen representada por €l campo escalar
p(r) [C/m®] de modo que & elemento diferencial de carga es dg=p(r')dv’ segun se
muestraen laFigura 17.

E(r)

A

Carga
distribuidaen
un volumen Q

dg=pdv'
Figura 17. Distribucién volumétrica de carga

Laexpresion parael campo e éctrico es.

= 1 o (F-Mpadv' (1.34)
= [
O e e

Donde laintegral se calculaen todo e espacio Q2 donde hay carga.

EJEMPLO 7.

Se tiene unadistribucién esférica de cargatotal Q y radio R. Se pide determinar la densidad
de carga p en toda la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente.

Solucion:

~>

Cargatotal Q

S &)

Figura 18. Esfera cargada

Ladistribucion de carga p cumple con

M pdv = Q
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donde € e emento de volumen dv es
dv=rdOrsindde¢dr

dv=r?sin® do dgdr

Reemplazando,
R 27 =n

[ [ [pr?sinododgdr = Q
(r)(¢)(0)
R2m

[ [ pré(—cos0)"d¢dr = Q
R Y

00 1-(C1)=2

R
[pr?2-2zdr =Q
0

R® 3Q
—A4Ax =Q = .. =
P3 Q P = 4R

EJEMPLO 8.
Determine & campo el éctrico producido por ladistribucién de carga del Ejemplo 7 para
r> R entodo el espacio.

Solucion:

—

e 5y

N | H y
N H b

el

X, 1
Figura 19. Campo el éctrico esfera cargada.

Laexpresion parael campo e éctrico es

Tﬁ(r P g (135

ollr —rP
()

480

Usando coordenadas esféricas
F'=r'sing'cos¢'l +r'sind'sing' j +r'coso'k

F =rsingcosgl +rsindsing +r cosek
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con ello laexpresiéon parael campo queda

E(r) = Io) ?Zﬁ ((rsin@cosg —r'sin@'cose’)i + (rsinfsing —r’'sinf’'sing’)j + (r cos@ —r’ cose')k)
477,'80000 ”r rP”

2sin6'do'dg' dr’

El problema ahoraes resolver estaintegral. jTarea ardual

Por ello en general serecurre asimplificaciones pararesolver este tipo de problemas.
Veremos agui una variante. Dado que el problema presenta simetria esférica, basta con
calcular el campo en el ge z (ademés a integrar sobre ¢’ las otras integrales se anulan).

A

K

=l
-

I
—

- /=<
- ~
-
~~

Figura 20. Coordenadas esféricas

Asi, calculamos la componente en z del campo, es decir,

= (r-r")
E,=E(F)-k= pr ”j”r A”dvk(136)

Desarrollando €l producto punto
(F-1")-k 5| F=F'"|| - cosa

donde z—r'cost’ z—r'cost’
cosq == :
r=rl JZ2+r?-2a'cost’
ademés dv=r?sinadg'd¢'dr'
r=2k

Reemplazando
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dVCOSa
2_4718 mur
P R2’”’cosm sin®'do'dg'dr'
m;o!{! Z+r- 2r'zcos€']

Z

z—r'cosf")r'?sing’ D
E, = jj ( ) _-do'dr
25, %% z Fr2_or zcos@]

No depende de ¢'. Realicemos ahoralas integraciones en |as otras variables.

Rz _r! N2 o '
Ezzijj (z—r'cosO')r sn@/zdg,dr,
220 0072 + 1'*-2r' zcos0'|

A
zr'?sing'do'dr' Rz 13 cosf'sing'dg'dr’
,]3/2

Rz
__p
EZ—2 I 2, 12 o B2 2, 2 o
o 00[2 +r'°=2r'zcoso 00[2 +1r'°=2r'zcoso
B

R 2 2o J27F
A=IZF'2[[Z +r'°=2r zcos@] ]dr'
0 2r'z
0
R
AN [ T W . L e
20l 2% +1' 221z 241?21z (z+r) (z—r‘)
1{]5 r'dr' Tr‘dr'} zZ+r'=x =dr'=dx
2|4(z+1)? 3z r'dr'=(x, — 2)dx,

Z]‘R(Xl 2)dx, J-(z xz)dx2 z-r'=x, =>dr'=-dx,
r'dr'=—(z—x2)dx2

AD R

Sellegafinamente a

e -RP (137)
* 37,

como existe simetriaradial, el campo en todo € espacio tiene laforma

_ R’pr (1.398)

E(F)=—23
171"
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y sl usamos €l hecho de que Q= 47R%p | también podemos expresar el campo el éctrico
3
Como:

S Qr (139)
4 HI’ H &

E(r) =

Veamos un camino més corto (pero también més dificil de imaginar). Notemos que se
cumple
—(z—-r'cosH)

g[z2 +r2-27"cosd'| % = e
dz 22 + 222" cosey]
Luego podemos escribir lai ntegral como

(z—r'cos@')r sing'

E, =+ j ~de dr
230 20 [z +r?2 2r'zcos€]

Z:_ZLZIdi Z+r?-2r zcosG] “r?sing'do dr'

Observemos ahora que

:0 [22 + 122z cos0'['? = [22 + 1 =2z cos 0] P zr'sin
luego podemos escribir laintegral como

EZ:———JFS]W—i Z24+r2-2r" zcos@] do'dr

P dj [(z +r'2 4222 (22 41?2 - er)l’z]dr

2" 280 dz
R
E, __p 4 ﬂz+r |=|z-r \]dr’
2g, dzy
Si suponemosquez>RIuego\ ri=z2r', luego
R 1
EZ:—Lg orar
2¢, dz

3
E, __p d|,R
2e, dz| 3z
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por lasimetriaradial, el campo tiene laforma

_ R’pr (140)

7"z

E()

Al introducir la carga en funcién de la densidad se obtiene el mismo campo calculado
anteriormente

ep- QF (14

x|t e,

Dado que e célculo directo de los campos se dificulta con la evaluacion de integrales, es de
suma utilidad el uso de programas computacionales en aplicaciones précticas. Ademas, en
muchos casos facilita los calculos laLey (o teorema) de Gauss que veremos a continuacion.

| 1.6 Ley de Gauss

1.6.1 Conceptos Mateméticos Incluidos

Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de calculo
vectorial.

i) Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A definido en todo el espacio y
unasuperficie S cualquiera como se muestraen la Figura 21.

Superficie S
dS=ds-a,

&, Vector unitario normal aS

Figura 21. Concepto de flujo

Se define d flujo vy de A através de lasuperficie S como
W=][Aeds (142
S

Integral de superficie del producto de dos vectores®

3 El simbolo ® se usara paradesignar el producto punto de dos vectores.
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Notar que ¥ es un campo escalar que depende del sentido en que se escoja €l vector
unitario a, . Parasuperficies cerradas

‘I’:ﬁ:AOdg
S

dS=ds-a,

Superficie
cerrada S _

—
\

Figura 22. Flujo en esfera cerrada.

i) Teorema dela divergencia

ffAeds=[[[VeAdv (143

V(s)
donde V es e volumen contenido por la superficie cerraday V es €l operador

V= a—' + ﬂ + a—k en coordenadas cartesi anas.

S ox oy oz

Si A= E campo eléctrico, entonces y representa €l flujo de campo eléctrico. Interesa el
caso de superficies cerradas.

W= {[EedS (149)

1.6.2 Ley de Gauss

Laley de Gauss establece que € flujo de campo eléctrico através de una superficie cerrada
Sesigua alacargatotal encerrada por dicha superficie (Qr) dividida por la constante &.
Asi:
W= ffEeds=r (145)
S

€o
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Dado que Q; = [[[ pdv para una distribucién volumétrica entonces:
\

I

;;]@E.ds: Vso (1.46)
Ahorasi aplicamos & teorema de ladivergencia
ffEedS=[[[VeEdv =;I”,0dV dado que esto es vélido V volumen V,
S \ 0 v
entonces
VeE=F (147)

€o
Estaley provee un método muy facil paracalcular el campo eléctrico.

Es usual definir el vector p-. g como Vector Desplazamiento (ya veremos que en

medios materiales tiene un significado fisico importante), de modo que la ecuacion anterior
Se escribe como

VeD=p (1.48) Estaecuacion eslal?Ecuacion deMaxwell.

EJEMPLO 9.
Calcule & campo el éctrico en todo e espacio producido por una distribucién homogénea de
carga p dispuestaen una esferade radio R.

Superficie S,
esferaderadior

Figura 23.Distribucion esférica homogénea de carga.

Solucioén:
Parar > R
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| E(r) ||es constante parar fijoy por simetria E(r) apuntaen ladireccion F en

coordenadas esféricas, es decir, E(r)= E(r)f, luego
dS =rd 6 -rsin 0d¢r = r?sin 6dodg¢r

2r 1w

#E-dsz ”E(r)r-rzsjn 0d od gr

= [ 27E(F)r? sin6d = 24E(F)r 2 [ sin 6do
0 0

. =E(r)2r r?[-cosO]; = 4r r*E(r)

4
iR
3 P

Reemplazando = 41 °E(r) =

=3
3 r?

(0]

- E(r) =

pr

Parar < R tenemos:
ff E e ds = 4nr’E(r)
2n

y lacargaencerrada por S es Q= j I I pdv (1.49
000

Superficie S
. 4

Figura 24. Flujo superficie esférica

r2rnm rmw
~-=[ [ [ pr?sinedodgdr = p[ [r?2z sinodedr
000 00
r r 3
..‘zp[rZZn(—cose)gdr=47rp[r2dr=4m Jol
0 0
3
Luego 4 E) =T ) = pr
3¢, 3¢,
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Gréficamente:

IE|

PR
3

Figura 25. Campo de una esfera.

Asi, de acuerdo a la Figura 25 € campo es maximo en la superficie de la esfera, desde
donde decae en ambos sentidos.

Este g emplo sirve para comprender mejor € modelo de cargas puntuales. En efecto, s
deseamos calcular € campo en las cercanias de una carga puntual debe recurrirse a un
modelo parecido al desarrollado en este ggemplo, en donde se ve que € campo justo en €
centro de la particula es cero.

Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss:

i) Laley de Gauss es Util cuando hay simetria, 0 sea cuando se puede “sacar” |la magnitud
del campo eléctrico E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la
manipulacion

[E-ds=Effds= E= S
S
i) Laley de Gauss es vaida paratodo el espacio.

iii) Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con préactica). Por gemplo
consideremos gue tenemos una carga puntual en presencia de una distribucién en volumen
como la mostrada en la Figura 26. Se desea calcular €l campo en todo € espacio. Una
solucion simple consiste en aplicar superposicion.

G G
p ° ° p

1
+

Figura 26. Superposicion aplicada.
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En este ggemplo no es posible usar directamente la Ley de Gauss en la configuracion inicial
(lado izquierdo) y, por otro lado, la integracion directa resulta de gran complgjidad. Sin
embargo, a aplicar la superposicion se resuelven separadamente los campos para la
situacion de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. El campo total sera la suma
directa (0jo: se debe usar € mismo sistemade referencial) de ambos campos.

| 1.7 Potencial Eléctrico

Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea
puntuales o distribuidas espacialmente. Introduciremos ahora e concepto de potencial
eléctrico € cua esta asociado al trabgjo o la energia de un determinado campo eléctrico.
Adicionalmente, este concepto de potencia eléctrico entrega una manera aternativa, y en
general mas fécil, para obtener e campo eléctrico.

1.7.1 Trabajo de un Campo Eléctrico

Supongamos gque deseamos mover una carga puntual g desde un punto (A) aotro (B) en
presencia de un campo el éctrico E como se muestra en la Figura 25.

Figura27. Trabajo de Campo Eléctrico.

Lafuerza que experimenta q debido a campo eléctrico es F = gE, de modo que € trabajo
que debe realizar un agente externo paramover dicha carga unadistanciainfinitesimal
d es

dW =—F edl (1.50)

El signo negativo indica que el trabgo o hace un agente externo (por g emplo un dedo
empujando lacarga). Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo

(0 seael campo eléctrico se opone a desplazamiento de lacargaen e sentidode di ). Si
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dW es negativo significa que e trabgjo lo harealizado €l campo eléctrico (no hasido
necesario empujar con € dedo).

Luego € trabgjo (externo) realizado parallevar carga desde €l punto A aB es:
B B _ ~
W = jdw = —qu.dl (1.51)
A A

Dividiendo W por g se obtiene € trabgo por unidad de carga o, equiva entemente, la
energia por unidad de carga. Esta cantidad, llamada Ve, se conoce como la diferencia de
potencial entre los puntos A y B. Asi:

B
Ve =W=—j Eed (12
a a

Notar que:

1) A esel puntoinicial y B e punto final del desplazamiento.

i) Si Vag < 0 el campo eléctrico es quien hace € trabajo (hay una pérdida en laenergia
potencial eléctricaa mover lacargadesde A aB). En caso contrario es un agente externo
quien harealizado € trabajo

iii)Vag semide en [JC], lo cual sedenominaVolt [V]. Por ello es comin expresar €
campo eléctrico en [V/m]

EJEMPLO 10.

Supongamos una carga Q fijaen e origen y una segunda carga g ubicada a una distanciar .
Se desea calcular € trabajo necesario parallevar esta segunda cargaaunadistanciarg
segun se muestra en la Figura 28. Calcule ademas Vas.

Figura 28.Trabgjo carga puntual .

Solucion:
Campo: E= Q S (1.53)
Arg 1
B
Trabgjo: W =-q[Eed (154
A
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Iy Ty
W=-af I fer—mq 2[5
r, 4meor dreyy r

W—_q Q |:_1:|ra—q Q i_i
Areg L T, Areg| g Ta

Notar quesi r o<r g (como en laFigura28) e valor deW resultanegativo si qy Q son del
mMismo signo. Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por o tanto el campo de Q
esquien realiza el trabajo (y no un agente externo).

Laexpresion paraladiferenciade potencial Vag €s
v _W_ Q {1 1} (1.55)
AB — T, | T
q A4ney,|lg Tu
Esta expresion no depende de g sino que de la carga que produce el campo E , en este caso
Q. Este resultado permite definir de maneramas general € potencial eléctrico como
veremos a continuacion.

1.7.2 Definicion de Potencial Eléctrico

Para €l gemplo analizado anteriormente Vas representa e trabajo por unidad de carga que
es necesario realizar para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dgjamos variable €l
punto B se generalafuncion

v (r)=_2 {1_1} (156)

4rg, H FH Ma

esta funcion permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario redlizar para
llevar una carga desde laposicion r, acualquier lugar definido por el vector r .

Si ahora hacemos tender ra — oo, obtenemos

vin=-2 1. Q (157)
dre, 1 Ameq [Tl

Esta expresion representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar paratraer
desde d infinito una carga hasta la posicion I, cuando existe una carga Q en € origen (la
carga que produce e campo eéctrico E). Esta expresion se define como la funcion
potencial eléctrico de la carga Q y corresponde a un campo escalar definido en todo €
espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situacion de la Figura 27.
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Figura 29. Potencial eléctrico carga puntual.

Asi, en un sistema de referencia cualquierala expresion general parael potencial el éctrico
asociado aunacargaq en laposicion i” es
V(F) = [V] (1.57)
472'80 [lr—r

Dado que V esunafuncién lineal con la carga, también agui se cumple la propiedad de
superposicion, i.e., paran cargas q,d,....,q, Se cumple;

V(r) = qi — 4 qf — .+ qﬂ -
Areg [T =1 || dreg [T -1 || 4re, || T -1, |l
(1.58)
= V= Z47reo||r ol

Andogamente a caso del campo eléctri co para distribuciones continuas de carga se tiene

V=l S 4%

y dependiendo de la distribucion de carga es
V(F) = A(F)dr

j — (1.60) Para lineal
47ng =

H Gfr )?S (1.61) Para superficial
47ng |r—r']|

F) = p(r)dv:
)= Are .[\.[_[ Nr—r| (1.62) En volumen

Donde A, o y p corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen,
respectivamente (campos escalares en lavariable 1').

EJEMPLO 11.
Se tiene una linea de largo | con distribucion de carga A cte en €l ge z.. Se pide demostrar
que e potencia producido por esta distribucion lineal de carga en € plano medianero
(x,y,0) puede escribirse como:
A l+sina
V= | 1.63) donde |
4re, n(l—sinaj (163) tgo :g
p es e radio desde € origen a un punto cualquiera del plano medianero. Exprese €
resultado en coordenadas cartesianas.
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Solucioén:
Consideremos la Figura 30.

y
X
Figura 30. Potencial linea cargada.
Los vectores son
r=(xy)=x +yj=pcosgi+psing j, =2k
luego,
1 zHiz2 dz' 1 2 V2 dz
=>V(xy) = .

iz =
Ameq z-212(x2 + y? + 22 Areq -i12(p? + 22

Haciendo €l cambio de variable

2'= ptgl
dz'= p sec? 6do
setiene
A % sec’0do A%
V(xy) =" a = [secede
Are, Hlp[l+tg 9]1 T€o o,
V(X,Yy) = 2 In(sec +1tgo)%:
Are, '

tg@1:—2|p:>91:—a

tgf,=—=0,=«a
V(X y) = 2 [In(seco + tgar ) - In(secar + tg(~a)]
Are,

V(X y) = A In( 1 +senaj_|n 1 senta)
’ 4re,| \cosa cosa cos(—a) cos(—c)

V(x,y):47jg [In(1+sena)-In(l-sena)]

0
A [ 1+Sena}
In
1-sena

TtE

Dela geometriade la Figura 30 se cumple
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/2
Sena =

luego
1+ /2
2 2 2 2 2 1/2
V(xy)=——|In (072 + p?f __* s (o2 +1 /4)1/2+|/2
47[60 1_ |/2 47[80 (p2+|2/4) _|/2
(072 + o2}
2 2 2.,12/4 /2 12
V(X,y): In (X2+y2+ . ):-/2"1‘
Ameo | (x2+y?+12/4)" 112

1.7.3 Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico

A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntual es habiamos visto que
lafuncién potencial entre dos puntos Ay B correspondiaa

5=~

B
Vg = J'E edl yhaciendoB=r y A— o, obteniamoslafuncién potencia como
A

V(F)=- j Eed (164) donde V (r=«)=0

En el caso genera e potencia puede no ser nulo parar— o (por g emplo cuando hay
distribuciones de cargainfinita). Recordemos que la definicidn obtenida a partir del trabajo
nos conducia ala expresion

B
Vg =V, Vg =—[Eedr
A

gue representa € trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A a
B. Por lo tanto a degjar variable e punto A=r, laexpresion del potencial queda

V(r) :—j'EodF +V(r =B)

El valor que adquiere V(r = B) es [lamado referencia o potencial de referencia (o voltge
dereferenciaV ). Por ello, laexpresion genera del potencial eléctrico es

V(r)=-[Eed +V, (165)
ref

Notar que dado que es un valor constante, a calcular € trabagjo entre dos puntos cualquiera
se cancela. Para ssimplificar la notacion es comln asignar un valor nulo a la referencia, es
decir, V., =0.
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Del desarrollo anterior se cumple larelacion

VV(r)=-E(r) (1.66)
El campo el éctrico se obtiene a partir del gradiente de lafuncion potencial.
EJEMPLO 12

Considere una distribucion de carga lineal infinita segin se muestra en la Figura 31.
Calcule € potencia en todo e espacio.

z, k
A
""""""" P N
TN [ s

| i o
‘/h : i Y, |

4 ST S i///’_- —-\\\|

X1 = _—/j

Figura 31. Campo y potencia de linea cargada.

Solucién:
Aplicando gauss ala superficie S tenemos

a5 &
ﬁE dS = :

(o]

dS=rdé -dzr
27 h

f[EedS=[[E(r)redo -dzr
ﬁEodSzE(r)Zﬂrh

Por otra parte, la cargatotal encerradaes Q; (s) = hi,. Luego, en coordenadas cilindricas €l

campo vale

E-_f ¢

2e,mr

Apliquemos ahora la definicidn de potencial e éctrico.
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r

V() =-] %o fedr 4V,
5 20Tl

escogiendo un radio pararealizar laintegral delinea dI = drr . Por lo tanto,
V() =-] Yo g4y,

5 2e0Tr

V(r)=- & In(r /ref) +V .
28,1

Anaizando esta expresion vemos que € potencial en € infinito no es nulo, ya que la

funcion potencia diverge. Por ello, se escoge lareferencia para un valor arbitrario de r. Por

giemplo, para r=ref hacemos Vref =0. Asi, la expresion para la funcién potencia de esta

distribucion infinita de carga queda finalmente,

V(r)=- &) In(r /ref)
28,1
1.7.4 Ecuacion de Laplace y Poisson

Habiamos visto que
VV(r)=-E(r)

Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos
Ve(VV(r))=-VeE(r) (1.67)

Si usamos la 12 ecuacion de Maxwell [legamos a
Ve(VV(r)=-F (1.68)
€o
p(r)
€o

VA(F) =-

(1.69) ecuacion de Poisson.

Cuando no hay carga tenemos.
VV()=0 (1.70) ecuacion de Laplace.

El operador V2 se conoce también como e Laplaciano. En coordenadas cartesianas es
vy :££f+i f+£l2]o[a—vf+a—v J°+8—VI2J

ox oy oz ox oy 0z
:Vz\/:ﬂ+ﬂ+@ (L.72)
oy- oz

Asi, €l Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar.
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Hemos demostrado que €l potencia eléctrico satisface la ecuacion de Poisson en las
regiones donde existen fuentes de carga y satisface la ecuacion de Laplace en las regiones
sin carga. Adicionalmente se requiere definir condiciones de borde para resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Asi, una manera alternativa de obtener €l
campo eléctrico es resolver la ecuacion de Laplace (0 Poisson) cuando se conocen (0 se
pueden inferir) las condiciones de borde.

EJEMPLO 13.
Para la configuracion de la Figura 32 se sabe que el potencia en los planos semi-infinitos

definidos por V(¢=0, p, z) =0y V(¢=n/6, p, z) = 100 V. Se pide calcular & potencia y €
campo paralaregion entre los semiplanos (no incluido €l gez, o seap = 0).

A

z

v<

Figura 32. Potencial entre placas.

Solucién:
Claramente V depende solo de ¢, por lo que la ecuacion de Laplace en este caso es

1A
VA(F=——Y =0 (L72
(r) 2 a¢2 ( )

Dado que p=0 esta excluido del calculo esta ecuacion se convierte en

AN
p =0 U7
cuyasolucion esdelaforma v = a4+ B-
Aplicando las condiciones de borde obtenemos para ¢=0 el potencial V=0, es decir, B=0.

Usando la otra condicién de borde para ¢=r/6 tenemos

100=Ar/6
_600
T

A

39



Luego €l potencia es
_ 600

\ ¢
T
y € campo
= 10V ;
E(N=-VeV(IN)=———-
() () p8¢¢
= Ern=-22
mp

1.7.5 Campo Eléctrico Conservativo

Otra propiedad importante de |os campos € éctricos se obtiene a partir de la propiedad
matematica asociada a un campo escalar f (r), los cuales satisfacen laidentidad

Vx(vf)=0. (1L.74)
Asi, dado que vV (r) = —E(r) = V x E = 0 en electrostética’.
Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple

[[VxEeds—0 (70

y aplicando e teorema de Stokes

”VxEodSz §Eodr (1'76)
S c(9)

Donde C(S) es € contorno que limita ala superficie S. Podemos escribir entonces

q {Eed = {Fed =Wheto=0 (1.77)

c(S) c(S)

Este resultado implica que € trabgo neto realizado por € campo eléctrico en una
trayectoria cerrada es nulo. Es decir, la fuerza proveniente de un campo electroestatico es
unafuerza conservativa

Ahora veremos |os campos el éctricos en la materia. Pero antes debemos definir e concepto
dedipolo, € cual eslabase para esos estudios.

4 V eremos luego que esto cambia cuando |os campos son variables en € tiempo.

40



1.8 Dipolo eléctrico

1.8.1 Definicion Dipolo

Un dipdlo eléctrico se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuaes
se encuentran forzadas (por algun medio) a mantener distanciad constante entre ellas, tal
como se muestraen la Figura 28.

Figura 33. Dipolo e éctrico.

Se define p=qdf (1.78) como Dipolo eléctrico o Momento dipolar. Notar que la suma
neta de las cargas de un dipolo debe ser nula'y que e vector p apunta desde la carga
negativa haciala positiva. Las unidades del dipolo son [Cem].

1.8.2 Potencial Eléctrico de un Dipolo

Consideremos la configuracion delaFigura 34 donder; esladistanciade QaPy I, esla
distanciade —Q aP.

Y.l

IF,||— |F| = d cos6"'= d cos6

-Q
Figura 34. Potencia de un dipolo.

El potencial de esta configuracion evaluado en el punto P es:
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V7(0 e T (f—}j
druey || || dmeg |5 || 4dne, HrlH HrZH
V(r) = Q HrzH_HﬁH
drsg |rofr|

Interesa el caso cuando ry, r>>d, 0 Sea, cuando podemos aproximar

Iraf oz = (r =A)r+4) =1* =A% = [ry ;| ~ 1

Ademas,
r,—r,=doosf
:V(r):i[d“fﬂ (179
dre, |

Dado que d cosd = dk e 7 y s definimos d=dk y p=Qd , laexpresion del potencial
el éctrico producida por el dipolo se puede escribir como

v(r)=— P (1.80)
Amz, || T I

En e caso generd, € dipolo esta ubicado en un punto cualquiera " (vector que define la
posicion del punto medio del dipolo) como en la Figura 33.

A

z,k

-

-
O

X,1
Figura 35. Potencia del dipolo en sistema de coordenadas arbitrario.

En este caso € potencia eléctrico tienelaforma

pe(r—r') (1.81)

V(r)=
O eyl

EL campo €eléctrico de un dipolo se calculaapartir deE =-VV .
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EJEMPLO 14.

Calcule & campo €eléctrico deun dipolo P = plz ubicado en €l origen como se muestraen
la Figura 36.

X,
Figura 36. Campo el éctrico dipolo.
Solucion:
F'=0
_ per
Vi) =———
e T
pcoso
A I 2
Sabemos que E =-VV, Y en coordenadas esféricas

V(r)=

wo [N v, 1 v
or ro0  rsnd og

V solo depende der y 6, luego

vy - Peost (- 2r’3)r+} P ~(~sin6)d
4re, r 4ze v

E=_P - (2c0s0r +sin60)
Arg 1

El campo resultante no depende del angulo azimutal, ya que la configuracion presenta
simetria segin ¢. Ademés, parael caso 6= 90° e campo sdlo tiene componente seglin 4, es
decir es perpendicular a plano x-y.

Para puntos muy alejados del dipolo €l campo eléctrico y € potencial disminuyen con la
distancia segun las expresiones

_ 1 1
E(p) c =, V(P)x—
r r
Asi, su efecto decae rdpidamente con la distancia (un exponente mayor que en € caso de

cargas puntuales).
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1.8.3 Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones

Por extension, también se define e momento dipolar para el caso en que setiene un

k=1

dn
Figura 37. Dipolo de sistema de cargas.

Para este sistema se define el momento dipolar el éctrico como:
n
p=2> Gk
k=1
Claramente paran=2 setiene p=q,f, + q,r,, pero g, = —qg, = Q, entonces
p=Q(r,—r,) =Qd Segun habiamos visto. Notar que no depende del origen.

Para €l caso genera de una distribucién volumétrica de carga e momento dipolar asociado
es

D:jfjf'dq':jijf'p(F')dv

Figura 38. Dipolo de distribuciones de carga.

EJEMPLO 15.

Setienen 8 cargas dispuestas como en la Figura 39. Se desea saber €l efecto de agregar una
novenacargaQ a sistema.



q;
Figura 39. Dipolo de 8 cargas.

8
Se sabe que | as cargas satisfacen las relaciones Q = —Z g (1.82) y q = _9 (1.83) Se
= 8
pide calcular el momento dipolar en |os casos:
a) CargaQ seubicaen € centro del circulo,
b) CargaQ se ubicaenlaposicion x =-d/4. Donde d es el diametro del circulo.

Solucioén:
a) Tomando € centro del circulo como origen del sistema de referencia setiene
p= iq‘ X +Qx0=0" (1.84) En este caso no existe momento dipolar.

i=1

b) En este caso
Y, |
CS
* //—.\\ d.
/>\
N
[ o]
° >/ &
By o N ]
5\ J/ N A
v
s \\.__// ds
q,

Figura 40. Dipolo 9 cargas.
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El momento dipolar es

p:zqi“Q(‘jjr (1.85)

P= —Q%F
(1.85)

Luego podemos reemplazar esa distribucion por el dipolo:

y, )N

Q -Q
—_—edg— >
”~
s
d- X, |
4

Figura41. Dipolo equivalente.

Esto eslo que se veria desde una distancia Ir d.
4

Propuesto. Calcular € torque sobre un dioplo en presencia de un campo el éctrico.

1.8.4 Potencial a grandes distancias

Habiamos visto que para distribuciones en volumen €l potencial eléctrico es

1 op(F)dv
V= 4rg, HI" F—r

Nos interesa evaluar la situacion para el caso en que H,—» H ) H,—» '

1
=

, donde es posible expandir

el termino en sariedelaforma

1 :i+ ror'+....TérminosdeOrdenSuperior
[r=rf el e

y reemplazando en la expresion del potencial
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—V(r) =~ T m‘ p(r' ) 1 .U..[ I“;;'p(r')dv’ + TOS

HrH 4713

V(r) ~ 4mormp(r')olv

V() e R r.p3+TOS
Are || Ane |

HI r'po(r')dv’ + TOS

Claramente el primer término corresponde al potencial de la carga concentrada en un solo
punto, mientras que e segundo término corresponde a potencial de un dipolo. En general
cuando se tiene una distribucion de carga vemos:

1) Desde muy lgos, solo la cargatotal

i) Desde més cerca, pero lgjos todavia, dos cargas, es decir, un dipolo
iii) Desde més cerca aln, cuatro cargas, cuadripolo,

iv) etc.

La relacion con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas
configuraciones se muestran en la siguiente Tabla:

Tabla 1. Campos en configuraciones multipolares.

Configuracion Potencial Eléctrico Campo Eléctrico
Unacarga ge o 1/1 o 1/r°
Dos cargas ge o 1/1° o 1/1°
(Dipolo) -Qe
Cuatro cargas o 1/1° o 1/1*
Dos dipolos ge -ge

-0e Qe
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1.9 Problemas Resu€ltos

PROBLEMA 1

Setiene una esfera de radio 100 cm que tiene una distribucion volumétrica de carga dada
3
por p(r)= :SJ’rOO &, [C / m3]. Se desea anular € campo en el casquete ubicado a 90 cm del

centro. Para ello se dispone de las siguientes alternativas.
a) Unacarga que debiera ubicarse en € origen. Indique monto de la carga.
b) Un casquete esférico de radio 50 cm con densidad superficia de carga constante
o . Indiqued vaor de o .
c) Un casguete esférico de radio 150 cm con densidad superficial de carga
constante o . Indique el valor de o .

Solucion:

Laidea es con las distintas aternativas provocar un campo eléctrico que anule €l de
laesferapara r = 90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que
el provocado por la esfera para ese mismo radio.

Primero calculamos & campo a interior de la esfera utilizando Ley de Gauss.
Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es

3
= 3 —
p(F)=kr® donde k = 50080
Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas

(r',6',9", donde:

e r' esladistanciaal origen.

e 0'esd angulo azimutal.

e ' esd angulo superior.
Luego, dS'=r"*.sen(p)-de-df y dv'=r"?.sen(¢p)-dr'-dp-do

FiguraP.1.1
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Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la esfera para cualquier radio, €
que definirauna superficie S, por lo tanto calculamos parar < R

Tenemos que j':f E.q8 = Qraa (S
S

&

La carga encerrada por la SuperficieSes Q. (S) = ”Ip(F)-dv'

Q(S)
2w

Quua (8 = [ [ K e sen(p) " clp-do

6|

6

LUegO Qe (S) =47 K-~

r.6

= jfjé-déz 4r K

€o
Por simetria esférica, podemos suponer que e Campo Eléctrico esradial: E(F) = E(r)f
Lugo, e flujo eléctrico es: [[j E-dS= [ﬂ[ E(r)F r ?-sen(p)-do-do ¥

S S

Y Eﬂ[ E(r)fr'*-sen(p)-do-dof = E(r)-rz-ﬂ F--sen(p)-de-do-F

=E(r)r?4r
r6
= A K ——
80
4

= E(F) = K.6r_.f (Campo en €l interior de la esfera).
Eo

Debemos anularlo paraladistancia de 0.9 mt. Examinemos las alternativas:

a) Supongamos unacarga Q en el centro de la esfera, con Q por determinar.

El Campo eléctrico producido por una
Carga puntual, ubicada en una posicion
r',sobrer es:

E(r) — Q (r - r’)

w1

FiguraP.1.1.1
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Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E; (1) = Egga(7) + Eo () paratodor < 100 cm.

En particular, esto es vélido para r = 90 cm. Designaremos como r; a este radio

particular. Determinaremos el valor de Q tal que, ET(F) =0 ,paar=rg

_ 4 e r4 ~ P
E M=K r 2 T _5 Entonces, K- f=Q T
680 4 £ r12 6g0 A '80 rl

6

Finalmente, Q:_4” '6K'r1

Reemplazando con los valores numéricos:  Q=-5,910"[C]

b) Consideremos un radio r, = 50 cm., El Campo eléctrico a exterior de un casquete
uniformemente cargado con una densidad superficia de carga o, lo calculamos por

Gauss:
[U Edé — QTotaL (S)
o S €o
Lacargatota encerrada por lasuperficie S, deradio
Iz €5
Qi (S =[f] o-dS
S
.
Como o es constante, [ﬂ cdS =c4nr}
S
FiguraP.1.1.2
At}

y por simetriaesférica, E(F) = E(r)f

&g

Por |o tanto, U] E-dS=
S

= [ﬂ E-dS=E(r)-r?4x
S

2
= E(r).r2.4ﬂ- :<74—7rr2
&g
. orf
_ 2 A
= ECasquete(r) = (So'er.r

Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E; (") = Eggera (1) + Ecauee () paratodo r < 100 cm.
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En particular, esto es vdlido para r1 = 90 cm.. Determinaremos € vaor de o ta

que, ET ('71)=0 .

Reemplazando los valores numéricos; ¢ =-1,88¢10* {E}
m

E(R)= EEsfaa(rl)+ accuete (1)

:( o J

ot}
= 2:—K .
& 6¢,

r°

2
6,

=o0=-K

2

c) Consideremos un radio r3 = 150 cm., EI campo eléctrico provocado por un cascarén
uniformemente cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada a aplicar la
ley de Gauss sera cero. Veamoslo matemati camente:

FiguraP.1.1.3

Parar <rs

ﬁ é QTotal (S) -0

€o

Entonces: Ec,qee(7) =0

Con esto se observa que cuaquier casquete con
alguna densidad de carga, cualquiera que esta
Sea, no provocara campo eléctrico al interior de
el, por lo tanto no podremos anular € campo en
algin r, en paricular r = 90cm con esta
aternativa.

= No existe ¢ ta que & campo e éctrico en r = 90cm sea nulo.
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PROBLEMA 2
Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga o,
como se muestraen lafiguraP.1.2 Se pide:

a) Cacular € potencia en el ge z.
b) Calcular el campoen el gez.

Solucion:
a) Recordando que la férmula para €
Z Potencial Eléctrico de una distribucion
superficial de cargaes.

1 ro(F)dS
V(r)_47zgo Lf [F =7

Para nuestro caso (trabajando en coordenadas
cilindricas):

NG L o(f) =0,
r=zz

r=p'p

FiguraP.1.2 dS' = p'-dp’-d6’

Oy

Los limites deintegracion serdn p' (0,a) y 6 <(0,27).
1
Entonces [[F 7| =(p?+2%)?
L uego:
1 .27r aao_pr'dpr_der
7[80 00 (p'2+22);

_ 270, .T pdp’
1

4re, 0(p,z+zz)§

V(z:2)=

:&Tﬂ
2¢, % (p'Z n 22);

1
(o) S| o=
=0 (2,4 2)2|P=2
_25 (p +Z) |p':o
0

:;_0(\/a2+22 —|z|)
&

0

= V(z-2):_260 (|z|—\/E)

0
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b)
E(r)=-VV(F)

PROBLEMA 3

La figura P.1.3 muestra un tubo de rayos catddicos como los usados en los
televisores. El tubo produce un flujo de electrones que entran con una velocidad inicia de
Vo en la direccion horizontal, a un espacio limitado entre dos placas. Estas placas tienen
densidades superficiales de carga dadas por +o y -o, lo cual provoca un campo eléctrico
perpendicular a€ellas. A unadistancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 2S.

Determine lo siguiente:

a) Laveocidad con que los electrones salen de laregion entre las placas (considere

velocidad en las dos direcciones).
b) Lacondicién sobreladistancia L para que ningun electron salgade la pantalla

(delargo 2S).
Datos: d=20e-7 m. M =9.107e-31 Kg.
W=3m g=1602e-19C
o =10e-21 C/m? £,= 8.854e-12 F/m
S=10cm Vo = 3et4 m/s.
X >
Vo t ] T ’
d
-o S
FiguraP.1.3

Indicacién: Considere que e campo eléctrico es cero fuera de laregion entre las placas.
Considere asimismo, que existe gravedad.

Solucion:
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Donde F = F, i + Fpeo dentro de la zona de placas. Como Fy, = -E, debemos

eléctrica

calcular e Campo eléctrico producido por las placas paralelas.

éctrica

Debido a que € ancho w de cada una placas es mucho mayor, que la separacion
entre ellas, d, podemos considerar que e Campo es el producido por la superposicion
de dos placas con densidad de carga de signo opuesto. Para determinar € campo
eléctrico en esta zona, necesitamos saber € producido por una Placa cargada con una
densidad o uniforme.

Considerando un disco delgado de radio a con
densidad de carga uniforme y, se sabe que €l

campo eléctricoen €l ge Z es:

E(r)=" (% - ;J-i (problema anterior)

260\ |4 Ja?+ 7
FiguraP.1.3.1
. -y oz . _
S a—> o , entonces E(I')=——2Z, locua equivaea
2¢, |Z|
E(F) ="z, s estamos sobre & Disco, y E(F) =—2L-2, si estamos bajo el disco,
€o €o

suponiendo que v estrictamente positivo.
En e problema utilizaremos los €es x, y con los vectores unitarios 1, ],
respectivamente.

_—
PN O A
; S
Vo
(0 s
Vd
e S
| >le
w | L
FiguraP.1.3.2



+0

| T Para este sistema de placas,

2 Enlasregiones| y enlll los campos se anulan ( por
ley de gauss carga total encerrada nula). En 1l se

l refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas

Ll placas, quedando un campo que va de la placa con

-d/i2 carga positiva, alaplaca con carga negativa.

Luego, E(F)=-2-], s ye(i Ej
€n

M 2 2
FiguraP.1.3.3
= = ‘O »
= Fystica = TFE=———]
&
Sea Q=—(q

Tal que -Q =-1,60210"[C]

Como condicién inicial, podemos suponer que los eectrones salen por € medio de la
zona de placas, con velocidad solo en la horizontal.

—

Conesto: F +F _=ma

eléctrica peso

m"o
3

0

Ecuaciones de movimiento:
Segiin i : De laecuacion anterior, vemos que no hay fuerzas que acttien sobre €
geX
=>mx=0
= X=cte=v,
= X(t)=v,t+C,
Como x(t=0)=0 = C;=0
= X(t)=v,t.

Existe un tiempo t; tal que x(t1) = w; Entonces vo-t1=w:

w
luego: t, = —

Vo
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Seglin | : Ambasfuerzas (eléctricay de gravedad) actiian sobre e gje Y

m-y:—mg+Q'G
&g
=y=27 4
m-g,
) Qo .
= y)= -g|t+C, comoy(t=0)=0,=C,=0
mee,
= (1) = Q'“-g)t
m-&,
2
= y(t) = Q—G—gj-t—w pues y(t =0) =0
mee, 2

Evaluandoen t, = w (tiempo que demora un electron en salir de las placas)
Vv

[o]

y(n){fﬁ_‘“ —gjﬂ A y(tl){Q_"’ —gj w

2
€o 0 0 2V,

De esta manera, hemos encontrado tanto la posicion de salida, como la velocidad de salida
del sector de las placas bajo los campos eléctrico y gravitatorio.

me, V,

b) Necesitamos ahora las ecuaciones de las particulas a partir del instante en que dejan las

placas hasta que llegan al la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya

tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas por continuidad, por las
ecuaciones antes encontradas.

Luego: Vg = Vol + ( 99 _ gjﬂj

V(t=0)=v,1 +( Qo _ gjﬂ'f
me, A

Ft=0)= w-i”+( Qo _ g]-ﬁz-i
mee, 2V,

El electron se ve afectado por una Unicafuerza, la que corresponde a lafuerza de gravedad

F ., =ma

peso
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Segtn i : No hay fuerzas segiin x
= mX=0
= X=Ccte=y,
= X(t)=v,t+C,; Comox(t=0)=w Ci=w
= X(t) =v,t+w.

Existe un tiempo t tal que x(t) = L

Luego: t, = L
v

0

Seglin | : Tenemos solo lafuerzade gravedad
= my=-m-g
= ¥y=-9
= y(t)=-g-t+C;
Aplicando la condicion de borde

:y(t=0)=(Q'“—gjﬂ=cs

€0 Vo

= y(t)=-gt+ [ Qo _ gjﬂ
m A

.80

Ahora, determinamos la posicion:
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Con €l tiempo t, tenemos que la particula impacta en la pantalla. Existen dos casos
y(t,)=-S e y(t,) =S. Paralos valores dados, € caso y(t,) =S no tiene solucion. Por lo

tanto, se analizael caso y(t,)=-S con t, = L
VO

2 " "
_ y(t:%}_g L2+(Qo_gjwi_+(Qa_gj w22 s
A 2vy |\ meg, A me, 2v;

Después de poco de trabajo algebraico, se llega a una Ecuacion de Segundo grado
paral:

2
12— L-ZW(g— Qo —1j+wz(1+ Qo —gj—ig'vo:o

me, m,

Para discernir datos sobre esta ecuacion, sustituimos los valores entregados, en el
Discriminante, resultando este ser positivo. Por ello, esta ecuaciéon posee Raices Reales y
Distintas. Tomaremos la que sea positiva, 0 en € caso de que ambas sean positivas, la de
menor médulo.

lew-(1+ Qo _g]il\/ﬂww{g— Qo J{g_l_ on
’ mee, 2 g meg, me,

Paralos valores del problema, la solucidn que nos sirve, es:

L = 4343,944[m]

Como comentario: A pesar de que sea un valor muy ato, es razonable, debido alacas nula
masa del electron y su velocidad muy ata.

PROBLEMA 4

Considere e sistemade lafiguraP.1.4, €l cual se compone de dos planos infinitos,
separados a una distancia d, conteniendo densidades de carga oy Yy -6y, respectivamente.
Entre los planos se ubica una esfera solida que contiene un material cargado €l cual puede
superponerse con una distribucion volumeétrica constante po.

Se pide:

a) Calcular € campo eéctrico en e centro de la esfera.
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b) Calcular € campo eléctrico en un punto A situado en & plano meridiano a una
distancia L del plano derecho.

C)Si una particula de carga —-q y masa m se ubica a una distancia & del centro de la
esferaen € ge z, (no importa direccién). Calcule la ecuacion de movimiento de la particula
y obtengalaposicion en € ge Z en funcion del tiempo.

k

/ "Po

Go —Go
FiguraP.1.4
Solucion:
a) Lo primero serd encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por
separado para asi por superposicion encontrar el campo total.
En este caso buscamos el campo entre | as placas dentro de la esfera.

Utilizando un resultado del problema tres, tenemos que para una placas el campo eléctrico
esta dado por:

Para este caso

Placa 1. Consideramos |a placa con carga positiva para y mayor que cero

— —o s
:>E(r):2—°(—j)
€y
- O. »
= E(M)=—%
() 2501
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Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial (F). Utilizando laley de Gauss
(parar < d/2) obtenemos que:

E(r)-4nr? _Po Ay
& 3

—E= of

Po
380
Evaluando esta expresion en el origen obtenemosque E,, =0

Finamente tenemos el campo total estara dado por:

~ _ — _ O, 2
Etota] = Eplanol + Eplanoz + Easfera = 8_ J

0

b) Debemos calcular e campo paraun punto A como se muestraen lafiguraP.1.4

Placas. Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por lo que se anulardn en
cualquier punto que no esté entre las placas, esto se aprecia en la figura P.1.4.1. Para un
punto ala derecha de ambas placas

Kk,
—’ A
+’ ~
/ R
[ )
G0 —00
FiguraP.1.4.2

Luego € unico campo que aporta es € producido por la esfera.

Esfera: Utilizaremos laley de Gauss para calcular el campo.

Ocupando ” EedS= Qenc . calculamos el campo producido por ella

0

60



A (d)° d?
Qenc = P dVZ—[—j Po = P
i{i 0 3. 2)™ 6 "7°

ﬁE-dé = E(r)-4mr?

casquete

d3'Po »

Con €llo concluimos que & campo fuerade laesferaes E = ar? f
re-g,

El punto A se encuentra a una distancia r = %+L del centro de la esfera.

Luego reemplazando este valor en la expresion del campo se obtiene que:

3
e-) ¢ Po__ L
d
24[2+Lj &y
c) Tenemos que:
F =ma
donde
F=qE con E = E(r = 2) + E pacas, (X=0/2) + E piaca_o, (X =0/ 2)
E=PoZp, %op
3¢, &

(Notar queenr =z =k )
F= q(p;'zlhﬁij: ma
3e, &
separando por componentes, se obtiene:

Ejez

quZ — mZ
3‘C’.O

Se propone la solucién de laforma:
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Z(t) = Ae™™

— o pet = g 2pet
3(c"O

0o,

>a=|—-
3e,m

_[are,
= Z(t) = Ae V¥

Luego, como
Z(t=0)=0 = A=9
YL
= |(z(t) =0de \/;
PROBLEMA 5

En la Figura P.1.5 se muestra una distribucion lineal de carga Ao, infinita, la cual es
rodeada por la distribucion volumétrica de carga, que en coordenadas cilindricas tiene la

forma p(r,0,2) :&, la cual se extiende hasta un radio r = a. Entre ambas densidades
r

existelarelacion A, =—-2rap,

a) Cadcule e campo eléctrico en todo € espacio
b) Calcule d potencial eléctrico en todo €l espacio

plr,6,7) =2
-

L4
=
Rt

FiguraP.1.5.1
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Solucion:

a) Calcularemos los campos e éctricos producidos por ambas distribuciones de carga para
luego encontrar e campo total por e principio de superposicion, es decir e campo tota
seré|la suma de ambos.

Parala distribucién lineal

”E-d§=Qe”° con E(r) = E(r)f

&o

En laintegral:
ij-dé: ij(r)-ds:E(r) jjds:E(r)-sz

Manto Manto

PerO. Qenc = }\0 * |_
Entonces podemos escribir:

E(r)-2arL = Aol
80

= E(r):i
2rne r

0o

Entonces &l campo el éctrico producido por ladistribucion lineal:

A0
2me

o

E(r) = r

Ahora, paraladistribucién volumétrica:

| E.ds="  con E(r)=E@)f
&o
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Tenemos dos casos:

1) Para r<a
Qenc_ —'. —
. =[[E-ds

:»if Zj jﬁrdrdedz=|§ﬁ-d§
o o of

N 2rp,rL

=E(r)-2zrL
&
= E(r)=22r
Eo
Pero:
A
}’0:_27T'apo:>po :_2710-a
=SB0 0
2) Parar >a
Qenc — —
=||E-ds
|
1 L 2n apo -
:>8—j j jTrdrd9d2=Ejj-ds
00 0 O
:m; E(r)Zﬂ'rL
€y
— E(r) = 22°¢
f€o

Aplicando nuevamente larelacion entre las densidades




Finalmente & campo en todo el espacio esta dado por:

E(r) = (27rrgo 2w aco
0 Parar > a

A0 A0 j
f Parar < a

b) Para calcular €l potencia se sabe que:

—IE-dF =AV  con df =drf

1) Parar <a
vl(r)z-jE-dr +V(a)
=—j( A0 _ 40 jf-drr”JrV(a)
-\ 2nrgo  2maco
0 ¢(1 1
= - dr+V(a
anoi(r aj @
= % (In(r)=In(a) - X +1) +V (a)
2o a
2) Parar >a

V,(r) = -j E.-dr +V(a) = —jo-drf+V(a)

=
V,(r) = constante =V (a)

Donde € voltgje V(@) es e voltgje de referencia que debiera ser un dato.

Finalmente & potencia en todo el espacio es:

A0
V(r) =19 2780
V(a) Para r>a

(In(r)—ln(a)—§+1)+V(a) Para r<a



PROBLEMA 6.

Dos cilindros concéntricos de radios ay b respectivamente y largo L se encuentran
ubicados tal como lo indicala Figura 1. El espacio entre ambos se encuentra lleno de un

material con un vector polarizacion dado por P =r*f + sing9
Dado lo anterior se pide:

a) Calcular las densidades superficiaes de carga de polarizacion
b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacion

.

N

FiguraP.1.6.1

S, . Superficiedd cilindro deradio a
S, : Superficiedd cilindro deradio b

a) Densidades superficiales de carga de polarizacién
Para s, :A=-f y P=r2+sin(0)0

Ops, =P-A=-P.F=-r?, paror=a= oy =-a’[Cm~]

y P =r?f +sin(0)0
F=r?, peror=b= o, =b*[Cm~?]

b) Densidades volumétricas de carga de polarizacion
3
T _(1 orP) 10@s) | a(Pz)) _ _[1 o) | 1asen(®) OJ

r or r 00 oz r or r 00
cos(8)
r

= pp(F) = —(Br + j[Cm3]



PROBLEMA 7.

Setiene unaesferade radio R cargada con densidad volumétrica variable p(r) = por3/R3.
La esfera ademas contiene en €l origen una carga puntua Qo. Se pide..

a) Determine el campo el éctrico para cuaquier punto del espacio
b) Determine el potencial el éctrico para cualquier punto del espacio

p(r) = pR"—;
FiguraP.1.7.1

a) Usando Ley de Gauss: ﬁi—f odS = Qencerrada

1) Para r <R

o)

2w r 3
Qencerrada = ifﬁp(l’)dV +Qq = .[J-J-/)Ro_;rzsen((/’)dr : d(P -do
Q 000

27 por®
3 PR03 +Qo

= Q encerrada —

2r

Ademés setiene que: EzE(r)F/\ﬁ:?:ﬁEodgz .[.[E-rzsen((p)d(p-de=E-47z-r2
s 00

4
Por lo tanto: E= "~ Po , Qo

3 =E
& 4m-rig,
i) Parar >R
2z R o ;3
Qencerrada = p(NdV+Qq = £o 4
oo i

2r
= Qencerrada = ?pOR3 +Qo

2sen(p)dr-de-do
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3 . 3
Y findmenteparar > R: E = 22 R_2+ Q02 —E=|Po Rz Q02 c
bs, r*  4m-rog, bs, r*  4m-rog,
b) Vo) =-[Eedi
i) Parar>R
r 3 3 r r
V(r)=—j Po R2+ Q°2 For.dr = LR -J-lzdr+ Q jizdr
a\6g - r*  Ameor 6o o 4nEq o r

3
= V(r) = & + &
6e,r  4me,r

iii) Parar <R

r r4 Q r Q r 1
V(r):—J- Po S+ —C—[fof-dr=- Po 3-jr4dr+—°j—2dr
R\ 6&o -R*  Ameor 6e, -R° g 4mey g r

5 5
v =P[R ) Qo (1 1
6g, - R3\ 5 5) 4mgy\r R

PROBLEMA 8.

Un alambre de largo R y densidad de carga Ao uniforme se encuentra incrustado radialmente en
una esfera de radio R, de modo que su extremo maés profundo se encuentra a una distancia x del
centro de la esfera, tal como seindicaen la Figura 2. La esfera est4 cargada de modo tal que €

campo eléctrico producido por ella en cualquier punto del espacio es. E:%f s r<R;

2
E-RE% g xR
r

a) Determine e vector fuerza F que la esfera gjerce sobre el dambre F = jqu

b) Determine & potencial electrostético V(') de la esferaen cualquier punto del espacio
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>

FiguraP.1.8.1

El campo el éctrico paratodo el espacio esta dado por:

- E]:r'E"F ,parar<R.

2
R 2E°f,pararzR.
;

— B,

R+x

a) La Fuerza que la esfera gjerce sobre e alambre esta dada por: F = J'E-dq

R+x

R
?:J‘E .dg+ J'Ez .dq, y el elemento diferencial de volumen dq = A,dr
X R

I,2

R

£ _| Eofo
R

X —py

R+x 1
r-dr+R2EyA, j —dr]?

. (3 1 , EAR?) .
:F_[EEO}’OR_ﬁEOlOX - R+ X -r

b) Calculemos €l potencia electroestético paratodo el espacio.

1) Parar>R
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r r
= 1
V() =—-|E, edl =—R%E, | —dr

2
:)V(r):&
r
ii) Parar<R
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1.9 Problemas propuestos

PROBLEMA 1

Considere el sistemade laFiguraPP.1.1, en el cual se conocen los valores para el potencia
eléctrico en los planos cilindricos definidos por los radios r=a, donde el potencia esnulo, y
r=b donde vale V.

—

FiguraPP.1.1

Suponiendo que los campos solo dependen der, se pide:
a) Cacule e campo eléctrico paraa<r<b y angulos menoresaa (region I).
b) Si ahora este espacio (region 1) se rellena con una densidad de carga en volumen

p(r) =kr?, calcule € nuevo campo eléctrico en esaregion.

PROBLEMA 2
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de cargac. A

la cinta le falta un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la

Figura PP.1.2. Para esta configuracion determine el vector campo eléctrico y € potencial en

=i

Figura PP.1.2.

e gez
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PROBLEMA 3
Se observala siguiente distribucion de carga:
e El tubo macizo interior posee radio ay unadensidad homogénea p, .

e El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c. Ademas de
una densidad homogeénea p, .

e El manto exterior posee una densidad homogeénea superficial o y radio d.

e Todos los elementos son infinitamente largos.

Calcule E en todo € espacio.

FiguraPP.1.3
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CAPITULO 2. PROPIEDADESDIELECTRICASDE LA MATERIA

| 2.1 Introduccién

Hasta aqui hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en € vacio. En este capitulo
veremos la forma que adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia
entenderemos una distribucion de carga que se mantiene restringida a un espacio definido.
En términos generales hay tres clases de materiales.

|. Dieléctricos o0 aidantes. donde las cargas solo pueden desplazarse en torno a su
posicion de equilibrio
I1. Conductores. donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o a
interior del material
[1l. Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un
comportamiento muy no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de
conductores

Conductores son tipicamente los metales como € cobre y e auminio. Aislantes son
materiales como €l vidrio y las cerdmicas, o liquidos como e aceite. Semiconductores son
aleaciones especiales compuestas de silicio o germanio. Estos ultimos se usan en la
fabricacion de chips para PC. En este curso solo estudiaremos los dieléctricos y los
conductores, ya que la gran mayoria de los materiales corresponde a una combinacion
directa de estas dos clasificaciones.

2.2 Modelo de los Materiales Diel éctricos

En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y solo pueden producirse
pequeiias rotaciones en torno a un punto de equilibrio fijo segin veremos a continuacion.

2.2.1 Materiales No Polares

Para entender € efecto macroscépico de un campo eléctrico sobre un materia dieléctrico
consideremos un aomo de un dieléctrico formado por una nube de e ectrones cuya carga
negativa neta es —Q y un nucleo fijo consistente de cargas positivas con carga total Q,
segun se muestra en la Figura 42.
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Figura42. Model o de &omo.
Al aplicar un campo eléctrico externo la configuracion de cargas experimenta una leve

deformacion segin se muestra en la Figura 43 (se desprecian los efectos de los propios
campos de |as cargas entre si):

© ©

@ Q
© ©

© ©
©

Figura 43. Atomo en presencia de campo eléctrico.

E
4—

Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atdmicas) esta deformacién
puede representarse mediante un dipolo de laforma (ver Ejemplo 13):

Q Q

(1) ©

Figura 44. Representacion mediante dipolo.

Asi entonces, al aplicar un campo externo el material presentara pequefios desplazamientos
de sus electrones en torno a una posicion de equilibrio, los cuales pueden representarse a
través de dipolos.
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Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelacion a la aplicacion del

campo externo E . Por elo estos materiales se [laman no polares.

2.2.2 Materiales Polares

Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural,
los cuales se encuentran generalmente orientados en forma aleatoria®, tal como se muestra
en laFigura 45. Estos materiales se [laman polares (constituidos de moléculas polares).

©
E@am\@
@ @ E,P=0

Figura 45. Elemento de volumen en un medio material polar.

En estos materiaes, a aplicar un campo el éctrico externo se produce una alineacion de los
dipolos:

L» —

Figura 46. Medio material polar frente a un campo.

En estos materiales tampoco se produce una traslacion significativa de cargas ya que su
estructura atémicaimpide € movimiento (fuerzas inter-nucleares).

Existen unos materiales |lamados ferroel éctricos en los cual es existe una polarizacién permanente en ausencia de campo
€l éctrico externo, aunque su nimero es muy reducido en la naturaleza.
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2.2.3 Vector Polarizacion

Seguin vimos, en los dieléctricos solo se produce desplazamiento de cargas en torno a
punto de equilibrio. Asi, para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no
polar) tendremos una nube de dipolos como se muestraen la Figura 47.

Elemento de Volumen AV’

p, * —>
P, Ps

— P«

Figura47. Elemento de volumen en un medio material.

Definimos el vector polarizacién P (mayuscula) como € momento dipolar por unidad de
volumen de un dieléctrico, es decir,

N . N
R L1
P= Lim = Lim |
AV —— 0 AV’ AV'—0 AV’

Dondelos N dipolos P, seencuentran en el volumen av'.

2.3 Potencial Eléctrico en laMateria

Consideremos ahorala expresion del potencial el éctrico producido por € elemento de
material de volumen v/, Segun se muestraen laFigura 48.

Figura 48. Potencial eléctrico de el emento de volumen.
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Si suponemos que &l elemento de volumen Av' puede representarse por un dipolo
equivalente gp- p.av, Entonces el potencial en unaposicion I sera:
dp

P ( )
PAv'e(r—r1

= (2. = lari .
4ﬂgo||r - || P :Vector polarizacion

Pe(r- r)
= e, m irr av' (2.2)

Donde Q es & espacio del medlo material en donde estan los dipolos. Sabemos por otro
lado que

- 1_. _ r—r'3 23 (probarlo)
r=r 1" jrri

L uego podemos escribir

V(r) = 47[1% mﬁ.v'(r _1r, jdv' (2.4)

utilizaremos ahoralaidentidad vV e fA= fV e A+ Ae Vf , condlo

v-{fil: 1 vepipe v{lﬂ} (25)
=i r-r I~

1 | P R
:>V(F)=%)Ifj{v{r_r'}r—r'vm}dv *9

El teorema de |a divergencia establece que
jj V- AdV = []j[Ads (2.7)

S(Q)

y aplicandolo a nuestro desarrollo
1 P. ds
V(F (2.8
= e U =y ey Jﬂ ||r : || )

S(Q)

Si escribimos el elemento diferencial P-dS = P- ﬁdC podemos escribir e potencial como

1 pOﬁdS VP (2.9)
RORRPLL. N a

2.4 Distribuciones de carga de polarizacion

Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacio teniamos las siguientes
expresiones para el potencia:

. p(r' )dV
En volumen: 47[8 J'” (2.10)

Ir -+
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En superficie: V(r) = 1 JJGET')?S' (2.11)
dreys |F—r

Figura 49.Cargas de polarizacion.

Por lo tanto, a comparar estas expresiones puede concluirse que la expresion para €l
potencial de los medios materiales corresponde a potencial producido por una distribucién
volumétrica de cargaigua a p(r) =-v-P (2.12) y otra de superficieigua a o, (r)=P-n
(2.13). En otras palabras, a aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se

comporta como una distribucion de carga en volumen pp y otra en su superficie op, ta
como se muestraen la Figura 50.

Material dieléctrico

Figura 50. Model o de medios materiales.

Es importante destacar 10 siguientes aspectos:

e Lascargasde pp Y op NO Se mueven (se obtienen de larotacion de los dipolos).
e Lacarganetadel material sigue siendo nula. En efecto:

fﬂ po(r)dv+ m[ opds= ”J—V - Pdv + mj P.ds (2.14)
a S(Q) Q

S(Q)

[[[p rYdv+ffop(ryds=[[[-V-Pdv

=—ﬁP-ds+ ﬁP-ds
) S(Q)

S(Q
=0
e pp Y op Obedecen alaalineacion que ofrecen los dipolos del materia dieléctricoy
no corresponden a cargas libres al interior de é.

78



EJEMPLO 16

Un cubo dieléctrico delado | y centrado en el origen tiene una polarizacion radial P =ar

donde aesunaconstantey =X + Y] + Z . Se pide encontrar |as densidades de carga de

polarizacion y lacargatotal a interior del cubo y en su superficie.

z,K

i /)E /, ’ i e
Y=L L
A T
i/// i i y! J
X, 1

Figura51. Dieléctrico cubico.
Solucioén:
Envolumen p,=—v.P=—| %7+ %51 O ¢|(ax +ayj + azk)

oxX oy 0z

pp =—(a+a+a)=-3ac/m’]

O sea, setiene unadistribucién en volumen de carga constante al interior del cubo.

En superficie o, = P- 0, por lo tanto tendremos una distribucion por cada caradel cubo:

Plano x-z. Cony=1/2, fi= | = |5-ﬁ=(axf+a|§i+aﬂ2)-i:%l
Cony=-1/12, A=—]

= ~ I 2 n 2 a.l

P A= —a—j+axk |- (-])=—

=P-n (axwr a21+ )( 1) 5

_ : al
Similarmente paralas otras caras setiene ¢ = Bl

Cargatotal a interior del cubo:
[[[peav =—3al° = Q; =-3al°
\

Cargaen las caras.

3
e Porcadacara d*=0Q :%

cara

e Seiscaras = Q.. =3’
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Notar quelacargatotal es Q=Q, +Q_,.
=-3al®*+3a®=0

Se obtiene que el material dieléctrico tiene carga neta nula, 1o que esta de acuerdo ala
intuicion, yaque el material dieléctrico no tiene cargas libres.

2.5 Generdlizacion de la 12 ecuacion de Maxwell

Consideremos ahora € caso general en que tenemos una distribucién de cargas libre p d
interior de un material dieléctrico (puesta ali a propdsito). La 12 ecuacion de Maxwell

indicav . E = Lol (2.15),

€o
Aqui protar corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por elo, en este
caso corresponde a la cargalibre a interior del dieléctrico mas las distribucion de carga de
polarizacion.
ASi, pota = oL+ pp (2.16) donde p. densidad de cargalibrey pp densidad de polarizacion.
Luego, podemos escribir

pL+pp=V-5,E, (2.16)
0 pL=V-&E-pp (217)
pero , —_v.p

p,=V-g,E+V-P (2.18)

p.=V-(5,E+P) (2.19)
Se define D=¢,E+P (220) como e vector desplazamiento eléctrico en medios
materiales. Con ello

=p =V-D (221 12 Ecuacion de Maxwell.

Integrando en volumen

Qiibre ICL
.- [fv-Ban
Q Q

Qlibre total — Djj- Ij d§ (222)

Ley de Gauss en medios materiales

Notar que en estas expresiones E es € campo eéctrico total, el cua es resultante tanto de
fuentes externas como de las cargas libres p_ y las de polarizaciéon pp. A su vez, en €
espacio vacio P=0 Yy secumple p=¢E segin habiamos visto anteriormente.
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2.6 Constante Dieléctrica

2.6.1 Polarizacion de medios materiales

En la mayoria de los materiales P = 0en ausencia de campo eléctrico y en genera la

polarizacion P de los materiales varia con la intensidad del campo eléctrico aplicado. La
atmosfera es un tipico g emplo de un medio en € cual la polarizacion varia con la altitud.
Dependiendo de la forma en que se efectla esa variacion los materiales se clasifican de la
siguiente forma:

. HpH=aHEH: Materiales lineales
e P=q(F)E= Materidesisdtropos. Aqui P//E
e ( constante = material homogéneo.

Se acostumbraaescribir:  P= y.¢,E (2.23)

donde y.es lasusceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una medida de cuan
susceptible o sensible es un material a campo eléctrico aplicado. En general y_ es una
matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarizacion con e campo

aplicado. Sustituyendo laexpresion de P en ladefinicién del vector desplazamiento queda
D=¢g,E+y.5E (224
D=¢g,(I +x.)E (2.25

Sedefine ¢ =1 + y, (2.26) como la permitividad dieléctricarelativa del materia dieléctrico
ye=¢gy,6,como la constante dieléctrica del material, también Ilamada Permitividad

dieléctrica (recordemos que &, es la permitividad del espacio vacio definida anteriormente).

Con¢€dlo
D=¢E. (2.27)

Asi, en general la constante dieléctrica sera variable a interior del material, siendo la
expresion més general de estos cambios

D €
D, |=|¢ & & E (228) ,y yen general gij = gij (r) .
D &
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2.6.2 Clasificacion de material es diel éctricos
En base ala constante diel éctricalos materiales se clasifican en

a) Materid lineal si H@HZgHE ,
b) Materia isétroposi D = ¢(F)E,
c) Material homogéneosi D = ¢E, con ¢ constante.

A continuacion seilustran las distintas posibilidades para un material especifico:

i) Material lineal, is6tropo y homogéneo
® © o ©
@ o|® EJo e

® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura52. Material lineal, isbtropo y homogeéneo.

Aqui se cumple que HPH :O‘HE , D,P yE sonpardelosy D =¢E con ¢ constante.

i) Material lineal, is6tropo y no homogéneo

®» @ o @
@ & ® s o @
@ )
Sitnacidn sin campo aplicado Situacidn con campo aplicado

Figura53. Material lineal, isotropo y no homogeéneo.

Aqui se cumple que HpH :aHE , D,PyE sonpardelosy D =¢E €on ¢ = g(r).

Por gjemplo, |as flechas que representan el campo estan més largas ala derechaque ala
izquierda en la Figura 53(situacion con campo aplicado)
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iii) Material lineal, anisotropo (no isotropo) y no homogéneo
® @ ® @
E
@ & ® N & @
® @

Situacién sin campo aplicado Situacion con campo aplicado

Figura54. Material lineal, anisotropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que |P|=a|E|: b,PyE NOSON paralelosy D =[¢]E con &; :gij(r).

iv) Material no lineal, anisotropo (no isétropo) y no homogéneo
® @ > ©
@ ® ® . & ®

® @

Situacion sin campo aplicado Situacién con campo aplicado

Figura55.Material no lineal, anisdtropo y no homogeéneo.

AQui |P| = a|E| : D,Py E noson paralelosy D:lgij |E cong; =¢;(r).

2.6.3 Ruptura dieléctrica

Cuando e campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones
de las moléculas y € materiad degja de comportarse como aislante, esto se conoce como
ruptura dieléctrica. Es posible encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier materia o
incluso de gases como € aire. El minimo valor del campo eléctrico para el cual se produce
la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un pardmetro de gran importancia en
ingenieria
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Vaores de permitividad dieléctrica (aproximada)* (gr ) y fuerza dieléctrica de materiales
Tabla 2: Valores de permitividad dieléctricay fuerza diel éctrica de materiales

Constante Dieléctrica Fuerza dieléctrica

Material ¢, (adimensional) E (V/m)
Titanato de Bario 1200 7.5x10°
Agua (mar) 80
Agua destilada 81

Nylon 8

Papel 7 12 x 10°
Vidrio 5-10 35x 10°
Mica 6 70x 10°
Porcelana 6

Bakelita 5 20 x 10°
Cuarzo (fusionado) 5 30 x 10°
Goma (dura) 31 25 x 10°
Madera 25-80

Polyestyreno 255

Polypropyleno 2.25

Parafina 2.2 30 x 10°
Petroleo 2.1 12 x 10°
Aire (a1 atmdsfera) 1 3x 10°
(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de
cada material y la permitividad es ademés sensible ala temperatura, impurezas, etc.

| 2.7 Condiciones de borde

Hasta el momento hemos considerado €l fendmeno electrostético en e vacio y en medios
materiales en forma aidada. En la préactica existiran campos en dos 0 més medios
materiales en contacto entre si. Llamaremos condiciones de borde a las condiciones que
deben satisfacer |os campos en | as superficies de separacion de los medios.

Consideremos dos medios diel éctricos tal como se muestraen la Figura 56, en los cuales se
tiene campos eléctricos E, y E, en lainterfaz de cada uno de los medios. Supongamos que
descomponemos cada uno de |os campos en sus componentes tangencia y normal ala
interfaz seguin se muestra en la Figura 56.

L as componentes de cada vector son

AT
m

m
N
[l
m
)
+ +

84



Dieléctrico 1

Trayectoria
cerrada /

Figura 56.Condiciones de borde E .

Usaremos lasecuaciones VxE=0 (2.29) y
V-D = p,,. (2.30) paradeducir las condiciones de borde.
1) Condiciones sobre e campo eléctrico.

Paralatrayectoriainfinitesimal | (Que rodeala superficie S) se cumple que:
”Vx E-ds=0= §E-df=0
S 1(S)
- E:Ltd - Elnhl - Eznhz + E2td + Eznhz + Elnhl =0

luego:
o L Ed+E,d=0
~E,=E, (231) Las componentes tangenciales del campo a ambos
lados son idénticas.
o .. Dy _Da (2.32) lacomponente tangencial del vector D es discontinua.
& &

i) Condiciones sobre €l vector desplazamiento.
Consideremos lainterfaz de dos medios como en laFigura 57.

Figura 57. Condiciones de borde D .
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Aplicando la Ley de Gauss
ﬁ D : dé: Qlibre (233) Qlibre = GIAA en el Caso general
S

o, :cargalibre puesta deliberadamente en lainterfaz (no es de polarizacion). Luego
D, AA-D, AA+ [[D-dS=c,AA

manto

S Ah>0= [[D-dS=0=D,,-D,, =0, (234)

manto

Esdecir, e vector D sufre ladiscontinuidad de |a carga superficial para su componente
normal. Si no hay cargalibre o, =0y
D,, =D,, (2.35)

Para el campo eléctrico setiene & B, =¢E,, (2.36)

In

Las ecuaciones de esta seccion son las condiciones de borde que deben cumplir E y b
cuando se pasa de un medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se
aplican cuando conocemos los campos en un medio y deseamos saber que ocurre con ellos
al otro lado de la superficie de contacto con otro medio.

EJEMPLO 17
Se tiene una densidad de carga superficial o entre dos medios dieléctricos seglin se muestra
en la figura. Se pide calcular e campo eléctrico y e vector desplazamiento en todo €

7
AN

Figura 58.Carga superficia entre dieléctricos.

Solucion:

Las cargas libres estén en € plano. Paralas cargas de polarizacién, dado que |os medios son
homogéneos no hay densidad de carga en volumen y solo habra densidad de carga
superficia de polarizacion, la que también se distribuira en planos paralelos al de lacarga
libre (caras de ambos diel éctricos en contacto con o). Por |o tanto, por simetriatodos los
campostienen ladireccion k y — k . Las cargas superficiaes de polarizacién en ambos
dieléctricos estaran dadas por ¢,, =P -(-k) Y o, =P, -k donde P, = (g, —¢,)E, ¥

P, = (e, - £,)E,. Asi €l problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial,
seguin se muestra en lasiguiente figura:
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Figura59.Cargalibrey de polarizacion.

Claramente, por superposicion (o aplicando laLey de Gaussen S),

Elz(6+%+%j|2 y E22(6+%+%j(_|2)

286, 28, 2¢, 28 28, 2g,
luego D.=¢ ° +GP1+GP2 k D,=¢ i-l-&-l-& -k
= ' 1(250 2e, 2s, Y Da=s 26, 28, 25, (=K)

Por |as condiciones de borde sabemos que(considerando que |os campos tienes sentidos
contrarios):

(&,+¢,)
2¢,

= 26,0 = (81 +82)(G+GP1 +GP2)

D,+D,,=0c=>0= (0 +0p+0p,)

De las formulas de densidad de carga de polarizacion tenemos:

Opp = (51 - 50)E1 : (_ R): (50 - 51)E1

y reemplazando la expresion del campo

(50 _51)
= 0p = (G+GP1+GP2)
2¢,
dividiendo 2¢,0 /o, tenemos
26,0 &, +¢ &y — €
0 — 1 2 = GPl — G( 0 l)
Op S0~ & &t+¢&;
2¢,
Andlogamente para2e,0/ o, Seobtiene
Ey—€
Cpp =0
& +e,

luego
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2¢ g +e, &+¢&,
= o = £,0
B = k=D =——Kk

& tTé&, & tTé&,
= o = E,0
E,=- k=D,=—"2%—k

g té, g, t+é,

Claramente se cumple
(Dl_Dz)'RZG

Caso particular sin medios

gue es laexpresion del campo de un plano infinito de carga.
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| 2.8 Refraccién del campo eléctrico

Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de
desplazamiento en ausencia de cargas libres en lainterfaz. Esto se muestra en la Figura 60.

Dieléctrico 1

~ Dieétrico2

Figura 60.Réfracci on carhpo el éctrico.

Sean E;, B, Y E,, D, los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos dos
medios contiguos tal como se muestra en la Figura 60.

Aplicando las condiciones de borde parael campo el éctrico setiene

Ey =Ex = E;sind, =E,Sin0, (5 37)
Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son

o, =0=D,, =D,,
g,E cosO, =¢,E,cos6,  (2.38)

Dividiendo (2.37)/(2.38)
96, 190,
& - &,
Estaeslaley de refraccion del campo eléctrico en ausencia de cargalibre, la gue también
se puede escribir como

=

tgo, & & (2.39)
190, ¢, ¢,
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2.9 Consideraciones sobre Simetria

Hasta aqui hemos usado extensivamente la nocion de simetria para calcular campos. Esta
nocién esta basada fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto
es, suponer planos infinitos, cilindros infinitos, etc. Esta aproximacion permite tener una
primeravision de los fendmenos pero en la practica, es necesario considerarlosy por €llo se
utilizan programas computacional es para resolver la ecuacion de Laplace y |a de Poisson.

Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los célculos consideremos el
siguiente ggemplo.

Ejemplointrigante
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion de la Figura
61. Hay dos dieléctricos de constantes ¢, y ¢,, cada uno de los cuales corresponde a

semiesferas de radio a. En el centro de la esfera se ubica una bola cargada con densidad de
carga p, y radio §. A partir de r>atodo € espacio se llena con un tercer dieléctrico de

constante &,. Se piden los campos en todo el espacio.

Figura61. Simetriay condiciones de borde.

Solucién:
Si comenzamos aresolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo:

Figura 62. Simetria esférica.
Aplicando laley de Gaussa S

ﬁ D-dS= Qlibre
S
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Pero Q.. = 47p,6° /3. Ademés D s6lo depende der, luego= 4ar °D(r) = :ﬂp053

poS° poS°
= D(r) ar? r, E(r) 3.93r2 r
Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r=a se obtienen |os vectores
desplazamiento en losmedios 1y 2. Asi,
o0, =0=D, =D,

D2n = Dn

Se obtienen entonces

5° 5°
D,(r)= "5 r B =15
1

peS° poS’
D,(r)= r, E,(r)= r
(M) =" »(r) 26,12

Pero a aplicar la condicion de continuidad parala componente tangencial del campo en la
interfaz de ambos medios se debe cumplir E, =E, en § <r <a. Cuestion que claramente es

contradictoria con las expresiones anteriores.

Si ahora partimos aplicando laley de Gaussen S’ (ubicadaenr, tal que § <r <a) setiene
ﬁ D-dS= Qlibre
L

Y suponiendo que |os vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene
4 2
2nf Z(Dl(r) +D,(r)) = 571'9053 = Dy(r)+D,(r) = 3r72P053
La ecuacién paralos campos queda

2
6B (r)+¢,E,(r) = ?9053
Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangencial del campo obtenemos
3
E(r)=_ PO
(e, +&,)r
L uego los vectores desplazamiento son

3
D,(r) = 2P0
(e, + &)1
3
Dz(r) = 282/)05

e, +&,)r?
Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento.
Con ello obtenemos los siguientes dos valores diferentes paralas Zonas 1y 2

26,p0° .

r, paralaparte superiory D,(r) = ~f paralainferior.
(e, +&,)r

¢Cud es e camino correcto?

91



La respuesta se encuentra en la validez de las suposiciones sobre la simetria del problema.
En primer lugar observemos que las cargas de polarizacion se distribuyen segin se muestra
en lasiguiente figura.

Figura 63. Densidades superficial es de carga de polarizacion.

Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también seran diferentes. Asi,
Op # Oy # O pg, Y €N CONSECUENCIA, €l problema no tiene simetria esférica. Con ello

E =E(r,p) Y noesposible usar laLey de Gauss tal como se mostro.

En e primer caso, a suponer simetria radial en € medio 3 suponemos despreciable el
efecto deformador de los medios 1y 2. En el segundo caso, suponemos que los medios 1y
2 son lo suficientemente grandes de modo que s << a. Con ello los campos tendran simetria
radial (solo dependen der) a interior de los medios.

92



2.10 Problemas resueltos

PROBLEMA 1
Considere un cilindro conductor infinito de radio a inmerso en cuatro diferentes medios

seguin se muestra en lafigura. Si se cargael conductor con una densidad o, se pide calcular:
a)El campo el éctrico en todo € espacio.

b) Densidades de carga de polarizacion.

C)El vector desplazamiento D en todo €l espacio.

a

-
-
-
-
-
-
-d

FiguraP.2.1

Solucién:
Para redlizar este gercicio ocuparemos la ley de Gauss para desplazamiento eléctrico,
ﬁ D-dS=Q,,.. ecarass » &dEM&s de la condicion de borde E, =E,, y de la relacion para

medi 0s i Sotropos

O
Il
™
o
m
_I_
O

a) Suponemos que E = E(r)f .
= El campo en las intersecciones de | os diel éctricos es tangencial (r > a)

FiguraP.2.1.2
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Aplicando condicién de borde E, =E,,
= E,=E, =E, =E, = E (yaquelaUnicacomponente del campo es latangencial.
= El campo eléctrico no depende del diel éctrico.

Luego aplicamos laley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al
cilindro conductor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:

FiguraP.2.1.3

e r <a. Enestecaso, no hay cargalibre encerrada, con ello tenemos que:
E(r <a)=0.
e r > a. Podemos ver que laley de Gauss nos da:

D1-7z'rJr Dz-nr+ D3-7z'rJr D,-ar

2 2 2 2
simplificacion del largo del cilindro que corresponderia en ambos lados de ésta)

=2rac (En esta ecuacion ya esta hecha la

Si D, = ¢,E, obtenemos que el campo fuerade laesferaes:

dac .
r

E=
r(e,+e,+e3+¢,)

b) De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarizacion
(&, —&,)-4ac ¢
r(e,+&,+e,+8,)

|:3i = (¢ _50)E =

Sabemos que la densidad volumétrica de polarizacion es. p, = —V-P. Luego
concluimos que paratodo medio i, ladensidad pi es
= 10(rP)
ppl I r ar

(resultado esperado, pues de antemano sabemos que no hay densidades volumétricas de
carga)
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Tenemos también que existe una densidad de carga superficia debido a la
polarizacion en cada una de las zonas de borde. En la figura 9.2.1.4, podemos ver las

normal es asociadas a cada superficie.

'l;‘igura P.2.1.4----

Luego, sdlo existe carga de polarizacion o = P-fi en la cara del circulo. En esta
zona, tal como lo muestra el dibujo, € vector normal es — .
Entonces la carga de polarizacion de la superficie del cilindro depende de la zona de
contacto. Para cada zona, su valor es:
4ac (& —¢,)
(e, +e,+e,+¢,)

zﬁ.ﬁ:ﬁi._f:_

Evauandoenr =a
(&, — &)-dac

=0, =
"alg +e& +e +8)
—lo. = (6, — &) 4o
P (6, +& +& +¢&)

c) Como ya usamos en la parte a, para un material isoétropo (la mayoria) tenemos que €
desplazamiento se relaciona con el campo de formaque D = ¢E . Luego, € desplazamiento

para cada zonaes:
e D(nN)=0sir<a

g -4ao . :
= f sir>a, paralazonai.
r(e,+e,+e5+¢,)

O
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PROBLEMA 2

Un conductor cilindrico largo L de radio a que tiene una densidad de carga A por unidad de
longitud, se sumerge en un medio diel éctrico de constante dieléctrica . Se pide encontrar €l
campo eléctrico aunadistanciar>add ge de cilindro.

Solucioén:
Parar>a
mﬁ-ds=Q=AL
— 27rLD = AL
N .
2rr
Bt
2rre
PROBLEMA 3

Considere dos placas planas de vidrio ( &= 8.5) puestas verticalmente, que se encuentran
separadas por un hueco de aire y rodeadas de aceite (&= 3.0 ), ta como loilustralafigura
P.2.3. Un campo eléctrico uniforme de 2000 V/m existe en el aceite. Se pide cacular €l
campo eléctrico en €l vidrio y en el hueco de aire cuando e campo en el aceite

a) Esnormal alaldminade vidrio

b) Forma un angulo de 75° con ésta.

aceite are aceite

Vidrio Vidrio

FiguraP.2.3

Indicacién. Considere que los campos solo tienen componentes en el plano de esta pagina
(no tres dimensiones).

Para todos | os problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente
necesarios para resolverlos (incluida la posible necesidad de datos adicionales).
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Solucion:

Aceite / are Aceite
@

75° E
|
FiguraP.2.3.1
a) Setienen las siguientes condiciones de borde:
Dln - D2n =0
E, =Ex

Donde o eslacargalibre en lainterfaz, supondremos que no hay cargalibre en ninguna
interfaz, es decir, suponemos o =0.

Como el campo en e aceite es normal alasuperficie

=E,=E,=0

Dado que & campo en el aceite es normal ala superficie, se tiene que:
D=¢E=¢FE -¢,E =0

Donde los subindices son 1 para aceite y 2 paravidrio

glEl — grlgoE:L — grlEi — 3 2000 — 705882!
&, £,,€, &, 8.5 m
\%

m

aE =¢6E,=>E, =

Luego el campo parael primer vidrio es E,, = E, = 705.882

Entre vidrio (subindice 2) y € aire, que le asignaremos como referencia el 0, aplicamos
condiciones de borde de forma andl oga ala anterior.

v
m

6B =2, = E = &5 &b _ 2 _gong

& &g




\Y,

Luego e campo en el aireserd E, = E, =6OOOE

Parala proxima placade vidrio el campo valdralo mismo gue en la primera.

b) El campo eléctrico del aceite formaun angulo de 75° con lalaminade vidrio

Aplicamos condiciones de borde:
E, =E, = E -cos75°=E, -cosO @
D, =D,, = ¢gE, =¢,E,, = gE sn75°=¢,E,snb (2)

Multiplicando (1) por &, y sumando €l cuadrado de ambas condiciones tenemos:

(DE, - cos75° = E, - cosO / ‘&,
(2)¢,E, - sen75° = ¢,E, - send
@)? +(2)* = E(¢g,” cos’ 75°+ g, *sen’ 75°) = ¢,°E,?
= E’(g2¢. cos”* 75° + g6, e’ 75°) = 2,6, E,°

= E(g% cos’ 75° + &7sen’75°) = &7, E,°

»  EP(&’,c08" 75°+ &% sen’75°)
- 2
8r2

=E,

Considerando E, = ZOOO\r/—n

= E?, =1991075,088 = E, =1411, 052
m
E,en) =06
cosg = £2°00875" _2000-0.258 _ 5 550 68 479
E, 1411,052

= E, = E, cosof + E,senfn

= |E, ~517,633f +1312, 68ﬁ[!}
m

Para encontrar el campo en €l aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde:
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E,=E,=E, = 517.6331/—n

D2n - DOn =0= 82E2n = gOEOn
_ Ex&6sn

:>E0n_

&g

= E,, = 8.5-1312.68:/—n

= |E, =517.633t +11157.8n P}
m
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2.11 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se encuentran
ubicados tal como lo indicala Figura PP.2.1. El espacio entre ambos se encuentra lleno de
un material con permitividad €. El vector polarizacion entre ambos medios esta dado por P

= r’r+sing9g

Dado lo anterior
a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacion
b) Calcular ladensidad volumétrica de carga de polarizacion

c) Plantear unaexpresion parael vector campo eléctrico en todo e espacio.

TN

N~

FiguraPP.2.1

PROBLEMA 2

Una densidad de carga esféricap(r) = kr (0<r<a) se encuentra rodeada de un material
dieléctrico con geometria esférica hasta una distancia radia b, segin se muestra en la
FiguraPP.2.2

LS
LS
LS

PSPPSR,
PSPPSR,

L e NP PR RV YT )
L LTI )

FiguraPP.2.2
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El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un
momento dipolar eléctrico de 5x10% [Cm] orientado radialmente (seginr). La
densidad de carga produce una modificacion en las moléculas, las cuales presentan
lasiguiente densidad volumétrica g(r) = kr? [moléculassm®]. Se pide:

a) Determinar € vector polarizacion del medio material.
b) Calcular loscampos D y E entodo € espacio.
c) Determinar ladiferencia de potencial entre los casquetes definidos por radiosay

b.

PROBLEMA 3
Considere tres materiadles dieléctricos homogéneos formando la configuracion
esféricade laFigura PP2.3.

Figura PP.2.3.

En e centro de laesferade radio a se ubica unacargaq. Se pide:

a) Cacular D entodo el espacio.
b) Calcular E entodo e espacio.

c) Sonigualesloscamposenlaszonasl y Il.
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‘ CAPITULO 3. CONDUCTORESEN ELECTROSTATICA

| 3.1 Modelo Bésico de Conductor es

Modelaremos un conductor ideal como un medio material en e cua existen abundantes
cargas positivas y negativas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un
campo eléctrico. Asi, a aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas,
las gque se moveran hasta alcanzar € estado de equilibrio. Este equilibrio implica que €
campo eléctrico a interior del conductor debe ser nulo (de otro modo las cargas
continuarian su movimiento) segun seilustraen laFigura 64.

E
Sin Campo el éctrico —_—)
&3 ]
& O
(S SR BlenE
2 @ o o ®'®
4e | @
S /@ o
Carga netanula Carga netanula

Figura 64. Conductor en presencia de un campo €l éctrico.

Supondremos en principio gque la cantidad de carga libre a interior del conductor es muy
elevada (infinita). Por lo tanto siempre e conductor puede disponer de carga negativa y
positiva para localizarla, de modo que se alcance € estado en que € campo interior sea
nulo en la condicidn estacionaria. En este capitulo solo estudiaremos la condicion de
equilibrio y dejaremos el fendmeno de la conduccion para més adel ante.

| 3.2 Propiedades

De la definicidn anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades:

1. Lacargasolo seredistribuye en lasuperficie, yaquesi Eesnulo en el interior
= V-E=0= p, =0, 0sea, no existe densidad volumétrica de carga.

2. Todalasuperficie del conductor es una superficie equipotencia. En efecto, dado
queAvV =— J' E-dl y dado que E esnulo al interior del material conductor, entonces

AV =0 entre cualquier par de puntos del conductor, es decir, todo el conductor
esta a un mismo potencial.
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3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal ala superficie

del conductor y vale E = %h , donde ¢ esladensidad superficia de carga del
€
conductor. Consideremos & conductor de lafigura 65.
mitad manto s
S

Figura 65. Densidad de carga en conductores.

Aplicando laley de Gauss a cilindro infinitessmal de la Figura 65 se tiene
ﬁD'dngTotaJ
Dado que solo hay campo afuera = D,, =0

ﬁDdéz”DdS+”DdS@®

mitad tapa
manto exterior

haciendo tender h—0 la contribucion de lamitad del manto se hace despreciable,

conello
= {{D-dS=D,As
= D,As=0As
pero
D, =¢E,
—E=%n
&
parael areg = ¢, luego
E=nB2
80

Lo que concuerda con laintuicién fisica, ya que s hubiera campo en € sentido tangencial
en la superficie del conductor habria movimiento de cargas, e que se mantendria hasta
alcanzar un nuevo punto de equilibrio con campo tangencia nulo.
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3.3 Caso Conductor con Oquedad

En esta seccion probaremos que toda carga libre solo existe en la superficie exterior de un
conductor. Consideremos € caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le
inyecta una cargalibre Q, la cual puede desplazarse libremente en & conductor, tal como se
muestra en la Figura 66.

Carga
NetaQ hueco interior

Q
l

o superficial caraexterna
Figura 66. Densidad de carga en conductor hueco.

Si tomamos una superficie S que contenga al hueco, por laLey de Gauss se debe cumplir

ﬁ Ijim. -dS= Qtotal
&

Pero D,, =0= Q,,, encerrada por lasuperficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada

por lasuperficie S puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco,
0 bien auna carga en volumen. Pero ya hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no
puede tener densidad de carga en volumen. Por €llo, la carga en la superficie interior del
conductor es nula.

En consecuencia, solo podra distribuirse la carga libre Q en la superficie exterior, 1o que
haréa de forma que se produzca un campo nulo a interior.

Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual Q en e hueco
interior de un conductor sin carga, segun se muestra en la Figura 67.

Figura 67.Carga en oquedad.
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En este caso, a aplicar la Ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que D,, =0=> Q,,

encerrada por la superficie S es nula. Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una
densidad de cargac’ en la superficie interior de la oquedad de modo de lograr que la carga
neta sea nula, es decir,

”a'dS+Q:O (3.3)

Ahora bien, como la carga neta de todo € conductor debe seguir siendo nula (estaba
descargado originamente), aparecera también una densidad de carga ¢ en la superficie
exterior del conductor de modo que

[[ods=Q 34
S

Lasituacion de equilibrio se muestraen la Figura 68.

Figura 68. Situacion de equilibrio.

Aquicy o  sedistribuyen de formaque el campo a interior del conductor es cero.

EJEMPLO 18.
Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas Q y -Q respectivamente. Entre

las placas existe un material dieléctrico de constante digléctrica . Suponiendo que
desprecian los efectos de |os extremos de las placas (0 sea placas «) se pide:

1) Distribucion de las cargas en las placas
i) Campos en todo €l espacio
1)) Diferencia de potencial entre las placas

Solucién:
Consideremos que la configuracion es la mostrada en la Figura 69.
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S
Oy S \ . Q
S
G>\/v 1
N — . -Q
63 / ‘/‘\ !
Oy AA ™ AA,
Figura 69. Condensador placas planas.
) Llamemos 61, 62, 63 Y 04 alas densidades de carga superficial en c/u delas
caras delas placas. Se cumple
Q=0,A+0,A>0,+0,=0 (3.5
donde o = Q/A.
Andogamente se obtiene
o;+0,=—0 (3.6)

Por simetria los campos solo tienen componente segun K (sblo habra cargas en
planos).

Consideremos e volumen contenido por la superficie S;, e cua es un
paralelepipedo cuyas caras horizontales estan contenidas en ambos conductores.
Alli se cumple

ffD-dS= [[D-dS+ [[D-dS+ [[D-dS
S tapa manto tapa
abajo arriba
pero en latapade abajo y en lade arriba D esnulo, y en € manto D es ortogonal a
dS, luego

ﬁD-d§=0+0+0=o
[

Por otra parte Qua =AAC, +AAC,
Luego por laley de Gauss ff D-dS=Q,, s decir, secumple
=0,+0,=0 (3.7
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En el espacio exterior alas placas el campo es constante (se debe solo a distribuciones
de carga superficial constante) y tiene ladireccion del vector k unitario. Llamémosio
Dext.

Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie S2, 1a cual define un
paral el epipedo que traspasa ambas placas. Se cumple

ffp-ds=Qu.

ffp-ds=2D_aA,

Qua =0,AA, +0,AA, +0,AA, +0,AA, =(0,+0,+0,+0,)AA, =0
=D, =0

Es decir, no hay campo exterior alas placas.

Parala superficie S3, la cual define un cubo cuya carainferior esta contenidaen e
conductor y la superior fuerade é, se cumple

ﬁD'dS:Qtotal
{[D-dS=D,,AA +D_AA =0

Int
Qo =0:0A, =0, =0
Asi,de(35) 0,=0,de(3.7) o,=-0cy de(3.6) o,=0.

Ladistribucion de carga se muestraen la Figura 70.

c,=0

i D v
! i o
E)"" L/_’__%L_l/

s/ o,=0 ©

Figura 70. Gauss para un condensador.
i) Nos falta calcular € campo entre |las placas. Tomando la superficie Gaussiana

S, cuya carainferior esta contenida en el conductor y la superior en €
dieléctrico, setiene
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ffD-dS=Qu Suponiendo D,, = Dk

ﬁﬁ-déz—DAA}
=-D=-0c

Qua = —0AA
B = ok
El campo eléctrico a interior del dieléctrico es E,, ~Du E. =-2k
1 1
d
AV =—[E.d
i) 0
d
V, -V, =—[E,-d
0
a (o} (e}
sz—j(—jk-(dz)kzzg di = dzk
A £
(e}

Asi, sio,5,d>0=>V -V _>0

Notar quedado E=-vv, paraunavariabletenemos g—-_% ;. Luego s sabemos el
OX

voltgje entre dos puntos, para pequefios incrementos podemos aproximar

E__AV.
AX
= AXE = —AVI

(Xz - Xl)E = _(Vz _Vl)f

A modo de ejemplo, si tomamos lareferenciadelaFigura71 donde X, — X; < 0, setiene

s V>Vy = E=FEl; s§VxV; = E=E(-), queesel caso mostrado en la
figura.

(10000 [V]) V1

X1
(100[V]) V2  --¥-mmmm- i

Figura 71.Direccién campo el éctrico.

En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera tenemos
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24 _ 2 _

[E-dl =—[VV.d

1 1

VV=&|”+QT+&R
oX oy 0z

dl = dxi' + dyj + dzk

vV -d =ﬂdx+ﬂdy+ﬂdz= dv
X oy 0z

E.dl =—

PN

Es importante notar que en el gjemplo anterior, si € dato hubierasido ladiferenciade

potencia AV = %4 , los resultados serian idénticos (PROBARLOQY).
&

3.4 Condensadores

Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de
igual magnitud pero de signo contrario a otro. Generamente se dispone de un dieléctrico
entre ambos conductores. Se define e parametro capacidad de un condensador como

Q
C=— (38
AV (3.8)
donde Q esla carga positiva de uno de los conductores y AV la diferencia de potencial entre

ellos (Vo-V.g). Se cumple la propiedad de que la capacidad C esindependientede Qy AV y
sblo depende de la geometriay las caracteristicas dieléctricas de los materiales.

VQ V—Q
E -Q
—
Q I vV, >V,
== G
— = = ()
VQ_V-Q

Figura 72. Condensador.

EJEMPLO 19.
Calculela capacidad del Ejemplo 16.

109



Solucién:
Teniamos la configuracion

Area A

Figura 73. Condensador placas planas.

Se cumple onAyszgd, luego

c-P_c-A
d d

o —

&
Luego para este ggemplo la capacidad tiene | as siguientes propiedades:

e Menor d = mayor C,

e Mayor A = mayor C,

e Mayor ¢ = mayor C,

e Paraun mismo AV, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su
capacidad.

EJEMPLO 20.
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 74. Desprecie los efectos de borde, i.e.,
calcule campos considerando a, b<< L.

4 ]
s
P
-
127, 2771 [ tagPig|
s r iV adPnd
L-T-7 -l voc T
L= .z [P diag|
et g
L PP (Bt
[P =77 _-I
- - P
Lo L= g
L -7 _~-I 1m0
g s s - e N
- g ] - - .
P aaity Pt
- P
.7 . ( L7 -2 -7
s - - 7
Tt et
PR e DU, (-~ -7
Pyt -
L~ o~ -\
/;’ P Ao
J7 2044 L SR AP
/—/ P24
-
-,

Figura 74. Condensador cilindrico.
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Solucion:
Llamemos 61, 62, 63 Y 64 alas densidades de carga superficial de cada cara.

Figura 75.Distribucion de cargas condensador cilindrico.

Si distribuimos la carga de modo que 63+64=0,Y 61+6,=-0}, paraque el condensador
cumpla con la definicion se debe tener
Q=Ga2ﬂaL=Gb2ﬂbL:>%=9 0]
o, a
De acuerdo alas propiedades vistas en los conductores |a carga se dmacena en la superficie
externa, es decir, 6,=0 = o3=ca. Tomemos una superficie gaussiana S seglin se muestra

en laFigura76.
S

Figura 76. Simetria axia exterior.

Aplicando laley de Gaussa S

i{:f D-dS= Quota
El sistema posee simetriaaxial, luegoD = Dp parar > b (al interior del cilindro conductor
externo) y esnulo al interior de los conductores, o seaen el manto de S. Por €llo,
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Qua =0, AS, +0,21bl = [[D-dS= [[0-dS
2ral
= Qua =0=> —0,27al =0,2xbl
a
=>0,=—0,—
b
y de (i)
=o0,=—0,=>0,=0
Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a<r<b como lamostrada en laFigura 77.

N

Se cumple

Ladiferencia de potencial entre placas es:

b
V, -V, =—[E-d
a
y escogiendo d = drp
®c.a c.abdr o b
AV, =—[Z22pdrp=—"22[= =-Z2aln= (x)
Y er g3 P a
Por definicion CzA?/,yenestecaso
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AV =V, -V =V, -V, =-AV,, (*)

y Q=0,27aL > o ,a= % . Ocupando (**) y reemplazando todo esto en (*):
JTl

AV = Q InE
2rale a
_g_ZnLg
AV InE

a

Notar que nuevamente la capacidad C es proporciona a ¢ y € area, e inversamente
proporciona a la separacién entre las placas. Se acostumbra a designar 1os condensadores

por e simbolo
CA L V+
= V-

Figura 78. Simbolo condensador.

\ 3.5 Cargas en medios materiales

Resumiendo |o que hemos visto hasta aqui eslo siguiente:

(1) Dieléctricos

5
9P o

Figura 79. Cargas en di€l éctricos.

D=eE+P

D=¢E
L os medios se componen de dipol os que pueden girar en torno a su posiciéon de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i)  Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte 113




Figura 80. Conductores en equilibrio electroestatico.

Solo tiene distribucion superficial. Lacargaa interior esnula p=0y no hay
polarizacion P=0.

En la préctica, los medios materiales podran exhibir carécteristicas tanto de dieléctricos
como de conductores.
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3.6 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En laFiguraP.3.1 se muestra una distribucion cilindrica, la cual estaformada por dos
medios que poseen caracteristicas dieléctricas y ohmicas. Se pide:
a) Suponiendo que los conductores estan a una diferencia de potencial Vo, calcular €l
vector densidad de corriente.
b) Calculelacapacidad del sistema

c) Caculelaresistenciadel sistema

7
e
-

o=

FiguraP.3.1

Solucion:

[[p-ds=q+Q,
Dl(27r —2a)rL + D,2arL=Q, +Q,

Donde Q; y Q. eslacarga sobre e manto del cilindro con angulo de (2r-2a) y 2 o
respectivamente. El largo del cilindroesL.

Por condicién de borde de la componente tangencia del campo:

D D
E,=E,=E,=E,=> '="2=D,=
& & &4

Reemplazando en la expresion anterior:

D.g,
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D, (27 — 20)rL + 222 241 —Q, + Q,

€
=
D, - Q+Q, -
r((27r—2a)L+2aLg—2)
1
D, = (Zz Q+Q, ,
b r((2r - 2a)L + 2al. “2)

&

Aplicando la definicion de diferencia de potencial:

V() =-[ E-dr+V(ref) >V (1) -V(ref) =—[ E-dr =V, =-[ E-dr = ["E-ar

E-E-E-2-"2 g

& & r((2r - 20)e,L + 20l e,)

Q+Q,

=V, = ¢
° L r((2z —2a)s,L + 2ale,)

(27 - 20)e,L + 20l ¢,)
V,((27 - 2a)e,L + 2al¢e,)

2 QrQ, = In(a/b)

L as densidades de corriente se calculan como:

Q+Q,

J1: 91E1: g1E: g

"r((27 - 2a)g,L + 20L¢,)

J1:g2E2:ng:g

Con Q: + Q. yacalculados.

La capacidad del sistema se puede calcular a partir de la siguiente expresion:

V, = Q+Q, In(a/b)
(27 - 20)e,L + 20l ¢,)

21 (27 - 2a)e,L + 2al¢,)

V, ~C- Vo (27 — 2a)¢e,L + 20l ¢,)

C=—"9
Q+Q, In(a/b)
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Para calcular laresistencia se debe calcular lacorriente|.

| =[[3-ds=[[3,-dS +[[J,-ds,

=
Q+Q, Q+Q,
| = rdédz + rdédz
” % r((2r —2a)e,L + 20l ¢,) ” 9 r((2r - 2a)e,L + 2alg,)
=
| =g, Q+Q, (27 -22)L+g, Q+Q, 20l
(27 — 20)e,L + 20l ¢,) (27 — 20)e,L + 20l ¢,)

Finalmente, por ley de Ohm:

V
Vo=RI=R="°

Con | yacalculado.
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PROBLEMA 2

Un cable coaxia de seccion circular c+h tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos
conductores. El conductor interior tiene un radio exterior ay esta rodeado por una cubierta
de dieléctrico de constante dieléctrica ¢, y de radio exterior b. A continuacion hay otra

cubierta de dieléctrico de constante dieléctricae, y de radio exterior c. Si se establece una

diferencia de potencia V, entre los conductores, calcule el vector de polarizacion y las
densidades de carga inducidas en los dos medios diel éctricos.

Solucion:

Llamemos o, ala densidad de carga superficial del cilindro de radio exterior ay o, ala
del conductor de radio interior c.

Primero calculamos €l campo eléctrico en funcion de la densidad de carga o, debiendo
separar € calculo paralos diferentes diel éctricos.

Para a<r<b:
[ﬂ D,dS=Q
D,2zxrL =2ralo,

— aU N
=>E, =—"2r
&yl

Ahorabusquemos €l valor de o,

AV:—jEdl
a b
=V(a)-V(c)=-[Edr—| E,dr
b C
a b
V,=—[ Edr—[E,dr
b C
a b
Voz{jﬂdwjﬂdr}
bglr ngr
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V,=-ao,| —[=dr+—[=dr
_Slbr 82Cr

V, =-ao, iIn(g}riln(EH
e \b) ¢ \c
VO:ao{iln(EjJriln(Eﬂ
g \a) g \b
VO
=0, =
1 (b} 1 (c
a{ln(jjtln(ﬂ
g \a) g \b

Ya que conocemos € valor de o,, caculemos e vector de polarizacion y densidades de
cargainducidas.

123 1bg }

Ei:(gi _80)E

p,=-V-P =—E(MJ=O parai=12
r\ or

o, =PR(RN

op =R(R) =(¢ —go)% para radio exterior

op =R(R)= (so—gi)% pararadiointerior

Para a<r<b:

B =(5-5)E

— aG A
R =(a-a) 2t
re;

p,=0

ac
op = R(b) = (g _go)gl
1

O. O.
O-’Pl = Pl(a) = _(51 _50)8_1 = (go _81)8_1
1 1
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Para b<r<c:

E = (52 _go)g

— aa A
P2 :(82_50)_lr
re,

p, =0

ao
op =R,(C) = (¢, _go)gl
2

ao
op, =B(b) = (& _‘c;z)al

2

PROBLEMA 3

Se tiene un cilindro muy largo de radio b, € que es rellenado con tres materiales
dieléctricos como se indica en la figura. Sobre la superficie del cilindro interior se
distribuye una densidad de carga . Calcule la relacion entre ¢, y ¢, de manera que la

carganetaen lafronteraentre el dieléctrico 1y 3 seanula.

5

(@2
FiguraP.3.3

Dr<a

[D-ds=Q,, =0
—D=0,E=0
=P=0
2)a<r<b

[D-ds=Q,,

—D,-a-r-h+D, (27 —a)-h-r=c-2z-a-h
=¢-E-ar+e-E-(2r1-a)r=c-2r-a
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Condiciones de borde

El campo eléctrico apunta en la direccion radial en ambos dieléctricos , por o tanto en la
interfaz se cumple que:

Ei-EioE-E-E
=¢-Ea-r+e,-E(2r-a)-r=c-2r-a

— Zﬂaa A

=>E= or
(6,-(2r—a)+g-a)-r

LB (6,—&) 2r-a-c -
(6,-(2r—a)+ea) v

B - (e,—&,)-2n-a-c -

(6,-(2r—a)+ea)-r

Queremos que:
O = P1-Ng-a)+0 =0
= |31 : ﬁ(r:a) =—0
(e,—&)) 2n-a-c
_(82-(27T—OC)+81-(X)-8.

=—0

=¢ - 28, 2n=¢, (2n1—a)+&a
=>¢-(2r-a)=¢,-(2n—-a)+¢&,-2n
2n

= 81:82+80'E
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PROBLEMA 4

Considere un grupo hueco de materia plastico (ailante) de lado a, € cua tiene dos
orificios A y B por los cuales puede entrar y sdlir liquido dieléctrico, respectivamente. Las
caracteristicas del material dieléctrico son permitividad ¢ y densidad de masa Pm. Las
caras superior e inferior se forran con material conductor, como se indica en la figura (los
orificios se mantienen).

(@)

-
L .

»
0

v

B

FiguraP.3.4.1

a) Determinar la diferencia de potencial minima que se debe aplicar entre los conductores
para mantener el cubo Ileno con liquido dieléctrico.
b) Determinar para dicho potencial la densidad de carga de polarizacion.

Sugerencia: Considere primero el cubo parciamente [leno de liquido hasta una aturax
(medida desde el fondo) y calcule la diferencia de potencial minima necesaria para evitar
que €l liguido se escurra por € orificio inferior.

Solucion:

a)

Al tener el cubo parcialmente lleno podemos considerar €l sistema de dos condensadores en
serie equivaente:

47y
re

v C1

FiguraP.3.4.2
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En el cual calculamos la capacidad equivaente:

C - s-a’ 2 g-a’
ox ] (a—x)
CC,  &ga’

- C,+C, e(@a—x)+eyx

—-C

Si consideramos |a constante dieléctricak:

_ goka’
' ka-(k-Dx

Secalcula laenergiade sistema:

2 2
W:EC V2o Ve ka
2 2(ka—(k-1Dx)

Lafuerza que acttaen la carainferior del cubo:

dw - VZeg,a’k(k -1
=—1 —>F=
dx 2(ka— (k —1)x)?

T

Condicién del problema (g: aceleracion de gravedad):

F >a’xp,.g

Reemplazando y considerando x = a (cubo lleno):

V2 2a’p,g

—s.k(k-D=>a’ V> [—"=
2 80 ( ) pmg:> Sok(k—l)

b)

P=¢,XE;X =k-LPh=0,

80(k _1) 2aspmg ~ = 2apmggo (k _1)
a e.k(k—1) P k
0

:>Gp=P=
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3.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se coloca un dieléctrico en & volumen comprendido entre dos esferas de radiosay b. La

esfera interior posee densidad de carga libre superficial o,. Cacular E,D,P,0,,p, en
todo € espacio.

FiguraPP.3.1

PROBLEMA 2
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas
paralelas circulares alas cuaes se le aplica una diferencia de potencial Vo. Para este sistema
se pide determinar:

ad) Ladensidad de cargalibre en lainterfaz dieléctrica

b) Las densidades de carga de polarizacion superficial y volumeétrica.

c) Lacargatota inducidaen los electrodos.

Vo
e N
N T

a
8l,gl l
€510, b
— V=0
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CAPITULO 4. ENERGIA ELECTROSTATICA

| 4.1 Definicién

La energia electrostética de un sistema de particulas esigual a trabajo necesario para
formar dicho sistema= W=U. (4.1)

Comencemos estudiando € trabajo necesario paraformar un sistema de tres particulas en
posiciones P1, P2 y P3 segun se muestraen la Figura 81.

Figura81. Energia sistemade particulas.

Para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una las cargas desde €
infinito. Para traer la primera carga no es necesario efectuar trabgjo ya que no existe una
fuerza que se oponga a movimiento. Paratraer la segunda carga se debe hacer € trabgjo
W, =q,Vy

donde V2 es € potencia producido por lacargal en laposicion Pe.
Paratraer latercera carga se debe hacer € trabgjo

W, = Q,Vy, +QVs,
aqui V= es @ potencial producido por lacarga 2 en la posicién P
El trabgjo total paraformar este sistemaes:

W = 0+W, +W; = .V, +Q5Va + Vs, (4.2)
Si ahora cambiamos e orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser €
mismo), digamos que primero traemos lacargads , luego laq, y findmente laq; setiene:

W =0+ V5 + Vi3 + AV, (4.3)
sumando (4.2) y (4.3)
= 2V =0y (Vi3 +Vy,) + 0, (Vo + Vi) + G (Vay +V3,)
\—,_/ %f_/

potencial en 1 potencial en 2 potencial en3
1 1 1
=>W-= 5 .V (R) +§ qzv(Pz)"'E q3V(P3) (4.4)

Asi, laenergiatotal de este sistema eslamitad de la sumadel producto de cada carga por €
potencial producido por € resto de las cargas en ese punto.

125



Procediendo en forma andloga, para un sistema de n cargas se tiene:

W:%Zn:Qka (4.5) en[J joules

Por extension, para distribuciones continuas de cargasetiene Y —| y g—dq, con ello
Lvindg (46

y para una distribucién especifica de carga tendremos:

wzé [ArV(dr (@47 paradistibucioneslinedles

W:%ﬂo(r)V(r)dS (4.8) paradistribuciones superficiales

W = %jﬂ p(FV(r)dv (4.9) paradistribuciones en volumen
\%

4.2 Energia de un Sistema de Conductores

Consideremos un sistema de conductores con cargas Q1,Qz,...,Qn Seguiin se muestraen la
Figura 83.

Figura 83. Energia sistema de conductores.

En este caso toda |la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo
habra c. Asi laexpresion de la energia el ectrostética ser&:

W = ljjal(r)V(r)dS+iHaz(r)v(r—)d3+ ---+£H6n(r‘)V(r‘)dS (4.10)
2 S 2 S, 2 S,
pero el voltagje en la superficie de los conductores es constante, luego

W =2V, [[o,(MdS+ 2V, [[o,(NdS+ ..t 2V, [[o,(1)dS
2 7% 2 73 2 3

%/_J L ——
Q Q, Q,

Wi
W= ZZ:\/iQi , (4.11)

donde Vi es € potencia del conductor i-ésimo y Qi su cargatotal.
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Caso condensadores
Aqui solo intervienen dos conductores, seglin se muestra en la Figura 84.

Vi @
Voo o

Figura 84. Energia de condensadores.

Por |o tanto,
1
W = E (V1Q1 +V2Q2)

PEro Q,=-Q =W-= %(\/1 ~V,)Q, Y COMO Q=CAV, las expresiones quedan final mente

3W:%%2 411) 6 W:%C(Av)z (4.12)

4.3 Fuerza Eléctricay Energia

Un aplicacién importante de la energia es €l calculo de fuerzas. En efecto, teniamos que la
expresion del trabajo entre dos puntosay b es

b
W=—[Fed (413

De esta expresion fluye que

F=-VW (114

La fuerza es e gradiente del trabajo. En términos de la energia, decimos que la fuerza es
producida por una variacion de la energia almacenada en el sistema.

Para el caso en que la configuracién tiene un grado de libertad, por egemplo segun x, la
expresion de la fuerza puede obtenerse de

Fo_Wy
OX
En muchas aplicaciones esta forma de calcular lafuerza puede ser més facil de obtener que

mediante el calculo directo con campos.
EJEMPLO 21.

Consideremos un condensador de placas planas de area A, en el cua unade las placas
puede moverse libremente en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 85.
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X, 7 =
>
Figura 85. Energiay fuerza eléctrica.

Si iniciamente se cargan las placas con Q y —Q respectivamente, se pide calcular lafuerza
entre las placas.

Solucién:
., , 1Q2 . . .
La expresion para calcular la energia es v -~ , ya que e movimiento se realiza con
2C

carga constante (carga neta no se modifica en  movimiento). La capacidad, segun
habiamos calculado anteriormente, es . __A, pero ahora la distancia entre las placas es
d

variable, por €llo,

C=¢, A
X
Luego la expresion de la energia queda,
2
W — lQi X
2 g,A
Con ello lafuerza que experimenta la placa movil es
W 1Q°
F= _W R=—= Q
OX 2g,A
Resultado que es congruente con € campo constante entre las placas. Esta relacion es
ampliamente usada en transductores de presion, voltimetros, micréfonos, etc.

X

Comentario. Si ahora en vez de imponer que la carga se mantenga constante, imponemos
gue latension entre | as placas se mantenga constante, por gjemplo mediante una bateria, se
tendriala situacion de la Figura 86.

X,

g

O —O

J K

Vo
M

Figura 86.Energia con baterias.

W
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Aqui se cumple
V, -V, = _J- Eint -dr

0
AV = —_([(— Zjl’(dx)l“ = %x X

= AV =V, = Zx
&

Y dado que V, se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varia) la
densidad de carga o debe modificarse. Este cambio lo realiza la bateria que mantiene
constante la diferencia de potencial entre las placas. Posteriormente abordaremos el trabajo
gue redliza este tipo de fuentes de voltge, pero por ahora conviene puntualizar que este
efecto no estaincorporado en |as ecuaciones de energia deducidas anteriormente.

4.4 Energia en términos de Campos

Consideremos €l caso de una distribucion volumétrica de carga p en un volumen Q, cuya
energiaes

1 N
W=U =l p(r)V(r)dv (4.15)
Q
PEro v e b = p(r), luego podemos escribir

U :; [[[(v-B)vdy (416)

Dado que p(r)seranulo en todo punto fueradel volumen ©, €l espacio de integracion puede

ampliarse a un espacio mucho mayor, por gemplo una esfera X de radio R que contenga al
volumen Q, seguin se muestraen laFigura 87.

Figura 87.Energia en funcién de campos.
I 1 _
Podemos escribir entonces |y = = I j I (v. D)\/dv
2%

Usemos ahoralapropiedad v . fA= A.Vf + f(v.A), conédlo
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V.\VD]=D-vV+V(V-D)= (V.-D)V =V .[vD]- D-vV, y aplicandolo a integrando
podemos escribir

U =319l 2 /5 - (vW)av (417
2°5 2°5
Aplicando el teoremade ladivergenciaa primer termino tenemos

U=2fvD-ds-1[jj5-(vV)av 418
2 2°5

)

sabemosqueVoc% y Dociz:VDocis.Porotrolado ds oc 2 jvf).dgoc},porlo

r r r
tanto st R—o setiene que ﬁVD .ds—>0
S(z)

=U == (][5 (WW)v

y aplicando VV =—E obtenemos finalmente |a expresion parala energia en funcién de los
campos como

~U=2[[D-Edv (419
2%

Al término W, :1[3 -E  (4.20) se le conoce como densidad de energia electrostética

[Im?].

N

EJEMPLO 22.
Parala configuracion esféricade la Figura 88 se pide calcular |a energia el ectrostética.
Suponga p = p, constante.

Figura 88.Energia esfera uniformemente cargada.
Solucion:

Calculemos primero los campos para0 < r < a. Aplicando laLey de Gauss auna esferade
radior<a
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Danr? = p,—ar®
—D=Lorr y Ezgzﬁrf
3 & 0
Usando e mismo procedimiento parar>a
ﬁD'dSZQtotal
2 4 3
Danr =p0§7z'a
_ 3 3
:Dz&a_zf, A:poa if
3r 3, 1?

Luego laenergia electrostética del sistemaes

eﬁfera resto

~[[[o-Eav = J[[D-EdV+ J[[D-EdV

Dentro de laesfera:

0

(po rfj[&rfjrzsineded(pdr
3e
p—°”r427rsin9d9dr
00

2.5
Ek
Eo

—_— 7T_
18¢, 5|,

Fueradelaesfera:

><r *sin6dédedr

e eV =S5

fuera

18¢, T 0
_2p,atn 2p)an 9]
9¢,a 9¢,

Luego laenergiaes
_ 27 2 a 107r ’a 127r 47r

4580 45¢, 458 550

Otro camino.
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Po a’

ra
e, r )

Secalculael potencial = V() =

6p—;(3a2—r2) r<a

1 N[
=U zémp(r)V(r)dv
z
Pero € espacio donde hay densidad de carga es solo la esferade radio a, luego

2 a
U — pO J.
12¢, ¢

i|z'(3a2 ~1?)r*sin0dodear
0

2 572
=U= Po x 47t x azl’s—r—
12¢, S |,

2 5 2 5
UZ&ﬂ aS_a_ ZM[J]

3, 5 15¢,
resultado idéntico al anterior.
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4.5 Problemas Resu€ltos

PROBLEMA 1
La molécula de agua tiene un momento dipolar de 6.3*10*° Cm. Una muestra contiene
10" moléculas, cuyos momentos dipolares estan todos orientados en la direccion del

campo eléctrico de 2.5*10° N/C ¢Cuénto trabajo se requiere para rotar los dipolos desde
esta orientacion (0°) a una en la cua todos |los momentos sean perpendiculares a campo
(90°)?

Solucion:

p=6.310%r[Cm]

F =qE

T= p-q”E”sin@

Trabg o para una molécula

dW =7d6
0 0

W=U,-U, = Ird@ = | pgEsin6de = paE (cosd — cosb, )
6 6o

L os que buscamos en una rotacion de 90° , por o que nos fijamos 6, =90° y6 =0

=W = pgE(cos0°—-cos90°) = pgE(1-0)

=W = pgE

Como lamuestra contiene 10° moléculas, el trabajo total serdla suma de todos |os trabajos
=W =10" pgE

Solo nos queda reemplazar los valores de g, p y E, en que q corresponde a la carga del
dectron (1.6*10°C), p la magnitud del momento dipolar (6.310%r [Cm] segin el
enunciado) y E es e mddulo del campo eléctrico cuyo valor nos entrega e enunciado que

corresponde a 2.5*10° %
=W = 25210 [Nm|
=W =252%10%[J]

PROBLEMA 2
Unaesferaderadio R y de materia no polarizable (&, =1) esta cargada con una densidad

de carga uniforme, de tal modo que su cargatotal es g. Calcule laenergiadel sistema.
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Solucion:

FiguraP.4.2.1
Sealaesferade centro 0y radio R; aplicando € teorema de Gauss a una esfera concéntrica
deradior, se obtiene:

[ﬂ-ﬁ-dézi-p-ﬂ-n-ﬁ (para r<R)
S € 3

E-47r-r2=g-p-7r-l’3 (pues E es solo funcionder y esradial)

q 3q
(& KO = =
3
luegoE=2"" F:i_B-q-rg_F: L% (r<R)
3, 3¢, 4r-R 47 -, -R
parar > R:
[Ug.ag:&
S €9
4wz =4
&
E q "
luego:E=—F——-r
=~ A g, 1°

Laenergiadel sistemaser&

D-E g, E?
W:J:TUT-dT:LU 5 -dr
enque v estodalaregion en que existe campo eléctrico, (todo el espacio).
Sea W, laenergiadelaregion r <R,y W, ladelaregion r > R, se cumple que:
W =W, +W,
Calculamos W, yW, :
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E

“Ey- J-J- E®-dr

r<R

2
jjj(4ﬂg = j-rz-sene-dr-de-d(p
0

=00=0r=0

.go-(ﬁmj [[r*-seng-dr -do-dg

2 R5
S R V5
4z -£,-R 5

2

W=
407 -, - R

=
Il
NIk N I\J||—‘ I\J||—\

Vvl_

()

WZ:%-SO-}UR E?.dr

T 0

21 2
szl'go'J- J' I(er} -r2.seng-dr-do -de

2 0=00=0r=R 4r &,
2

SET TR

2 4r - g, R

_ 9
? 8r-¢-R

2

Finalmente:

2 2
W = a (i+}j:3—q
r-5,-R\40 8) 20m-g,-R
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| 4.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se tiene un cable coaxia formado por 2 cilindros metadlicos concéntricos, de longitud
(di+d2) y radios a y b. El espacio entre ambos conductores se llena con dos medios

dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes dieléctricas y conductividades (¢,,9;)

enunazonadelargodiy (¢,,d,) en unazonade largo d2 respectivamente.

Si se mantiene una diferencia de potencia V constante entre los cilindros
conductores, calcular
a) Ladensidad de corriente en el espacio entre los conductores (a<r<b).
b) Laresistenciay lacapacidad del cable coaxial.
c) Laenergiaamacenaday lapotenciadisipadaen €l cable.
Indicacién: Considere que (di+d2)>>a,b lo que permite suponer simetria radial. Desprecie
las corrientes que circulan por los conductores.

[P dl Ll d2 -
[« Pt >
b/]\ 81, gl Fod 2 g2
-V +
FiguraPP.4.1.1

PROBLEMA 2
Encuentre la cantidad de energia amacenada en e campo eéctrico producido por una

esfera que mide 3m de radio y que tiene una densidad uniforme de carga p, = 2-10°° [%}
m

S sesupone que laesfera estaen € vacio (e =¢,).
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Anexo

Paginas Web excelentes:

1.- http://www.acienciasqgalilei.com/videos/3electricidad-mag.htm .

El sitio es de la ‘Academia de Ciencias Galilei y en la seccién de videos de electromagnetismo contiene
alrededor de 74 videos, que fueron elaborados por el California Institute of Technology y estan doblados
al espanol. Los videos son muy explicativos e interesantes.

2.- http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/index.html

Excelentes y explicativas imagenes, animaciones; ademas de aplicaciones y simulaciones en java
applets y shockwave. Ordenados en Campos Vectoriales, Electrostatica, Magnetostatica, Ley de Faraday
y Luz. Ademas de extensas guias (en inglés) sobre los temas del curso (Course Notes) y un Tour Guiado
(Guided Tour), ambas secciones con links a algunos de estos complementos. Desarrollada por el MIT, la
pagina es parte del proyecto TEAL (Technology Enabled Active Learning) utilizado en el curso de
Electricidad y Magnetismo de los mechones del MIT. La distribucién y aplicacién del material es libre con
propositos de educacion sin fines de lucro y poniéndolo en el conocimiento del MIT TEAL/Studio Physics
Proyect. Project Manager: Andrew McKinney. Material recomendable para exposicién en clase, aunque
las aplicaciones requieren de buenos recursos de sistema.

3.- (http://faraday.physics.utoronto.ca/Generallnterest/Harrison/Flash/)

Hay sélo 8 Flash de electricidad y magnetismo de un total de 91. El resto de los Flash tratan de Caos,
Mecénica Clasica, Micrometro, Misceldneos, Mecanica Cuéntica, Relatividad, etc. Los Flash fueron
desarrollados por Davis M. Harrison del Departamento de Fisica de la Universidad de Toronto; tienen
copyright y estan bajo licencia Creative Commons.

4.- http://dfists.ua.es/experiencias de fisica/index1.html

Se encuentran en esta pagina 5 videos de electricidad y magnetismo, de 18 en total. Estos tratan de
interaccién entre imanes, el experimento de Oersted, acciones entre corrientes (Ampére), campo
magnético de un solenoide y de la ley de Faraday. El resto trata de como efectuar medidas con
instrumentos y otros experimentos de fisica. Son buenos videos. Fueron desarrollados por el
Departamento de Fisica de la Universidad de Alicante.

5.- http://newton.cnice.mecd.es/2bach/campmag/mag_bobina.htm?2&2

Applets de java que tratan de imanes, lineas de fuerza, induccién magnética, accion y creacion de
campos magnéticos y corriente alterna. La pagina pertenece al Ministerio de Educacién y Ciencia de
Espafia, y fue desarrollado (al parecer) por José Luis San Emeterio.

Otras:

6.- http://omega.ilce.edu.mx:3000/sites/ciencia/volumen3/ciencia3/112/htm/electr.htm
“Electromagnetismo: de la Ciencia a la Tecnologia” Interesante libro sobre el electromagnetismo, su
historia, evolucion y aplicaciones, escrito por Eliezer Braun. Forma parte de una coleccion virtual de
libros “La Ciencia Para Todos” desarrollada por ILCE (Instituto Latinoamericano de la Comunicacion
Educativa), que estd ordenada por materias: Astronomia, Biologia, Ciencias de la Tierra, Fisica,
Ingenieria, Matematica, Quimica y ‘Varia'.

7.- http://www.unizar.es/Ifnae/luzon/CDR3/electromagnetismo.htm

Applets sobre electromagnetismo, recopilados de Internet, con breves explicaciones acerca del
fendmeno en cuestién. Parte de la pagina personal de Gloria Luzén, profesora de la Universidad de
Zaragoza.
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http://www.acienciasgalilei.com/videos/3electricidad-mag.htm
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/teal_tour.htm
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/index.html
http://faraday.physics.utoronto.ca/GeneralInterest/Harrison/Flash/
http://dfists.ua.es/experiencias_de_fisica/index1.html
http://newton.cnice.mecd.es/2bach/campmag/mag_bobina.htm?2&2
http://omega.ilce.edu.mx:3000/sites/ciencia/volumen3/ciencia3/112/htm/electr.htm
http://www.unizar.es/lfnae/luzon/CDR3/electromagnetismo.htm

8.- http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/elecmagnet.htm

Extensos textos y desarrollos matematicos acerca del electromagnetismo con dibujos y algunos applets
como apoyo. Parte de la pagina “Fisica con Ordenador. Curso interactivo de Fisica en Internet”, del
profesor Angel Franco Garcia, de la Universidad del Pais Vasco.

9.- http://personales.upv.es/jquiles/prffi/indice.htm

Problemas resueltos de Campos, Electrostatica, Conductores y Dieléctricos, Electrocinética, Analisis de
Redes, Semiconductores, Campo Magnético, y Corriente Alterna. Pagina de Isidro José Quiles Hoyo, de
la Universidad Politécnica de Valencia.

10.- http://www.licimep.org/Curso2007/Electromagnetismo/ProblemasResueltos.htm
Problemas resueltos del libro de Resnick y del liboro de Murphy en formato pdf. Pagina dentro de la
pagina de la “Liga de Ciclismo de Montafia del Estado de Puebla” (¢? Ciclistas muy bien formados).

11.- http://www.fis.puc.cl/~fis1532/wguia07.htm

Diez guias de Electromagnetismo que tratan desde las leyes de Coulomb y Gauss hasta Induccion
Magnética, con dibujos como apoyo a los desarrollos. Ademas hay guias escaneadas de algun libro
antiguo. La pagina es del curso de Electricidad y Magnetismo del ler semestre del 2003 de la
Universidad Catdlica.

12.- http://petra.euitio.uniovi.es/~acamba/teoria/

Hay contenidos desde Calculo Vectorial y Campos hasta Induccion Magnética y Corriente Alterna, en
formato pdf, con ejemplos desarrollados y dibujos. Es parte de la pagina del profesor Alfonso Camba
Menéndez de la Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Informatica de Oviedo, Espaiia.

13.- http://www.portal planetasedna.com.ar/magnetismo.htm

Articulo sobre el magnetismo terrestre, teorias sobre su origen, caracteristicas y variacion, apoyado con
1 dibujo. Fuente del articulo: Gran Enciclopedia Universal (Cap. 23). Parte del sitio argentino Planeta
Sedna.

14.- http://exa.unne.edu.ar/depar/areas/fisica/electymagne/TEORIA/examenes/indice.htm

Problemas resueltos de Oscilaciones y Ondas, Campo Eléctrico, Campo Magnético y Campos
dependientes del tiempo. Enunciados con dibujos, soluciones a mano y escaneadas. Preparada por el
profesor Arturo Busso de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura, Universidad
Nacional del Nordeste, Argentina.

15.- http://www.walter-fendt.de/ph14s/
Péagina del profesor aleman Walter Fendt. Sélo hay 9 applets de electrodinamica en la versién espafiola,
de un total de 13 en la version alemana.
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