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Colocando sistema fijo al aro con origen en C que rota con �ω = ωk̂ constante

�aC + 2ωk̂ × �v + ωk̂ × (ωk̂ × �r) + �a =
�F

m
=

�N

m

aquí

�r = ar̂

�v = aθ̇θ̂

�a = aθ̈θ̂ − aθ̇
2
r̂

los productos cruz

k̂ × θ̂ = cos θφ̂

k̂ × r̂ = sin θφ̂

dω2k̂ × φ̂+ 2ωaθ̇ cos θφ̂+ ω2a sin θk̂ × φ̂+ aθ̈θ̂ − aθ̇
2
r̂ =

�N

m

proyectando en las direcciones r̂, θ̂, φ̂ resultan

dω2k̂ × φ̂ · r̂ + ω2a sin θk̂ × φ̂ · r̂ − aθ̇
2
=

�N · r̂
m

dω2k̂ × φ̂ · θ̂ + ω2a sin θk̂ × φ̂ · θ̂ + aθ̈ = 0

2ωaθ̇ cos θ =
�N · φ̂
m

pero

k̂ × φ̂ · r̂ = − sin θ
k̂ × φ̂ · θ̂ = − cos θ
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luego

− sin θdω2 − ω2a sin2 θ − aθ̇
2
=

�N · r̂
m

−dω2 cos θ − ω2a sin θ cos θ + aθ̈ = 0

2ωaθ̇ cos θ =
�N · φ̂
m

la segunda es
aθ̈ = dω2 cos θ + ω2a sin θ cos θ = F (θ)

ángulo de equilibrio θ0

dω2 cos θ0 + ω2a sin θ0 cos θ0 = 0

sea
θ = θ0 + ξ

luego
ξ̈ = F (θ0 + ξ) = F (θ0) + ξF 0(θ0)

o sea
ξ̈ = ξF (θ0) = ξ(−dω2 sin θ0 − ω2a sin2 θ0 + ω2a cos2 θ0)

ángulo de equilibrio θ0

dω2 cos θ0 + ω2a sin θ0 cos θ0 = 0

θ0 = ±π

2

sin θ0 = −d
a

sea
θ = θ0 + ξ

luego
ξ̈ = F (θ0 + ξ) = F (θ0) + ξF 0(θ0)

o sea

ξ̈ = ξF (θ0) = ξ(−dω2 sin θ0 − ω2a sin2 θ0 + ω2a cos2 θ0)

+π/2 ξ̈ = −ξ(d+ a)ω2 estable

+π/2 ξ̈ = −ξ(a− d)ω2 estable

sin θ0 = −d
a
, ξ̈ = ξF (θ0) = ξ

ω2

a

¡
a2 − d2

¢
inestable

Potencial efectivo (por si alguien lo hace así...)

aθ̈ = dω2 cos θ + ω2a sin θ cos θ = F (θ)

aθ̈ = − d

dθ
V

V = −dω2 sin θ + 1
2
ω2a cos2 θ
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Problema 2
Podemos usar directamente

�r(t) = �r(0) + �v(0)t− 1
2
gt2k̂ − t2�ω × �v(0) +

1

3
gt3�ω × k̂

obtenirndo
�r(t) = v0k̂t−

1

2
gt2k̂ − t2�ω × v0k̂ +

1

3
gt3�ω × k̂

pero
�ω = −ω cosλı̂+ ω sinλk̂

entonces
�ω × k̂ = ω cosλĵ

de manera que

z = v0t−
1

2
gt2

y = −v0t2ω cosλ+
1

3
gt3ω cosλ

: −13 t2ω (cosλ) (−gt+ 3v0) el punto de caida será

z = 0, t =
2v0
g

y = −1
3
(
2v0
g
)2ω (cosλ) v0

la máxima desviación hacia el Oeste será el máximo de

v0t
2ω cosλ− 1

3
gt3ω cosλ

derivamos respecto a t

2v0ω cosλ− gtω cosλ = 0

t = 2
v0
g

luego el máximo es
1

3
(
2v0
g
)2ω (cosλ) v0

Problema 3
Llamemos θ, φ los ángulos pequeños que forman las cuerdas con la vertical.

Para oscilaciones pequeñas las tensiones son prácticamente las de equilibrio
T1 = 2mg, T2 = mg y las aceleraciones son practicamente horizontales (física)
de manera que resultan

maθ̈ = −2mgθ +mgφ

ma(θ̈ + φ̈) = −mgφ
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o bien

θ̈ + 2
g

a
θ − g

a
φ = 0

θ̈ + φ̈+
g

a
φ = 0

al sustituir

θ = Ae−iωt

φ = Be−iωt

(−ω2 + 2g
a
)A− g

a
B = 0

−ω2A− ω2B +
g

a
B = 0

ω4a2 − 4gω2a+ 2g2 = 0

ω21 =
³
2 +
√
2
´ g

a

ω22 =
³
2−
√
2
´ g

a

A

B
=

g
a

(−ω2 + 2 ga)

A1
B1

= −1
2

√
2

A2
B2

=
1

2

√
2

θ = A1e
−iω1t +A2e

−iω2t

θ = −1
2

√
2B1e

−iω1t +
1

2

√
2B2e

−iω2t

φ = B1e
−iω1t +B2e

−iω2t

de donde las coordenadas normales son

ξ1 =
1

2
φ+

1

2

√
2θ

ξ2 =
1

2
φ− 1

2

√
2θ

Problema 4
las ecuaciones de movimiento son

Mẍ1 = −kx1 + 2k(x2 − x1) = −3kx1 + 2kx2
Mẍ2 = −kx2 − 2k(x2 − x1) = −3kx2 + 2kx1
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sumándolas y restándolas

M(ẍ1 + ẍ2) = −k (x1 + x2)

M(ẍ1 − ẍ2) = −5k (x1 − x2)

de donde las coordenadas normales y frecuencias propias son

ξ1 = x1 + x2

ω1 =

r
k

M

ξ2 = x1 − x2

ω1 =

r
5k

M
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