SISTEMAS DINAMICOS

Luis Rodriguez Valencia!

Departamento de Fisica

Universidad de Chile

25 de julio de 2008

Yemail: lhrodrig@lauca.usach.cl



II




Contenidos

1. Ecuaciones de Lagrange 1
1.1. Introduccién . . . . . . . . . .. 1
1.2. Restriccioneso vinculos. . . . . . ... ... ... ... ... 2

1.2.1. Vinculos holonémicos y coordenadas generalizadas . . . 2
1.2.2. Fuerzasde vinculos . . . . . . .. ... ... .. .... 3
1.2.3. Desplazamientos virtuales . . . . ... ... ... ... 3
1.3. Ecuaciones de Lagrange . . . . .. ... ... ... ...... 4
1.3.1. Vinculos no holonémicos . . . . . . ... ... ..... )
1.3.2. Fuerzasde vinculos . . . . . . ... ... ... ..... 6
1.3.3. Condicién de integrabilidad . . . . .. ... ... ... 11
1.4. Sistemas Conservativos . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 11
1.4.1. Momentos canénicos . . . . . . . . .. ... 11
1.4.2. El hamiltoniano del sistema . . . . ... ... ... .. 12
1.4.3. Teoremas de conservaciéon . . . . . .. .. ... .... 14
1.4.4. Hamiltoniano y energfa . . . . . . . .. .. ... .... 15
1.4.5. Fuerzas dependientes de la velocidad . . . . . ... .. 16
1.4.6. Sistema noinercial . . . .. ... .. ... ... .... 18
1.4.7. Ecuacién de Lagrange en un sistema que rota . . . . . 19
1.4.8. Teorema de Noether . . ... ... ... ... ..... 22
1.4.9. FEjemplos. . . . .. .. .. oo 23
1.5. Las ecuaciones de Hamilton . . . . . ... .. ... .. .... 27
1.5.1. Sistemas auténomos . . . . . ... .. ... ... ... 27
1.5.2. Puntos criticos o de equilibrio . . . . . .. ... ... 27
1.5.3. Algunos retratos de sistemas . . . . . . ... ... ... 34
1.5.4. Bifurcaciones . . . .. . .. . ... .. ... ... 36
1.5.5. Estabilidad de un punto de equilibrio . . . . . . . . .. 37
1.6. Bifurcaciones . . . . . .. ... ... o 37



v CONTENIDOS
1.6.1. La bifurcacién de Saddle point . . . . . ... ... ... 37
1.6.2. Anélisis de estabilidad més en general . . . ... ... 39
1.6.3. La bifurcacién de pitchfork . . . . . . ... .. ... .. 39
1.6.4. La bifurcacion de Hopf . . . . . .. ... .. ... ... 40
1.6.5. Anélisis de estabilidad . . . . ... ... ... ..... 42
1.6.6. Otropuntodewvista . . . .. ... ... ... ...... 48
1.6.7. Uncasoinestable . . . . . .. .. ... ... ...... 48
1.6.8. Otrocasoestable . . . ... .. ... .. ........ 49
1.6.9. El trompo dormido . . . . . ... .. ... ... ... 50

1.7. Principio variacional de Hamilton . . . . . . .. ... ... .. 51
1.7.1. Variaciéndelaaccién . . . . .. . . ... ... .... 51
1.7.2. Variacién en los extremos . . . . . . . . .. ... ... 53

1.8. Ejercicios resueltos . . . . . . .. ..o 54

2. Sistema rigido de particulas 69

2.1. Cinemdtica de un sistema rigido . . . . . . .. ... ... ... 69
2.1.1. Rotaciones y traslaciones de un sistema de coordenadas 69
2.1.2. Rotacién de un vector en un dngulo ¢ respecto a un

eje especificadopor n . . . . . .. ... 70

2.2. Descomposicién del movimiento . . . . . . . .. ... ... .. 71
2.2.1. Teorema de adicién de velocidades angulares . . . . . . 72
2.2.2. Energia cinética y momentum angular . . . ... ... 76
2.2.3. Algunas propiedades de la matriz de inercia . . . . . . 76
224, Teoremas . . . . . . . . . e 77
2.2.5. El elipsoide de inercia . . . . . . ... ... ... ... 7
2.2.6. Angulosde Euler . . . ... ... ... ......... 80
2.2.7. Velocidad angular usando matrices . . . . ... .. .. 82
2.2.8. Velocidad angular usando vectores . . . .. ... ... 82

2.3. Lagrangiano de un cuerporigido. . . . . . .. ... .. .. .. 84

2.4. Ecuaciones dindmicas . . . . . . . . . ... 84
2.4.1. Movimiento Plano . . . . ... ... ... ....... 84

2.5. Movimiento en tres dimensiones . . . . . . . . . .. ... ... 92
2.5.1. Ecuacionesde Euler . . . . ... ... ... ...... 92
2.5.2. Ecuaciones de Euler a partir de ecuaciones de Lagrange 92
25.3. Torquenulo . .. ... ... ... ... ... ... .. 94
2.5.4. Cuerpo simétrico . . . . . . . .. ... 95

2.5.5. Trompo simétrico. . . . . .. . ... ... L. 101



CONTENIDOS v

2.5.6. Bola que rueda sobre un plano, sometida en su centro

aunafuerza . . . . ... Lo Lo 107

2.6. Ejemplos . . . . .. ..o 112
2.7. Movimiento con loops . . . . . . .. .. ... L. 118
2.7.1. Movimiento cuspidal . . . . . ... ... 0000, 120

2.8. Ejercicios resueltos . . . . . . ... ..o L. 121
3. Oscilaciones pequenas 149
3.1. Laenergfa potencial . . . . .. ... ... ... ... .. ... 149
3.2. Laenergfacinética . . . .. .. .. .. ... ... ... ... 149
3.2.1. Posicion de equilibrio . . . . .. ..o 151
3.2.2. Estabilidad . ... ... ... ... ... . .. ... 151

3.3. Linealizacion . . . . . . .. ... . oo 152
3.4. El lagrangiano aproximado . . . . . .. .. .. ... ... .. 152
3.5. Solucién de las ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . .. 153
3.5.1. Losw?sonreales . . . ... ... ... ... . ..... 153
3.5.2. Diagonalizacién . . . . . .. .. ... . o0, 155
3.5.3. Solucién del sistema . . . . .. ..o 156
3.5.4. Coordenadas normales . . . .. ... ... ....... 157
3.5.5. El sistema general de dos grados de libertad . . . . . . 158

3.5.6. Acoplamiento a través de la energia potencial: K15 =0 160
3.5.7. Acoplamiento a través de la energia cinética: Vi3 =0 . 160

3.5.8. Las ecuaciones de Lagrange se desacoplan . . . . . . . 161

3.6. Oscilaciones forzadas . . . . . . ... ... ... ... ..... 161
3.6.1. Movimiento forzado . . . . . . ... ... ... ... .. 163
3.6.2. Resonancia . . ... ... ... ... ... 164
3.6.3. resonancia 2 =w; . . . . ... 166
3.6.4. resonancias 2 =wgy . . . . . .. oo 166
3.6.5. Para tiempos largos . . . . . .. ... ... 167

3.7. Ejemplos . . . . ..o 167
3.8. Ejercicios resueltos . . . . . .. ... oL 175
4. Sistemas con muchos grados de libertad 185
4.1. Oscilaciones longitudinales . . . . . . .. ... ... .. .... 185
4.1.1. (a) Extremos fijos . . . . ... ... oL 186
4.1.2. Lasposiciones . . . . . . . . . . . 189

4.1.3. Condiciones iniciales . . . . . . . . .. ... ... ... 190



VI CONTENIDOS
4.1.4. Coordenadas normales . . . . . ... ... .. ..... 191
4.1.5. (b) Condiciones periédicas . . . . . . . ... ... ... 192
4.1.6. Solucién alternativade (b) . . . . ... ... ... ... 192

4.2. Oscilaciones transversales . . . . . . . ... .. ... ..... 194
4.2.1. Lascoordenadas . ... ... ... ... .. ...... 196
4.2.2. Transformada discreta de Fourier . . . . .. ... ... 197
4.2.3. Un ejemplo numérico . . . . . . . .. .. ... .. ... 197

4.3. Ejercicios . . . . . ..o e 198

5. Sistemas continuos 199

5.1. Principio variacional de Hamilton . . . . . ... ... ... .. 199
5.1.1. Principio variacional de Hamilton . . . . . . ... ... 200
5.1.2. Variacién en los extremos . . . . . . .. .. ... ... 201
5.1.3. Ejemplos simples . . . . .. .. ... ... ... ... 203
5.1.4. La ecuacién independiente del tiempo . . . . . . . . .. 207

5.2. Oscilaciones transversales . . . . . . .. ... . ... ..... 207

5.3. Limite continuo . . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ... 208
5.3.1. Lagrangiano para la cuerda continua . . . . ... ... 209
5.3.2. Densidad Lagrangiana . . . . . ... ... ... .... 210
5.3.3. Principio de Hamilton para sistemas continuos . . . . . 210

5.4. Soluciones de la ecuacion deonda . . . . . ... ... ... .. 215
5.4.1. Condiciones de frontera. . . . . . . . ... . ... ... 216
5.4.2. Condiciones iniciales . . . . . . . ... ... ... ... 217

5.5. Método de las series de Fourier . . . . ... ... ... .... 219

5.6. Solucién de D’Alembert . . . . . . . ... 220
5.6.1. Condiciones iniciales. . . . . . . .. .. .. ... .... 221
5.6.2. Condiciones de frontera. . . . . . . .. .. ... .... 221
5.6.3. Casos particulares . . . . . ... ... .. ... ..... 222
5.6.4. Extensiéon de F(z) oV(z) . . ... ... ... ... ... 223

5.7. Ejemplos . . . . .. .. 224
5.7.1. Si la cuerda parte recta con un perfil de velocidades

iniciales . . . . . . .. e 224

5.8. Consideraciones energéticas . . . . . . . . .. . .. .. .. .. 227
5.8.1. Cuerda con extremo libre . . . .. ... ... ..... 227
5.8.2. Potencia en ondas arménicas . . . . . . . ... .. ... 229

5.8.3. Membranas . . . . . . . . ... 230



CONTENIDOS VII
5.8.4. Solucién para geometrias especificas . . . . . . . . . .. 233

5.9. Elementos de mecédnica de Fluidos . . . . . .. ... ... ... 237
5.9.1. Cambio del volumen . . .. ... ... ......... 238

5.9.2. Lineasdeflujo. . . . . ... ... ... ... ..., 241

5.10. Ecuacién de movimiento de un fluido ideal . . . . . . . .. .. 242
5.10.1. Onda sonoras en un fluido . . . . ... ... ... ... 245

5.10.2. Ondas decanal . . . ... ... ... .......... 248

5.10.3. Ondas de superficie en liquidos . . . . . ... ... .. 251

5.10.4. M4s sobre ondas de superficie . . . . . ... ... ... 259

5.10.5. Una ecuacién extendida para ondas de canal . . . . . . 260

5.10.6. Ecuacién no lineal efectiva . . . . . . .. ... .. ... 263

5.10.7. Una solucién aproximada . . . . . . ... .. ... ... 264

5.10.8. Algunas soluciones de la ecuacién de onda. . . . . . . . 265

5.10.9. A) Ondas planas . . . . . .. ... ... .. ...... 265
5.10.10B) Ondas esféricas . . . . . .. ... ... ... ... 266
5.10.11Las ondas electromagnéticas . . . . . . . .. .. .. .. 267
5.10.120ndas electromagnéticas planas . . . . . . . . .. ... 268
5.10.13.Velocidad de grupo . . . . . . . . .. ... 271

5.10.14 Efecto Doppler cldsico . . . . . . ... ... ... ... 274

5.10.15 Efecto Doppler relativista . . . . . .. ... ... ... 274

5.10.16 Efecto Doppler para ondas luminosas . . . . . .. . .. 275

5.11. Ejercicios propuestos. . . . . . . . . .. ..o 275
5.11.1. Calculo variacional . . . . .. . ... ... ... ... 282

6. Problemas complementarios 291
7. Problemas resueltos 299



VIII CONTENIDOS




Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.
1.10.
1.11.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
2.11.
2.12.
2.13.

Transformacién de Legendre . . . . . . . . ... ... ... 12
Autovaloresreales . . . . . .. ..o oo 31
Autovalores complejos . . . . ... 32
................................... 38
................................... 42
................................... 43
gréfico de Tig +rE 50
................................... 57
V()=Z+2 . oo 62
................................... 62
................................... 65
Rotacion activade vector . . . . . . . ..o oL 71
Adicién velocidades angulares . . . . .. .. ..o 72
velocidades de un cuerpo rigido . . . . .. ... ... ... .. 74
Elipsoide de inercia . . . . . . . . .. .. .. ... ... 78
Cuerpo simétrico . . . . . . . . ... 96
Conos del espacio y del cuerpo . . . . . . . . ... ... 98
Trompo simétrico . . . . . ... ..o L L 101
Esfera atraida hacia el origen . . . . . ... ... ... .... 108
................................... 122
................................... 123
................................... 127
Conos del espacioy del cuerpo . . . . . . .. . ... ... ... 130
Choque cuerpos rigidos . . . . . . . ... ... ... 136
................................... 162
................................... 168



INDICE DE FIGURAS




CapiTULO 1

Ecuaciones de Lagrange

1.1. Introduccién

Presentaremos las ecuaciones de Lagrange que constituyen una formula-
cién alternativa a la formulacién cldsica Newtoniana, con ventajas que expli-
caremos. Las ecuaciones de Lagrange asf como la funcién lagrangiano pueden
ser introducidas de diversas formas. La justificacién tdltima de cualquiera de
los métodos es que el formalismo conduzca a las ecuaciones correctas de mo-
vimiento del sistema (cuando ellas son conocidas). De este punto de vista
pueden existir diversos lagrangianos que originen las mismas ecuaciones de
movimiento. Esos lagrangianos se denominan equivalentes. Una de las for-
mas modernas es partir del principio variacional de Hamilton buscando una
funcién lagrangiano que satisfaga el criterio anterior. Las simetrias del siste-
ma pueden ser de ayuda en postular una determinada funcién lagrangiano.
En estos apuntes preferiremos partir de las ecuaciones clasicas de Newton de
movimiento de un sistema y derivar de alli la formulacién lagrangiana, con
lo cual el principio variacional de Hamilton pasa a ser en realidad un teore-
ma de la Mecdnica Cldsica. En esta formulacion, el lagrangiano del sistema
estard dado por L = K — V, la energia cinética menos la energfa potencial
del sistema. Otros casos en que ello no sea asf se considerardn en particular.



2 Ecuaciones de Lagrange

1.2. Restricciones o vinculos

Una forma equivalente a la formulacién newtoniana de la Mecédnica, la
constituye la formulacién lagrangiana. La principal ventaja practica que tiene
esta formulacion, es que de partida, el nimero de variables es el minimo
posible para determinar la configuracién del sistema y ademds que no es
necesario conocer el detalle de las fuerzas de vinculos para su formulacién,
siempre que ellas satisfagan ciertos requisitos que se explican mds adelante.

1.2.1. Vinculos holonémicos y coordenadas generaliza-
das

Normalmente sobre un sistema mecdnico existen restricciones o vinculos
dados. Por ejemplo si se tiene un sistema rigido de particulas, las distancias
entre ellas son invariables y por lo tanto las variables necesarias para su des-
cripcion serdn apenas 6, independientemente del nimero de particulas que
constituye el sistema. Los vinculos llamados de tipo holonémico son los que
permiten disminuir el nimero de variables de las inicialmente consideradas,
por constituir relaciones funcionales que permitirfan hacer la eliminacién
de variables redundantes. Rara vez se procede a eliminar variables redun-
dantes explicitamente. En vez, razonando se decide sobre cudntas variables
son necesarias y se las elige. Asi, para el caso de vinculos holénomos, si el
sistema tiene N particulas, existen en principio N vectores posicién o 3N
coordenadas por determinar. La existencia de un cierto nimero de vincu-
los constantes o funciones conocidas del tiempo, hace que sea necesario un
nimero menor de coordenadas n (n < 3N). Denotaremos por g; a esas coor-
denadas elegidas, llamadas coordenadas generalizadas del sistema. Todo los
cambios virtuales posibles de posicién del sistema corresponden a cambios
arbitrarios de las coordenadas generalizadas, supuestas independientes. El
nimero de coordenadas generalizadas n, es llamado el nimero de grados de
libertad del sistema. Los cambios reales del sistema son logrados mediante
cambios virtuales de las coordenadas generalizadas més los cambios que se
originen en las variaciones con el tiempo de los vinculos, en el caso en que
hayan vinculos variables.
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1.2.2. Fuerzas de vinculos

La presencia de ciertos tipos de vinculos equivalen a ciertas fuerzas, nor-
malmente desconocidas, actuando sobre algunas particulas. Por ejemplo la
condicién para que una particula permanezca sobre una superficie lisa da-
da es equivalente a una cierta reaccién normal. La formulacién lagrangiana
usual, exige que las llamadas fuerzas de vinculos, realicen un trabajo total
nulo cuando las particulas tienen desplazamientos (infinitésimos) compati-
bles con los vinculos a tiempo fijo. Para el ejemplo anterior, suponga que la
superficie lisa tiene un movimiento dado. Si la particula es desplazada sobre
la superficie sin permitir su movimiento (a tiempo fijo), la reaccién normal
no realiza trabajo. Sin embargo, si el desplazamiento de la particula es sobre
la superficie que se mueve, la reaccién normal realiza trabajo distinto de cero.
Si las fuerzas que vinculan un sistema de particulas para que este sea un sis-
tema rigido de particulas, obedecen el principio de accién y reaccién, es muy
simple demostrar que el trabajo total que realizan esas fuerzas al desplazar
arbitrariamente el sistema, es nulo.

1.2.3. Desplazamientos virtuales

Para sistematizar la discusién llamaremos desplazamientos virtuales compa-
tible con los vinculos, a los cambios de posicién infinitésimos §7; asociados
a cambios arbitrarios infinitésimos de las coordenadas generalizadas d¢q; a
tiempo fijo.

La diferencia entre desplazamientos virtuales 67; y desplazamientos reales
dr; debe estar clara. Si, por definicién de coordenadas generalizadas se tiene

—

Ti:ﬁ(QMC]%---ant)a (]‘]‘)

la diferencia senalada es:
son cambios reales

or; 87”
dr;, = “dq; ’dt,
= g%t

y son cambios virtuales
or;
or; = ) 1.2
> 5% (12

La diferencia puede ser importante en el caso que los vinculos sean funciones
del tiempo, es decir cuando el tiempo aparezca explicitamente en (1.1).
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1.3. Ecuaciones de Lagrange

Si se escriben las ecuaciones de Newton para las N particulas, separando
las fuerzas que actian sobre ellas en fuerzas de vinculos y las de otro tipo

o — = vinc.
m;a; = F; + F;
La esencia de la formulacién lagrangiana es que las fuerzas de vinculos no
realizan trabajo virtual, es decir

Zﬁ»‘ivinc. ‘ 57:; _ 07

0 sea
W= "md, o =Y (F+ E") - o7 = ZF 0F, (1.3)
i
Quedan entonces excluidas de esta formulacion sistemas sistemas con fuerzas
de roce disipativas. El resto, la obtencién de las ecuaciones de Lagrange, son
detalles que veremos a continuacion.
Partiendo de (1.1), se deja como ejercicio demostrar la siguiente identidad.

EJercicio 1.3.1 Si 7 = 7i(q1, e, - - -, Gn,t), demuestre la identidad

401, 91, . of

dt 8(]] 2 vi aq]' 2 ‘ aqj .

Si esa identidad se multiplica por m;, dg; y se suma en 4, j se obtiene
d o 0 or;
——K——K )¢, =Y md; - —0q;,
Zj: (dt 94; g ) b ZJ: dg;° "
que sigue siendo una identidad. La Fisica recién entra ahora, al utilizar (1.3)

Z (%%K - _K> 5% ZQ]6QJ ) (1-4)

siendo K la energia cinética y

ZF o7, = oW = Z(Z )6% ZQJ&JJ,
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por tltimo, si las coordenadas generalizadas son independientes, como se ha
supuesto, se obtiene
d o0 0
——— K- —K= 1.5
dt 0¢q; 0q; @ (15)
Este conjunto de ecuaciones se conoce como las ecuaciones de Lagrange del
sistema (en una primera version).

1.3.1. Vinculos no holonémicos

Un cierto tipo de vinculo no holondmico puede ser tratado con mini-
mas variaciones con lo explicado. El caso que analizaremos consiste en res-
tricciones adicionales lineales en las velocidades generalizadas del tipo

E Aqu]—i-AlO:O, ’i:1,2,3,...,p

J
siendo los A;; ciertas funciones conocidas de las coordenadas generalizadas.
Por constituir relaciones en general no integrables, dichas relaciones no per-
miten a disminuir a priori el nimero de coordenadas generalizadas. Ellas

imponen restricciones a las variaciones virtuales de las coordenadas genera-
lizadas en uso, de la forma

S Agdq =0,  i=1,23,....p. (1.6)

Se supone también que las fuerzas de vinculos realizan trabajo total nulo
en los desplazamientos virtuales compatibles con los vinculos holonémicos
originales, y con los adicionales (1.6) no holonémicos. Asi todo lo dicho an-
teriormente vale, salvo en lo relativo a la independencia de las coordenadas.
Por lo tanto se tiene

d 0
Z <E8_%K - > 5% ZQ]5QJ7
J

junto con

> Aydg; =0,  i=123,....p
J

de allf, utilizando p multiplicadores de Lagrange, \;, se obtiene

d 0 0
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y considerando la idea del uso de los multiplicadores de Lagrange, se deduce
que

d 0 0

— K- —K+ NA; =0, j=1,23,.

dt 9q; dq; ZZ: =9 J=
que junto con

ZAij(]'j+Ai0:Oa i:172737"'7pa
J

constituyen n + p ecuaciones para las incégnitas, g;, ;. Estas ecuaciones son
las llamadas ecuaciones de Lagrange para el sistema que tiene vinculos del
tipo considerado.

1.3.2. Fuerzas de vinculos

Una forma de determinar las fuerzas de vinculos la proporciona el método
de los multiplicadores de Lagrange. Supongamos que tenemos un sistema con
n grados de Libertad y que existen k restricciones holonémicas adicionales

frlg,t) =¢,, 7=1,2,... k (1.7)

que permitirfan eliminar k variables y tener un sistema con n — k grados
de libertad. Sin embargo tal eliminacién no la hacemos y debemos tener en
mente que hay sélo n — k variables independientes. La expresion

d 0
LACSRCYAY N
zj: <dt‘9%’ 0g; ) b ZQ o
junto con las derivadas de 1.7

Zaf’” =0, r=1,2,...k

y utilizando k£ multiplicadores de Lagrange da A\, dan
d o0 0
iy S _ NC
Z (dt 04 0g; ) i EJ: @t ZA 5%’
d o0 0 af,
——L——L-Q"¢ . = 0.
%:(dm%‘ oy, Y ZA > vl
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La idea del uso de los multiplicadores de Lagrange, consiste en suponer que
las primeras n — k variables son independientes de modo que por esa razén
los primeros n — k paréntesis son nulos. Los siguientes k£ paréntesis pueden
hacerse nulos eligiendo apropiadamente los £ multiplicadores de Lagrange A,
y en consecuencia son todos nulos. Tenemos entonces

d a NC af r :
— — A=— = 0, n ecuaciones
dt 8qj qu @ Z 6qj

frlg,t) = ¢, r=1,2,...k, k ecuaciones.

r

¢, \r, N+ k incégnitas.

Recuerde que los Qj-v ¢ son los coeficientes en
SWNC =3 " QN%q;.
J
Ademds, la fuerzas responsables de los vinculos f,(q,t) =¢., r=1,2,...k

realizardn trabajo. Estos vinculos f,(q,t) pueden ser consideradas coordena-
das que al ser variadas realizarfan trabajo llamado de vinculo

5WVINC’ _ ZFréfra

que puede ser re escrita como

6WVINC _ ZFT(sz ZF afr(sqj7

- > F@—i)éqj - ZQ]WN%.

J

O sea el término adicional que aparecerfa en las ecuaciones de Lagrange serfa

o,
VINC — F 7“
Q] T 8q] Y
pero es
P
9

Esto significa que F, = A, o sea el multiplicador de Lagrange A, es la fuerza
de vinculo que mantiene la coordenada f,(q,t) = ¢, constante.
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EjEmprLO 1.3.1 Considere un disco de masa m radio R que rueda sin deslizar
con su plano vertical sobre un plano horizontal tirado de su centro con una
fuerza horizontal constante F. Considere al sistema como de dos grados de
libertad, x, 0, con una restriccion adicional holondmica

z— RO = c.

Solucién. Consideramos que hay dos grados de libertad con Lagrangiano

1 11,
L= 5mi? + 5(5771}3292),

y la restriccién adicional (zg = z)
xr — RO = c,

o con un multiplicador de Lagrange A

0 = Az — ARA0,
ademds
SWNC = Féz
luego se tiene
e
E%K —50 = —AR,
que se reducen a
mi = F+\
%mRzé = —)\R,
T—RO = 0.
De donde se puede despejar
2F . 2F F
“aaR T ATTF

La fuerza de roce rodante es entonces —%.
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A

EjempLO 1.3.2 Una barra de masa M y longitud 2a puede oscilar en un
plano vertical en torno a un extremos fijo, en el origen (x = 0,y = 0). El
eje y vertical hacia arriba. Si se considera que hay un grado de libertad 0, el
método de lagrange da la ecuacion de movimiento del péndulo. Pero estamos
interesados en la reaccion en la articulacion en el extremos A. Considere
entonces al sistema con tres grados de libertad

A, Ya, 0,
con la restriccion adicional
r4 =0, ya=0.

Solucién. Las coordenadas de G son

rg = xa+asind,

Yo = Ya — acos,
de aqui

Tg = Za-+abcosh,

Yo = 9a+absind,
luego el Lagrangiano es

1 : : 2 11 ,
L= §M(x'?4+yi+2x'Aa0 cos 042y 4a0 sin 9+a202)+§§Ma202—Mg(yA—a cos ).

0 = /\15.IA,
0 = )\2(5%3,

Luego tendremos tres ecuaciones de Lagrange

d .
M—(ia+afcosh) = A,

dt
M%(?)A+aésin9)+Mg = o,

A
M%(w’Aa0089+yAasin9+a29+§a20)+Mgasin0 = 0,

.TAIO,

ya =
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Es fécil comprender que A\; y Ay son las componentes horizontal y vertical de
la reaccién en A.

d2
)\1 = Mﬁl’g,
d2
Ay — Mg = Mﬁya

4 .
§a29+gasin9 = 0.

A

Funcién Lagrangiano

En la formulacién presentada, las ecuaciones de Lagrange se han escrito
en términos de la energfa cinética K. Si algunas de las fuerzas que realizan
trabajo son conservativas, es decir derivables de un potencial V', la expresién
del trabajo virtual puede escribirse

ov

oW =" Qdq; = dWNT — oV =) QN q; — 9 00
j j i

siendo Qj-v ¢ la llamada fuerza generalizada “no conservativa”. Por lo tanto,
para vinculos holonémicos, las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse:

d o 0
——L——L=QN =1,2,3,... L.
dt aq] aq] Vi Y j ) ?37 7”7 ( 8)

siendo el lagrangiano del sistema

L(Qadut) = K(Q7Q7t) - V(Q? t)

Esta forma constituye la versién mds conocida de las ecuaciones de Lagran-
ge para un sistema con vinculos holonémicos. Se dardn ejemplos en que el
lagrangiano correcto no estd dado por K — V. Naturalmente esos otros ca-
sos corresponden a sistemas en que las ecuaciones cldsicas de movimiento no
estdn dadas por las ecuaciones cldsicas de Newton.
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1.3.3. Condicién de integrabilidad

Al realizar la derivada respecto al tiempo en el sistema de ecuaciones
diferenciales (1.8), ellas pueden escribirse

PL . PL Ol oo
7 'z :1,2,3,...,77,
2 aqjaqf-’ t2 piont oga oy 9

esto es un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Estas ecua-
ciones requieren como condicién para su integrabilidad que

0%L
det — 0, 1.9
{ aqiaqj} ” (1.9)

que significa poder despejar las aceleraciones §; del conjunto de ecuaciones
diferenciales de Lagrange. Quedan asi, excluidos en esta formulacién, los
lagrangianos singulares o de primer orden en las velocidades generalizadas

G-

1.4. Sistemas Conservativos

Por definicién, un sistema serd llamado conservativo, si Q;V ¢ =0, Vj.
Para ellos, las ecuaciones de Lagrange son

—— =0, j=1,23,...,n (1.10)

que, escritas explicitamente son

0L L OL
7; + - i + — —— =0, =1,2,3,...,n
Z 24 8qlq Z 04;0q: " " 94,0t 0g; J

lo que explica el significado de la condicién de integrabilidad anterior. Es
esencialmente la condicién para poder despejar las aceleraciones del conjunto
de ecuaciones de movimiento.

1.4.1. Momentos candnicos

Los momentos canénicos conjugados a las variable ¢;, se define por

p, = 2@ 4:Y)
Z g
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La inversién de las ecuaciones anteriores, para despejar las velocidades gene-
ralizadas en términos de los momentos canénicos (teorema de la funcién
implicita), requiere la misma condicién anterior (1.9), de modo que hay una
segunda razon para excluir lagrangianos singulares de este formalismo.

1.4.2. El hamiltoniano del sistema
Transformaciéon de Legendre

Considere como ejemplo, en una dimensién, una funcién convexa f(x)

(con f”(x) > 0). La transformada de Legendre de f(z), se define por, (figura
77?):

f(x)

pX

px - f(x)

Figura 1.1: Transformacién de Legendre

F(p) = min(pz — f(z)).
Dado que el minimo ocurre cuando la derivada respecto a x sea nula, entonces
F(p) = px — f(z),

siendo
p=f'(x),

que esencialmente genera a partir de una funcioén de variable independiente z,
una funcién de variable independiente p. (vea Arnold [2])
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= Un ejemplo de la Termodindmica. En termodindmica se utilizan trans-
formaciones de Legendre para generar funciones termodindmicas. Con-
sidere la energfa interna U = U(S, V), la temperatura 7' =(0U/0S)y .
La transformada de Legendre de la energia interna es la funcién de
Helmholtz, funcién de el volumen y la temperatura:

A(V,T)=U—-TS.

Funcién hamiltoniano

Dado un lagrangiano L(q, ¢,t), definimos su transformada de Legendre
respecto a las velocidades generalizadas por

h=> pidi — L(q.4.1)

_ 9L(g,4,)
S
Si las condiciones de invertibilidad se cumplen, podemos expresar las ve-
locidades generalizadas en términos de los momentos. Asi, eliminando las
velocidades se tendria

siendo

H(q,p.t) =Y pidi — L(q. 4. 1),

el denominado hamiltoniano del sistema.

Esempro 1.4.1 Si g(p) = L,f(x) indica la transformada de Legendre de
f(x), demuestre que:

Lag(p) = f(x).
f(Z), con p = f'(Z), entonces ¢'(p) = T +

Solucién. Si g(p) =
Z(p).- Luego Lyg(p) = pzr — g(p) con z = ¢'(p) = Z(p).

7'(p) = ['(0)7'(p) =

A

EjempLO 1.4.2 Dado un hamiltoniano H(p), indique una forma de deter-
minar un lagrangiano.

Solucion.
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A

EJEMPLO 1.4.3 Si un sistema tiene como hamiltoniano H = c+/p? + mic?,
determine el lagrangiano.

Solucién.
L=—myc®/1— =,
note que este lagrangiano relativista, no estd dado por K — V.

A

1.4.3. Teoremas de conservacion

Escritas en términos de los momentos candénicos, las ecuaciones de La-
grange para un sistema conservativo son

(1.11)

Conservacion del momento candnico

» TEOREMA 1.1
Si el lagrangiano no contiene una coordenada (se dice que el lagrangiano es
ciclico en esa coordenada), se conserva el correspondiente momento canénico

conjugado, es decir
oL

0g;

= 0 = p; = constante

Conservacion del hamiltoniano

De la definicién del hamiltoniano y de las ecuaciones de Lagrange (1.11),
se puede obtener

. ) oL

de donde se deducen importantes ecuaciones
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OH )
oH _ 0L
ot ot

Ademds, si (1.12) se divide por dt, se obtiene
dH .. .. 0L
o qupj - ijqy‘ T ot
dH 0L

dt ot’
de aqui sigue un teorema de conservacion:

es decir

» TEOREMA 1.2
Si el lagrangiano no contiene el tiempo en forma explicita, se conserva el
hamiltoniano. Es decir, de la tltima ecuacion se desprende

L
aﬁ_t = 0 = H = constante. (1.15)

1.4.4. Hamiltoniano y energia

Analizaremos la relacién entre hamiltoniano y energia del sistema. Para
sistemas mecdnicos clédsicos, donde L = K — V| si el potencial no depende
de las velocidades, se tiene

0K
H = —q¢—K+V,
Z 9, !
luego la condicién suficiente para que la energia y el hamiltoniano sean iguales
es que
oK
—q; = 2K .
> 9i; !
De acuerdo al teorema de Euler de las funciones homogéneas, las funciones
homogéneas de grado 2 cumplen precisamente la tiltima condicién. Se senala

un importante teorema cuya demostraciéon se deja como ejercicio.

= Definicién . Se define una funcién homogénea de grado p en n variables,
cuando ella cumple:
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FQz, Axg, ..o Axy) = N f(xy, 29, ... xy)

siendo A\ # 0. De aqui, derivando respecto a A y luego haciendo A = 1, se
deduce que:

» TEOREMA 1.3
Si f es una funcién homogénea de grado p,entonces:

_y9f

pf(x1,$2,--~7$n)— 8[17‘%‘1

Con todos los antecedentes considerados, si la energfa cinética es una funcién
homogénea de grado 2 en las velocidades generalizadas, entonces el hamilto-
niano del sistema coincide con la energfa del sistema. Es simple ir al fondo y
responder la pregunta. ;Cudndo ocurre eso? Si se analiza la transformacion
de coordenadas generalizadas a posiciones (1.1), la velocidad estara dada por

de donde es evidente que la energia cinética resultard homogénea de grado dos
en las velocidades generalizadas cuando 0r; /0t = 0,Vi, es decir cuando los
vinculos sean independientes del tiempo. Todo lo senalado se puede resumir
en:

» TEOREMA 1.4
Si un sistema tiene sus vinculos independientes del tiempo, entonces H =
E.(Pero no es necesariamente constante)

1.4.5. Fuerzas dependientes de la velocidad

Para ciertos casos, donde la fuerza generalizada dependiente de la veloci-
dad es de la forma

_dOV(g.dt)  0V(gd1)

Y=g 9q; 0q;

para un cierto V'(q, ¢, t), es posible definir el lagrangiano L = K —V, de modo
que las ecuaciones correctas de movimiento son las ecuaciones de Lagrange.
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Un ejemplo notable lo constituye la fuerza de Lorentz F = q(E + U x E)
donde los campos magnéticos y eléctricos satisfacen

E=-Vd—0A/ot,

B=V x A.
Demostraremos que

_ doV(g.qt) 0Vigq.t)
dt 8qj 8qj ’

F; con V:qCI)—qU-/_f.

En efecto, considerando que los ¢ estdn sélo en la velocidad de modo que

oV (q,q,1)

—gA.
d .
dVa.at) - _ 4,
por otro lado
V(g q,1) 9 . 0 2
——— =q+®—q7- —A4,
6qj 6qj 8qj
de modo que se tiene
d 0 0 -
F. = —q—A;, —q—9 v —A
0 0 0 -
= —q—®—qg=—A;, —qu-VA, v-—A

Pero la componente j de la fuerza de Lorentz es

F;=— %@—q%Aﬁ—q(ﬁX(Vxﬁ)),

J

O sea son iguales pues

(17>< (Vxﬁ))jzﬁ-%ﬂ—ﬁ-v&.
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Podemos notar ademés que si la energfa cinética es

1
K = —mv?
2mv,

el lagrangiano serd
1 —
L= §mv2—q<I>+q27'A,

entonces el momento candénico p; estard dado por

pj = mg; + qA;.

1.4.6. Sistema no inercial

Si se analiza la dindmica respecto a un sistema inercial cuyo origen estd
fijo, pero que es no inercial porque rota con velocidad angular & constante,
se tiene que la aceleracién absoluta @, y la velocidad absoluta son

Aops = 2Q><17+c?:i,
m
Ugps = W XT+T,
Pero ~
do01, o1, _ oOr f L or
e e o2 =G = (S — 20 X D) - —.
dt 9g; 2" dq; 2"~ dq; (m @ x0) dq;
Multiplicando por la masa y llamando K = %mv2
d o0 0 > or
——,K——K:(f—chUXﬁ)~—r.
dt 04, 9q; 9q;

El trabajo virtual realizado por las fuerzas es
P - or
SW = f- 67 = Zf.a—qéqj = Qjbq;,
j J j

entonces .

L0 g g -omaxi L

dt 04, 9q; 9q;
Si la fuerza aplicada es en parte conservativa derivable de un potencial V' y
haciendo

1
L:§mv2—V,
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se obtiene 190 oL .
E
dt aqj aq]' Tame Xy 0 ' QJ
1.4.7. Ecuaciéon de Lagrange en un sistema que rota

Para un sistema que sélo rota con velocidad angular constante respecto
a un sistema inercial, las ecuaciones de Lagrange para una particula son

1
L = amiﬂ -V,
d 0 0 or
—— L——L+2midxv-— = QN°.
94, 4, 4+ 2m@ X U 0, Qj

Donde 7, ¥ son la posicién y la velocidad relativas, que dependeran de las
coordenadas generalizadas que se utilicen.

Ejemplos

= Particula bajo la accién de la gravedad solamente, relativo a la Tierra
en un punto de latitud A. Los ejes fijos a la Tierra en un punto de latitud
A, son x tangente a la superficie terrestre y hacia el Sur, y tangente a
la superficie terrestre y hacia el Este, z vertical.

1
L = —m(i*+9*+ %) — mgz,

2
W = —wcosAl + wsin 5\j,
0 0 0
—L 0, — =0, —L = —mg,
ox y 0z g
L, or . —
2mw><v‘8— 2mw X U -1 = —2myw sin A
x
L, or Y . L
2mw><v~a— 2mad X U+ ] = 2m(Zw cos A + Twsin \),
Y
L or I .
mexv-a— 2mw X U - k = —2mgw cos A,
z

luego las ecuaciones de Lagrange son

i

2w sin A
—2(2wcos A 4+ Fwsin \)

—g + 2ywcos .
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» Péndulo esférico con. El hilo de longitud [ tiene u extremo fijo en el
origen. El dangulo con la vertical es 6 y el dngulo acimutal es ¢.

W = —wcos\+wsin\)j,
z = —lcos#,
x = lIsinfcos o,
y = Isinfsin o,
1 : .
L = §m(1292 + 12¢2 sin? 0) + mgl cos 0,
las ecuaciones que resultan son
.0 1 £ 2 or
25 9L 942 .9 O T
ml=0 80(2m(l¢ sin® @) + mgl cos 0) 2ma X U 50
d L, or
am(l psin?0) = —2md x - 9
Pero o7 o7
a—g —rf, 8_; — r¢sin,

luego, con bastante algebra
—léﬁQSianosH—i—gsinH = 23 x7T-0
= 2lwe@sinf(cos A cos ¢ sin @ + sin A cos ),
%(zgﬁsin?e) = —28inbS X T ¢
= —2lwhsin H(cos A cos ¢ sin @ + sin A cos f),

Si se elimina el lado derecho, se obtiene un importante resultado

06 — ngHstcosQ—l—lemQ—l—qb (¢psin?0) = 0,

90+708m9+¢¢sm 0+¢ Osinfcosd = 0,
d 1.
dt(2€ —TC 0sf + — qzﬁ sin?f) = 0,
0 sea
Lo 0p2 222 . o
E:Em(l 0"+ 1°¢ sin®6) — mgl cos .
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Verifiquemos esto directamente. Sabemos que
ma = —mgk — 2md X U,

El término —2md x ¢ puede ser considerado una fuerza, y por ser perpen-
dicular a la velocidad no realiza trabajo. En efecto multiplicando -dr

JF
mdu - d_: = —mgdz —2md X ¥ - dr
1 -
d(zmv* +mgz) = —2md x & dF = —2m@ - 7 x #dt = 0.

2 dt

A pesar de la rotacién terrestre,

1
§m02 + mgz = /' = constante.

Verifiquemos también en coordenadas cartesianas. Puede establecerse que,
cuerda de longitud L fija al punto (0,0, L), las ecuaciones de movimiento son

B o= ———T +2wjsin\,
mL
j = —%T — 2w(Esin A + Zcos A),
I —
Z = ZT—g—i—wacos)\.
mL
Luego
. xdx -
rdr = ———=T 4 2wysin \dx,
mL
d
ydy = Y 2w(Esin A 4 2 cos \)dy,
mL
. L—=z .
Zdz = Tdz — gdz + 2wy cos \dz.
mL

Sumando todo los términos con T se cancelan

1 1 1
idr + jdy + 3dz = d(ai2 + 592 + 522)

= —gdz + 2wy sin \dx
—2w(&sin A + 2 cos A)dy + 2wy cos Adz.
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Veamos el término con w.

ysin Addx — (&sin A + Zcos \)dy + gcos Adz =
(ydx — dy) sin A — (2dy — ydz) cos A =
((yx — y)sin A\ — (29 — g2) cos \)dt = 0.

O sea, hemos probado que

1 1 1
§m¢2 -+ imgf + §m22 + mgz = E = constante.

1.4.8. Teorema de Noether

Considere transformaciones continuas de las coordenadas generalizadas
dependientes de un pardmetro real s tales que para s = 0 se trata de la
transformacién identidad, es decir

g — Q; = Q;(q,s), siendo ¢; = Q;(q,0).

Aqui ¢ representa el conjunto completo de coordenadas generalizadas. Si el
lagrangiano de un sistema auténomo L(q, q,t) es invariante bajo esa trans-
formacion, es decir si

L(Q(q,5), Q(q,5), t)

no depende de s, entonces se tiene una cantidad conservada, o integral del
movimiento. En forma més precisa

» TEOREMA 1.5 (NOETHER)
Si el Lagrangiano es invariante a la transformacion

q; — Qj(q,s) con q; = Q;(q,0),

O Sea

%L(Q((b 5)7 Q(q, S)) =0
entonces
oL dQ,(q,s) dQ;(q, )
- | = . (11
Z dq; ds 0 zj:py ds - constante. (1.16)
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DEMOSTRACION 1
La demostracion (ver [7], pag. 102) sigue de

d

0= 2 LQl0,5). Qla. )
o sea )
0L dQ; | N~ 0L 4G
0= 8Qj ds +ZBQJ ds’
donde ]
dQ; _ d dQ;
ds dt ds’

y al hacer s = 0 tendremos que

oL . oL oL BL d oL
00, 94, 0Q, 0g  diog
de modo que se obtiene
(T R iy d ( ) 4Q;
dq; dt ds dq; ) ds ’

s=0

o bien

d 0L dQ;|
%Zﬁq] ds =0

s=0

que prueba el teorema.

1.4.9. Ejemplos

EJEMPLO 1.4.4 Si el lagrangiano de un sistema es L = L({) es dependiente
de las velocidades generalizadas solamente, entonces el es obviamente inva-
riable, en el sentido considerado mdas arriba, ante la transformacion

Q; = q; + saj,
stendo a; constantes arbitrarias. Entonces se conserva

oL
]<q> Q> = - a
7 04 ’
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y como los a; son arbitrarios, deben conservarse independientemente todos

los momentos candnicos oL

pj:a—qj-

EjempLO 1.4.5 Si el lagrangiano L = L(q,q) no depende de una de las
coordenadas generalizadas q, por ejemplo, o sea que es tnvartante bajo la
transformacion

Qj = qj + 50,

entonces se conserva el momento candnico py, puesto que
8L d oL oL
7 pr— _.5 - pr— _. pr— .

dk
EJEMPLO 1.4.6 Si un lagrangiano L(U,T) es invariante bajo una rotacion
mnfinitesimal

entonces se conserva

o sea la cantidad conservada es

que es la componente n del momentum angular.

EJEMPLO 1.4.7 Suponga un sistema de dos grados de libertad con Lagran-
giano invariante a la transformacion (una rotacion finita)

Q1 = qicosf+ gasinf

Q2 = —qsinf + gy cosb,
entonces
d
@Ql(qv 9) o = (o,
d
- 0 - _
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por lo tanto se conserva una componente del momentum angular

Ls = p1g2 — p2u.-
Un Lagrangiano con tal invariancia seria algo como
r . .
L= gm(dy + ) = V(4 + a)-
EjEMPLO 1.4.8 Suponga el Lagrangiano

1 ) )
L= gm((ﬁ +d3) — Vi — q),

que es obuviamente invariante a la transformacion

Q1 = q+s,
Q2 = q2+s,
luego
d
el - 1
d0 Ql (Q7 S) s:() )
d
il -1
de Q2(Q? S) S:() )
luego se conserva
D1+ pe.

Constatemos esto. Las ecuaciones de Lagrange serian

d 9 ,
7 = —a—qlv(% —q1) =V'(g2g—qr),
d 0
pric _8_q2V(Q2 —q1) =V (g2 —qn)
de donde J
a(pl +pa) =0.

En realidad, fisicamente se trata de dos cuerpos moviéndose solo con una
fuerza de interaccion, por lo tanto el momentum total es conservado.
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EjEMPLO 1.4.9 Similarmente el Lagrangiano
L= me - LSS v -7
2 - 1Y 2 Z j (2 210
es inwvariante bajo la rotacion infinitesimal
7= Ri= 7+ 0 7 x 7,

con 1 arbitrario. Ademads

luego se conserva

y como N es arbitrario, se conserva
LO = E mzf; X f);
i

EjEMPLO 1.4.10 Mismo resultado se obtiene bajo invariancia a la rotacion
finita
i — Ry =7 +sinf n x 7+ (1 —cosf)n x (n x ),

con 1 arbitrario porque igual resulta

'

=N X7,
0=0

EJEMPLO 1.4.11 Sea Q; = q; + [} qi(t)dt

L(Q, Q) = %Zmi(Qj +cGi)® — V(g + ci)

H=> pig—L
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1.5. Las ecuaciones de Hamilton

Cuando se establecié el teorema de conservacién del Hamiltoniano, tam-
bién se probaron las 2n ecuaciones de Hamilton (1.13) y (1.14) para las 2n
variables ¢, p.Para un sistema de n grados de libertad, el espacio de fase se
define como el espacio de 2n dimensiones de las coordenadas y momentos
canénicos (¢, p). El estado para un tiempo ¢, (¢,p) de tal sistema queda en-
tonces representado por un punto en dicho espacio de fase. La evolucién en
el tiempo del sistema, determinada por las ecuaciones de Hamilton, es repre-
sentada entonces por un punto en movimiento en el correspondiente espacio
de fase. Podemos distinguir los sistemas auténomos donde H no depende del
tiempo en forma explicita y es por lo tanto constante de movimiento (en los
sistemas conservativos). En estos casos que consideraremos primero, la érbita
que describe la evolucién del sistema en el espacio de fase, estd confinada en
el subespacio H(q,p) = E = constante.

1.5.1. Sistemas auténomos
Para estos sistemas, conservativos, H = H(q,p) = E, las ecuaciones de

Hamilton
oOH . 0H A
Op; =4 Y 94: = —Di,
determinan la evolucién del sistema, confinado al subespacio de energia cons-
tante. Mds en general tal sistema de ecuaciones podria escribirse como

x =F(x,p),

donde x =[q,p]" es vector (o matriz columna) y j representa uno o mas

parametros.

1.5.2. Puntos criticos o de equilibrio

En general, las 6rbitas en el espacio de fase no pueden cortarse debido a
que entonces, en esos puntos tomados como condicién inicial del sistema, la
evolucion futura del sistema no estd determinada univocamente. La excepcién
la constituyen los puntos de equilibrio donde por definicién son cero todas las
derivadas ¢; y p;. Esto corresponde a sistemas que estdn en estados que no
evolucionan en el tiempo. En estos casos, la evolucién futura dependerd de
perturbaciones iniciales aplicadas al sistema. Los puntos criticos corresponde
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a estados donde las velocidades son cero ¢ = 0 y también las aceleraciones
son cero p = 0. En un lenguaje generalizado, los puntos criticos x, satisfacen

F(x,u) = 0.

Estabilidad de los puntos criticos

Una clasificaciéon més detallada de las caracteristicas de los puntos criticos
se desprenderd del andlisis que se realiza a continuacién, para un sistema
auténomo con un grado de libertad, o espacio de fase de dos dimensiones,
que puedan linealizarse en el sentido explicado a continuacion.

Linealizacion

Supongamos un sistema auténomo correspondiente a un grado de li-
bertad, es decir con un espacio de fase de dos dimensiones

9H(q,p) 0H(q,p)
. )= — ) 1.17
g 9 y P 9 (1.17)
Si ademds hacemos un corrimiento del origen del espacio de fase de modo
que el punto critico bajo estudio corresponde al origen, ¢ = 0, p = 0, el
hamiltoniano puede expandirse en torno al origen de modo que se tendra
hasta primer orden

=)  FHig.p) 0*H(q,p)
p Ipdq  oe oo
po Q) PHp)| - 0°H(g.p)
aq aq2 0,0 8(]8]? 0,0 ’

y si solo se mantienen los términos lineales, el sistema auténomo es, en la
vecindad del punto critico

¢ = Hiaq + Haap,

p = —Hy1qg — Hyap,

que puede ser escrito como sistema auténomo lineal

%@):(—i}i iﬂ(i) (118)
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La notacién distingue las derivadas parciales con indices: 1 = ¢, 2 = p. En
el caso en que la parte lineal sea nula, el problema es mds complejo y no
serd tratado aqui. Note ademds que para el caso considerado His = Ho;.
Como veremos, una caracterizacién de los puntos criticos de estos sistemas
que pueden ser aproximados por un sistema lineal en la vecindad del punto de
equilibrio, o de alguno de ellos, depende crucialmente de los valores propios
de esa matriz involucrada en la tltima relacién. Para no perder generalidad
supondremos solamente que sus elementos son reales, a,b,c y d. Ademds
cambiaremos a notacién r = ¢, y = p de modo que el sistema a considerar

a(0)=(2a)()=2(3) oo

Los valores propios A de la matriz A, estdn dados por las raices de la ecuacién
de segundo grado
(a—=X)(d—X) —bc=0,

que llamaremos A;, As. Supongamos que los valores propios son A\; y Ay y
sean
() (%)
B )\ B2 )’
los vectores propios. Suponga ademds que la solucién es exponencial de la

forma
(20 -n () en ()

al sustituir en la ecuacién diferencial

aq At Qg Aot a b aq A1t &%)
)\161<61 )6 +)\262<62 >€ = ( c d> <Cl(61 >€ +62<62
« «

se satisface identicamente. Como estd bien establecido, se pueden distinguir
los siguientes casos cuando det(A) = ad — be # 0.

» Casoreal 1. \; < A\ < 0, nodo asintéticamente estable.
= Caso real 2. 0 < \; < Ag, nodo inestable.

= Caso real 3. A\; < 0 < Ay, punto montura, inestable.
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Caso real 4. A\ = A3 < 0, nodo, asintéticamente estable.

Caso real 5. 0 < A\; = Ay, nodo, inestable.

Caso complejo 1. Re(M) < 0, espiral, asintéticamente estable.

Caso complejo 2. 0 < Re(\), espiral, inestable.

Caso complejo 2. Re(\) = 0, centro, estable.

Valores propios reales

Los tres casos reales pueden analizarse dentro del mismo contexto. Al
suponer soluciones particulares de la forma exp(At), se encuentra que la so-
lucién general es de la forma

(0 )=a (B )ersa(R)en o

donde los vectores de componentes «, 5 son los vectores propios asociados a
los valores propios A\; y As. Enseguida, para esquematizar la conducta cerca
del punto critico, x,y — 0, es necesario ver que término predomina y en qué
tiempo ocurre eso. Por ejemplo en el caso real 1, predomina el término con \;
cuando t — oco. Es decir el sistema, a la larga, se aproxima asintéticamente
al punto critico por la direccién de la recta definida por el correspondiente
vector propio. Similarmente, en el caso real 3, si t — oo el sistema puede
aproximarse asintéticamente al punto critico por la recta asociada al valor
propio negativo. En cambio, puede alejarse a medida ¢ — oo por la recta
asociada al valor propio positivo. Para cualquier condicién inicial fuera de
la recta asociada al valor propio negativo, predominara a la larga, la parte
asociada al positivo, ver figura (1.2).

Valores propios complejos

Los valores propios complejos, de la forma A = u=+iv, merecen otra forma
de anadlisis. En este caso, es conveniente reducir el problema a lo que se de-
nomina su “forma canonica”. Es conocido que todo problema bidimensional
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Real 1 Real 2 Real 3
N

>
Real 4 Real 5

Figura 1.2: Autovalores reales

lineal con valores propios complejos, puede ser transformado mediante un
cambio de coordenadas a su llamada forma candénica

alo)=(on)0)=a(s) o

siendo en este caso los autovalores de la matriz A, A = m 4 in. Si ademds
se utilizan coordenadas polares, x = rcosf y y = rsin#, las ecuaciones se

desacoplan
dr o

% =mr, % = —nNn, (122)

con solucién
r=ree™, 0 =6y—nt, (1.23)

por lo cual, la solucién general de (1.21) estd dada por:
z(t) = roe™ cos(fy — nt), y(t) = roe™ sin(fy — nt), (1.24)

por lo cual, las trayectorias o curvas en el espacio de fase son espirales que
divergen si Re(\) = m > 0, espirales que convergen si Re(A\) = m < 0y
circulos si m = 0. Asf se distinguen los tres casos, ver figura (77)

= Caso complejo 1. Re(A) = m < 0, espiral, asintéticamente estable.
= Caso complejo 2. Re(\) = m, espiral, inestable.

= Caso complejo 3. Re(\) = m, centro, estable.
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AN
) CD >

Complejo 1 Complejo 2 Complejo 3

Figura 1.3: Autovalores complejos

EJEMPLO 1.5.1 Reduzca un sistema lineal de dos dimensiones a su forma
canonica.

Solucién. Consideremos el sistema lineal
()= a)(7)
Y c d y )’
donde la matriz tiene valores propios complejo, es decir de
(a—=A)(d—=X) —bc=0,

se deduce

)\:%a—f—%di%i\/—(a—d)?—élcb):mj:in.

Considere ahora la siguiente transformacion lineal

(0)= (s 5)(5)

con inversa
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por lo tanto

(1) - (£ 4)()
(L)
(L )

- (%))

que prueba el teorema. Usted podria preguntarse ;jcémo es que se adivind
la transformacién lineal? En realidad, la solucién del sistema original nos

orienta al respecto. Hagamos = = Ae*, y = Be*, luego debe tenerse

M = aA+ 1B,
AB = cA+dB,

se obtienen los autovalores
A=A, A =m*En,

y la razon de amplitudes

B B A—a
A b
de donde la solucién es
xr = A1€A1t+A2€)\2t,
Al — Ao —
y = 2 CLAleAlt + 2 aAge)‘Qt
b b
m—a

= (Ale)‘lt —|— A26A2t) + iﬁ(Ale)‘lt — AQ@AQt),

b b

y hacer

u = Z‘(Ale/\lt + A2€A2t),
= —(Ale’\lt — AQ@AQt),

de modo que

.m—a n

;U
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1.5.3. Algunos retratos de sistemas

El minimo de energfa potencial de un péndulo simple con dngulo § = x
ocurre en x = 0. El Hamiltoniano es

P
H=— —mgLcosz,

2m
y las ecuaciones de Hamilton son

T = £, p = —mgLsinx,
m

sistema que tiene el retrato:

El méximo de energia potencial de un péndulo simple con dngulo 0 = x
ocurre en x = 0. Si el Hamiltoniano es

2

H=2 +mglL cosz,
2m

y las ecuaciones de Hamilton son

T = £, p=mgLsinz,
m
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sistema que tiene el retrato:

L
ot

Un sistema que no puede ser linealizado serfa el siguiente

2
b 1 3
H=2 2
2m+3 o

que tiene como ecuaciones de Hamilton

D
q = —,
m

p - —k‘l‘Q,

y un punto critico en z = 0, p = 0. El retrato de esta sistema (obtenido
mediante el programa retratos.exe que se acompana) es

)

W

b
i
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1.5.4. Bifurcaciones

Como una regla la conducta dindmica de un sistema es dependiente de
algunos parametros. Nos limitaremos a describir aspectos esenciales de la
conducta de sistemas que tienen un pardmetro que llamaremos p. Este pa-
rametro también es conocido como pardmetro de control. Puede ocurrir que
para valores pequenos del pardametro el sistema presente una configuracién de
equilibrio estable. Si el pardmetro se incrementa, tal situacién de equilibrio
puede tornarse inestable y dar lugar a dos situaciones de equilibrio distintas.
Tal fenémeno se conoce como bifurcacién. Supongamos que la dindmica esta
dada por

% = F(x, 1), (1.25)

y que la situacién de equilibrio o punto xq critico satisface
x = F(xo, ) = 0.
Esto es una determinacién implicita del punto de equilibrio

Xo = Xo (k).
Un teorema sobre funciones implicitas requiere que la matriz de Jacobi

9k
”_8:1:]-

sea no singular. Esto es que el determinante de M;; no se anule. En efecto si
linealizamos 1.25 en torno a la posicién de equilibrio

X = XotY,
entonces OF
yi:Fz'(Xo +y) :Fz'(xo>+ Z Yj 8_1‘1} )
j 770
de donde es posible despejar los y; si

F;
8.Tj

det(=—) £ 0.



1.6 Bifurcaciones 37

1.5.5. Estabilidad de un punto de equilibrio

Supongamos que se tiene un punto de equilibrio caracterizado por
X = F<X07 M) = 07

Si el sistema se coloca en un punto del espacio de fase cercano al punto de
equilibrio, la evolucién puede ser hacia el punto de equilibrio. Si eso es asf
tal punto de equilibrio se denomina estable. Para ver bajo que condiciones
ocurre esto, hagamos una expansién

X = XotYy,

entonces

: OF;
vi=Fi(xy +y) :Fi<xo)+zyj B } )
j ':CJ 0
o en lenguaje matricial
y = Mgy
si se buscan soluciones exponenciales
y = ae ',
resulta
Mpa = — pa.

Claramente el punto de equilibrio es estable si y — 0 esto es si p es real y
positivo. Esto es el punto de equilibrio es estable si los valores propios de la
matriz Jacobiano

Mi' - __°
J 8ZL']'

son negativos.

1.6. Bifurcaciones

1.6.1. La bifurcacién de Saddle point

Fl sistema dindmico gobernado por

t=F=pu—2a?
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tiene un punto de equilibrio o punto critico cuando
m—= .ﬁC% = 07

pero xg no existe si pes negativo. Luego el nimero de puntos criticos pasa
de 0 a 2, cuando i pasa de negativo a positivo.

L

table
I es

inestable

l

Figura 1.4:

_or
- Ox

La estabilidad de los puntos criticos

To = j:\/ﬁv

puede analizarse haciendo una perturbacién

r = £/ + oz,

=-2r=0=2=0.

con dx pequeno. Resulta

e = - (Eyi+ o)
= p—(Vp+ow)
= F2/péx — (0z)?
~ F2./pox
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O sea, para el signo + una desviacién positiva dx ocasiona una disminucién
de z, esto es estabilidad. Para el signo — una desviacién positiva dz causa
una desviacién positiva de x, esto es inestabilidad.

1.6.2. Analisis de estabilidad mas en general

Considere el sistema dindmico
&= F(x, p),
donde el punto critico satisface
F(xo, ) =0.
Expanda para una vecindad del punto de equilibrio
r = x9+ 0z,

resultando

OF
T = F(xo+dx,p) =~ F(xg, u) + ox —}
o

ox
T = oOx g—f}xo

Claramente estabilidad significa que & y dx tienen distinto signo, esto es
or < 0 mientras que inestabilidad significa que g—i}mo > 0. O sea el

Ox J xg
punto critico es estable si
oOF
M = —} <0,
or |,
0

y es inestable si

OF
M = %}m > 0.

1.6.3. La bifurcacién de pitchfork

Fl sistema dindmico gobernado por

i=F = ur — a3,
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tiene un punto de equilibrio o critico cuando
prg — 8 =0,
Hay tres puntos criticos zo = 0, para todo valor de i, xg = & /j si p > 0. El

nimero de puntos criticos pasa de 1 a 3 cuando i pasa de negativo a positivo.
La matriz de Jacobi es

Estabilidad

M (0) = p estable si pp < 0
M(%\/it) = p — 3p0 = —2p estable si > 0

I estable

estable

LT u
TTrrrreNd | l1111111

I inestable

1.6.4. La bifurcacion de Hopf

Una bifurcacién de Hopf genera un ciclo limite partiendo de un punto
fijo. Considere el sistema de dos dimensiones

= —y+a(p—(2*+y?) = F,
= z+y(p— (@ +y%) =,
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la matriz Jacobiano es

M — % % :[u—3x2—y2 —1;2xy2
52 52 1—2xy w—x°—3y

ox y

El punto fijo corresponde a

—y+a(p—(*+y?)) = 0,
r+y(p—(2*+y?) = 0,

una solucion es el punto (0,0). Para ese punto critico la matriz de Jacobi se

reduce a
_ | m 1
MO - |: 1 ,LL :| )
con valores propios
n— iv
p+

recordando caso complejo 1 que p < 0 , espiral, asintéticamente estable.
Caso complejo 2 > 0, espiral, inestable. Caso complejo 3 p = 0, centro,
estable.

Cambiando a coordenadas polares

r=rcosop, y=rsino

se tiene
i o= —yta(u—r?),
= a+y(p—r7),
o0 sea
fcosgb—rqbsingb = —rsing 4 urcos¢ — r®cos ¢,

Fsing +rgcosg = rcosd+ ursing —rdsin g,

que se desacoplan a
o= pr — 13, (1.26)
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de modo que

r = rcost,
= rsint,
La solucién de la ecuacion radial 1.26 puede ser obtenida y es

1
1+ e2Cip

r (1) VT W) i, v — R

que tiende a un ciclo limite de radio ,/z cuando u es positivo. En el gréfico
que sigue se ilustra la convergencia al ciclo limite para y = 0,5, ro, = /0,50 =

0,71 partiendo de valores r(0) =1y (0) = 0,4.

T T T T T
02 04 06/08 1

Figura 1.5:

1.6.5. Analisis de estabilidad

Daremos algunos ejemplos donde se analizan y caracterizan puntos de
equilibrio.

EJEMPLO 1.6.1 (Adaptado de Fetter) Considere una particula de masa m
que se mueve vinculada a un alambre liso en forma de circunferencia de
radio R y cuyo plano es vertical. El alambre rota en torno a su didmetro ver-
tical con velocidad angular constante €). Usando el dngulo 6 entre el radio que
contiene la particula y la vertical descendente. (a) Encuentre el lagrangiano,
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v

Figura 1.6:

escriba la ecuacion de movimiento y su primera integral. (b) Determine todas
las posiciones de equilibrio ( en realidad posiciones estacionarias) y clasifi-
quelas como estables o inestables. (c) Para las que sean estables, encuentre
la frecuencia de oscilaciones pequenas.

Solucién. Con respecto a la figura
4

Q

T
N

tenemos que el Lagrangeano es

1
L = —mv?+mgRcos0,

2
1 i
= §m(R292 + R*Q*sin §) + mgR cos .
De aqui sale la ecuacién de movimiento
doL oL _
dtop 06

= mR%) — mR*Q?sin 0 cosf + mgRsind = 0.
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El lagrangeano es independiente del tiempo, luego una primera integral es
H = constante. Calculando

H = pfl—L= mR2° — %m(R26’2 + R*Q0?sin®0) — mgR cos 0,
pe = mR%,
H = %Jj@ — %mR2Q2 sin? — mgR cos 0
Las ecuaciones de Hamilton son
p - OH _ P
Opy  mR?’
Do = —88—2] = mR*Q?sinf cosh — mgRsin 6,

las posiciones de equilibrio son 0 = 0, pp = 0 y los dngulos satisfacen
RO?sinfcosf — gsinf = 0,

con soluciones
=0 0=m

; 19
y otra que existe si gz < L.

Linealizacién

d( 6\ [ Hs Hy 6
E(pe) B <—H11 —le)(pe)
( : ) ()
(2mR%Q2% cos® 0 — mR*Q? — mgRcosf) 0 Do

los valores propios de la matriz son

A= j:%\/R (2R2 cos? 0 — RQ? — gcost).

Para los valores de equilibrio calculamos

A
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a) 0 =0, \= +%+/R(RQ?— g), imaginario puro si g > Q*R y es en ese
caso centro estable.

b) 6 =m, A= :l:%\ /R (R$2? + g) reales positivo y negativo, punto montura
inestable.

c) costy = 7=, A= i—%\/R <§;L2 — RQQ>, imaginario puro si g < Q%R

y es en ese caso centro estable.

Oscilaciones pequenas en torno a § ~ 0y 0 ~ 6,

Expansién en torno a (0, 0)

o — _Po_

pe = mR(RQ*—g)0,

o — _Po_
. m 2 2
Do = ﬁ(g—RQ)(gH—RQ)@,

i (o) (o)

s G- g (@ h)

EjEMPLO 1.6.2 Una particula se mueve en una drbita circunferencial bajo
un potencial central atractivo V(r). Encuentre la condicion para que una
orbita circular sea estable.

Solucién. Estabilidad de una o6rbita circular. En coordenadas polares r
y 6 el lagrangeano es

1 .
L= §m(7'”2 + 7"202) —V(r),
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de donde las ecuaciones de Lagrange son

d*r

-2 Vi(r
720 = constante = h. (1.28)

A

La solucion de érbita circular se obtiene con las condicién iniciales

r(0) = R,
v(0) = RAH(0),
RV'(R
U(O) — ( )7
m
Lo~ R RV'(R)
m
La ecuacién radial puede escribirse
S
a2 3 m
ﬂ_RZSV/(R) B _V’ T)
dt? mr3 N m

Supongamos una pequefia perturbacién u, (sin cambiar la rapidez) de modo
que
r=R+u,
luego
@ _ RV'(R) _V’(R+u)
2 m(R+u)? m
expandiendo hasta primer orden en u
Lo VR) (3 N__ VB _u
dt? m R ) m m

que se simplifica a

V// (R) 7

d*u 3V/(R) 1_,
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La érbita circular serd estable en el sentido de w realice oscilaciones armoénicas
de pequena amplitud y ello ocurre si

3V'(R
w? = 3VI(R) +V"(R) >0
R
lo que impone una restriccién a la forma del potencial cerca de la érbita .
3
V"(R) > —}—%V’(R).

Si el potencial es del tipo

V(R) = —%, con ¢ >0
resulta

VIR) =z

viry = Mtle
luego

_n(n+1)c 3 nc

Rn+2 > R RntD’
de aqui una condiciéon que debe cumplir n
(n+1)<3=n<2,

cuestion que es satisfecha por el potencial inverso a la distancia. En efecto si

GM
V)= -
r
3VI(R) 1 3 GMm 1, 2GMm GM
2 — _V// R - o —
ey L D A L ¢
y entonces el periodo de oscilacion serd
T 2 _ 2m _ 27TR7
w am  v(0)
R3

el mismo periodo de revolucién en la érbita. En este caso, la solucién pertur-
bada puede ser encontrada exactamente y se trata de una elipse.
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1.6.6. Otro punto de vista

La 6rbita circular serd estable en » = R si el potencial efectivo

€ l2
U = —25”2 +V(r),

tiene un minimo local en r = R. Entonces debe ser

, i3
V(R)_W = 0,
1" 3l%
V(R)‘Fm > 0

o bien, eliminando /2

V(R) + %v'u%) =0

que es la misma condicién obtenida anteriormente.

1.6.7. Un caso inestable

La inestabilidad de la 6rbita circular para el caso de un potencia atractivo
inverso al cuadrado de la distancia (fuerza inversa al cubo de la distancia)

k 2k
Vi) =%, F)=-2
es facil de comprender. El Lagrangiano serd
1 1 : k
L= Emf‘z + amr202 + 2
de donde siguen las ecuaciones de movimiento
. -2 2k
mit — (mré _ﬁ) = 0.
Do = mr?0 = constante.

Eliminando 6 resulta

. Do 1
= (=% —2k)—.
mr (m )7"3



1.6 Bifurcaciones 49

Para este caso el radio de la 6rbita circular R satisface

2
Po _ o1 —,
m

es decir
mR*»?(0) = 2k.

Si R se incrementa una cantidad pequena a R + € entonces
po — mu(0)(R + ¢),

y resulta
7> 0,

y si R se disminuye una cantidad pequena a R — € entonces
po — mu(0)(R — ¢),

y
7 <0,

es decir el radio crece hasta infinito o disminuye hacia cero. Obviamente
puede también constatarse que el potencial efectivo

Uef_lp_g k

T omr? 2
no tiene un minimo.
1.6.8. Otro caso estable
Para la fuerza eldstica con
V(r) = kr?,

hay orbitas circulares estables. El potencial efectivo es

Uvef =9 4 kr?,

B 2pur?

luego la condicién de extremo en r = R da

—ﬁ+2kR—0:>R— i/ 1o
pR3 B o\ 2k
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y la segunda derivada es

eryr _ 3o L o _
(U))" =  + 2k =8k > 0.

Esto es se trata de un minimo. Un gréfico de %2 + r? se muestra,

107

Figura 1.7: grafico de % + 72

1.6.9. El trompo dormido

Para el caso de un trompo cuyas ecuaciones son
s = ¢ cosf + ) = constante,
A¢sin? 0 + C's cos§ = o = constante,
E = %AQQ + %A(sin2 9)(}52 + %C’(s)2 + mgh cos § = constante.
Existe un estado de equilibrio con 6 = 0. Si eliminamos

a— Cscost

0= Asin’6

en la energia resulta

1 .2 1(a—Cscosf)? 1,
E=-A — ~) hcos 6
5 0 —1-2 20 +2 5“4+ mgh cos 0,




1.7 Principio variacional de Hamilton 51

Pero a = C's luego

1 .2 1(1—cosf)C?s* 1 _,
E=-A0 + - + = +
5 0 3 (1 o3 9) 205 mgh cos 6

El potencial efectivo lo expandimos en torno a 8 = 0
2

1(1—cosf)C?s? 1 _,8* 1
S (1T cos0) A + mgh cos >~ mgh + 80 1 2mgh 0°,

luego se trata de un minimo si

s 1

luego el trompo dormido es estable si
(C?s?
A

1
~C?
8

> 4dmgh.

1.7. Principio variacional de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange pueden ser obtenidas del llamado principio
variacional de Hamilton. La accién S de un sistema se define mediante

5= / Lig(t), 4(t), t)dt (1.29)

es decir una integral sobre un posible camino ¢;(¢) que permita al sistema
pasar entre los instantes de tiempo t; y t5 en forma compatible con los vincu-
los, y con las condiciones en t; y t5 . Primero, su variacién con extremos fijos,
supuesta nula, conduce a las ecuaciones de movimiento.

1.7.1. Variacion de la accion

La accién puede considerarse una funcional de los posibles caminos ¢;(t)
compatible con los vinculos y las condiciones en t; y ¢ . El principio variacio-
nal de Hamilton establece que la accién es un extremo si y solo si el camino
es la trayectoria fisica, solucién de las ecuaciones de movimiento del sistema
(conservativo).
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Demostracion:

En lo que sigue, llamaremos caminos fisicos a los caminos extremales
entre los puntos extremos fijos y caminos variados a otros caminos, préoximos
a los caminos extremales, entre los mismos puntos extremos. Se requieren
elementos de cédlculo variacional que no estudiaremos aqui, pero de los cuales
haremos uso (ver [3]). Para que la accién sea un extremo se requiere que su
variacién S sea cero, para variaciones d¢;(t) infinitesimal, compatibles con
los vinculos y nulas en los extremos y salvo por eso, arbitrarias entre ellos.
Como se sabe, usando la “notacién ¢”, se tiene que

08 = /Z(aL 855 >dt

)

como 4
%5617 Y 0qi(t1) = dqi(t2) =0,

la primera variacién de la accién puede escribirse

0q =

to
OL d oL
t1

= Si se cumplen las ecuaciones de movimiento, ecuaciones de Lagrange
en su forma original, es decir

oL d oL
Z (3% dt 3%) 0g; = ZQN05Qz>

y si ademds se trata de un sistema conservativo, donde por definicién
QN® =0, Vi, entonces §S = 0, lo que significa que S es un extremo.

= Sila accién S es un extremo, o sea 0.5 = 0, tenemos

to

oL d oL
/Z (8% dt 94 ) 0g:dt =
t1

d oL
Z/(a% %a%)dw%_o'

o bien
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Si las variaciones dg; son arbitrarias en el intervalo, serian cero los inte-
grandos. Sin embargo admitimos la posibilidad de que hayan vinculos
no holonémicos de un cierto tipo, satisfaciendo

ZAM@'—FAJ‘U:O, j=12,...,r

Como las variaciones virtuales son a tiempo fijo se tiene

ZAﬂ(qu:O, j:1,2,...,7”,

y también serdn cero sus integrales

to
Z/Ajiéqi =0, j=12...,r (1.31)
7 f

de modo que tenemos un problema de calculo variacional, con restric-
ciones adicionales (1.31), por lo que, haciendo uso de la técnica de los
multiplicadores de Lagrange obtenemos

OL d oL
o4 - E@q} = Q; + zj:/\jAjia

que son las ecuaciones correctas de Lagrange para sistemas conservati-
vos con vinculos adicionales no holonémicos del tipo que se estudiaron
anteriormente.

1.7.2. Variacion en los extremos

Consideremos variar la accién entre el camino extremal que satisface las
ecuaciones de lagrange y caminos cercanos sin restringirse a extremos fijos,
es decir

¢ = g + €gi(t),

pero ahora
9i(t1) # 0y gi(ta) # 0.
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Resultara

ss = [ i - g

t1
b oL oL d
_ / (3 Foreonlt) + G epon(t))t.

Integrando por partes

38 = /ZaL dt+z /Zingl )dt.

Si la trayectoria es extremal, se satisfacen las ecuaciones de Lagrange cance-
ldndose la primera y tercera integrales resultando

55 = 691 ‘ Z a g’L

Si el Lagrangiano es invariante ante la transformacion ¢; — ¢, = ¢; + €g:(t),
entonces lo es también la accién por lo que 65 = 0 y en consecuencia

i(t) = constante,
Z 3qu

que constituye otra demostracién del teorema de Noether. Este fue estable-
cido en 1.16 como: Si el Lagrangiano es invariante a la transformacion

¢ — Qi(q, s) con ¢; = Q4(q,0),

d oL dQ;
dt Z 0q; ds

=0,

s=0

serfa ahora @); = sg;(t).

1.8. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.8.1 Si se considera la transformacion

;= F<q17 q2, q3)7

siendo los q; funciones del tiempo. Demuestre la identidad:
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Solucion. Considere

y
81}2_q g, _ or
o5z oy
luego
d 0 v? L or  _ dor
drog 2~ " ag " diag
. af_i_ﬁ ov
- 0q; ! dq;
— _’.E_f_iv_g
-~ Yo o 2
A

EJERrcicio 1.8.2 Utilice la identidad senalada en el problema anterior para
obtener las componentes de la aceleracion de una particula en coordenadas
cilindricas y en coordenadas esféricas.

Solucién. En coordenadas cilindricas p, ¢, z

—

Fo= zk+pp

or ~Or or op .
ar Bo—=p =, =
o= PP

luego resultan

B d 0 v? 81}2_
“ T Woz2 922 7
d 0v: 0 .2
ap = Ea—l-o?—a—p720—ﬂ¢>

phe = %a_gb?_a_qs?:dtagb 2
B i2._ - 9"
= dt'pqﬁ—.?ppqﬂpqﬁ-

ag = 2pd+ po.
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Similarmente, para coordenadas esféricas e, 6, ¢

r = rr
or . or ~ Or .
> = 7, 0= ro, 8_gb = r(sinf)¢p

P o= 2 72 (sin? Q)Q‘b?,
luego resultan

ar = ______:727

dt Or 2 or 2
40w 0w dor 0rnos
dtog2 002 dtop 2 00 2 ’
= %TQQ — r%(sin 6 cos 0)&52 = 120 + 2r70 — 1*(sin 0 cos 0)&52,
ag = 76+ 270 — r(sinfcos 9)&2
d ovt 9v:  d O r¥(sin’ Q)Q'bz

rag =

r(sinf)ay, = Ea_ﬂ ~ 97 %a_qs 5
_ o4 oo oy
= o (sin 0) g,

ay = 7(sinf)p + 27 (sin )¢ + 2r(cos 0)0ep

A

EJERrcIcIO 1.8.3 Una argolla de masa 3m puede deslizarse horizontalmente
sin rozamiento por un alambre como se indica en la figura. Unido a la argolla
hay un péndulo doble, formado por dos particulas de masas m e hilos de largo
a. Si, en una posicion cercana a la de su equilibrio, se deja al sistema en
libertad, a partir del reposo, las masas oscilan en el plano de la figura (1.8)
en torno de la vertical.

a) Escriba las ecuaciones de Lagrange del movimiento del sistema.

b) Determine las aceleraciones cuando los desplazamientos angulares y las
velocidades son pequenas.
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Figura 1.8:

Solucién. Usemos como coordenadas generalizadas x de 3m y los dngulos
0 y ¢ que forman los hilos con la vertical. Tenemos entonces

Ty = x4+ asinb,
Yo = —acosb,
r3 = T+ asinf+ asing,
y3 = —acosf — acos o,
de donde
iy = &+ abcos 0,
U = afsind,
iy = i+ afcosh+ adcosp,
U3 afsin b + agsin é,
y luego
3 o L o 952 .
L = gmid + §m(x + a0 + 2&al cos0)

—i—%m(:f a2+ a2¢2 + 2606 cos O + 2dag cos ¢ + 2a%0p cos( — b))

+2mga cos 6 + mga cos ¢,

derivando

oL

— =5mx + 2m

0zt

(af cos 0) + m(ag cos ¢) = constante.
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g—g = 2ma®0 + 3mia cos f + ma2p cos(0 — @),

oL . ' .

8_gb = ma“¢p + miacos ¢+ ma0 cos(d — @),

oL L . .
0 - —2mdaf sin 0 — ma“0¢sin(d — ¢) — 2mgasin b,
g—g = —miagsing + ma®0 sin(f — ¢)) — mgasin ¢,

y finalmente
0 = 2a0+3icosf + adcos(d — ¢) — ag}ﬁQ sin(f — ¢) + 2¢gsin 0,
0 = a¢+icosd+ alcos(d — b) — ab’ sin(6 — ¢) + gsin ¢.

A

EJErcicio 1.8.4 Un disco de masa M y radio R puede rodar sin resbalar
sobre un plano horizontal. Una barra de masa m y largo 2a estd fija radial-
mente a un punto del borde del disco y ella causa que el disco oscile respecto
a la posicion de

equilibrio 0 = 0.

EJERCICIO 1.8.5 Determine la ecuacion de movimiento y una expresion para
el periodo de oscilacion.
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Solucién. La distancia de GG a G serd llamada d

m(R + a)

d =
M+m

I

y el momento de inercia respecto a ese punto obtenido por el teorema de

Steiner serd
1

1
I= EMR2+Md2+§ma2+m(R+a—d)2

El momento de inercia respecto a G seréd

1

1
I = 5MR2 - (gmaQ +m(R +a)?)
1 4
= 5]\4}'{2 + ngLQ +mR? + 2mRa,
Las coordenadas de GG serdn
re = —RO+ % sin 6
~ m(R+a)
Yo = T cos 6
— . m(R+a).
iq = —RO+ Ry 0 cos 0,
o = Ty dn0
luego el Lagrangiano sera
1 2 2mR(R + a) m2(R + a)?
L = =(M 2 _
2( +m)0 (R o m cosf + — 0 )2)
1.1 a)

—MR* + 4ma +mR? + 2mRa)9 +(M+m cos 0,

249 3 M +m
la ecuacién de movimiento sera

_d T\ R? m*(R + a)?
0 = —(M+m)R +7(M+m)

dt
1 2 2mR(R+a) .

1 4 .
+ §MR2 + gma2 +mR? 4+ 2mRa — 2mR(R + a) cos 0)0 + (M +
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Para oscilaciones pequenas

2(R 2 1 4 ..
0= ((M—l—m)RQ—i—%—i—§MR2+§ma2+mR2+2mRa—2mR(R+a))9+m(R+a)9
W2 — m(R + a)
M +m)R2 + 22l | 1yrpe 4 dina2 4 mR2 + 2mRa — 2mR(R + a
(M+m) 2 3
1 6m (R + a) 9R2M2+9R2Mm+6R2m]\2/[—:_lglm2Ra+14m2a2+8ma2M

A

EJjErCICIO 1.8.6 Una particula estd vinculada a una superficie lisa conica
con semi dngulo en el vértice o y cuyo eje estd vertical. Usando coordenada

cilindricas z, ¢
A

z

v

O
o
escriba las ecuaciones de Lagrange. ;Hay orbitas circulares? ;Son estables?

Solucién. Las componentes de la velocidad son 7, (r sin )¢ donde r cos v =
z entonces las componentes de la velocidad son

, ztan aéﬁ
COS (v
y el Lagrangiano serd
1 32 .2
L =—-m( + 2%¢" tan® a) — mgz,
2 ‘cos?a

derivando construimos las ecuaciones de Lagrange

— mz<}§2 tan’a+mg = O,

cos?
Dy = mz2¢tan® o = const.
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)

——%—— obteniéndose
mz<tan® a

La ecuacién para z se obtiene eliminando ¢ =

. 2
z p¢
cos?2a  m2z3tan®«

+g=0,

que puede escribirse

3 cos® oo a— _2( p; cos” a

0z

o sea el potencial efectivo en la direccién z es

+ gz cos® a),

m2z3 tan? o 2m?2z2 tan? o

2 2
P75 COs®
V(z) = % + gz cos® a.
2m2z* tan® o
Orbitas circulares, con z = 2y constante corresponde a %—‘Z/ =0 o sea
5 cos®

2
—————— —gcos"a=0
m2z3 tan® o

La segunda derivada es

3p2 cos? o

V) = e
mez=tan® o

que es obviamente positiva. Luego el punto z = 2, corresponde a un minimo

del potencial, luego se trata de una érbita estable. De

podemos despejar el valor de qb adecuado

o g
0= \/ 2o tan? o’

Un gréfico ilustrativo. V(2) = & + 2

EJjercicio 1.8.7 Un péndulo formado por una barra liviana de longitud I,
untda a dos masas iguales a m una de ellas que puede oscilar en un pla-
no vertical, la otra restringida a moverse verticalmente unida a un resorte
de constante k, como se ve en la figura (1.10). Escriba las ecuaciones de
Lagrange del movimiento del sistema.
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107

Figura 1.9: V(2) = & + 2

z

Figura 1.10:
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Solucién. Sea z la longitud del resorte y 8 el angulo que forma la barra
con la vertical. Las coordenadas de la masa que oscila como péndulo son

lsinf, y= —z—1lcosb,
= 1fcosh, y:—é—l—lésine,
luego

1 1 . : 1
L= §m22 + §m(z‘2 — 2120 sin 6 + 1292) — §k(z —1p)?* + mgz,

O Sea

. 1 . 1
L = ms®—mli0sing + =mi2” — 514:(22 — 221y + 12) + mgz,

2
rr mz — mlfsin @, %_—k(z_lo_?)’
2 - m(—lzsing + 120), — = —mifcosf
80 N ’ a@ - )
si se define
mg
u=2z—ly— -

las ecuaciones de lagrange serdn
i — 10sin0 — 10 cos +—u = 0,
m ..
—usinf +10 = 0.

A

EJERCICIO 1.8.8 Una particula de masa m estd vinculada suavemente a un
tubo liso el cual se hace rotar en torno de la vertical con velocidad angular
Q constante, de modo que el angulo de inclinacion del tubo con la vertical es
constante o . Para la coordenada generalizada r, la distancia de la particula
al punto fijo del tubo se pide

a) Escribir la ecuacion de movimiento.

b) Determinar la posicion dentro del tubo donde la particula puede estar
estacionaria, es decir sin moverse respecto al tubo.
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c) Si la particula es colocada dentro del tubo en el punto fijo, determine
la velocidad minima que ella debe tener respecto al tubo, para que ella
sobrepase la posicion determinada en la pregunta (b).

Solucidn. Si llamamos r a la distancia de la particula al origen se tiene
L= 5m(7'“2 + 7r20%sin? ) — mgr cos a,

de donde sigue

OL _ OL 5 . o
— = mr, — = mrQ°sin® a — mg cos a,
or or
y luego
i = rQ%sin® a — g cos . ((a))

La particula puede estar estacionaria donde # = 0 o sea a distancia

gcos

r=——s— b
02sin? o (b))
del origen. Integrando la ecuaciéon de movimiento entre » = 0 y r obtenemos
Lo 1o 1 o009
—7° — —vy = =r°Q°sin“ a — gr cos «
y la condicién es que 7 en r = 552>~ de modo que resulta
1, 1, gcosa 5.9 . o g cos
vy = —=(=——)"0*sin“a + g=——— cos q,
20 2(Q2sin2a) gQ2sin2a
gcot o
vg = . c
o = 4% (©)

A

EJERcCICIO 1.8.9 Una particula de masa m estd en reposo en el punto mas
alto de un hemisferio liso fijo de radio R. Si ella es perturbada levemen-
te, comienza a resbalar sobre el hemisferio. Determine el punto donde ella
abandona el contacto con el hemisferio.

Solucién. Sea 6 el &ngulo que forma la linea desde el centro del hemisferio
a la particula. Entonces la energia es

1
E = Emv2 +mgRcosf = mgR,
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de donde
v? = 2gR(1 — cosf).

La reaccién normal satisface

va

N — 0 =——
mg cos R

y se anula cuando
2
mgcosf = m2g(1l — cos) = cosl = 3= 0 =48.1897°.

A

EJsercicio 1.8.10 Una particula de masa M se coloca en reposo sobre el
punto mdas alto de un hemisferio semicilindrico de masa M y radio R, el cual
descansa sobre un plano horizontal liso, como se indica en la figura (1.11). Si
la particula se perturba levemente, el sistema comienza a moverse. Determine
la expresion que determina el dngulo para el cual la particula perderd contacto
con el hemisferio.

Figura 1.11:

Solucién. Con relacién a la figura las coordenadas de la particula P son

rp = x4+ Rsind,

yp = Rcosh,
luego las componentes de la velocidad

ip = &+ Rlcosb,
yp = —Rfsind,
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de donde el Lagrangiano es

1 1 : :
L = M + SM (& + 2 Rf cos 6 + R20%) — MgR cos.
Hay dos cantidades conservadas
oL . -
Pr = %:2Mx+MR90089:0, (1.32)

) 1 )
H = E=Mi*+ MiRfcosh + 5MR292 + MgRcos0 = MgR(1.33)

La condicién de despegue usualmente se impone haciendo la Normal cero.
Una alternativa es levantar el vinculo » = R constante y hacer uso de la téc-
nica de los multiplicadores de Lagrange para determinar N. Hay sin embargo
otra alternativa. Obviamente cuando se pierda el contacto serd

z=0.
Se necesita entonces Z(f). Para ello en 5.5 elimine &
i = ——0cosf
T 5 0 cos
obteniendo
22 4g (1 —cos0)

0 =—=———+.
R 2 —cos?d
Luego de la ecuacién 5.4 se obtiene

. R R [4g(1 —cos0)
T = —2(9(:059——2 R2_COS29(:059,
. . d
T = Qﬁx,
luego la condicion de despegue sera
d, [(1—cosf)
@( 2 — cos?0 cosf) =0,
de donde sigue
cos®f —6cosf +4 =0,

y evaluando numéricamente resulta

cosf =0,732051 = 0 = 42.9414°.
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A

EJERrcicio 1.8.11 Dos particulas de masas my y my estdn en reposo sobre
un plano horizontal liso unidas por una cuerda inextensible de largo L. Si
a una de ellas se le da una rapidez inicial vy perpendicular a la linea que
une las particulas, determine para el movimiento siguiente, la magnitud de
la tension en la cuerda.

Solucién. Realmente este problema no es adecuado para Lagrange. La
velocidad inicial del centro de masa y que permanece constante es

mivo
Vog=—"—.
ma + meo

Las velocidades iniciales relativas a G seran

r mivy  Malg
Ul — UO - — 9
ma + mo ma + meo
/ mivo
Vg = ———.
my + Mo

Ellas describen circunferencias de radios

mgL
n = )
mq -+ mo
mlL
ro = )
mq -+ mo

en torno al centro de masa. Luego, la segunda ley aplicada a cualquiera
particula da

/1\2
v
T — my l) ’
™
_ o (w)?
= M2 9
T2
y asf resulta
T_ 1m1 +mo, Moty o _ mims vy
mol  “mq+ms my +meo L
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CAPITULO 2

Sistema rigido de particulas

2.1. Cinemadtica de un sistema rigido

Un cuerpo rigido es por definicién un sistema de particulas donde las
distancias entre ellas son invariables durante su movimiento. También consi-
deraremos sistemas continuos rigidos donde uno se olvida de la discreticidad
de la materia y se considera un continuo donde las distancias entre sus pun-
tos son invariable. También son considerados sistemas rigidos los sistemas
de coordenadas, donde si el sistema se mueve, las distancias entre sus pun-
tos permanecen invariables. Un cambio de posicién de un sistema rigido, sea
un cuerpo o un sistema de coordenadas, se conoce como un desplazamien-
to. Como veremos es suficiente estudiar dos tipos de desplazamientos, las
traslaciones paralelas y las rotaciones.

En el estudio de las rotaciones el sistema puede ser el objeto fisico, lo que
se denomina punto de vista activo, o el sistema de coordenadas, punto de
vista pasivo. Ambos puntos de vista difieren simplemente en el sentido de la
rotacién.

2.1.1. Rotaciones y traslaciones de un sistema de coor-
denadas

Entre los cambios de posicion o desplazamientos que puede experimentar
un sistema de coordenadas, o un cuerpo rigido, son importantes los casos
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particulares conocidos como traslaciones paralelas y rotaciones. En una tras-
lacién, todas las posiciones cambian en un mismo vector desplazamiento T
de modo que

7l =7F+T. (2.1)
Por otro lado, una rotacién, mantiene inalterada las posiciones de todos los
puntos pertenecientes al llamado eje de la rotacién. Al respecto, cabe destacar
el siguiente teorema debido a Euler:

» TEOREMA 2.1
Todo cambio de posicién de un sistema que mantiene un punto fijo, puede
ser logrado en forma equivalente mediante una rotacion.

Un enunciado equivalente es:

» TEOREMA 2.2

Al cambiar de posicién un cuerpo rigido (infinitamente extenso) manteniendo
fijo uno de sus puntos, existe otro punto del cuerpo que recobra su posicion
original.

Una demostracién simple de este teorema se encuentra en el libro de Mecdnica
de Synge y Griffith.[8]

2.1.2. Rotacion de un vector en un angulo ¢ respecto
a un eje especificado por n

Considere una rotacién activa de un vector 7 en torno de un eje n en un
angulo ¢ en el sentido de avance de 7n. (Esto equivale a una rotacién pasiva
con un angulo de —¢. ) De la figura (2.1) es posible demostrar que el vector
rotado 7/ puede escribirse

7' =7+ (sing)n X 7+ (1 — cos )i x (i X 7). (2.2)
Para lo que sigue, estaremos sélo interesados en el cambio de un vector cuando
es rotado en un dngulo infinitésimo. Si en la expresién anterior hacemos
¢ — d¢, tenemos que
7' =7r+don x T,

dr=don X T,
es el cambio que experimenta un vector 7 al ser rotado en un éngulo infini-
tésimo dp respecto al eje n. Esto serd usado en lo que sigue.
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Figura 2.1: Rotacién activa de vector

2.2. Descomposicién del movimiento

Un cambio de posicién arbitrario de un sistema o de un cuerpo rigido,
puede ser en general logrado en forma equivalente mediante una traslaciéon
pura, que lleva alguno de sus puntos A a su posicion final A’, seguido de una
rotacién pura en torno de un eje que pasa por el punto A’, en un cierto angulo.
Entonces el cambio de todo vector posicién de un punto P perteneciente al
cuerpo rigido, podrd escribirse:

o — —
5OP - 50Atraslacién + 5AProtacién .

Si el cambio de posicion es finito, nada podemos decir de las posiciones in-
termedias que ocupd el cuerpo para pasar de su posicién inicial a la final.
Sin embargo, si el intervalo de tiempo transcurrido entre ambas posiciones es
infinitésimo, dt, entonces la descomposicién anterior, nos describe en forma
continua las posiciones que ocupa el cuerpo mediante

—_— = —
dOP = dOA + dAP,

O Sea
— — —
dOP = dOA + d¢ 7 x AP,

que si se divide por dt, constituye una relacién entre velocidades de dos
puntos A, P del cuerpo rigido, es decir

d
UP:6A+d—fﬁxF.
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Si definimos

do A
dt
la denominada velocidad angular instantdnea del cuerpo rigido, se obtiene

(2.3)

0=

—
Tp = U4+ & x AP . (2.4)

Lo anterior es algo enganoso. La existencia del dngulo de rotacién y de su
eje, estd garantizada por el teorema de Euler, sin embargo en la préactica, su
determinacién no es obvia. En este contexto, es ttil el llamado teorema de
adicién de velocidades angulares.

2.2.1. Teorema de adicién de velocidades angulares

Si se tienen dos sistemas de referencia, Sy y S; con origen comiin, y ademas
un cuerpo rigido (CR) que mantiene un punto fijo en el origen comiin, ver
figura (2.2), el siguiente teorema relaciona velocidades angulares relativas

(rel):

» TEOREMA 2.3
La velocidad angular puede descomponerse de la siguiente forma

Figura 2.2: Adicién velocidades angulares

= WcR) 5 T Wsy/ Sos

donde con la notacién & 4/p indicamos angular de A respecto a B.
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DEMOSTRACION 2
Sea P un punto del CR. Usando el teorema de adicién de velocidades lineales,
tenemos que

— — — —-
Up/s, = Up/s, +Ws,/ sy X OP,

pero

— — -
Up/Sy = WCR/ Sy X OP,

— — 3
Up/s, = WCR/ 5 X OoP,
% . .
de modo que para OP arbitrario se cumple que
— - — 3 — 7
WCR/ Sy X OP:LUCR/ 5 X OP+W51/ So X OP,
de donde sigue el resultado

WCR/ Sy = WCR/ S T WSy/ So-

Las cantidades cinemaéticas, que dependen de las velocidades de las parti-
culas del cuerpo, adquieren una forma especial cuando se trata de un sistema
rigido de particulas. La descripcién del movimiento de un cuerpo rigido puede
hacerse en términos de tres coordenadas que den cuenta de los desplazamien-
tos de un punto del cuerpo y de tres dngulos o pardmetros que den cuenta
de las rotaciones del cuerpo. Por esa razén existen en general solo seis varia-
bles necesarias en la descripcién del movimiento de un cuerpo rigido y por lo
tanto, es suficiente considerar solamente las seis ecuaciones escalares

ext
—=F ,

dt

para el movimiento del centro de masas, y

dLo =
— Fea:t
dt ’
(0]
dLe =
— Pea:t
dt ’

es decir para punto fijo O de un sistema inercial, el centro de masas G o un
punto A arbitrario, siendo entonces
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%?:J%th26xa4 (2.5)

o bien reemplazar alguna de ellas por el teorema de conservacién de energia,
si ello corresponde. Aqui solamente indicaremos las consideraciones especiales
que permiten expresar tanto la energia cinética y el momentum angular de
un cuerpo rigido, en términos de su velocidad angular y la matriz de inercia.
Las ecuaciones dindmicas aplicables son aquellas recién citadas de un sistema
de particulas. Considerando la relacién bésica entre las velocidades de dos
puntos de un cuerpo rigido, ver fig.(2.3)

T=04+@d %7,

podemos expresar el momento angular de un sistema rigido de particulas que
mantiene un punto O fijo como

Lo=Y mi, x (@x 7). (26)
o bien, para un cuerpo rigido continuo que mantiene un punto O fijo

Eo:/dmfx@xfy (2.7)

A
\4

Figura 2.3: velocidades de un cuerpo rigido



2.2 Descomposicion del movimiento 75

Si se considera la siguiente forma de realizar un producto cruz
B 0 —a. ay b, .

axb= a, 0 —a, b, | = (ax)b,

—ay Ay 0

z

b
donde se ha definido la matriz antisimétrica (a'x) mediante
0 —a, aq
(@x) = a, 0 —a,
—Qy Ay 0
Entonces cualquiera de las dos expresiones (2.6) o (2.7) puede escribirse, al
usar notacién matricial, de la siguiente forma
Lo = Ho@.
donde Hp es una matriz 3 x 3, la denominada matriz de inercia del sistema

relativa al origen O y que, para el caso de un cuerpo rigido continuo, por
definicién es

Ho - —/dm(?x)2.
y para un sistema rigido de particulas
Ho == mi(Fix)*.

La matriz (7,x)* puede calcularse y resulta ser

0 —z 0 —z wy
("x)? = z 0 -z z 0 -z
-y x 0 -y x 0
—22 =2 yx 2
= yx —22 — 22 2y ,
2 2y —y? — a?
: de manera que
Ixa: Ia:y Ixz
Ho = Lo Iy Iy
[z:c [zy [zz
[dm(z*+y*)  — [dmyz — [dmzx

= — [dmyx  [dm(z* +2?) — [dmzy
— [dmzx — [dmzy  [dm(y? + 2?)
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2.2.2. Energia cinética y momentum angular

Se deja como ejercicio, en este resumen, probar que:

EJERCICIO 2.2.1 En el movimiento general de un sistema rigido de particu-
las, pruebe que:

Lo = MFG X Q_fg—{—Hg(J,
Le = Hed,

1, 1.
K = §MUG + 5&) . HGw

EJERCICIO 2.2.2 En el caso que un punto 0 se mantenga fijo, pruebe que:

Lo = Mrg X vg+ Hgw = How,
Lo = Had,

1.5, 1, L1 .
K = §MUG+§w~HGw:§w-H0w.

2.2.3. Algunas propiedades de la matriz de inercia

La expresién explicita de la matriz de inercia (sus componentes), depende
del origen elegido, asi como de la orientacion de los ejes. Sus componentes
las indicaremos de acuerdo a

Ia:a: Ia:y I;cz
H=\| L, I, I, |,
sz [zy Izz

siendo los elementos de la diagonal llamados momentos de inercia y los de
fuera de la diagonal, productos de inercia

I, = /dm(y2 +2%), I, = /dm(x2 + 2?), etc.
Iy = Iy = —/xydm, etc.
Por ser la matriz de inercia una matriz real simétrica, ella puede ser dia-

gonalizada. Las direcciones para las cuales ella es diagonal, se denominan
direcciones o ejes principales de inercia del cuerpo, en el punto seleccionado.
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Cuando hay dos valores propios repetidos, todos los ejes del plano corres-
pondiente a esos dos vectores propios, son ejes principales de inercia. Si los
tres valores propios son iguales, todo eje es en ese punto es principal de iner-
cia. En cualquier caso, siempre es posible escoger tres direcciones principales
de inercia ortogonales entre si. Las propiedades de simetria de un cuerpo,
cuando existen, ayudan en la determinacién de las direcciones principales
de inercia. Para lo que sigue, consideraremos cuerpos rigidos homogéneos de
modo que las propiedades de simetria del cuerpo coinciden con sus simetrias
geométricas. Pueden entonces probarse los siguientes teoremas:

2.2.4. 'Teoremas

» TEOREMA 2.4
Todo eje de simetria, es principal de inercia en todos sus puntos.

» TEOREMA 2.5
Un eje perpendicular a un plano de simetria de reflexién, es principal de
inercia donde se intersectan.

» TEOREMA 2.6
Un eje paralelo a un eje de simetria, es principal de inercia donde lo corta
perpendicularmente el plano que contiene al centro de masas.

2.2.5. El elipsoide de inercia

Las consideraciones anteriores admiten una visualizacién grafica. La for-
ma cuadratica

7T Hoif =1,

o bien desarrollada explicitamente en la forma
I, + y2]yy + 2L, + 2y + 21,02 + 21,y2 = 1

representa en general, un elipsoide centrado en el origen seleccionado del
cuerpo pero rotado respecto a los ejes elegidos, ver figura (2.4). Los semiejes
del elipsoide serdn en consecuencia los ejes principales de inercia del cuerpo en
ese origen, puesto que para esos ejes, la forma cuadritica no tiene productos
de inercia. Este elipsoide puede degenerar desde un cilindro de seccion eliptica
si algiin momento de inercia es cero, hasta una esfera si los tres momentos
de inercia son iguales. Esta superficie, llamada elipsoide de inercia, que estd
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fija en el cuerpo, debe por lo tanto tener las mismas propiedades de simetria
del cuerpo. Por ejemplo, si uno de los ejes elegidos es de simetria de rotaciéon
del cuerpo en el origen seleccionado, ese eje debe ser uno de los semiegjes
del elipsoide, es decir un eje de simetria es principal de inercia en todos sus
puntos. Igualmente, si el origen estd en un plano de simetria de reflexién del
cuerpo, el elipsoide debe tener ese mismo plano como plano de simetria de
reflexién. Es decir dos semiejes del elipsoide estdn sobre ese plano y el tercero
es perpendicular a ese plano. En consecuencia todo eje perpendicular a un
plano de simetria de reflexion es principal de inercia donde se intersectan con
el plano. Otra consecuencia que se entiende con claridad cuando se piensa en
el elipsoide de inercia es la siguiente. Si el origen estd en un eje de simetria
de rotacién en un dngulo distinto de 180, el elipsoide debe tener esa misma
propiedad, por lo tanto los dos semiejes del elipsoide que son perpendiculares
a ese eje deben ser iguales, o sea esos dos correspondientes momentos de
inercia deben ser iguales.

Figura 2.4: Elipsoide de inercia

Rotaciones de los ejes.

Si la matriz de inercia H es conocida en componentes para un siste-
ma ortogonal de ejes en un punto de un cuerpo rigido, podemos obtener la
matriz en componentes para ejes rotados ortogonales €1, €5, €3 en el mismo
punto simplemente proyectando la matriz de inercia sobre estos nuevos ejes

de acuerdo a
~T ~
leje, =€, - Hey .
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Debemos remarcar que la matriz de inercia en un punto de un cuerpo rigido
es Unica. Lo que cambia al cambiar ejes en un punto, son sus elementos o
componentes.

Traslaciones de los ejes, Teorema de Steiner

Si se consideran traslaciones (paralelas) de los ejes, la relaciéon de trans-
formacién de la matriz de inercia es particularmente simple si uno de los
orfgenes es el centro de masas G. Tal relacién de transformacién, conocida
como teorema de Steiner sigue del siguiente andlisis. Considere que

Ho = —/dm(fx)Z,

siendo
—y? — 22 xy Tz
(7x)* = Yz —x? — 22 yz
2 2y —x% — 2

Si consideramos coordenada (2,7, 2') relativas a G' con origen en el punto
(a,b, c) entonces

r = 2 +a,
= Y +0,
2z = 2+,

si consideramos ademds que

/x'dm = /y'dm = /z'dm =0,

entonces podemos no considerar los términos que resulten lineales en 2’ o v/
, A . . . . .
o Z'. Asi entonces (= significa equivalente bajo la integral)

vy = (o' 4+a)(y +b) 22y + ab,
V422 = )+ ) E W)+ )+ +
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por lo tanto

i+ 22 —ay —xZ
—(Px)? = —yz 2+ —yz

—ZT —zy 2?4+

y/2 4 2 —x’y’ —qls

A —y’z’ .1,”2 + Z/2 —y’z’ +

! —z'y’ ZE’2 + y/2

A +b  —ab —ac
—ba a*+c  —be ,
—ca —cb  a®+1?

de donde se obtiene el teorema

A+ —ab —ac
Ho=Ha+ M —ba a®>+c*  —bc ;
—ca —cb  a®+1?

donde a, b, ¢ son las coordenadas cartesianas de G respecto al origen O.

EJjERCICIO 2.2.3 Se tiene un sdolido homogéneo en forma de un cono recto
circular de altura h, radio basal a, masa m y semi dngulo en el vértice a.
Demuestre que:

a) En el vértice sus momentos principales de inercia son A = B =

(g2 +4h2), C = 2me,

b) En el centro de su base son A= B = Z(3a® + 2h?), C' = %.
¢) El momento de inercia en torno de una generatriz es I = 3222 (1 4

1
L sec? a) sin® .

2.2.6. Angulos de Euler

Una de las diversas formas de parametrizar la orientacién de un cuerpo
rigido, es mediante los dngulos de Euler que definiremos de acuerdo a lo si-
guiente, ver figura (7.3).
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F 3 ZO y

0

Xg A

Angulos de Euler

= Primero una rotacién en dngulo ¢ en torno del eje z, original.
= Segundo una rotacién en déngulo 6 respecto al nuevo eje = (eje n) y

» finalmente una rotacién en dangulo W respecto a la posicién del eje z de
la rotacién anterior y que es por lo tanto el eje z final.

El mismo efecto puede ser logrado haciendo una sucesién de tres rotaciones
en esos mismos angulos pero respecto a los ejes originales. La demostracion
analitica se deja como problema, aqui se establece el resultado desde un punto
de vista intuitivo

R= RZ(\IJ)Rn<0)RZO<¢) = Rzo (¢)Rx0 (Q)Rzo(qj) ) (28)

de modo que la matriz de la rotacién (activa) resultante serd

cos¢ —sing 0 1 0 0 cosU —sin¥ 0
sing cos¢ O 0 cosf —sinf sin¥U  cos¥U 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1

Note cuidadosamente que se trata de rotaciones de un punto de vista activo
(rotar el sistema fisico). Si ellas son rotaciones de un punto de vista pasi-
vo (rotar el sistema de coordenadas), todos los dngulos involucrados deben
cambiarse de signo. Mads adelante se deduce la velocidad angular cuando
expresada vectorialmente.
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2.2.7. Velocidad angular usando matrices

Si se considera un vector de magnitud constante 7(¢) obtenido mediante
una rotacién matriz de rotacién R(t) del vector inicial 7(0), es decir

tenemos que

dr(t) dR(t) dR(t) 1,
B dR(t) 7,
= LR,
pero
RRT =1,
de lo cual sale .
dR dR
0 sea .
dR _p dR*  dR _
P T (dtR) ’

que es una matriz antisimétrica (t) tal que

dr(t)
dt

= Q@)r(t),

y que ello equivale a
dr(t
% = () x 7(t),
donde &(t) es llamado el vector velocidad angular. La matriz  estd dada

por

Qt) = %?RT@).

2.2.8. Velocidad angular usando vectores

Mucho més simple es usando vectores. En términos de los dngulos de
Euler, la velocidad angular de un cuerpo puede expresarse
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0

Angulos de Euler

& = Uk + 00 + oo,

que nos proponemos expresar en la base fija (7, j, k) y en la base que se mueve
junto al cuerpo (7, 7, k'), Para ello debemos relacionar vectores unitarios.
De la figura

n cos U7 —sin U7,
ko = cosOk + sinf(cos W]+ sin ¥i),

luego, para ejes fijos al cuerpo

= Uk + O(cos Wi — sin Uj) + ¢(cos Ok + sin f(cos U] + sin 1))
— (fcos U + ¢sinOsin V)i + (¢sin b cos ¥ — O sin ¥)j+ (¢ cos O + W)k,

€ &

que prueba el primer grupo. Similarmente dado que la proyeccién de k en el
plano xgy, forma un dngulo ¢ con el eje —yy, se tiene

[
|

cos Okg + sin 0(sin ¢ig — cos ¢Jo),
Ccos ¢ig + sin ¢jo,

>
I

de donde, para ejes fijos en el espacio

& = W(cos bk + sin O(sin iy — cos ¢jo)) + O(cos ¢ig + sin ¢jo) + do,
= (Usinfsin e + 0 cos ¢)ig + (Osin ¢ — ¥sin 0 cos ¢)jo + (¢ + W cos 0) kq.
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2.3. Lagrangiano de un cuerpo rigido

En general, si su usan como coordenadas generalizadas, las tres coordena-
das del centro de masa zq, yqg, 2g, v los tres dngulos de Euler, el Lagrangiano
de un cuerpo rigido serd

1 1
LZQMUé—l—iQ'HGcU—V

Si los ejes fijos al cuerpo son principales de inercia tendremos

1 1 . .
L = §M(¢g+yg+zg)+§Jm(9cosqf+¢sinesm\p)2+

1 . . 1 . .
Elyy(—é sin U + ¢ sin @ cos ¥)? + §Izz(\11 cosf + ¢)* — (LagCR)

2.4. Ecuaciones dinamicas

Como se senald, las ecuaciones dindmicas aplicables a un sistema de par-
ticulas y en particular a un cuerpo rigido son

AP .. dLo =
- Fext — Fext
dt ot 0
y se puede reemplazar la segunda por
dLg =
— Fe:ct
dt @

para el centro de masas G o un punto A arbitrario, siendo entonces

% = Tert — MAG x da. (2.9)

2.4.1. Movimiento Plano

Cuando todas las velocidades de un cuerpo rigido son paralelas a un plano
fijo, por ejemplo el plano zy, se tiene un movimiento plano. La velocidad
angular del cuerpo serd de la forma

W = wk,
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y en consecuencia el momentum angular en GG estard dado por

. I:m Iacy Imz 0
Lo=| L. I, I, 0
sz [zy ]zz w

Si se trata de una lamina (z = 0) o bien simplemente si los ejes son principales
de inercia entonces

) Ly I, O 0 )
Le=| L. I, 0 0 | = L.wk.
0 0 L. w

Presentaremos algunos ejemplos de dindmica plana de un cuerpo rigido, los
cuales permiten ademads una solucion més simple si se usa la relaciéon general
(2.9). La utilizacién de la ecuacién (??) normalmente involucra calcular el
torque de alguna fuerza desconocida que debe ser finalmente eliminada utili-
zando la ecuacién de movimiento de centro de masas. Compare ese método,
con el método utilizado en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 2.4.1 Péndulo de longitud 2b, masa M cuyo punto de suspension

A oscila verticalmente de la forma y4 = asinwt.
Y

A
a sin(ot)

O

Péndulo de Kapitza

Solucién. Para este caso tenemos que el Lagrangiano es

1 1,
L= Mo+ 51(;02 ~ Mgye,
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donde
rg =bsinf, yg = asinwt — bcos b,
derivando . '
tg = bOcosl, yg = aw coswt + bl sin b,
resultando

-2

1 . 1 .
L= §M(2awb9 coswt sin § + b*0") + 5.706’2 — Mg(asinwt — bcosf),

entonces

%(M(awb cos wt sin +b20) +150) — (M (awb cos wt cos 0) — M g(bsin 0)) = 0,

0 sea
(Ig + Mb*)0 = —Mgbsin 6 + Mbaw? sin wt sin 6.
Es ilustrativo comparar con el uso de
dLy =
d—;‘:rfft—MA_c’:xaA,

obteniendo en dos pasos

140 = —Mgbsin 0 + Mbaw? sin wt sin 6.
A

EJEMPLO 2.4.2 Péndulo de longitud 2b, masa M cuyo punto de suspension

A oscila horizontalmente en la forma x4 = asinwt.
Y

a sin(ot
( )A

Péndulo forzado
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Solucién. Para este caso

1 1,
L=>Muv+ 51092 — Mgye,

2
donde
rg = asinwt + bsinf, yg = —bcosb,
derivando ' '
To = awcoswt + b cos b, 1yg = bOsinb,
de donde

1 : : 1. .
L= 5M(2awb9 coswt sin 6 + 6292) + 51002 — Mg(—bcosb),

resultando

(MbV* + 15)0 = —Mgbsin 0 + aw?bsin wt sin 6.

A

EJEMPLO 2.4.3 Péndulo de longitud 2a, masa M cuyo punto de suspension
A se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R con velocidad angu-
lar constante w.

Barra extremo sobre circunferencia

Solucién. Para este caso tenemos

xg = Rcoswt + asinf, yg = Rsinwt — acosb,
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derivando
ic = —Rwsinwt + af cos 0, Y = Rw coswt + af sin 0,
luego
L = %M(—QRWG@ sin wt cos @ + 2Rwab) cos wt sin 0 + a292) + %IgéQ — Mg(Rsinwt — acos 8’

. 1 ,
= RwabM (sin(f — wt) + §(Ma2 + Ig)02 — Mg(Rsinwt — acosf),
de donde

(Ma* + 15)0 = —Mgasin + RaMw? cos(f — wt).

A

EJEMPLO 2.4.4 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio
R y masa M sobre un plano horizontal. En este caso la aceleracion del punto

de contacto A del cuerpo con el suelo es de magnitud a, = RO hacia arriba.

X

Disco que rueda

Solucion. El punto de contacto tiene velocidad nula, luego

v = |7g —FA|9: VR2 + h? — 2Rh cos 60,

y el Lagrangiano serd

1 . 1.
L= §M(R2 + h? — 2Rh cos 0)6’2 + §IG02 + Mghcos@.
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De aqui

%(M(m + h? — 2Rhcos0)0 + Ia0) — (%M(2Rh sin 0)0° — Mghsin ) = 0,

(¢}

(I + M(R* + h* — 2Rhcos0))f = —Mghsin 0 — MRh” sin 6.

A

EJEMPLO 2.4.5 El mismo ejemplo, pero la rueda es actuada por una fuerza
horizontal constante de magnitud F sobre su centro.

Disco tirado por fuerza

Solucién. Simplemente agregamos al lado derecho de la ecuacién de La-
grange

Qo = —FR,

obteniendo

(I + M(R? + h* — 2Rhcos0))d = —Mghsin@ — MRhi’ sinf — FR.

A

EJEMPLO 2.4.6 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio a
sobre un cilindro fijo de radio R.
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Rueda sobre cilindro

Solucién. Aquf la velocidad angular de la rueda estd relacionada con el
angulo # mediante w = (R + a)f/a y RO = a¢ suponiendo que inicialmente
0 =0,  =0. Ademas

g = —(R+a)sinf+ hsin(6 + ¢)
_ —(R—l—a)sin9—|—hsin(1+§)9

ye = (R+a)cosf — hcos(0+ ¢)
- (R+a)cos€—hcos(1+§)9-

Derivando
. : h - R
tg = —(R+a)fcosb+ E(R—I—a)@cos(l + 5)6’,
Jo = —(R+a)fsing+ g(RnLa)Qsin(l + %)6’.

Calculamos el Lagrangiano

L = 1M((— cosf + h cos(1 + 5)9)2 + (—sinf + h sin(1 + E)Q)Q)QQ(R +a)* + 11092
2 a a a a 2
—Mg((R+ a)cosf — hcos(1 + %)9),

que se simplifica a

2

1 2 1 .
L= §M(R+a)2(1+%—2% cos(gﬁ))€2+§IG02—M9((R+CL) cosf—h cos(1+§)9).
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Entonces
2 h R .. Ib Mg ,. ~ h. R hR.2> . R
M(1+§—25 COS(;H))H—F(R_’_@)Q = R_}_a’(Slng—E Sln(l—f—z)g))—M?@ Sln(gg)

A

EJEMPLO 2.4.7 Movimiento de rodadura de una rueda de masa M y radio
R, sobre una plataforma que oscila de la forma asinwt.

a sin(wt)
<—>

Rueda sobre plataforma movil

Solucién. La coordenada

rag = asinwt+ RO,

ic = awcoswt+ RE,

luego

1 . \ 1 .
L = 5 M (2awRb cos wt + R + §IG92,

lo cual conduce a

%(M(awR coswt + R%0) + I50) = 0,

o bien

(Ig + MR*)0 = —MaRw? sin wt.

A
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2.5. Movimiento en tres dimensiones

2.5.1. Ecuaciones de Euler

Consideremos primero, un cuerpo que se mueve sostenido de uno de sus
puntos, bajo la accién de la reaccion en el punto de suspensién y alguna otra
fuerza que realice algtin torque respecto al punto fijo. Ademads considere ejes
principales OXY Z méviles fijos al cuerpo rigido con origen en el punto fijo
0. Como sabemos, podemos escribir

dLy =

— =T 2.1
dt 0 ( 0)

pero, en ejes principales
Lo = Ipwqt + Iyywy] + I w .k,
y su derivada serd

dt = a:xwxi + Iyywyj + Izzwzl% + C(_j X E07

de modo que si tomamos las componentes de la ecuacién (2.10) se obtendrd
con algin trabajo las llamadas ecuaciones de Euler

Leptor — (Iyy — L, )wyw, = T
Ly — (L, — Lpp)wow, = F;mt
Lo, — (Lyw — Ly)wew, = T

Estas ecuaciones determinan completamente las componentes de la velocidad
angular del cuerpo si el torque es conocido.

2.5.2. Ecuaciones de Euler a partir de ecuaciones de
Lagrange
Cuando un cuerpo rigido se mueve manteniendo su centro de masa fijo

y se utilizan ejes principales de Inercia fijos al cuerpo rigido, se tiene que el
Lagrangiano es la energfa cinética de rotacién. De ?? cambiando la notacion
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A=1,, B=1,yC = I, Recordando que la velocidad angular de un
cuerpo puede expresarse en el sistema de ejes méviles fijos al cuerpo:

wy = BHcosW + ¢sinfsin T,
Wy = —0sin U + ¢sinfcos U,
w, = W+ ¢cosh.

el Lagrangiano se puede escribir

F 3 ZO y
z

0

Trabajo virtual realizado por el torque para un cambio virtual 0¥ es 6W =
[',0W, luego Qg = I',. Considere

1 1
L = —Aw?+-
5Ws T 5

1 . .
§A(9 cos U + ¢ sin §sin ¥)? +

1
2 2
Bw, + §C’wz =

%B(g}ﬁsinﬁcos\lf — fsin¥)? + %C’(giﬁcos@ + W)2.

De aqui
oL
—_— = sz,
ow
oL - © Yo '
o Aw,(—0sin ¥ + ¢sinf cos ) + Bw,(—¢sinfsin ¥ — 6 cos ¥),
= Aw,w, — Bwywy,,
luego

d oL 0L
————=Cw,— A B = =T,.
T Cw, Wawy + Bwyw, = Qv »
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Como el eje z es simplemente uno de los ejes principales de inercia, se deduce
lo mismo para todos ellos

Cw,— (A= Buwyw, = T,
Av, — (B - Awyw, = Ty,
Buw, — (C - Aw,w, = T,.

2.5.3. Torque nulo

Consideremos segundo, un cuerpo que se mueve sostenido de su centro de
masa fijo, bajo la accién de la reaccién en el punto de suspensién solamente,
de modo que el torque de las fuerzas externas respecto al punto de suspensién
es nulo. Ademads considere ejes principales méviles fijos al cuerpo rigido con
origen en el punto fijo O. Usando las ecuaciones de Euler

Lpwy — (Iyy — L )wyw, = 0
Iy — (L, — Lp)ww, = 0
L.w, — (Iyy — Iyy)w,w, = 0.

Ademads es de utilidad considerar que lo anterior es el reflejo de Lo =
constante. O sea

Lo = Lnptqi+ Tyywy) + I,w.k = constante.

Si ademads no hay roce, se conserva la energia cinética de modo que

1 1 1
K = §Imwi + §Iyyw§ + §Izzw§ = constante. (2.11)

También sigue de las ecuaciones anteriores que
Lo - @ = 2K = constante,

de modo que la velocidad angular permanece sobre un plano fijo perpendicu-
lar a L. Ademads la magnitud del momentum angular es constante, lo cual
agrega otra condicién (no es independiente)

L} = I2W? + 2 w? + I w? = constante. (2.12)

T yyy 2z z

EJERrRCICIO 2.5.1 A partir de las ecuaciones de Fuler pruebe las ecuaciones
2.11 y 2.12.
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Pensemos ahora como se ven las cosas para un observador que se mueve
junto con el cuerpo rigido. Para él las direcciones de los ejes permanecen fijas
y observa que la velocidad angular varfa en esos ejes. De acuerdo a él, la punta
del vector velocidad angular se mueve en un punto que es la interseccién de
dos elipsoides fijos al cuerpo.

Imwi + [yyw§ + Izzwz =2K

=12 W + 12w+ 12w = L2,

zrx yy=y 2z z

el primero de los cuales se denomina elipsoide de Poinsot. Ademds, como
explicamos, la punta de vector velocidad angular permanece sobre un plano
fijo. Notemos ademds que la normal al elipsoide de Poinsot donde estd & es
N = Ippwat + Lywyj+ I,,w.k o sea precisamente el momentum angular, de
modo que el plano invariable es tangente al elipsoide de Poinsot. El cuadro
que sigue de aqui es que el elipsoide de Poinsot, que se mueve junto con el
cuerpo, rueda sin deslizar sobre el plano invariable. Este movimiento, bas-
tante complicado, representa el movimiento de un cuerpo rigido con torque
nulo. Desafortunadamente las ecuaciones para w,, w,, w, resultan elipticas
(complicadas) por lo cual no ahondaremos més aqui. Si se interesa vea [8,
(pag.378)]. Sin embargo, el problema se simplifica si el sélido rigido es de
simetria de revolucién.

2.5.4. Cuerpo simétrico

Supondremos ahora que el cuerpo tiene simetria de revolucién de modo
que

Ly = I, =A,
I, = C.

Ahora las ecuaciones de Euler se simplifican a
Av, — (A - CQuyw, = 0

Avy — (C - Aw,w, = 0
Cw, =
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de donde se desprende que

w, = constante,

wi—i—wi = constante.

Si denotamos por « el dangulo que & forma con el eje z, ver figura (2.5) sigue
que

Figura 2.5: Cuerpo simétrico

w = y/wi+w?+w?= constante,

W, = WCcosa,
— 2 2 — i
w, = wy +ws =wsina,
tanf = —tana
C

de modo que si se coloca

Wy = W, CoSQ,

w, sin @,

Wy
cualquiera de las dos primeras ecuaciones de Euler conduce a

— Aw,_ sin ¢ — (A — C)w_sin¢w, = 0,
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O sea

_ (C;A>wz,
5 (C;A)wzt
de modo que
W, = W, COS (C_A)wt
x - L A zYy
Wy = w,_sin <O_A>wt
X L A A

Movimiento en el espacio

De acuerdo a los resultados anteriores, se conoce como varia la velocidad
angular del cuerpo respecto a ejes fijos al cuerpo. El movimiento del cuerpo
en el espacio, al menos en su descripcién cualtitativa se deduce del hecho
que el momentum angular es constante. La direccion del eje z, el momentum
angular y la velocidad angular permanecen sobre un plano formando dngulos
constantes entre ellos, de manera que ese plano debe girar en torno a la linea
del momentum angular, con cierta velocidad angular que llamaremos 2. Se
forman entonces dos conos. El cono que describe & al girar en torno a Lo,
llamado cono del espacio porque es un cono fijo. El cono que describe & en
torno al eje z, llamado cono del cuerpo, porque se mueve de la misma manera

que el cuerpo. Las figuras siguientes ilustran esos conos para los dos casos,
A>CyA<C.

Entonces, mirado desde un sistema inercial, & precesa en torno de L,
formando un cono fijo en el espacio. Ademads el cono que forma & en torno a
z, rueda sin deslizar sobre el cono fijo al espacio. Rueda sin deslizar porque

todos los puntos del cuerpo rigido a lo largo de & tienen velocidad nula, ver
figura (77).
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A>C A<C

Figura 2.6: Conos del espacio y del cuerpo

Cono fijo y del espacio.
Tenemos entonces, un problema de cinemadtica. Sea €2 la velocidad angular
de z en torno a L, entonces

vp=Q-PM=w-PQ

pero
PQ .
po = Sin,
PM
P_G = Sinﬁ,
por lo tanto
PQ sin «

MY sinﬁw’
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pero tan f = (A/C) tan « y puede obtenerse

0 sin ay/1 + tan? 3

= w
tan 3 ’
2
_ ¢ 2 102
= w4/ —3Cos*« + sin” «
A2
o bien con periodo
27

T = .
2 .
w\/% cos? o + sin® o

. Es el movimiento del cuerpo periédico?

Con respecto a la figura anterior, la velocidad angular del cuerpo puede
descomponerse de la siguiente manera

& = ok + Qo
donde l%o es unitario en la direccién de Eg. De modo que
G k=¢+ Qko-k
0 sea

¢ = Qko-k—0d-k

sin «v

= ——wcos —wcosa
sin 3
sin «v

= W — WCos
tan 3
C—-A

= w Cos a,

A

como ya sabfamos.
Como explicamos el eje de simetria del cuerpo da una vuelta completa en

un tiempo

T 2

2 .
w\/% cos? o + sin? o

)
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pero en ese tiempo el plano que contiene z, Lo y & ha girado respecto del
cuerpo un angulo

(,b:(C;lA)wzt—(CAA 27 cos «v |

\/— cos? a + sin®
que no es necesariamente un miltiplo de 27. Supongamos o = 7/6, A =
TMR? C = {MR?, resulta

T 2T _47r 3.

2 . 13w
w\/% cos? v + sin® o

A 2 2
b = (CA ) Tesa :1—7T\/§\/E:0,9607697r
\/—coszoz+sin2a 3

Otro modo de averiguar sobre el giro del cuerpo sobre su eje

El cono del cuerpo rueda sin deslizar sobre el cono del espacio. El punto
(@ describe una circunferencia de perfmetro

21GQsin(f — ).

Cono fijo y del espacio.
Este perimetro debe igualar a ¢ veces el radio de la circunferencia del cono
del cuerpo cuyo radio es

GQ sin a.
Al igualar se obtiene
¢wsina = 2nwsin(f — ),
tan = —tana

C
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que junto con tan f§ = %tan a, conduce a (haga el desarrollo)

2T cos «

(C—A

6= ,
\/% cos? o + sin? «

salvo un signo que es irrelevante.

2.5.5. Trompo simétrico.

Considere un trompo simétrico que mantiene su pia fija. Para los dangulos
0, ¢, indicados en la figura (2.7), siendo M su masa, h la distancia de la pia
al centro de masa y A, C', los momentos de inercia, para un eje perpendicular
al eje de simetria y respecto al eje de simetria, en el origen. Escriba las
ecuaciones de movimiento.

Se puede deducir que el lagrangiano es

1 .2 1 a1 . .
L= §A6’2 + §A(Sin2 0)¢2 + §C(gbcosé’ +1)* — mghcosf

> Yo

Figura 2.7: Trompo simétrico
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Solucion. de alli
Po = AQ )

po = A(sin® )¢ + C(¢p cos 0 + 1b) cos

py = C¢cosd + 1),

considerando que el lagrangiano es ciclico en 1, y ¢, y que no contiene el
tiempo en forma explicita, se conservan H = E, py, y ps. Por lo tanto,
tenemos

s = ¢ cosf + 1) = constante,
A(sin?0)¢ + C's cos§ = a = constante,
E = %A@Q + %A(sm2 9)@52 + %C’(s)2 + mgh cos § = constante.
Una ecuacién que determina los cambios de la inclinacién del eje del trompo,

angulo 6, puede obtenerse al eliminar ¢ a través de o en la ecuacién de la
energfa. Si se define u = cos #, se obtiene (ver apéndice)

9 N 1—u? a— Csu’
= f(u) = (2F — Cs* — 2mghu) - :
A A
polinomio ctibico, cuyas raices entre —1 y 1 tienen importancia en la deter-
minacién de la inclinacién del eje del trompo en su movimiento. Nuevo hasta
aqui

9 ) 1—u? a—Csu’
W = f(u) = (2F — Cs* — 2M ghu) - ,
A A

polinomio ciibicoen u, cuyas dos raices entre —1 y 1 tienen importancia en
la determinacion de la inclinacién del eje del trompo en su movimiento. En
las figuras siguientes se muestran tres casos particulares donde la forma de
f(u), la cual estd determinada por las condiciones iniciales, determina el tipo
de movimiento que se realiza.
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f(u)

Raices de f(u), caso genérico

En el primer caso, hay dos raices en el intervalo —1, 1 y la tercera, como
es lo usual es mayor que uno. El eje el trompo oscila entre las inclinaciones

dadas por esas dos raices.
4 1(u)

Precesién uniforme

El segundo caso corresponde a una inclinacién constante 6, del eje del
trompo, caso llamado de precesién uniforme que se caracteriza por ser f(ug) =

Oy f’(uo) =0.
3 f(u)

1 = [

Trompo dormido

El 1ltimo caso corresponde al caso de trompo dormido estable, es de-
cir donde el eje del trompo permanece vertical y estd caracterizado por ser
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f(1) =0y f'(1) = 0.0tras caracteristicas del movimiento del trompo se vi-
sualizan mejor siguiendo el movimiento del centro de masas, el cual se mueve
sobre una esfera, como se indica en la figura siguiente para tres casos posi-
bles. En el primero gzﬁ > 0, en el segundo gz5 se anula en el punto més alto

precesion positiva movimiento cuspidal movimiento con loops

y en el tercero ¢ se anula y por lo tanto cambia de signo entre las inclinaciones
maximas y minimas del eje del trompo.

La soluciéon completa para condiciones iniciales arbitrarias es complica-
da pero esbozaremos lo que se necesita hacer. Las condiciones iniciales de
posicién y velocidad del trompo determinan las constantes F, s y «. La in-
clinacion del eje polar € se obtendria integrando la ltima ecuacién que tiene

la forma
du

77

f(w)
y que conduce a funciones elipticas. En efecto f(u) que es un polinomio
cibico puede escribirse

(1) = 252 = ) = ) — ),

dt =

donde supondremos que hemos ordenado las raices de acuerdo a
—“l<u <ug <1<us.

Sea ademds z = \/u — u; de modo que 2zZ = 1 entonces

2Mgh
fu) = S +u = w) (2 4w — ),
du = 2zdz
de modo que
2A dz

dt =

Mgh \/(z7 = {uz — un) (22 — (s — 1))
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que nos proponemos reducir a la forma canénica (ver apéndice)

dy 2
<%) =(1-y)A -k, (0<k <)
Para ello la escribimos

o (%) = (2 = wr) = 22)((ug — w) — 2,

sea ademds z = /(ug — up)w entonces

2A dw\? Us — Up
_ = (1= 2 1 — 2
Mgh(uz — uy) (dt) (1= w)( w?),

Uz — Uy
de aqui, puede obtenerse
w = sn(p(t — to),

donde p y el médulo de la funcién eliptica sn estén dados por

Magh(us —u
p2: 9(3 1)7

2A
L2 — Uy — U
Uz — U

Asi finalmente la solucién serd

cosf = wuj+ 22
= uy + (us — ug)sn*(p(t — to).

EjempLo 2.5.1 Considere un trompo simétrico con momentos de inercia C,
A, masa m y distancia h de su pia fija al centro de masas, que durante su
movimiento tiene valores extremos para 0 iguales a 0, y 05. Determine valores
inictales adecuados de la precesion en términos del spin s para que ello ocurra,
y analice la posibilidad de que la precesion qb se anule en el intervalo.

Solucién. Dado que son conocidos los extremos del dngulo polar 6, y 65,
una primera condicién es que  se anule en #; y 05, de donde las constantes
del movimiento son

2F — Cs? = Agzﬁi sin? 6, 4+ 2mgh cos 6,
= A(b; sin? 8, + 2mgh cos 0,
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a = A(sin?6,)¢, + Cscosb,
= A(sin® 0y) ¢, + C's cos by

de modo que al eliminar qbQ y simplificando se puede obtener

Cs 2mghsin® 0y C?s%(cos 6 — cos 0s)
0 0,02 — 2250 _ _
(cos By + cos ) AT A e AZsin? 0, 0

ecuacién de segundo grado que relaciona la precesion inicial él = ) con
el spin s para que en el movimiento se realicen los extremos de 6 dados.
Si llamamos a = mghA/(Cs)? la solucién de la ecuacién anterior puede
escribirse como

O —

Cs (1 sin 0

A (cos By + cos ) V1 —2a(cos b + cos 92)) _

sin 6,

La condicién para que existan valores reales de €2 es cos 01 +cos 6 < %a. Pue-
de ademads observarse que si #; = 5 se obtiene entonces una condicién para
el movimiento llamado de precesiéon uniforme, donde 6 permanece constante

Cs 2mgh

D cosf — —Q 4+ —2— =0.

A A
En el capitulo de cuerpo rigido se analizan, en diversos ejemplos, las con-
diciones para que el trompo realice “loops” partiendo de cualquiera de las
posiciones extremas de inclinacién del dngulo 6.

A

EJjEmPLO 2.5.2 Considere un trompo simétrico con momentos de inercia C,
A, masa m y distancia h de su pia fija al centro de masas, que baila dormido
con 0 = 0. Analice la estabilidad de este movimiento.

Solucién. Aqui
2F — Cs* = Agzﬁ? sin? @ 4 2mgh cos 0 = 2mgh,

a = A(sin?0)¢ + Cscos§ = Cs,
de donde

—u? - 2
w? = f(u) = (2mgh — 2mghu)1 Au - (CS ACSU) ,
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o bien

flu) = #(1_“? (“_(2222214_1»

= M(1 —u)?(u — us3).

A

El movimiento del trompo serd estable si f(u) < 0 en el rango —1 < u < 1,
por lo cual la tercera raiz debe ser mayor que uno, o sea uz = C?s*/(2mghA)—
1 > 1, entonces C%s%2 > 4mghA, es la condicién de estabilidad del trompo
dormido. Si esta condicién no se cumple, el trompo se movera de acuerdo a

du 2mgh
E__ T(l_u) (U—U3),

que integraremos como sigue

\/2mg / 1—u Vu —ug’

Sea u =1— (1 —us)sin®¢, du = —2(1 — u3) sin ) cos 1di) entonces

/ 1 —Ug)d@/)
2mgh (1 — ug) siny/( 1—u3

m?

\/ gh \/ 1—u3 / sin ¢

o sea el trompo tarda infinito tiempo en alcanzar la inclinacién dada por
cosf = C?s%/(2mghA) — 1.

o bien

A

2.5.6. Bola que rueda sobre un plano, sometida en su
centro a una fuerza
Suponga que una bola homogénea de masa M, radio R, rueda sin desli-

zar sobre un plano horizontal, plano O XY, actuada en su centro G por una
fuerza (eldstica) hacia el eje OZ, —k7, ademds del peso, la reaccién normal
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y la fuerza de roce en el punto de contacto P, suponiendo que ella no rea-
liza trabajo en la situacién de no deslizamiento, ver figura (2.8). Utilizando
las componentes de la velocidad angular en los ejes fijo, en términos de los
angulos de Euler, 0, ¢, y 1, el lagrangiano es

1 1
L= iné + = JTw?,

2

v

Figura 2.8: Esfera atraida hacia el origen

O sea

1 1
L= §M(ﬁc2+gf) +§I(w§+w§+w§),

y las restricciones adicionales no holonémicas debido a que el punto de con-
tacto tiene velocidad cero son

~

Up =Ug+d x (—Rk) =0,
es decir
& — Rw, =0, y+ Rw, =0. (2.13)

Considerando las componentes de la velocidad angular en ejes fijos al espacio
en términos de los dngulos de Euler

Wy = zbsingbsinQ-l—écosgb,
Wy = —thcos ¢sin + Osin ¢,
w, = cosh+o.



2.5 Movimiento en tres dimensiones 109

El lagrangiano resulta

1 1. . . . .. 1
L= §M(§c2 + %) + 5](\112 +0°+ 0 + 200 cos ) — §k(;c2 + %),
y las dos relaciones de vinculos

i — R(—W cos ¢sinf + fsing) =0,

y+R(\ifsin¢sin0+Qcos¢) = 0.

Ademés
d oL OL .
d oL OL
—— —— = Myj+k
3oy ay YRy,
d oL OL - Cr
E%_% = 19+I¢\IJSII]¢9,
doL OL d, . .
———— = I— v
d oL 0L d, . -
Al utilizar dos multiplicadores de Lagrange, se tiene
Mz + kx = A, (2.14)
Mij+ ky = Ag, (2.15)
I1(0 4 ¢Wsinf) = —\ Rsin¢ + Ay Rcos ¢, (2.16)
wZ:%(é—i-\i/cosQ) =0, (2.17)
I(U + ¢cos — ¢pfsinh) = A\ Rcos ¢sinf + Ay Rsin ¢sin . (2.18)

De aqui, el dlgebra es algo tediosa. De la ecuacion (2.17) obtenga qﬁ
¢ =—Ucosh+ Ulsinh
y reemplacemos en la ecuacién (2.18). En seguida, de las ecuaciones (5.27) y

(2.18) obtenga A; y Aa. Despejemos

—A1sing 4+ Apycos¢p = é(é—i—qﬁlsin@),

Arcosgp+ Agsing = —(Usind + Vo cosl — ¢b
R
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Compruebe que se obtiene

A = é(@sin@cosgb%— \ifécosgbcosﬁ — éi’singbsin@ — q}ﬁécosgb — ésirub),

Ay = é(@sin@sinqﬁ—l—@Qsin¢c089+¢¢'cos¢sin0 — éésinqﬁ—i—écosqﬁ),

0 sea / s I I

)\1 - ——@y - —EZL‘, )\2 — Ewm — —ﬁy,
de allf es facil obtener, un sorprendentemente simple resultado para las ecua-
ciones de movimiento de las coordenadas del centro de masas de la esfera, es

decir

(2.19)

I\ .
(M+ﬁ)x+kx:0, (220)
I\ .

que, para el caso especial de la esfera con I = %M R? y una fuerza F =
(Fy, F,) es

MﬁG:?F,

para una fuerza cualquiera F aplicada al centro, paralelamente al plano ho-
rizontal. Las ecuaciones diferenciales para los dngulos de Euler no las anali-
zaremos aqui.

Es ilustrativo sin embargo, comparar con el planteamiento usual, newto-
niano.
Las ecuaciones dindmicas son mds simples. Si f denota la fuerza de roce,
entonces

Mig = F + f, (2.22)
dd -
I— = —Rk 2.23
ademds aplica la restriccién de no resbalamiento
0=0g+d x (—RE). (2.24)

Derivando la (2.24) respecto al tiempo y reemplazando en ella las aceleracio-

nes, se obtiene
0:F+<1+ 7 )f, (2.25)
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de donde la ecuacién de movimiento del centro de masas es:

—

F

Mig = ——— .
¢TI T/ (MR

COROLARIO 1 No siempre el método de Lagrange simplifica el problema.

NoTA 2.1 La esfera que resbala, no es susceptible de un tratamiento con el
método de Lagrange.

EJEMPLO 2.5.3 FEste ejemplo se desarrollard por método tradicional y por el
método de Lagrange para comprender las diferencias y ventajas de un método
sobre otro. Considere una barra de masa m y de longitud 2a, la cual puede
oscilar libremente en torno a un articulacion en A variando sdlo el dngulo
de inclinacion 0 definido con la barra horizontal OB de longitud b la cual
gira en torno al eje OZ con velocidad angular constante w. La barra AB
permanece sobre el plano gris que rota en torno al eje OZ con wvelocidad
angular constante w. Determine la ecuacion de movimiento para el dngulo 6.

Solucién. En la figura se ilustran ejes principales (1), (2) y (3) fijos a la
barra en su centro de masa (2) a lo largo de la barra, (1) perpendicular al
plano gris y (3) sobre ese plano y perpendicular a (2).

A

z

Solucién. Método de Lagrange: La velocidad angular de la barra es

—w(cos Bés + sin Bé,) + Hé, .
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La velocidad del centro de masa puede escribirse

—

U = Ua+d X (aéy)
= —bwé; + (—wcoshés + éél) X (aéq)

= (wacosf — bw)éy + abés.

Si I indica el momento de inercia de la barra para un eje perpendicular a
ella en GG, entonces

1 ; 1
K = §m((wa cos ) — bw)? + a292) + §I(w§ + w3)
1 : 1 .
= §m((wa cos O — bw)? + a292) + 5[(92 + w? cos® ),
luego el Lagrangiano es

1 . 1 .
L= §m((wa cos ) — bw)? + a292) + 5[(92 + w? cos® ) + mgasin 6,

luego
8—1.; = ma’d + 19,
00
oL : 2 :
0 - —m(wa cos f — bw)wasin @ — I(w* cos O sin @) + mga cos 0,

y resulta la ecuaciéon de movimiento
(ma? + 10 4+ m(wa cos § — bw)wa sin f + I (w? cos A sin f) — mga cos§ = 0,
que puede simplificarse a
(ma? + 10 + w*(ma® + I) cos O sin § — mbw?asin § — mga cos § = 0.

A

2.6. Ejemplos

EJEMPLO 2.6.1 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en w/2. Con un movimiento
de spin s. Determine la precesion inicial ¢(0) = Q para el trompo pase por
0 =0.
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Solucién. Podemos evaluar las constantes

s = ¢cosf+ 1) = constante,
o = Apsin®0+ Cscosl = AQ

1 . 1 . 1
E = 51492 + aA(sin2 9)¢2 + Mgh cosf + 5032
1, 1
= = —AQ?
203 + 5

entonces

(1—u?) (AQ - C’su)%

f(u) = (AQ? — 2M ghu) T y

Una raiz es
Uy = 0,
y la otra debe ser u = 1 por lo tanto

AQ—Cs=0.

A

EJEMPLO 2.6.2 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje vertical hacia arriba. Con un movi-
miento de spin s solamente. Determine la condicion para que el movimiento

sea estable.
Solucién. De acuerdo a las condiciones iniciales podemos evaluar las

constantes

s = ¢cosf—+1p = constante,
A¢psin? 0 4+ Cscosf = Cs,

1 .. 1 . 1
E = §A92 + §A(sin2 9)(152 + Mghcosf + 56’32

1
= Mgh + 5082,
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entonces

flu) = (2Mgh —2M ghu) y y

1 —u? C?s?
= 2Mgh(1—u)( T ) _ Ve

~ (1_—A“)2 <2Mgh(1 +u) — 0152) .

O sea hay dos raices repetidas u = 1, y la tercera raiz es

(1-w*) [(Cs~— C’su>2

(1 - ’LL)Z,

C?s?
- 2MghA -1

us

Si la tercera raiz fuera menor que 1 entonces el eje del trompo se moveria
entre 6 = 0 y el valor de cos § = uz. Para que ello no ocurra, trompo estable,
debe ocurrir que u3 > 1 y eso impone

C?s?

— > 2.
2MghA -

A

EJEMPLO 2.6.3 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados M
y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo 8 = 7/2, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial ¢(0) = Q solamente. Determine la
condicion para que en el movimiento 6 no varie.

Solucién. Nuevamente, de acuerdo a las condiciones iniciales podemos
evaluar las constantes

s = ¢cosf + 1) = constante,
A¢sin® 0 + Cscosd = AQ,

e
|

1. 1 . 1
E = §A02 + §A(sin2 9)¢2 + Mghcos 6 + 56’32
1 1
= —AQ*+ =Cs?
5 + 203 ,



2.6 Ejemplos 115

entonces

) = (AQQ_2Mghu>(1—u2)_ (AQ—Csu>27

A A
— a2 2
= (AQ* - 2Mghu)% - (Q - %u) :

Obviamente una solucién es u = 0 correspondiente a § = /2. Para que 6 no
varfe, f(u) debe ser negativo en la vecindad de v = 0 y eso requiere que f(0)
sea un mdximo relativo. Entonces la condicién es

£(0) = 0.
Haciendo el célculo correspondiente resulta

1 2Cs

Cs) = Mgh

A

EjEMPLO 2.6.4 Un trompo con momentos de inercia dados A, C y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en dngulo 6y, Con un
movimiento de spin s y precesion inicial gb(O) = ) solamente. Determine la
condicion para que en el movimiento 8 no varie, aumente o disminuya.

Solucién. Evaluamos las constantes en términos de las condiciones ini-
ciales, esto es

a = AQsin®6, + Cscos b,
2F — Cs* = A(sin®0)Q* + 2M gh cos 6y,

luego f(u) serd

1 — u?

f(u) = (AQ*sin® 0y + 2Mgh cos 0y — 2M ghu) T
(AQ sin? y + C's cos Oy — Csu) 2

A
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Como f(ug) =0, Oy es un extremo y el dngulo variard hacia la regién donde
f(u) sea positiva. De ello se deduce que la condicién sera f'(ug) = 0, f/(ug) <
00 f'(up) > 0 para los tres casos sefialados. Entonces, derivando y evaluando
en ug = cos fy resulta

1—u —2ug  2Cs

+ (A2 sin 6, + FAQ sin g

f'(w) = (—2Mgh)

2sin®
= 200 (Mg — (A9, + 050)

entonces si

—AQ%uy + CsQ — Mgh =0,

hay precesién uniforme con 6 = 6, si
AQ%ug — CsQ + Mgh > 0,
el angulo de inclinacién # aumenta y si es negativa, disminuye.

A

EJEMPLO 2.6.5 Un trompo con A = Mh?, C = 2Mh?, baila con precesion
uniforme con 0 = w/2 y precesion §. Si repentinamente la precesion se du-
plica, determine el movimiento siguiente.

Solucién. Para precesion uniforme tenemos

—AQ%uy+ CsQ — Mgh = 0,
Up = 07
de donde despejamos el spin

Magh
CS—T.

Calculamos ahora con 6y = 7/2, ¢, = 20

a = Aéﬁ sin? @y 4+ C's cos p = 2A1,
2F — Cs* = 4AQ?
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luego

— 2 _ 2
flw) = (4AQ7 — 2Mghu) 2" —<2AQ CS“) ,

A A
2
1 — 12 240 — Mah,,
= (4AQ? —2Mgh — Q
( ghu) — ( I ) »
2A0%u — Mgh
= (Mghu — QAQQ) u A2 ,
de donde las raices son
Uy = 0,
w 2A0? B 2h)?
> Mgh g
_ Mgh g
BT oA T e

Ademas

Agsin?0 = 240 — Cscosb,

= 2MA? (Q— ﬁcos@).

Hay dos casos:

A
° % > 1, las raices son que dan los extremos son
Uy = 07
g
= 1.
YT opE S
: 2Mh? g
0) = =g (0= 7o coss).
o) = Tond, 2hQ

2Mh? g°
= —5 |\
Asin® 03 4h?€)

2Mh? g
S (1 .
Asin® 05 < 4h294) >0




118 Sistema rigido de particulas

EJEMPLO 2.6.6 Solucion.

» %5 > 1,las raices que dan los extremos son

Uy = 0,
2hO?
Ug = < 1.
g
: 2M h? g
0,) = = (09 _cos0
o) = e, ( 2hq % 2)’
L 2MEP (g 2P\
~ Asin?6, 2hQ) g -

es un movimiento cuspidal

2.7. Movimiento con loops

Un trompo con momentos de inercia dados A, C'y dados m y h se coloca
en movimiento con su eje inclinado en dngulo #;, con 6, = 0, con un cierto
spin s y precesién inicial ¢(0) = Q. La condicién para que debe cumplirse
para que en el movimiento siguiente el trompo haga loops puede establecerse
de la siguiente forma. Supongamos que las raices estdn ordenadas de modo
que u; > uo. Las constantes serdn

2F — Cs* = Aéz sin? 6 + AY? + 2mgh cos ) = AQ? sin® 0, + 2mgh cos 0,
o = Aqb sin?0 + Cscosf = AQsin? 0, + C'scosf, = A(}ﬁ?) + C'sus,

donde wug corresponde al valor intermedio u; > ug > ug donde ¢; = 0. En
resumen queremos que

. AQsin? 6 0, —
Dug) = sin“ 6, + C'scos b, C’su?,:()7

A(l —ul)
f(U3) > 0.
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La segunda condicién corresponde a que ug esté entremedio. Entonces
f(u3) debe ser positivo, de otra manera ese dngulo no se alcanzaria durante
el movimiento.

2

1—u a— Csusz\ >
2 3 3
flug) = (2E Cs 2mghU3) — ( > > 0,

0 < (2E —C0s* — 2mghu3) L
A 7
0 < AQ?sin’®6; + 2mgh cos 0, — 2mghus,
pero
cosfy — g — _AQ sin? 6,
Cs

entonces la condicién es

AQsin? 6
0 < AQ2Sin291+2mgh(_%)7
s
2mgh
0 < Q-
( Cs )
2mgh
QC -
Veamos un cédlculo numérico. Sean A = 2mh2, O = %th, Q — \/%7
2mgh .
5> Taavr = A s =80 h=75,0=0.

calculando resultan

2F — Cs* = (1% +V/3)mgh

1
a = omhiyg (5+32v3)

luego f(u) resulta

1
fw) = 1559 (32042 — 2098u + 999v/3)

2u — \/§
h )
con raices
u; = 0,96753,
1
Uy = 5\/§ = 0,866 03.
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La velocidad angular de precesion serd

.1 [g5+432v3 — 64u
¢ h

2 1 —u? ’

y evaluando

$(0,96753) = —1.1711,

$(0,86603) = 0,99997.

2.7.1. Movimiento cuspidal

Una forma trivial de hacer bailar un trompo con movimiento cuspidal,
es colocdndolo en alguna posicién con un spin solamente, esto es 9(0) =0,
¢(0) = 0. No tan trivial es hacerlo bailar en forma cuspidal pero partiendo de
otra posicion con 6, 05(0) = 0y ¢(0;) = Q # 0. Por ejemplo hacerlo iniciar
su movimiento de la posicién de maxima inclinacién respecto a la vertical.
Como veremos basta que el spin sea

2mgh
§=—

QC
Verifiquemos esto. Las constantes serdn

2F — Cs* = A¢2 sin? 6 + AD? + 2mgh cos = AQ?sin? 0, + 2mgh cos 0,

: 2mgh
a = Ag¢sin?0+ Cscosf = AQsin?, + C gbg

cos 5.

Debemos verificar que ¢(6;) = 0 siendo 6; el otro extremo. Evaluemos

1 —u? a—Csu\?
_ _ 2 _ _
flu) = (2B —Cs* — 2mghu) " ( T > ,

2mgh

A

2mgh

(cos Oy — u)) (1 —u?) — (Q sin? 0 + 10 (cos Oy — u))z.

= <Q2 sin? 6, +
Es simple verificar que una raiz es

Uy = COS 0.
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Con algo de élgebra, las otras raices satisfacen

_ 2mgh 0
us =— 102 COS U2,
2
Uy = Smgh sin? 05 + cos 6s.

Evaluemos qb en u; = cos ;. Resulta

) 2magh
Agsin?§ = AQsin? 0, + % cos Oy —

2mgh
Q

u1:0.

Sin embargo debe cumplirse que

2

= 2mgh

sin? @y + cosfy < 1,

y de allf
2mgh

0P ——
< A(1 + cos b))
2.8. Ejercicios resueltos

EJsercicio 2.8.1 Una barra de longitud 2l se balancea sin deslizarse sobre
un cilindro horizontal de radio a, como se indica en la figura (2.9) de modo
el centro de la barra toca al cilindro en el punto mdas alto. Demuestre que:

0 6g(h —acosf — af sin )
B % + 30267

stendo h una constante.

Solucién. Debido a que la barra no desliza, la distancia desde el punto
de apoyo de la barra al centro de masa es

s = ab,

luego
g =asinf —abcosh, yg = acosf + abhsinb,

luego . .
Ta =abfsinf, yg = abfcosb,
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2l

Figura 2.9:

entonces la energfa serd

2 2

de donde despejamos

1 . 11 .
E = ~ma20)’ + —gml202 + mg(acos® + afsinb),

P 8 — 6g(acosf + afl sin )
N (30207 + 12)
6g(m£g —acosf —aflsinb)
(3020 + 12)
A

EJjercicio 2.8.2 Considere una barra de masa m, largo 2a que se mueve en
un plano vertical bajo accion de su peso de modo que su extremo A puede
moverse libremente sobre una corredera lisa OX. Escriba las ecuaciones de
Lagrange para las coordenadas generalizadas x el desplazamiento del punto
A, y el dngulo 0 que forma la barra con la vertical.

Solucién. Las coordenadas de G serdan
rg=x+asinf, yg= —acosb,
de donde

ic =4+ ab cos, Yo = afsin b, vE =i + 2a:i6 cos 0 + a292,
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y entonces el lagrangiano serd
1 5 y 9:2, 11 5.2
L= Em(x + 2ai0 cos + a“6) + 33Ma 0" 4+ mgacos¥,

de donde calculamos

L . L .
8—, = ma + mab cosb, 8_ = mad cos § + —ma®6,
oz ol 3
oL oL Ch .
w 0, 0 —max# sin @ — mgasin 6,
de donde
md +mab cos = constante,
gma2é + maz cosf + mgasinfd = 0.
A

EJjERrCICIO 2.8.3 El extremo de una barra uniforme de largo | estd montado
sobre un eje de modo que la barra puede rotar libremente en un plano normal
al eje, como se indica en la figura (2.10). Si el eje se hace rotar sobre un
plano horizontal con velocidad de rotacion constante ), permaneciendo fija
la union de la barra al eje, demuestre que el dngulo que la barra forma con
la vertical descendente satisface:

A

Q

v

Figura 2.10:

. 3
0 =0%sinfcosh — —gsinﬁ.

21



124 Sistema rigido de particulas

Solucién. Tomando ejes principales de inercia xyz en el extremo superior
de la barra, y sobre la barra, z en el plano vertical que contiene €2 y la barra,
x perpendicular a la barra y horizontal.

A
z
Q

v

tenemos
Wy =0, wy, =—cosl, w, =Qsind,
entonces
11, .2 9 . 9 [
L= —-ml*(0 + Q°sin”0) + mg— cosb,
23 2
de donde
L 1 ,. 0L 1 l
8@_(9 =3m 20, 2—0 = gml2(Q2 sin @ cos ) — mg— sin 0,
y sigue
| [ .
gml 0 — gml (Q°sinf cos 0) + mgs sinf = 0,
0 sea

0 =02sinfcosf — %sin@.

A

EJjERCICIO 2.8.4 Una barra de longitud 2a y masa M se coloca horizontal-
mente sobre el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R y masa
wqual M que puede deslizar sobre un plano horizontal liso, y se perturba le-
vemente. Determine las ecuaciones de movimiento para el sistema. La barra
no desliza sobre el hemisferio.
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Solucién. Con respecto a la figura

\ | |
usamos como coordenadas generalizadas el angulo 6 y el desplazamiento x
del hemisferio. Debido al no deslizamiento de la barra AG = Rf de manera
que

rg = x+ Rsinf — RO cosb,
Yo = Rcos+ ROsin,
y luego
i¢ = i+ ROcos® — RAcosl + RAOsinb = i + ROAsin b,
e = —RAsind+ ROsinl + RAO cos® = ROA cos b,
v = &%+ 2iR00sing + R20%,

entonces el lagrangiano sera

L= %M$2+%M<$2+2$R99 sin 9+R29292)+%(%Maz)ég—Mg(Rcos 0+R0Osin 0),
derivando

OL  _ 9Mré + MiR09sine,

oz

% = M(j;ResinmR?e?é)+(§Ma2)9,

oL

o

oL s 952

0 - M (2RO cos + R600") — Mg(Rf cos0),

y finalmente resultan las ecuaciones de movimiento
2§t + RO sin 0+ #RA’ sin @+ #ROGsin 6 + #RIH cos = 0,

. . I
#ROsin + iROsin 0 + R200° + R*0°0 + sa0+ gRfcost = 0.
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A

Ejercicio 2.8.5 Considere un disco de masa m radio r que rueda sin des-
lizar con su plano vertical sobre un plano horizontal tirado de su centro con
una fuerza horizontal constante F.

a) Resuelva el problema por el método de Lagrange considerando que el
sistema es holonomico con un grado de libertad.

b) Resuelva el mismo problema, tratando al sistema como si fuera no ho-
lonémico con la restriccion adicional: & — rf = 0.

Solucién. Considerado el vinculo hay un grado de libertad y

4 )

1 1.1 .
L =-mi? + = (zmr2’),

2 22
y la restriccion adicional )
fG = 7“(9,
0
dxg —réf =0,

luego la expresion

d 0 0
Z (Ea_q]K a ) 6% ZQ15QJ>

J

se reduce a
0
E —— K ——K|dg;, = E 0q.;
. (dt dq; dq; > @ - Q4%

1 .
migdra + §mr2950 = Foxg,
dxg —réd = 0,
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multiplicando por A y sumando

(mic —F + \)oxg + (%mvgé — Ar)df = 0,

de modo que

mig—F+X = 0,

1 .
§mr26’ —Ar = 0,
la ultima da
§miég — A= 0,

y luego

. 1 . 3 .

me—F+§me:0:>§me:F.
A

EJERCICIO 2.8.6 Un disco de masa m y radio a estd inicialmente en reposo
apoyado en el punto mds alto de un hemisferio rugoso de radio R. Si el
disco es perturbado levemente, el comienza a rodar sin resbalar. Fscriba la
ecuacion de movimiento del disco, para el dngulo 0 indicado en la figura
(2.11). Determine ademds el dngulo para el cual el disco abandona el contacto

con el hemisferio.

Figura 2.11:
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Solucién. (En los problemas resueltos este problema estd resuelto por el
método de Newton) Podemos calcular la rapidez del CM de dos manera,

ver = (R4 a)f = aw,

de donde

w
a

El lagrangiano serd

1 . 11 R N\ 2
L = §m(R—l—a)292+§§ma2< :aﬁ) —mg(R + a) cosf

= zm(R + a)292 —mg(R + a) cos 6

de donde la ecuacién de movimiento serd

g(R—{—a)é —gsing = 0,

i 2gsinf
 3(R+a)
Por integraciéon podemos obtener 0

22 4g(1 —cos0)
~ 3(R+a) ’

La condicién de despegue es cuando no hay contacto

N =0,
pero
N —mgcosf = —(R+ a)292,
de donde A . o
mg cos 6 — mg( 3_ cos f) =0,
de donde

cosf = %, 0 = 55.1501°

A
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EJjerCICIO 2.8.7 Un cono recto de semidangulo en el vértice a y generatriz
de longitud | rueda sin deslizar sobre un plano inclinado un dngulo B respecto
del plano horizontal. Si 6 es el dngulo que forma la linea de mdxima pendiente
con la generatriz de contacto, demuestre que:

5¢gsin 5

0+ ————sinfh = 0.
- [(1+5cos?a) S 0

Solucién. Si H es la altura del cono, el momento de inercia respecto a
su generatriz en el vértice es I = 3mH?(1 + 1 sec? a) sin® o, la magnitud de
la velocidad angular es w = # cot «, la energia del cono puede escribirse como

1

E = §[w2 + mg%H(sin acos 3 —sin fcosacosf) y de alli derivando sigue el

resultado.

A

EJERCICIO 2.8.8 En el movimiento de un cuerpo rigido simétrico (es decir
con A = B) bajo la accion de la reaccion en el centro de masas solamente,
ver fig.(2.12), pruebe que:

a) La magnitud de la velocidad angular del cuerpo permanece constante.

b) La velocidad angular & del cuerpo describe un cono en torno del eje
de simetria de cuerpo (eje z) con velocidad angular relativa al cuerpo

i = (C — A)w,k/A.

c) Eleje de simetria del cuerpo (eje z) describe un cono en torno a la direc-
cion fiya del momentum angular Eg, con velocidad angular de magnitud
Q = wy/sin® a + (C/A)? cos? a siendo a el dngulo constante que forma
W con el eje z.

Solucién. Para ejes principales GXY Z fijos al cuerpo, podemos utilizar
las ecuaciones de Euler donde el torque es nulo, por lo tanto
dLa
dt

= fg 0= EG = constante.

En componentes
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A>C A<C

Figura 2.12: Conos del espacio y del cuerpo

pero A = B, de modo que

Awy — (A= CQwyw, = 0,
Aw, — (C - Aw,w, = 0,
Co. = 0,

de aqui se deduce w, es constante. De las dos primeras se deduce que

Wy + wywy = 0,

de donde
wi + %2/ = constante,
y luego
w = (/w3 +w? +w? es constante.
La figura

\ 4
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nos dice entonces que

w,; = wsinacos o,

wy = wsinasing,

reemplazando en la primera ecuacién de Euler Aw, —(A—C)wyw, = 0 resulta

—Awsina(sin ¢)¢p — (A — C)(wsin asin ¢)(wcosa) = 0,
de donde

5= (C' — A)(wcosa) _ (C - Aw,
A A

A

EJERCICIO 2.8.9 (Synge y Griffith, [8]) Un cono sélido de altura b y semi
dangulo en el vértice a rueda en movimiento estacionario sobre un plano ru-
goso horizontal de modo que la linea de contacto rota con velocidad angular
Q en torno de la vertical. Demuestre que la reaccion de la superficie sobre el
cono equivale a una fuerza que corta la generatriz de contacto a distancia

3 k202

-bcosa + cot o
4 g

de su vértice, siendo k el radio de giro del cono (I = mk?®) en torno a la
generatriz. Deduzca que el valor mdximo posible de ) es

1 \/ SR
—_— 1 .
SY— gb(1 + 3sin® a) sin «v

Solucién. Con relacién a la figura
A

Z,
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usemos los ejes principales O XY Z. La matriz de inercia en O serd de la forma

I.. 0 0
0 I, 0 |,conly,=I,..
0 0 I,

La velocidad angular del cuerpo estd en la direccién de la generatriz de con-
tacto de modo que
W = wcosa) — wsin ak,

y resulta
Ly = wly, cosaj — wl,, sin ak.

Las derivadas de los vectores unitarios son

di .
d—i = Qi x j = —Qsin(90 — )i,
dk s
- = Qko x k = Qsin()z,
y entonces
dLy . A . U
i wly, cos a(—Nsin(90 — a)i) — wl,, sin a(Qsin(a)?)

= —wQ(I,,cos® a+ I, sin® a)i.

Por otro lado no hay aceleracion vertical del centro de masa por lo tanto la
reaccion R = mg. El centro de masa estd a distancia horizontal %b cos « del
vértice 0 por lo tanto si llamamos h a la distancia a la cual actia R tenemos

que

= 3
= (—mgzb cosa + Rh)i = —wQ(I,, cos® a + I, sin® a)i,

de aqui, usando R = mg, despejamos h

wQ I, cos®> a+ I, sin®

h:Zbcosoz—7( p-

).

Falta determinar w. Si evaluamos la velocidad del centro de la base del cono
ella es
wbsina = —Qbcos a,
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luego

Q?cosa I, cos’a+ I, sin® a

3
h = -bcosa + ———(
4 gsina m

).

Pero el momento de inercia respecto a la generatriz de contacto es

0
I = [ 0 cosa —sino } Hy COS & :Iyycosza—l—lzzsinza,
—sin a
lo que prueba lo solicitado
3 20)?
h = —bcosa + cot a.
4 g
Obviamente 2 < OP = —— de manera que
3 k202 b
—bcosa + cota < ,
4 g cos
de donde
t 3
02 < I p2Ee _ —bcosatan «),
k2" cosa
= g—(sina — ~cos’asina),
k2 (:os2 Q 4
Q = chosa\/ \/4sma— 3(1 — sin® o) sin v
= 2kcos —\/g \/Slna+381n Q.

A

EJjercicio 2.8.10 (Synge y Griffith) Una placa delgada eliptica de semieje
a,b (a > b) puede moverse libremente en torno de su centro que estd fijo.
Es colocada en movimiento ddndole una velocidad angular de magnitud n
en torno de un eje sobre su plano, igualmente inclinado respecto a ambos
semiejes de la elipse. Demuestre que el eje instantdneo de rotacion, volverd
a estar sobre el plano de la elipse después de un tiempo

. 1
T:2/—da:,
J Vo
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stendo - )
s nca®—b

T2 a2 b2
Solucién. Las ecuaciones de Euler dardn con C = A+ B
Aw, — (B—A—-Bww, = 0,
Bw, — (A+ B - A)w,w, = 0,
(A+ B)w, — (A — B)w,w, = 0,

o bien

Wy +wyw, = 0,

Wy —wyw, = 0,
(A+ B)w, — (A — B)wyw, = 0,
de las dos primeras
Wy + wywy = 0,

de donde

wi + %2/ = constante = n’.

Sea ademés
wy =ncos¥/2, w, =nsin¥/2
sustituimos en w, + wyw, = 0 y obtenemos
L + m s 0=
—n—sin — + nsin —w, = w, = —,
2 2 27" )

sustituimos en la tercera ecuacion de Euler
(A+ B)g — (A —B)n*cos 5 sin =0, con ¥(0) =0, ¥(0) = g

que puede escribirse

. (B — An? .
U+ ﬁsin@ =0, con ¥(0) =0, ¥(0) = g
que corresponde a la ecuacién de un péndulo simple con % = (?ngf que

parti6 del reposo en posicién horizontal. Podemos integrar obteniendo

. d¥
U2 —20%cosVU =0 =— o = —OV2Vcos U
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reordenando

av

cos ¥

— —QV2dt

y el tiempo necesario para que ¥ — —m /2 serd

21/0 AV _2/”/2 AV
V2 Jrjp Veos T Q2o Veos T

Si elegimos los semiejes de la elipse como eje X, Y los momentos de inercia
seran

T=—

A:Im:/y2dm, B:Iyy:/x2dm, C=1,,=1,+1,,
R R

notemos que para la frontera R de la regién de integracién

ademas

M
A = Ia:a::—/y2dxdy7
mab Jp

M
B = Iyy:% Rx2d$dy

para reducir la regién a un circulo unitario R’ tomemos x = ax’, y = by
luego

Mb? Mb?1 MUv?
A = I,=—— [ %diddy = ——/ r2r'dr'df) = ——,
m R T 2 7 4
Ma? Ma?
B = I,= ~ //x'de’dy': I

(Hemos usado [y, y?dz'dy’ = [, a”da’dy’ = % [ ?7'dr'df ). Entonces

2 2\, 2
2_(@ —b%)n 912
S @) 2

0 sea nuestro resultado es

T —

o1 /0 av 2 /“/2 AW _1/”/2 dU
0V2 x/2 Vcos U OV2Jo Veos®  AJy  VeosT
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El resultado propuesto es

T=2

A
| = _z/x/i
J PR ) 1—a

Me dio lata demostrarlo, pero un calculo numérico indica que son iguales
porque

1
T2 qp 1
= 2.62206, 2 | —dx = 2.62206.
/0 cos U 0/ V1—a4

A

Ejercicio 2.8.11 Considere dos cuerpos rigidos que chocan de modo que
existe una tangente comun a las superficies en el punto de contacto, don-
de se desarrolla una fuerza normal y posiblemente otra tangente (de roce),
ver fig.(??). Establezca la equivalencia entre conservacion de energia (choque
eldastico) y coeficiente de restitucion unidad (e = 1). Otros ejemplos de la

\Z

Figura 2.13: Choque cuerpos rigidos

dindmica de los cuerpos rigidos, tales como el movimiento del trompo simé-
trico bajo la accion de su peso y de la reaccion en su pua, se estudiardn en
el capitulo sobre ecuaciones de Lagrange, pues ese método tiene, en general,
ventajas respecto a la formulacion newtoniana usual.

Solucién. Si llamamos J a la interaccién impulsiva y P, (y P») al punto
de contacto, 1 y 2 a los centros de masas e indicamos con + y— a valores de
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las diversas cantidades justo después y justo antes de la colisién, tenemos
que

—

MW =) =T, (2.26)
My (0 —y) = —J, (2.27)
Hy(&F —37) =GP xJ, (2.28)
Hy(&F —@5) = —GoP x J, (2.29)
y conservacién de energia
1o Lo I 1
Mo + =Myvy* + =] - H1W] + =Wy - Howdy =
2 2 2 2
1 1 1.,_ 1 o
3 w4 §Mgv52 + S91 Hy&] + 3@ - Hyd,, . (2.30)

De las ecuaciones (7.5) y (7.6) se obtiene
& Hyo — &7 - Hyoy = (& +a@7) - GLP x J,
&f - Howf — &y - Howy = —(@f +@5) - GoP x J .

De aqui, con algo de dlgebra, puede obtenerse de la ecuaciéon de conservacion
de la energia

(O +07) T — (0 +0y) - J=—(@ +@7) x G P-J+
(@ 4+ @) x GoP - T,

pero
U = O+ T X G P

y similarmente las otras, entonces
—t —— —f —— 7
(U_Pl —I— Upl - UPQ - UPQ) ’ J ?

es decir
(5 — Ty) - T = (T, — ) - T

que significa coeficiente de restituciéon unidad, en la direccién del impulso de
interaccién.
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EJjERrCICIO 2.8.12 Una semiesfera homogénea de radio a estd en reposo sobre
un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa, sobre la
cual la superficie semi esférica, se apoya. La semiesfera comienza a moverse
partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared, ambas
sin roce. Demuestre que cuando la base alcanza la posicion horizontal, la

rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semiesfera son w =

A /% gla,v= gaw respectivamente. Demuestre ademds durante el movimiento

siguiente, el dngulo entre la base y la horizontal no excede de Cosfl(f—;g).

Solucion.
A

r 4
L Y

| L »

El centro de masa del cuerpo estd a distancia 3a/8 del centro. Mientras no
despega, el cuerpo mantiene su centro fijo, y la tinica fuerza que realiza torque
respecto a ese punto es el peso. Si en la segunda figura 6 es el angulo que ha
girado la linea que contiene el centro de masa, entonces

I = Mgga cosf,

donde el momento de inercia es I = 2Ma?/5, luego

2]\2[&2@ = Mg%a cosf,
0 sea
6 = 1y cos b,
16 a
que podemos integrar porque
po Lty
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obteniendo 1 15
. 2 _ 10 2 .
20 =164 sin 6,

y cuando la base se coloca horizontal § = /2 resultando

. 1
w=40= —5g,
8 a
y
v §aw
oM =g

Puede probarse que en esta posicién el cuerpo despega y tiene una energia
inicial (respecto a la posicién inicial del centro)

1 .2 3

y su momentum en la direcciéon horizontal es

3 3 [15g
P.=M-aw=M-a\| —=.
* 8 8V 8a
Esas dos cantidades son conservadas, pero ahora todo el cuerpo se traslada y
rota, de manera que la coordenada x del centro de masa varia. Asf la energia
se puede escribir

1 1 . 3
E==Muvty + ~Icnt’ — Mg cos = 0,
2 2 8
ademés

. 3 15¢
Mz = M-=-ay/—=
* sV 8

3a 0

= —cos
Yom 3 )
yCM = —3—:98in 0.

Cuando 6 sea un extremo, # = 0, y en ese caso, oy = 0 y la ecuacion de
energia da

1.3 [15¢g,, 3a
— 2 — Mg—cosf =
3 8a) 98008 0
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que se reduce a
45

cosf) = —,
128

osea 6 =69.417°.
A

Ejercicio 2.8.13 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapi-
dez angular inicial €2 alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal
donde el coeficiente de roce cinético es u. Si la superficie se apoya unifor-
memente sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo

7092/ (gp).-

Solucidén. Si la fuerza normal estd distribuida uniformemente, la que
actia sobre un elemento de drea dA = rdrdf en polares serd

rdrd#,

aN ="

Ta?
la cual produce un torque retardador

dr = —urdN = —2"9,2449,

wa?
siendo el torque total
r umg a®
=— —2T = —=—pmga
wa? 3 3H"md
luego la desaceleracién angular estard dada por
L 2 4 pg
—_ _ —— :> —_ ——_—
5 Hmga = o 5 g
luego frena cuando
4 30
0=y =22
3 a dpg
A

EJjErCICIO 2.8.14 Un cilindro sdélido de radio R, descansa sobre otro igual
que a su vez se apoya sobre el suelo, en equilibrio inestable. Si el sistema
se perturba levemente y no hay deslizamiento en las superficies de contacto,
demuestre que mientras los cilindros permanecen en contacto, el dngulo 6 que
forma la linea que une los centros con la vertical satisface

2 12g(1 — cos0)
~ a(17+4cosf — 4cos?0)’
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Solucién. La figura ilustra que si el cilindro de abajo gira un angulo ¢,
el de arriba gira un dngulo 26 + ¢. Note que los arcos azules son iguales.

Ty = _R¢7
1 = Rv
Ty = —R¢p+2Rsinb,

Yo = R+ 2Rcosb,

luego las componentes de velocidad son

i1 = —Rg,

vy = 0,

Lo = —Rq}ﬁ—l—QR@cosQ,
Jp» = —2ROsinb.

luego la energia cinética serd
1 : 1.1 . 1 . i
K = 5MR2¢2 + §(§MR2)¢2 + 5 M((~Ré + 2Rd cos 9)* +
. 11 .
AR’ sin? ) + S(GME)(20+ 67
— SMR%# £ 3MR2° — 2M R0 cos§ + MR,
y la potencial serd
V = Mg2Rcos¥,
de aqui

3 . . .. ..
L= 5MR%Z £ 3MR2%° — 2MR*0bcos 0 + MR20b — Mg2R cos b,
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luego se conserva

oL

Pe =5 = 3MR*¢ — 2M R?0 cos 0 + M R*0 = 0,
despejamos
gb = 20 cosf) — 10
=3 50

la energia también es constante
E= gMR%? £ 3MR%” — 2M R*0¢ cos 6 + MR20¢ + Mg2R cos = Mg2R,

reemplazamos ¢ resultando

g(%& cos 0—%9)2—1—392—29(%9 cos 9—%9) cos 9—1—9(%9 cos 9—%9) = %—2—; cos 0,

de donde sigue que

1 —cos®

-2
b= 12gR(17+4cos«9 — 4 cos?0)

A

EJERCICIO 2.8.15 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal 0 = /2. El spin s es
dado. Determine los valores de la precesion inicial $(0) = Q para los cuales
0 aumentard, disminuird o permanecerd constante.

Solucién. como siempre se evaltian las constantes

2F — Cs* = AQEQ sin? 6 + AP + 2mgh cos ) = AQ?,
a = Apsin®0 + Cscos = AQ,

luego

1—u? .
flu) = (2E — Cs* — 2mghu) Au - (a ACSU)2
1—u? S AQ—Csu

(e

= (AQ? — 2mghu)
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como se ilustra en la figura
f(u)

(b)
(@)
A SNLY
A
(c)

0 aumentard (b) si f/(0) < 0, permanecerd constante si (¢) f'(0) = 0, dismi-
nuird (a) si f/(0) > 0. Evaluamos

1 2Cs 2C's mgh
"0) = (=2 —+—(Q) = Q-
£1(0) = (~2mgh) 7 + 2 (@) = 20 - T
de donde 6 aumentard si 2 < —%gsh, permanecerd constante si 2 = "Z;"Sh,

disminuird si 2 > %;Lh

A

EJERCICIO 2.8.16 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje horizontal @ = 7 /2. El spin s es
dado. St la precesion inicial es qﬁ(O) = 0 determine los extremos del dngulo 0
para el movimiento siguiente.

Solucién. Similarmente resulta

2F — Cs* = Aq}ﬁzsin29+A92+2MghcosezO,
a = Apsin®0+ Cscosf =0,

- a-
fu) = (2B s —2Mghu)r = — (A
1—uw* —Csu, UQMghAuQ — C?s%u — 2MghA

A = A )= A2

= (—2Mghu)
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una raiz es u; = 0 (6; = 7/2) y las otras satisfacen

0 = 2MghAu® — C?s*u — 2MghA,
0 = 10gu® — hs*u — 10g

> 7 20¢ 40042

A

EJERCICIO 2.8.17 Un trompo con momentos de inercia A = 5Mh?/4, C =
Mh?/2 se coloca en movimiento con su eje inclinado en 0 = w/3. El spin s
es dado. Si la precesion inicial es ¢(0) = 0 determine los extremos del dngulo

0 para el movimiento siguiente.

Solucién.
2F — C's?
Q
luego
f(u)
de donde 6; =
0 pu—
0 p—
costly =

De nuevo la misma rutina

= A¢251n29+A92 + 2Mgh cos = 2Mghcos% = Mgh,

} 1
= Ag¢sin?0 + Cscos = Cs cosg = 56’5,

1 — u? a— Csu

_ _ 2 _ — 2
= (2E — Cs* — 2Mghu) Y ( Y )

1—u? C%*? 5

= Mgh(1—2u) VR YE (1 —2u)
AM ghAu? — AMghA 252 — 20252
— (C1420) ghAu g4hA2—l—Cs C?s*u

2y las otras satisfacen

2 214
4Mgh5]\1[h u? — 2M4h

—25*uh + s*h + 20gu® — 20g =
1

204 <s2h — \/s4h2 — 20s%2hg + 40092> )

Mh?  M?*h?
32u—4MghS4 + 1 2,

A
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EJERrcICIO 2.8.18 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 6. Determine la
relacion que debe haber entre el spin s y la precesion inicial qb(O) = Q para
que el dngulo 6 no varte. (Precesion uniforme)

Solucién. Sea 6y el dngulo constante. Debe ser

f’(uo) = O
Derivando
1—u® 2Cs

1t F(a — Csu),

—2
fiu) = (2B — Cs? — 2Mghu)7u + (—=2Mgh)
Pero
2F — Cs? = AQ%*sin® 6y + 2M gh cos 6y,
a = AQsin?6y + Cscos by,

evaluando en 1y = cos 6, resulta

sin?fy  2Cs

—2cos by . 9
—_ T F(AQsm o) =

f'(ug) = (AQ*sin? ) T T (—2Mgh)
0 = AQ?(cosby) — CsQ+ Mgh.

la relacion pedida,

A

EJercIcio 2.8.19 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje inclinado en 6y. Si el trompo tiene
spin solamente, determine los valores extremos del dangulo 6. (Movimiento
cuspidal)

Solucién. Nuevamente

2F — Cs* = AqbQ sin? 6 + Ad? + 2mgh cos 8 = 2mgh cos b,
a = A¢psin®0 + Cscos = C's cos b,

1—u? a—Csu

A _( A )27

1—u? Cscosfy—Csu,,
A _( A ) )

(—cosby+ u)

= T(ngh/lu? — 2mghA + C?s? cos Oy — C*s*u),

flu) = (2E — Cs* — 2mghu)

= (2mgh cos by — 2mghu)
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de donde #; = 6, y las otras satisfacen
0 = 2mghAu® — C?*s*u — 2mghA + C?s* cos b,

de donde resulta

1
dmghA

cosfy = <C’232 — /C4s* 4 16m2g2h2 A2 — 8mghAC?2s? cos €0> )

A

EJercicio 2.8.20 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h se coloca en movimiento con su eje vertical hacia arriba (0g = 0). Si
el trompo tiene spin solamente, determine los valores del spin para los cuales
el trompo baila establemente. (Movimiento de trompo dormido)

Solucién. Evaluamos

2F — Cs* = AéQ sin? @ + AY? +2Mghcosf = 2Mgh,
a = Agpsin?f+ Cscosf =Cs,

luego

1—u? Cs—Csu
flu) = (2Mgh—2Mghu)—— - (— )2,
o 2M ghAu — C?s% +2M ghA
A2

= (1—-u)

donde hay dos raices repetidas #; = 05 = 0 y la otra debe ser mayor que uno,
es decir

_ 1C?%s> —2MghA
“=3 MghA

> 1= C?s* > 4MghA.

A

Ejercicio 2.8.21 Un trompo con momentos de inercia dados A, C' y dados
M y h baila en precesion uniforme gb = Q con su eje inclinado un dngulo
0y. Si repentinamente el spin sy se duplica determine los dngulos extremos
de inclinacion del eje del trompo.
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Solucién. Para precesiéon uniforme en dngulo 6, se tiene que
0 = AQ? (cosfy) — CsoQ2 + Mgh.

de donde

1

0=—"
2A (cos )

(C’so + \/02 2 — 4AMgh (cos 90)) :

supondremos que ambas soluciones son reales. Las nuevas condiciones serdn

1
ot D ————— 262 —_
Q 34 (cos o) (C’so + \/C s — 4AMgh (cos 90)> :

s = 280, 9(0) = 90, 9(0) =0.
Ahora evaluamos

2F — C's? Agiﬁ2 sin? 0 + AY? + 2mgh cos ) = AQ? sin® Oy + 2mgh cos 0y,
a = Aésin2 0+ Cscosf = AQsin’ 0y + C's cos b,

entonces

1—u? a— Csu

_ 2
- (e
1—u?

A

flu) = (2E —Cs* —2Mghu)

= (AQ*sin® 0y + 2mgh cos 0y — 2M ghu)

AQsin? 0y + Cscosy — Csu,
_< A ) ’

f(u) puede ser factorizada por cosfy — u y la otra solucién satisface

0 = 2MghAu® + (—0252 — A%0?sin? 90) u—+ C?s% cos By — 2AQC's cos? 6,
—A%20% cos Oy + A%Q? cos® Oy + 2A0C's — 2M ghA.

Lamentablemente esto no se simplifica nada atin sin reemplazamos 2 =

m (Cso + /C2st — 4AM gh (cos 90)> y

S = 280.

A
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CAPITULO 3

Oscilaciones pequenas

3.1. La energia potencial
Estudiaremos el movimiento de sistemas conservativos holonémicos con
vinculos constantes cerca de una posicién de equilibrio estable. En términos

de las coordenadas generalizadas ¢;, la energfa potencial del sistema que es
independiente del tiempo serd escrita

v(q) = V(q17 q2, ... 7qn)

Los valores de las coordenadas generalizadas en la posicién de equilibrio los
denotaremos por ¢?.
3.2. La energia cinética
Como se sabe, la energia cinética es
K = Z lm. 17|
2 (2 (2 9

que expresada en términos de coordenadas generalizadas ¢; solamente de
acuerdo a
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que no depende explicitamente del tiempo porque los vinculos son constantes.
Entonces podemos escribir

1 0r(q 3771'(9) ..
K ’L ] Y
Z 2 6qj o 9w

i3,k
expresion que escribiremos
1 .
K = 52%:&/{;(61)%% (3.1)
j

siendo

ori(q aﬁ-(q) B
ZQ i 8% dqx _Kkj<q)7

elementos de una matriz simétrica, positiva definida porque la energia ciné-
tica no puede ser negativa. Esta expresion para la energia cinética la aproxi-
maremos tomando en las coordenadas los valores de equilibrio, es decir

=5 Z Z K ()45

La condicién para que el sistema tenga una posicién de equilibrio estable,
es que V(g) tenga un minimo. Ello es consecuencia de las ecuaciones de
Lagrange que para este caso son

IV (q)
S K@) = - 818/(1(5) . (3.2)

Posicién de equilibrio significa que si el sistema es colocado alli con veloci-
dades nulas ¢; = 0, el sistema permanezca ahf, es decir que las aceleraciones
son todas nulas, g, = 0. Las ecuaciones 3.2 implican para una posicién de
equilibrio ¢°

oV

0=—
8qj

=0.

9
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3.2.1. Posicién de equilibrio

Configuracién de equilibrio significa que el sistema permanece con sus
coordenadas iniciales gy sin variar, si se coloca alli con velocidades nulas. Es
decir que ellas no varfan si inicialmente no varfan. Es decir que para ¢2(0) = 0
debe tenerse ¢(0) = 0. De las ecuaciones de Lagrange se deduce entonces
que tales puntos se caracterizan por

ov

2 <o
aq] qjo.

De acuerdo a lo que se analiza a continuacién, si se trata de un punto de
equilibrio estable, ellos corresponden a minimos de la energfa potencial.

3.2.2. Estabilidad

El concepto de estabilidad esta relacionado al comportamiento del sistema
para condiciones iniciales préximas a la de equilibrio. El equilibrio se dice
estable si para condiciones iniciales ¢;(0) = ¢} 4 dg;, ¢;(0) = 0, con dg; >
0, entonces ¢;(0) < 0, Vj, es decir las coordenadas deben variar hacia los
valores de equilibrio. Ello impone algunas condiciones a la energfa potencial.
Utilizando la ecuacién (?7?), se tiene

Zk: Ki(q")d = —ag(f)'

y colocando

G = q;+0q;
qj - 07
. IV (qf + 0q;) oV 92V
S it — - OV PV,
k 9 B lgs . 049k | 0
O sea 21
; Y ; 9q;0qk ¢

Pero Kjj, es positiva definida. El equilibrio serd estable si 0§y y dgy tienen
distinto signo. Se deduce entonces que
o*V
9q;0qx,

>07 vj7k7

qO
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es decir se trata de un minimo de la energfa potencial.

3.3. Linealizacion

De aqui en adelante, salvo que se advierta lo contrario, se usara la no-
tacién donde indice repetido significa sumatoria sobre es ese indice. Para
movimientos en una vecindad de una posiciéon de equilibrio estable con ,

@ = ¢ +n;(t),

expandiremos la energia cinética y potencial para tener las ecuaciones de
movimiento apropiadas para esta aproximacion. Asi resulta hasta segundo
orden en las cantidades pequenas 7,

1

K = 5 k(@) 770,
oV 1 0*V
Vo= V(") + =—| nj+55>—| 7
(¢") 90,0 LRI , ;MK

donde podemos olvidar el término constante V(¢°), y los coeficientes de los
términos lineales en 7 son cero, de modo que la energfa potencial aproximada
serd

3.4. El lagrangiano aproximado

Del desarrollo anterior, tenemos el lagrangiano

2
L= % jk(qo)ﬁjhk - % % p 1Mks
que escribiremos en términos de elementos de matrices simétricas
L= %Kjkﬁjﬁk - %ijnﬂ]m
siendo
1 o or; 0?V
Kould') = ;5”“ aq(jq) ' aq(f | Y= Dgsael
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elementos de matriz constantes, simétricos K, positiva definida y Vj, > 0. De
aqui resultan ecuaciones de movimiento, llamadas de oscilaciones pequenas

Ky, + Ve, = 0, (3.3)

que son ecuaciones lineales acopladas, vdlidas para 7, y 7 suficientemente
pequenos.

3.5. Solucién de las ecuaciones de movimien-
to

Un primer paso hacia la solucién del sistema (3.3) consiste en eliminar
la dependencia en el tiempo que puede adivinarse exponencial, de modo que
trataremos una solucién de la forma

—iwt
N = are )
siendo los a; complejos constantes y se entiende ademds que la solucién final
es la parte real de la que se determine. Al reemplazar resulta

—wKpay, + Vira = 0,

que es un sistema lineal homogéneo que tiene solucién distinta de la trivial
si los coeficientes (en realidad w) cumplen determinadas condiciones, que
determinaremos. En términos simples, alguna de las ecuaciones es una com-
binacién lineal de las otras, lo que significa ademds que dichas ecuaciones
no pueden determinar todas las incégnitas a;. En términos matriciales, si a
denota la matriz columna con elementos a; entonces el sistema de ecuaciones
es

w?Ka = Va. (3.4)

3.5.1. Los w? son reales

Los elementos de K y V son reales y simétricos. Ello trae como primera
consecuencia que w? debe ser real. En efecto considere

2
w E Kjkak:E Virar,
% %
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si conjugamos y usamos la realidad y simetrfa tenemos que
2\ * * *
(w?) E apKy; = E ayVij-
k k

De ambas siguen
w? Z a; Kjray, = Z a;Vikag, (3.5)
jk jk

(w?)* Z apKya; = Z apVija;. (3.6)
jk jk
Pero las sumatorias son iguales de modo que

(W?)* = (w?)) Za; eay = 0.

Con el siguiente desarrollo donde u;, y v; son las partes real e imaginaria de
a;, veremos que en realidad los a; son reales. Desarrolle

Z a;Kjray = Z(UJ — ;) K (ug + ivg)
ik ik
= Z Kijjuk + Z Kjkﬂ)ﬂ)k + Z(Z KijjUk — Z Kjkvjuk)
gk Jk gk gk

= Z KijjUk + Z Kjkﬂ)ﬂ)k > 0,
gk Jk

Que muestra que Z a; Kjrax es real y positivo definido. De allf sigue
ik
W = (W)
o sea los w? son reales. Si el sistema lineal se escribe
(szj — Vi) ar, = 0,

los n valores reales de w? estdn determinados por la condicién de que el
determinante de los coeficientes sea cero, es decir

det <W2Kjk - V;k) = 0.

Supondremos en lo que sigue que dichos valores son todos diferentes. Ademas,
debido a que los valores w? son todos reales, el sistema (3.4) tiene soluciones
reales para todos los ay, si el que estd indeterminado se toma real. Por ello,
en los desarrollos que siguen se suponen todos los a; reales.
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3.5.2. Diagonalizacion

Para valores distintos de w, wy con k = 1,2,...,n, cada conjunto solu-
cion a; dependen del valor de w considerado. De modo que introducimos un
segundo indice que indica la dependencia en alguno de los w. Asf a;;, indica
la solucién a; para w = wy. En términos més precisos

2
wj E Kjray = E VikQp.
k k
Si consideramos otro w,, y trasponemos se obtiene similarmente

2
wi, E apm Kij = E e Vg
k k

de donde siguen
2
le aimKjran = E i Vik,
4.k J.k

2
Wi, E apm Kja; = E e Vijajt,
Jsk 4.k

y que en términos de la matriz A = (a;;) pueden ser escritas como

wi (ATKA) = (ATVA) (3.7)

wy, (ATKA) = (ATVA)

l ml’
donde AT indica la traspuesta de la matriz A. Si las dos ecuaciones anteriores
se restan, resulta

(w? - w?) (ATKA) =0,

Esto significa que la matriz ATKA es diagonal. Como cada columna de
la matriz A tiene un elemento indeterminado (el sistema es homogéneo),
podemos fijar arbitrariamente ese valor de modo que la matriz ATKA tenga
unos en la diagonal principal, es decir

ATKA =1. (3.8)

De la relacién (3.7), se tiene que la matriz AT VA también es diagonal con
elementos w? en la diagonal principal, cuestién que puede escribirse

(ATVA). = widy;.

ij
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3.5.3. Solucién del sistema

Supongamos entonces que se ha resuelto la ecuacién de valores propios.
w?Ka = Va,
donde la condicién para solucién no trivial
det (w?Kj, — Vi) =0,

nos conduce a n diferentes w?. En cada conjunto solucién hay uno que est4 in-
determinado y lo elegimos normalizando los vectores a (que son las columnas
de A) de modo que

(ATKA) . = &

ij R
(ATVA) = W?éz‘j.

v

entonces la solucién de nuestro problema es una combinacién lineal de las
soluciones correspondientes a los diversos w.

1, = Re E aijje_’“jt = E ar; Re C’je_wft,
J J
faltando considerar las condiciones iniciales.

Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales son los 2n valores 7,(0), y 7,(0) que permiten
determinar finalmente las 2n constantes, las partes real e imaginaria de CY.
Asi resultard

n,(0) = Zaije(Cj),

m(0) = D agRe(—iw;Cy) =Y agw; Im (Cy).
j j

Las propiedades de la matriz A, permiten escribir expresiones explicitas para
la parte real e imaginaria de Cj en términos de las condiciones iniciales, como
explicamos a continuacién. En efecto si definimos una matriz columna c; con
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componentes Re (C}) y otra matriz columna c; con componentes w; Im (C}),
las dos relaciones anteriores pueden escribirse en forma matricial

77(0) = AC17 'I.’](O) = AC27
de modo que al usar (3.8) se obtendrd
c; = ATKn(0), cy = ATK#/(0),

que al ser desarrolladas en componentes determinan
1 :
ReCj = ; ap; Ky (0),  ImCj = = ; ak; Ky (0),

donde se ha vuelto a la notacién usual de sumatoria para que quede claro
que no se suma en el indice j. Asf se tiene finalmente la solucién de nuestro
sistema

ne(t) = Z arj(Re Cje ™" = Z arj (Re Cj cosw;t +Im Cj sinw;t) .

J J

No se ahondard aqui en el procedimiento a seguir cuando hay valores repeti-
dos de wy.

3.5.4. Coordenadas normales

Recordando que la solucién (sin tomar la parte real) es
Me = Z ay;Cye i
J
y si llamamos

_ Y —iwjt
Y C'Je J

tenemos que

Me =) kjsi, M= Yk, (3.9)
j j
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de modo que en términos de estas variables resulta
1 ..
K =3 > Ky,
jik
1 ) X
= 5 Z Kjkajlglakmgmv

_ 12 ATKA), &

y similarmente
1
vV = §Zk‘/jk77j77k
1
= 5 Z ijajl§lakm§m

j7k7l7m

= L (VIRV),, s

= %Zw?almglgm
= —szgl

3.5.5. El sistema general de dos grados de libertad

Hemos intentado, pero no se logra simplificacién especial. Para tal sistema
tendremos
K Kio
K = ,
( Kip Ko

Vit Via
Vo=
(V)
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1 .
= Kaofs +

1 . ..
L = —K11773+K12771772+ 5

2
1 1
—QVHU? — Vianyny — 5‘/227737
de donde las ecuaciones de movimiento son

Ky + Kigijg + Vi, +Vian, = 0,
Koty + Kaoijg + Vigny + Vaon, = 0.

De aqui

2 2
Viiar — w'Knay + Vigag — w'Kiay = 0,

2 2
Visar — wKiaa1 + Vagas — w'Koay = 0.

la condicién de determinante nulo es

det —w? Ky + Vir —w?Kig + Vig —0
—w2K12 + Vig _W2K22 + Vo

o bien

w (Koo K11 — K7p) + w?(2K12Via — KaoVi1 — K11Vaz) + Vi Vag — Vi = 0.

Llamemos
KKy — K}y = K
ViiVag — V12 = 0
—(2K12Vig — KpoVin — KiVaz) = ¢
luego
Wik —wlq+v=0
entonces

w? =or (q + v — 4kv)
( ) w?Kyp — Vlz)
V_11 —W2K11)

<a1> (% (q 4]61}) K12_‘/12 - ( q— \/q2—4/€’0)K12+2]€‘/12
+

(Vi1 — ( \/q 4/{1}) Kiy) 2Viik — K11q — K/ ¢? — 4kv
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3.5.6. Acoplamiento a través de la energia potencial:
Kis=0

La condicién anterior se reduce a

WKy Ky — WQ(K22V11 + K11 Vag) + Vi1 Vas — ‘/122 =0
W2 — KoVii + K1 Vag + \/(K22V11 + K11Va9)? — 4K 11 Koo (Vi1 Vag — V)

2K K1y
(ﬂ) _ (WK1 — Vi2) _ —Via
a2 (Vi1 —w?Kn) (Vi — w?Ku)
a 1
(a_;)+ T 2VKn (Vi = KuVa + \/<K22V11 — KnVas)* + 4K K V)
sea.

Vie=f

3.5.7. Acoplamiento a través de la energia cinética:
Vig =10

La condicién anterior se reduce a

W4(K22K11 — K122) - u12(K22V11 + K11 Vag) + Vi1 Vae =0

2 _ (K22Vi1 + K11Vag) + \/(K22V11 + K11 Va2)? — 4V11 Vao (Koo K11 — K3)
2(Kap K — Kiy) '

(ﬂ) . (w2K12 - V12)
a2 (Vn - W2K11)

<a1>
2 _|_
](12 = f}(22](11

W2 — (KaooVi1 + K11Vae) + \/(K22V11 + K11 Vag)? — 4V11 Vs Koa K11 (1 — f)
2K22K11(]_ — f)

sea

no se simpliifica nada.
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3.5.8. Las ecuaciones de Lagrange se desacoplan

De modo que en estas coordenadas ¢;, denominadas coordenadas norma-
les, el lagrangiano es

D=3 @ -3 uid
l l

que muestra que las coordenadas normales varian independientemente cada
una con una de las frecuencias propias de oscilacién del sistema, de acuerdo
a

. 2 0

S +wpsr = 0.

Las coordenadas normales en términos de las coordenadas originales se ob-
tiene invirtiendo la ecuacién (3.9), es decir

¢ =ATKn,

o en forma explicita como

Sk(t) = Zaijjmﬂm(t)-

3.6. Oscilaciones forzadas

El sistema que oscila puede estar sometido a fuerzas externas perturba-
doras. Considere por ejemplo un sistema de dos bloques unidos a resortes
que pueden oscilar sobre un plano horizontal liso. Si el extremo izquierdo del
resorte de constante eldstica k; estd fijo, podemos tener oscilaciones libres.
Si en cambio, el extremo izquierdo se mueve de alguna manera conocida

v = f(t),

tendremos oscilaciones forzadas. Mediante este ejemplo explicaremos concep-
tos méds o menos generales.

Si x7 y x2 representan los desplazamientos de los bloques a partir de sus
posiciones de equilibrio sin perturbacién, el Lagrangiano sera

1 1
L = =Myi + = Myi3 —

SME + M = (e — f(0)) — Shalws = n),

2
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M,

M
K, k, 2
-vIOIOIololoIOIoIOIWOIoIOIv—-—vIOIoIOIoIOIWOIWOIoIoIo
— —> —>
Xl XZ
X
Figura 3.1:

de aquf las ecuaciones de movimiento resultan ser
Mli’l + kl(Il - f(t)) - ]CQ(IQ - .131) =0
Mgi‘z + kQ(ZCQ — fL‘l) =0
o bien
M@y + kyxy — ko(2e — 1) = kif(2),
ngg + kg(l’g - Il) = 0,

ecuaciones en general similares a las de oscilaciones libres, pero no homo-
géneas. Como es bien sabido, la solucién general es la solucién de la parte
homogénea (oscilaciones libres) mds una solucién particular de las ecuacio-
nes no homogéneas. Para la parte homogénea, al igual que antes, se suponen
soluciones exponenciales

_ iwt
r = Ae™",

Ty = Be™',
resultan entonces dos ecuaciones algebraicas homogéneas para A, B

<k2 —+ ]{71 — M1w2)A - kQB == O,
_kQA + (/fg - M2w2)B = O,

que con la condicién de determinante nulo conduce a

- - W =W =0.
le MM, le w M2+w
Sean " ) "
Wy =—, W=—, Q%=-—2
2]. Ml’ ]_ Ml’ 2 M27
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entonces las frecuencias propias o normales son las raices de
4 2 2 2\, 2 2002
w® = (251 + Q7 + Qp)w” + 2105 =0,

y son
wi = 303, 3B +503+3 /(9 + 9B, — 2000, + B) (B + O, + 2000 + O3),

)

w3 =203 1M 4+20 -1/ (QF + Q% — 201 Qs + QF) (QF + Q% + 20: 0 + OF)

Las soluciones son

r, = Re(Aleiwlt‘i‘Azeiwﬁ),
Ty = Re(Bje™' + Bye™?'),

donde las razones entre A y B para w; y ws resultan ser

luego la solucién homogénea es

_ w1t iwat
ry = TlBle +T2B2€ s

Ty = B + By
en general resultaran
By = |Bi| €1, By =|Bs|e'"
luego
1 = 711|Bi|cos(wit 4 @) + 7o | Ba| cos(wat + ¢s)

xe = |Bj|cos(wit + ¢p) + | Ba| cos(wat + ¢5)

3.6.1. Movimiento forzado

Un caso particular pero importante ocurre si la perturbacién es arménica

x = C'sin Qt,
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M@y + kg — ka(xe — 1) = ki f(2),
ngg + kg(l’g - Il) = 0,

dividiendo por las masas y usando las definiciones previas las podemos escri-
bir

iﬁl + Q%l’l — le(l’g — xl) = Q%C sin Qt,
jg + Qg(ZL’Q — Il) = 0,

probamos una solucién particular de la forma
xr1 = DsinQt, z9 = Esin ),
y al sustituir resulta

-PD+MD-Q%(E—-D) = QiC,
—Q’E + Q3(E — D) 0,

que resolvemos para F'y D

0302
F= o ae—a°
0? (Q2 — Q2)
_D — 1 2
(@ — )@ —w)C

3.6.2. Resonancia

La resonancia ocurre cuando la frecuencia forzadora 2 coincide con alguna
de las frecuencias propias w; 0 ws. Algunos textos dicen que entonces F,
D tienden a infinito. Sin embargo un andlisis mé&s cuidadoso debe ser hecho.
., Cémo se van a infinito?

La solucién general, parte forzada mas solucién no forzada serd la suma

0 (25 — )
(22 — wi) (22 — w3)
Q308
(22 — wi) (2 — w3)

1 = 711|Bi|cos(wit + @) + ra | Ba| cos(wat + ¢y) + C'sin Qt,

Ty = |Bi|cos(wit + @) + | Bz cos(wal + ¢y) +

C'sin (2,

0 = w*— (93 +Q+Q)w?+ 0202
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Supongamos que inicialmente el sistema estd en la posicién de equilibrio
y €n reposo

Il(O) = 0, 1’2(0) = 0, Il(O) = 0, IQ(O)

Esto determina las constantes |Bi|, ¢, |Ba|, ¢,

= 71 |Bi|cos(¢y) + 12| Ba| cos(¢y),
0 = |Bi|cos(¢,) + |Bs| cos(gs),

0F (3 — )
(2% — wi)(22 — w3)

Q307

0 = —r1|Bi|wisin(¢,) — 72| Ba| wasin(p,y) +

cQ,

0 = — |Bl| W1 sin(¢1) — |Bg| W2 Sin(¢2) + (QQ — w%)(Q2 — w%)CQ,
de donde resultan ¢, = 5, ¢, =73y
Q2 (Q2 _Q2)
— —r|B —ry|B 12 0
0 1 | Bilwi — 12| 2|w2+(Q2—w%)(Q2—w§)C )
020?
0 = —|B1|w1—|Bg|w2+ 21 OQ,

(22 — wi) (2 — w3)

que se resuelven

Q%+ Q2 — O3

B, = Q200 ,
Bl = MO e A =) (=)
Q
Bl = — (2 -02+0Q2 0?2
Bl = = (O = ) R e R B (= 7a)
pero
QQ _ w2
293 1 — 7,,1’
02 — 2
QQ% 2 — 7,,2’
w2 — W2
rn—Te2 = 293 17

luego
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1By = Q202 P —wy cQ
(@ - W)@ W) (W —wh)

Q
B = — (0 —w?) B30

wi (2 — wi)(Q? — wi) (w3 — wi)’
y finalmente después de bastante dlgebra se obtiene la solucién completa.
(927&)2) 927(*)2
CQ% 2 1 ( 2)

o Ty Qsin(wqt)
L =
(92 — W) (2 —w3) | —EED @) ) iy (4pt) + (02 — Q2) sin QU

wa (w3 fw%)

(szw%) .
CO202 T Qsin(wit)
Ty =
=D D) | 2 0 in(uat) + sin
2 1

3.6.3. resonancia ) = w;

Es necesario tomar limite. Al aplicar L’Hopital, aparecen términos lineales
en el tiempo ¢ y esas amplitudes crecen con el tiempo.

ry =

co — (w3 — w?) (22 — wh) tcoswit + 2 (03 — w3) Z—z sin wot
)* ’

2 2 2 2 2 2
2 2 (w3 —3w?)Q5+( —w3+3wi+2)w? |
2w (Wi — w? 4+ =2 2£12 : )1smw1t
LU2 .
CO202 — (w3 — wi) tcoswit + 2L sinwyt
Ty = 2 2
2 —w54+3wy . ’
2w (Wi — w?) ——Z—Lsinwit

3.6.4. resonancias () = wy

también es necesario tomar limite. Al aplicar L’Hopital, aparecen térmi-
nos lineales en el tiempo ¢ y esas amplitudes crecen con el tiempo.

o W . —303w3 +
o= 2 12 2 ((Qg - W%) (w% - W%) t (coswat) + 2 (QS — wQ) Zeinwt + —22
2 (w3 —wi) wa w1
CO2032 2 32 — 2
L2 = 3 2 212 ((wg — w%) L coswat + 222 gin wit — R G Y w2t> ,
2 (w3 — wi) wa w1 Wo
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3.6.5. Para tiempos largos

Para tiempos largos, podemos quedarnos sélo con las partes cuyas ampli-
tudes crecen sin limite proporcionalmente al tiempo

1. resonancias 2 = w;

CO (2 — wi)

T — t cos w1,
2wy (Wi — w?)
CO30?2
Ty = ftcos w1t,

B 2w (Wi — w?)

2. resonancias ) = wy

C (2 — wj)

T t cos wot,
2 (w2 — w?) wy
0202
Ty = ﬁtcoswgt.

2 (w3 — wi) we

3.7. Ejemplos

EjempLO 3.7.1 Considere el péndulo doble indicado en la figura (3.2), donde
el largo natural del resorte sin masa es Ly, que coincide con la separacion de
las masas en su posicion de equilibrio. La constante eldstica es k y la longitud
de los hilos es L. Fstudie las oscilaciones pequenas en torno a los valores de
equilibrio 0 =0 y ¢ = 0.

Solucién. Para valores pequenos de 6 y ¢, la energfa cinética es

K=§Mﬂﬁ+$%

y la energfa potencial es

1 1
V= 5mgL(02 + ¢*) + §k‘L2(0 —¢)%,
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Figura 3.2:

por lo cual las matrices K y V son
mL? 0
K= ( 0 mL? ) ’

vV — mgL + kL? —kL?
N —kL? mgL + kL* |’

de aqui el sistema lineal de ecuaciones es
o [ mL* 0 a
w 0 mL? as
B mgL + kL? —kL? a
- —kI? mglL + kL? as |’
y las frecuencias propias satisfacen

det w?(mL?) — mgL — kL? kL? _0
¢ JeL2 w(mL?) —mgL —kL? |~

con soluciones

SIS
SR
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Bajo estas condiciones, una fila del sistema de ecuaciones es redundante por
lo cual elegimos la primera, que es

w*mL?a; = (mgL + kL?)a, — kL?ay
o bien, para cada frecuencia

%mlﬂall = (mgL + kL*)ay — kL?ay,

2k
<% + E) mL2a12 = (mgL + k’LQ)alg — k:Lzan,

que se simplifican a
ay1 = asi, 12 = —Aa22,

por lo cual la matriz A sin normalizar aun es

Normalizacién requiere que

ai;  an mL?* 0 a2\ _ g
a1z —ai2 0 mL? ay;  —ai2 ’
mL2 [ 4 n D) _ 10
a12  —ai2 ay;  —aig 01)’

de donde sigue

o bien

2 2 _ 2.2 _
mL®aj; =1, mL“aj, = 1.

De donde finalmente, la matriz A ha sido determinada

AL 11
CvmI2 \1 =1 )"
Condiciones iniciales permitirfan seguir con la rutina de expresar las coor-

denadas 6 y ¢ en funcién del tiempo. Nos limitaremos a dejarlas expresadas

COIMo
1 . .
0 = mRe(C’le_’””nLC’ze_’”?t),
m
1 . .
o = Re(Cre ™1t — Che™™2t),

ml?
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Por 1ltimo, las coordenadas normales, estdn dadas por

L (1 1\ (mL* 0 f
<:ATK":W(1 —1)( 0 mL2><¢>’

que se reducen (salvo un factor irrelevante) a

1 = 0+¢a
S22 = ‘9_¢-

Estos dos modos son independientes, por lo cual se puede establecer cada
uno de ellos independientemente, y variardn con las frecuencias propias wy y

wo. Es decir
0+¢ = Dcos Ti_s
L ?
/ 2
0—o¢ = ECOS( g-l——kt—s),
L m

con constantes D, F, 9, € determinables con las condiciones iniciales que se
tengan. Debe notarse que la diferencia de los dngulos es el modo de mayor
frecuencia.

A

EJEMPLO 3.7.2 Resuelva el problema anterior sin hacer uso de la teoria ge-
neral elaborada.

Solucién. En algunos casos sencillos como este ejemplo, una solucién
directa puede ser mds simple. En efecto del lagrangiano

L= smI(0 + &) — SmgL (0 + ¢) — ShIX(0 — o),

siguen las ecuaciones de Lagrange

9 ki k. _
o9 kR,

0+ (
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de donde por simple inspeccién resultan

-3+ +20-0) = 0,
é+$+%(9+¢) = 0,

que corroboran los resultados obtenidos por el método general.

A

EjempLO 3.7.3 Con relacion a la figura (3.3), dos particulas de igual masa
m oscilan horizontalmente unidos a resortes iguales con constante eldstica k,
de modo que los extremos exteriores de los resortes estdn fijos. Analice las
oscilaciones pequenas de las particulas en torno a sus posiciones de equilibrio
estable.

Figura 3.3:

Solucién. Si z; y x5 indican las desviaciones de las particulas respecto a
sus posiciones de equilibrio, la energia cinética es

1
K= §(mx'§ + mi3),
y la energia potencial es
1

1 1
V = Zkad + Sk(xy —21)* + 5

2 2

De allf las matrices K y V son

10
K_m<0 1)’

2 -1
V_k(_l 2),

2
kxs.
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por lo cual los valores propios satisfacen
10 2 -1
2
det(wm(o 1)—]{( 1 9 )) =0,

wim? — 4w’mk + 3k* = 0,

o bien

de donde resulta ’

—, w3 = 3—.
m m
El sistema de ecuaciones lineales es

o n) (i) =+ (5 ) ()

de donde se obtiene

2 _
wl_

aix = Qaso,

12 = —Q22.

Normalizacién requiere que ATKA = I, por lo cual

11 Qi1 aix —a .
m =1,
—ag22 a22 a11 a2

entonces 2ma?; = 1y 2ma3, = 1, obteniendo

1 1 —1
A=—rx ,
V2m (1 1 )

de aqui, las soluciones oscilatorias son

1
ry = m Re (Cleiwlt - Cgeiwzt) s
Ty = L Re (Cleiwlt + CQGint) .

V2m

También indicaremos los modos normales ¢ = ATKn que resultan ser

Im

1 = 3($1+$2),
Im

Sy = 5(—1’14‘1'2).
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A

EjempLO 3.7.4 Con relacion a la figura (3.3), dos particulas de igual masa
m oscilan horizontalmente unidos a resortes iguales con constante eldstica k
los de los extremos y ky el central, de modo que los extremos exteriores de
los resortes estan fijos. Analice las oscilaciones pequenas de las particulas en
torno a sus posiciones de equilibrio estable.

OO

Figura 3.4:

Solucién. Si z; y x5 indican las desviaciones de las particulas respecto a
sus posiciones de equilibrio, la energfa cinética es

1
K = §(m5c§ + mi3),

y la energia potencial es
1

1 1
V= —kl‘% + —kl(l'g — IL'1)2 + 5

2 2

De allf las matrices K y V son

10
K = m( 0 1 )
-~ k+k  —k
v ("5
por lo cual los valores propios satisfacen

2 1 0 k"—k]_ _kl _
det(“’m(o 1)‘( Tk k4ky )) Y

wim? — 2w?mk — 2wWmk, + k* + 2kk; = 0,

2
kxs.

o bien
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de donde resulta
s k o k42K
wl — _7 W2 = .
m m

El sistema de ecuaciones lineales es

wgm 1 0 aq _ k+l€1 —kl aq
01 Qo —k E+k az )’

de donde se obtiene

<w2_ M)al — _ﬁaa’
m m

o= T e ey
(w? - EEL)

y para las dos frecuencias propias resulta

k1
m
a = ———F 091 = a
11 (ﬁ _ (k—l—kl)) 21 21,
m m
k1
m
a = — oo = —A99.
12 (k?+2k1 — (k+k1)) 22 22
m m

Normalizacién requiere que ATKA = I, por lo cual

11 Qi aix —a
m =1,
—Q22 A22 aix Q22

entonces 2ma?; = 1y 2ma3, = 1, obteniendo

1 1 -1
A=—= ,
V2m < L1 >

de aqui, las soluciones oscilatorias son

1
r, = \/T_m Re (Cleiwlt — Czeiwzt) s
Ty = N Re (Cre " 4 Coe™2") .

V2m

También indicaremos los modos normales ¢ = ATKn que resultan ser

Im

1 = 3($1+$2),
Im

Sy = 5(—1’14‘1'2).
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A

3.8. Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.8.1 Considere un aro liso de masa M y radio R el cual puede
oscilar en torno de un punto de su periferia bajo la accion de la gravedad.
Vinculada al aro hay una particula de masa M que puede moverse libremente
sobre el aro. Determine las frecuencias propias de oscilacion y las coordena-
das normales.

Solucién. Usemos las coordenadas 6 y ¢ indicadas en la figura.

Las coordenadas de la particula son

r = Rsinf+ Rsin ¢,

y = —Rcosf — Rcos¢ ~ %Pﬁ? + %quQ,
de donde, aproximando para oscilaciones pequenas

i = ROcosh + qucosgb ~ RO+ R(}ﬁ,
) = ROsinf 4+ Rosin¢ ~ 0.
Similarmente
To = RO cos ) ~ R@,
yo = ROsind ~0,

de modo que el Lagrangiano aproximado serd

L = %M(RQ)Q + %(MRQ)QQ + %M(Ré + Rop)? — Mg(%RGQ + %Rq?) - Mg(%R92)
3

. .. 1 . 1
- 5MRZQ2 + MR + 5MR?(;sQ — Mg(R§® + SR’)
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2 2
K — (BMR MR )’

MR? MR?
- 2MgR 0
v (M0 )

de donde las frecuencias propias satisfacen
5 [ SMR?* MR? _( 2MgR B

2M2RYW — 5MPR3wW?g + 2M?¢*R* = 0,

O sea

de donde las frecuencias propias son

1 2
=I5 e B

Las ecuaciones algebraicas (la primera fila solamente)
wi Kjray = Vigag,
son
%%(3]\/[1%2&11 + MR?ay) = 2MgRay;,
wi(BMR*a19 + M R*ag) = 2MgRays,
que se simplifican a

21 = 0411,
= —2&12,

A — a1 —%am
ami Q22
Normalizacién requiere que ATKA = I, por lo cual
I = ail ail 3MR2 MR2 ail _%(IQQ
—%&22 929 MR2 MR2 a1 a9

- 6a2, M R? 0
a 0 3a3,MR? )~

luego
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[ 1 [ 4
W= Vemre 2T V3R

También indicaremos las coordenadas normales ¢ = A”Kn o sea

de donde

¢ = \/6]\/[1}%2 \/6]\/[1R2 ( 3MR?> MR? ) < 0 )

_%\/ 31\/?1%2 \/ SA;RQ MR® - ME? ¢

_ 2160 + /69

. O sea
¢ = %R\/6M(29 + o),
¢ = %R\/?)M(—H + ¢).

A

EJjErcICcIO 3.8.2 Una molécula consiste en tres dtomos iguales localizados
en los vértices de un tridngulo rectdngulo isdsceles estando cada par de dto-
mos unidos por un resorte de constante eldstica k. FEstudie las oscilaciones
pequenas y demuestre que hay tres modos degenerados con w = 0. Determine
su significado y determine las tres frecuencias propias distintas de cero.

Y
2

/ G \ %
B 5 N3

1)
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Solucién. Por razones fisicas, hay tres frecuencias cero asociadas a los
posibles desplazamientos como un todo, en la direccién X, en la direccién Y
y una rotacién como un todo en la direccion del eje Z. Para eliminar esos
modos restringimos el sistema a tener el centro de masa en el origen con
velocidad cero y cero momentum angular respecto al centro de masa. Esto
significa

Ty + 29 +x3 = O,
yi+y2tys = 0.

para oscilaciones pequenas pueden considerarse los 7; como sus valores de
equilibrio y sus desplazamientos pequenos u; de modo que

i = Tio + Uj.
luego el momentum angular puede aproximarse a

EG :mﬂo X —ﬁl+m7720 X —ﬁg—l—mfgo X —ﬁg =0
dt dt dt ’
que se satisface si
7710 X ﬁl + 7720 X 172 + 7?30 X 17:3 =0. (momang)

O sea tenemos estas restricciones

Uty + Ugy + Uz, = O,
0

uly + Ugy + U3y =

Pero, si a denota la arista 1-2 del tridngulo la altura es h = %a\/ﬁ

11 21
1 Y3 3 2&\/_, Y2 3 2@\/_,
1
T, = —X3= —§a 2, 19 =0,

luego la relacion ?? puede reducirse a
11 1 21
(le + USx)gia\/ﬁ + (Ugy — Uly)ia\/é - U2x§§a\/§ =0,

(ulx + u3x) + 3(u3y - uly) - 2u2x =0.
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Hay desde luego sélo tres coordenadas pequenas independientes. Falta esta-

blecer cual es el cambio de las longitudes producto de estas variaciones. Para
1

sin45 = cos 45 = 5v/2, resulta

1 1
5[12 = (UQ;,; — Ulm)§\/§ + (u2y - u1y>_\/§a

2
1 1
Olps = —(ugy — U3m)§\/§ + (ugy — U3y)§\/§;
Oli3 = U3z — Uiy
Introducimos las siguientes tres coordenadas
g1 = Usg + Ul
G2 = U3x — Ulx
s = Uiy + Ugy.
de donde, con bastante dlgebra resultan
1 1 1
ue = (@), wy = (56t g0)
U2 = —Cq1, U2y = —(G3,
S0+ ) (50— 50
Uz = 3 y U3y = (343 — % ’
3 5 q1 T G2 3y 2(]3 6611
La energfa cinética serd
1 . . . . . .
I TS P N S T ST SN R DS SR S
= (@ = @)+ (58 + gh)" +di + ds + (@ +d2)” + (5 — gd)°)
1 ) . .
= " (2847 + 943 + 2743) ,

las deformaciones de los resortes son
5 1 3
Oy = —6\/5% + Z\/§CJ2 — Z\/ﬁ%,

5 1 3
Olas = 6\@% + Z\/§Q2 — Z\/§€137

Oy = q2-



180 Oscilaciones pequenas

la energfa potencial serd
1 5 1 3 5 /D 1 3 9 9
Vo= §k((_6\/§Q1 + 1\/5612 - Z\/ﬁ%) + (6\/5(]1 + Z\@CD - Z\/§Q3) + (¢2)°)
1
= 7—2k (100g; + 45¢5 — 54¢2q5 + 8143)
Entonces el Lagrangiano serd

1 1
L = —=m (2847 + 963 + 27G3) — = (100g7 + 4563 — 54205 + 81g3)

25, 2%
Q1+ﬁWOCI1 = 0, w = Tavo

.1
g2 + §w(2) (g2 — 3g3) = 0,
Gs — 2003 (CI2 - 3Q3) = 0,

con wi = £ Las otras frecuencias satisfacen

1
—was + 5@03 (5ag — 3a3) = 0,
—w?az — 2w; (ay — 3az) = 0,
debe ser s s o 5
—Ww* + Wy —35Wp o
det { —2w} —w? + 6w ] =0,
de donde
17 1
Wy = Z + Z Vv 97&)0,
117 1
w3z = Z - Zv 97&)0,
Note que
a 3wy
az 2 (w?—2wd)’
22 3 1 6
=2 - 2 - — 035611
asz 2(F+3V97-2) 74+497
o _ 3 ! O 51061

as 22X —L/O7—31) —7+07
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luego, las coordenadas normales £, {5, 5 satisfacen

G = & = U3y + U
_ §o + 0 € =1Usy — U
e T T I v
3 = ot &3 =ury + usy = —uy
1 1 4 4
{3 = gty TV ITugy + ZUse — = U1,
1 1 4 4
52 = —§u2y — ﬁ\/ 97u2y — ?U&C -+ ?ulx.
A

EJERCICIO 3.8.3 Una molécula consiste en dos dtomos (A) una linea rec-
ta unidos por resortes a otro dtomo (B), de igual constante eldstica k. A y
C tienen la misma masa. Estudie las oscilaciones pequerias en el plano xy.

Determine las frecuencias propias distintas de cero para oscilaciones longi-
tudinales (eje X)..

) m, (B) ©
Sy
............. G\

Solucién. Por razones fisicas hay una frecuencias cero asociada al des-
plazamientos como un todo, en la direcciéon X. Para eliminar ese modo res-
tringimos el sistema a tener el centro de masa en el origen con velocidad cero.
Esto significa

MAT A+ MBIr + Matc = 0.
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para oscilaciones pequenas pueden considerarse los 7; como sus valores de
equilibrio y sus desplazamientos pequenos u; de modo que

i = Tio + Uj.
MAUAL + MBUBy + MaUc, = 0.

Pero, si a denota la separacién de equilibrio de los dtomos

Ty =—xc = —a, xp =0,
El Lagrangiano serd
1 .9 .9 1 .9 1 2 2
L= §mA(qu +Up,) + Emcuc*:c - §k<(u0w —upg)” + (Uar — upy)”).

Introduzcamos dos nuevas variables

Q1 = Ucz t UAg,
q2 = UCzr — UAgx,
luego
1
uce = a1+ @),
1
UAy = 5((11 — )
pero
ma m
UBy = __(UACE + UCCL‘) = __Aq17
mpg mpg
luego luego la Energia cinética resulta ser
1 1 1 1 ma
K = = PR Y e - \\2 = _maA. 2
5mal(5(d = ¢2))" + (5@ + ¢2))7) + 5ma( mB%)
1 1 mi ., 1
= (ZmA + §mBm—gB)Q1 T mads

La energfa potencial es

1.1 ma o 1 ma o
V o= Zk((= A g — A
5 ((2(q1+q2)+m8q1) + (5@ Q2)+mBCJ1))
= (Zk + —mBmA + —7712BmA)q1 + quQ.



3.8 Ejercicios resueltos

183

Fl Lagrangiano estd desacoplado y es

1 1 m? 1 1 msqg m
L=(= - TTOAN <2 - -2 A
(4m,4—|— QmBm2B>Ch + 1

De aquf resultan las ecuaciones para los modos normales

1 1 m3.. 1 ma  m;
g+ —mp—a)i + k(= + —+—)g = 0,
(4 2 BmQB>1 (4 mpg 7TL2B)1

} k
Go+—q = 0,
ma

donde las frecuencias propias son

\/(mB—i—QmA)k:
w1 = )

mamp
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carituro 4

Sistemas con muchos grados de
libertad

En el capitulo anterior se explicé el método para analizar oscilaciones
pequenas de un sistema de un mimero pequeno de grados de libertad. Cuando
el niimero de grados de libertad se hace muy grande, aunque en principio no
habria dificultades, la resolucién de las ecuaciones de valores propios se torna
poco préactica. Sin embargo hay casos, en que debido a ciertas simetrias, el
problema puede resolverse para un nimero arbitrario de grados de libertad.
Pondremos atencién en algunos casos particulares de solucién simple y luego
generalizaremos los resultados a sistemas con infinitos grados de libertad, los
sistemas continuos.

4.1. Oscilaciones longitudinales

Considere un sistema unidimensional constituido por un conjunto de N
particulas de igual masa que m que estan unidas en linea recta por resortes de
constante eldstica K, y largo natural a. Si denotamos por ¢; las desviaciones
longitudinales en torno a las posiciones de equilibrio, ver figura (4.1).

El lagrangiano del sistema es

N N
L= cmit =3 2K(g — )’
=1 2 Z =1 2 Z z 7
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— (- i wmmm ..............

Figura 4.1: osciladores acoplados

de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para cada masa

q = Q2(Qj+1 +qj-1—2¢;), j=1,2,...,N.
K
Q = —.

m

Estas ecuaciones pueden ser resueltas en dos casos.

4.1.1. (a) Extremos fijos

Para el caso N particulas pueden moverse y dos més de los extremos
estdn fijas tomaremos qg, gvy1 = 0 para las fijas. Podemos ademads adivinar
dependencias temporales de la forma

qj(t) = aje’t, j=1,2,--- n.
Al derivar y reemplazar resultan para las constante a; las ecuaciones lineales
—w2aj = QQ(CLJ'+1 + aj—1 — 2CL]'), ] = ]_, 2, N ,N.

o bien %
Qa; g + (W —20%)a; + Q%aj,; =0, con O = —, (4.1)
m

un sistema de ecuaciones homogéneo que admite solucién distinta de la trivial

solo sf el determinante de la matriz de los coeficientes es cero. Si hacemos

para simplificar
202 — w?
A= ——,
02
tenemos que
—Qj-1 + )\aj — Aj41 = 0 (42)
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el sistema de N ecuaciones puede escribirse con extremos fijos ag = ay+1 =0
)\al — Qa2 = 0,
—ai + )\&2 —Aaz = O,
—Q51 + )\CL]‘ —Qj41 = O,
—ay—2+Xan_1 —any = 0,
—an_1+ /\aN = 0.

Este sistema lineal homogéneo tiene solucion no trivial si el determinante
de los coeficientes es nulo. Entonces los A deben satisfacer

A -1 0 -+ 0 ]
-1 X -1 0
det | 0 —1 A i | =det(Dy) =0.
: oo~
0 . 0 -1 A |

Determinante que puede ser evaluado. Si lo llamamos Dy, podemos obtener
una relacién de recurrencia desarrollando el determinante de acuerdo a la
primera fila

-1 -1 0

Dy = ADy_; +det (_) AL (4.3)
=1 . =1
0 0 —1 X\

= ADny_1— Dn_o,
siendo los dos primeros
Dy=)\ Dy=X\—1.
La relacion de recurrencia 4.3 puede resolverse suponiendo

DN = ApNa
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y reemplazando en la relacién de recurrencia. Esto conduce a

PP —Ap+1=0,

de donde
p A2
p=3+i 1—Z:ei’¢,
con )
A w
=—=1-—.
cos ¢ 5 502
Entonces

DN = AleiN¢ + AQG_iN¢.

Si consideramos los dos primeros valores D; = \,y Dy = A? — 1 se obtiene

A = 2cos¢ = A€+ Aye i,
N —1 = 4dcos’p—1= A% + Aye 29,

que puede resolverse para A; y As obteniendo

—i¢ i
e e
Ay=————, Aj=——
7 2ising’ ' 2ising’
y finalmente
Dy — i¢ SN c—i% NG _ sin(N + 1)¢
2isin ¢ 2isin ¢ sin ¢

Entonces, Dy = 0 implica

nm

On = N1

con n=1,2,....N.

Las llamadas frecuencias propias resulta entonces que satisfacen

202 — w2 nw
o :)\n:2cosN+1,
entonces nr nr
2 = 292 1 — — 492 in?
“n ( COSN—i—l) St 2(]\7—1-1)7
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y finalmente las frecuencias posibles son
nm
n = 208N ——— =1,2,..,N.
w sm2<N+1)Con n
Las posiciones seran

— iwnt
¢; = Re E ajnCne™™,
n

donde hemos usado un segundo indice en aj, para indicar a cual frecuencia
se refiere. En la seccién siguiente se determinan.

4.1.2. Las posiciones

Para cada )\, la relacién 4.2 determina las razones de los coeficientes.
Recuerde que

An = 208 con n=1,2,....,N.

nmw
N+1
Ademas se introduce un segundo indice en los coefficientes para indicar la
frecuencia de que se Gtrata. Las ecuaciones de recurrencia para los a;, 4.2

son, olvidando la iltima con ag, a1 =0

)\nal,n —Qz2n = 07
—Q1n + )\na2,n —asn = 07
—Qj—1n + AQjn — Qjr1n = 0,

=

—QaN-2n + )\naN—l,n — OGN

e

—AaN-1,n + )\naN,n
En resumen
—@j-1.0 + Anljn = @jr1n = 0.

Intentamos nuevamente solucién exponencial

Ajn = Apja

y al reemplazar

4 nm
— 2cos —— —p = 0
Pt N+1 P ’
p+pt nm €'V 4 e INA
—_— cos =
2 N+1 2 ’
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de donde es obvio que

p = e:l:Z ]\711 R
luego
a’j,” = An€+7’.7¢n + Bnefz](bn’

. nT _sa_nm
ajn = Ane™INH 4 Be N,

Las condiciones de extremos fijos imponen para cada frecuencia que se cumple

Qon = An+Bn = Oa

antin = Ape™™T 4 BT =0
que se satisfacen si A,, = —B,, luego con alguna constante indeterminada C),
nmw

ajy = Cpsin j

N+1’
entonces

) nmw o
q; = Re Z aj,ne“""t = Re Z Cn Sian—_’_lelw"t,

si finalmente colocamos
C, = a, —1ib,,

la solucién general serd

¢ = Re zﬂ:(an —iby,) sin j Nnj_r 7 (coswpt + isinwpt),
al nm nm
g = ;(an cos wyt + by, sinw,t) Sian——l—l’ w, = 20 sin m

debiéndose evaluar a,,, b, segin las condiciones iniciales.

4.1.3. Condiciones iniciales

Los coeficientes a,, y b, pueden evaluarse imponiendo las condiciones ini-
ciales

N
.. onm
¢;(0) = nz_:lan81an+1,

N
. . . nmw
Cb(O) = anw”SIHJTH’
n=1



4.1 Oscilaciones longitudinales 191

y haciendo uso de la transformada discreta de Fourier

N N
.. nm 2 Z .. nmw

QJ = E Ay, Sll’l]i7 Ay = —/—— q] Sln]
~ N+1 N+1j:1 N +1

de manera que pueden evaluarse los coeficientes a,, y b, mediante

N
2 .. nw
a, = N—Hqu(O)s1n]N+1,

j=1

2 nm
. e |
(N + Dw, 2 4y(0)sin

N

Finalmente

N
y;(t) = Z(an cos wyt + by, sinw,t) sin j

n=1

nim
N+1
4.1.4. Coordenadas normales

En la expresién (sin tomar parte real)

Y
qj:ZCn81n]N+le wnt,
n

definimos las coordenadas normales a
. C —iwnt
fn - ne 9

de manera que

.. nhmw

que pueden invertirse

N
2 ..o
fn—7N+1;qj81an+1,

Como ejemplo numérico, tomemos N = 3
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N
€= i ) s =
j=1
0,354 q3

oy = N+1 § :qJSanN—H =3

5 = NLHZQJ sin j 37
=1
0,354 ¢

4.1.5.

= i%\/§ -

V2 + 56+ 1eV2 =

*q1 — 393 = 0,5¢1 — 0,5g3

(b) Condiciones periédicas

0,354¢1 + 0,52 +

%QQ + iq?,\/§ = 0,354¢1 — 0,5¢2 +

Aqui tomaremos ¢ = qn11, ¢—1 = qn de modo que tendremos

—an + )\CLO —ay = 0
—ag + )\(11 — Q2 = 0
—ai + )\CLQ —az = 0
—Qj5-1 + )\CLJ‘ — Q541 0
—an_1 + Aay — ap 0
es decir las frecuencias admisibles satisfacen
A -1 —1 7
-1 X -1 0
det 0o -1 X\ -1 =
: .o—=1
-1 0 Y

que es mas dificil de resolver.

4.1.6.

Solucién alternativa de (b)

Una alternativa sin embargo es encontrar soluciones no triviales del sis-
tema. Para ello suponga con ¢ por determinar

a; = Cletlio)
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Si se reemplaza en el sistema de ecuaciones
—CLj_l + /\aj — Clj_H =0

se tiene que
D6 4 2\ G9) _ i+ —

de donde se obtiene
—eTP L N — €' = 0,

0 sea
A = 2cos ¢.
Entonces de
292 2
w” A
02
resulta
(9
= 20) -
w sin (2 ,
y
a; = Cei9),
Debe ademds tenerse que
g = aN+1

O Ssea
i (N+1) ¢
GZ( ) _]’

por lo cual, las soluciones admisibles para ¢ son

2
o= NZ—nl’ con n=0,1,2,...; N.

luego

) , con n=1,2.. N.
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4.2. Oscilaciones transversales

Consideremos ahora particulas de igual masa m unidas por resortes sin
masa de la misma longitud natural y constante eldstica k£ de modo que en la
situacién de equilibrio ellas estdn en linea recta, y los resortes sometidos a
una tension igual 7. Si las particulas se desplazan poco lateralmente, estardn
sometidos a fuerzas de modo que la segunda ley de Newton conduce a

Oscilaciones transversales

my; = Tipisinbq — Tjsinb;,
mi; = Tiyicosfiq —Ticosl;,

si no hay desplazamientos longitudinales en = y los transversales en y son
pequenos, podemos aproximar, para dngulos pequenos

my; = Tiyisinby —Tisinb;,
0 = T —T;
de modo que
T, = T,

my; ~ Tt(tan6;;; —tand,),
Yier =Y Yi —Yi1
7( - )
a a

~

Y

de modo que tenemos como ecuacién de movimiento aproximada

-
(Yit1 + Yio1 — 2v5).

i = —
ma

Las frecuencias propias

Si los extremos estan fijos yo = yn1 = 0. Ademds si suponemos para los
modos normales de oscilacion

o —iwt
Yy; = aye 5
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tenemos que

2
maw
(2 - )(1,] — Qj41 — Q-1 = 0.
T

Si llamamos ahora )

maw

A=2— ,
-

tenemos un problema andlogo, es decir un sistema de la forma
—aj-1 + )\CLJ' —Qj41 = 0,
que mas explicitamente lee
)\al — Qa2 = 0
—ai + )\CLQ —Aaz = 0
—(ijl + )\CLJ' — (Zj+1 =0
—an_1 + )\GN =0

de modo que

A -1 0 -+ 0 ]
-1 X -1 0
in(N+1
det | 0 —1 A _ sV A Do _ g
. sin ¢
—1
| 0 0 -1 X ]
con cos¢ = \/2y ¢, = §5 se obtiene
2
nm maw
A, =2 -9 —9_ n
cos @, COS T ~
de modo que
2T nmw
2
- -
Wn ( COSN+1)7
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4.2.1. Las coordenadas

Para cada frecuencia las coordenadas se obtienen resolviendo

—Aj-1,n + )\nam —Qj1n = O,
—Q;_1,, + 208 N 1aj7n —aj41n = 0.
Pruebe una solucién
Ajn = Anpjv
resultando entonces
p+pt nm
5 = cos Nl
de donde es obvio que
p= et

en consecuencia
s s N _ii_nT
Ujp = Ape™ T + Be VN,
Tenemos ademads que
Qo = An + Bn = Oa
antin = Ane™™T 4 BT =0

que se satisfacen si B, = —A,, luego
nm

N+1’

ajn = Cpsin j

entonces
nmw

y; = Re Zn: ajne """ = Re Zn: C, sian 1 e nt

si finalmente colocamos

C, = a, —ib,,
la solucién general serd
y; = Re Zn:(an — iby,) siann: 1<COS wpt 4+ isinwyt),
al nm
;o= sin j§ Ay, COS Wyt + by, sinwy,t),

debiéndose evaluar a,, b, segin las condiciones iniciales.
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4.2.2. Transformada discreta de Fourier

Puede probarse que

2 XN: - nkr . nk'w 5
sin ,
2 N kk

N1 1M NFL T

luego en la expresién

al nkm
= Qy, SIN ,
Yk nz_:l N +1
pueden evaluarse los coeficientes mediante

2 N nkm
LS e DBALS e

Esto permite evaluar los a,,, b, de la seccién anterior

N
. nkm
ye(0) = ;SHIN——H%’ k=1,2,---,N

nm

N
' — in j nbns
9 (0) ;SIHJN —

2 N nkm
O — 0) si 5
“ N+1;y’“()smN+1
2 N nkm

b= 2 ) ) .
w N—i—l;yk(o)smj\f—f—l

4.2.3. Un ejemplo numérico

Supongamos N = 47 ?Jk(o) = 07 yl(o) = 17 yZ(O) = 27 y3(0) = 27 y4(0) =
1. Tendremos

(, n7r+2_ 2n7r+2_ 3n7r+, 4n7r>
_— in — in — in — in—),
a F S 3 S 3 S 3 S 3

entonces pueden calcularse

b, = 0,
2

a1 =1.9919, ay =0, a3 = —0,17961, a4 = 0.
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Ademés si hacemos % =1

w = sinllo — 0,309 02,
3
— sin—= = 0,80902.
w3 sin 10 ,

Finalmente se calculan los desplazamientos en funcién del tiempo. Por la
simetrfa de la condicién inicial resultan y; = y4, yo = ys,

Yy = (sinj%)(l. 991 9 cos 0,309 02t) — (sinj%)(O,l?Q 61 cos 0,809 02t),
1 = 1.1708co0s0,30902¢ — 0,170 82 cos 0,809 02¢,
ya = 1.8944cos0,30902¢ 4 0,105 57 cos 0,809 02t,
ys = 1.8944cos0,30902¢ + 0,105 57 cos 0,809 02¢,
ys = 1.1708cos0,30902¢ — 0,170 82 cos 0,809 02¢,

18 20

4.3. Ejercicios



CAPITULO O

Sistemas continuos

5.1. Principio variacional de Hamilton

La accién de un sistema mecénico se define por:

t2

5= / Lig(t). d(t). 1)t (5.1)

t1

es decir una integral sobre un posible camino ¢;(¢) que permita al sistema
pasar entre los instantes de tiempo t; y t5 en forma compatible con los vincu-
los, y con las condiciones en t; y t5 . La accién, como veremos, tiene un doble
e importante rol:

= Primero, su variaciéon a extremos fijos, supuesta nula conduce a las
ecuaciones de movimiento, ya sea en su forma lagrangiana o forma
hamiltoniana. Esto es los caminos fisicos son caminos extremales.

= Segundo, su variacién en los extremos, suponiendo satisfechas las ecua-
ciones de movimiento, conduce a las integrales de las ecuaciones de
movimiento.

De lo primero trata el principio variacional de Hamilton. De lo segundo,
que se verd con més detalle més adelante, trata el método de Hamilton Jacobi.
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5.1.1. Principio variacional de Hamilton

La accién puede considerarse una funcional de los posibles caminos ¢;(t)
compatible con los vinculos y las condiciones en t; y ¢, . El principio variacio-
nal de Hamilton establece que la accién es un extremo si y solo si el camino
es la trayectoria fisica, solucién de las ecuaciones de movimiento del sistema
(conservativo).

Demostracion:

En lo que sigue, llamaremos caminos fisicos a los caminos extremales
entre los puntos extremos fijos y caminos variados a otros caminos, proximos
a los caminos extremales, entre los mismos puntos extremos. Se requieren
elementos de célculo variacional que no estudiaremos aqui, pero de los cuales
haremos uso (ver [3]). Para que la accién sea un extremo se requiere que su
variacién S sea cero, para variaciones d¢;(t) infinitesimal, compatibles con
los vinculos y nulas en los extremos y salvo por eso, arbitrarias entre ellos.
Como se sabe, usando la “notacién §”, se tiene que

¢
oL oL .
5S = /Z <(‘3—qz-5% + 8—45%) dt,
t1

)

como

. d
0q = E&], y 8qi(t1) = 0q;(t2) =0,

la primera variacién de la accién puede escribirse

t
OL  d 8L
08 = /Z (3% — ani) Sqidt . (5.2)
t1

= Si se cumplen las ecuaciones de movimiento, ecuaciones de Lagrange
en su forma original, es decir

OL  d oL
> (5~ o) =0

y si ademds se trata de un sistema conservativo, donde por definicién
QN® =0, Vi, entonces §S = 0, lo que significa que S es un extremo.
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= Sila accién S es un extremo, o sea 0.5 = 0, tenemos

t
oL d 0L
/Z (aqi B %aqi) 04t =0
t1

oL dOL

Si las variaciones dg; son arbitrarias en el intervalo, serdn cero los inte-

o bien

grandos.

oL doL

dg;  dtdg
que son las ecuaciones correctas de Lagrange para sistemas conservati-
VOS. .

5.1.2. Variacion en los extremos

Si variamos las trayectorias haciendo ¢; — ¢; + d¢;

d
—0qi, y  0qi(t1) # 0,0q;(t) # 0, 6ty # 0,0t # 0

06 =7

la variacién de la accién sera

4SS = 5/L(q(t),q'(t),t)dt

= L(Q(t) G(t), 1)0t — L{q(t1), 4(t1), t2)0t1 +
8L 8L d
5 (G o)

= L(q(t),q(t),t)ot — L(q(t1), ¢(t1), t1)0t +Z(
F (0L dOL
+/Z (8% - @3%) ot

), Z @),
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Si las coordenadas generalizadas satisfacen las ecuaciones de Lagrange

oL d oL
dg;  dtdg

entonces

59 = L(a(t), 4(t), t—L(q(t), (1), )61+ (g—gaqi)t—z <§—§5q> |

(5.3)
Si la accién se conociera como funcién de ¢;(t), ¢i(t1), t y t1 entonces

S = S(qi(t),qi(tr),t, 1),

la ecuacién anterior implica

0S(a(t), ai(tr),t,t) — (OL\
08(qi(t), @i(t), t, 1) — (OL .

Oai(t:) - (aq)m Pt o
dS(CIi(t)ag;(tl),t,tl) — L(g(t). (1), 1), (5.6)
dS(qi(t), $(tl)at>t1) Lq(ty), 4(t1), t1) (5.7)

Por 1ltimo considere que

ds . dS(q(t),qi(t), t.t1) _ 9S oL .
dt_L_ dt _8t+z 3%‘% 7

o bien

L= (Gri) = 5 = Hla, PEOALLL

la famosa ecuaciéon de Hamilton Jacobi para la accién S

9S(qi(t), qi(t1),t, 1) 9S(qi(t), qi(t1),t, 1)
82& = H(Qz (t)v a%’ (t)

).
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5.1.3. Ejemplos simples

Particula libre 1

La ecuacién (5.5)

dq(t1) ()
se convierte en
(¢ — @) _
-m = —muy,
(t—t1)

que efectivamente resuelve el problema pues resulta

qg=q +vi(t—t).

Particula libre 2 Si se trata de resolver la ecuaciéon de Hamilotn Jacobi

S(q(t),q(t1), t,t1) 1 (85(9(75)7Q(t1)at7t1))2

ot - 2m dq(t)
intente
S=—a(t—t)+Wl(qt) —qt)),
resulta )
5 (W (a(t) = q(t)’ = a
o bien

y la accién

pero
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luego se obtiene

S = —a(t—t1)zm

Fuerza constante

Una fuerza constante puede ser representada por un potencial
V =—Fq,

de manera que la accién serd

2m

S = /(lp—+Fq)dt,
t1
p = pi+F(t—t),
b1

F 2
q = q1+g(t—t1)+%(t—t1). (58)

g_ /é (p1 + Fﬁ; —1))? +F(q + %(t — 1) + %(t —t1)?))dt

t1
el integrando se simplifica a
2

—_— 29— (t — ¢ F —(t—1
2mp1+ plm( 1)+ Fg + m( 1)%

luego
1 F F?
S =—pt—t —(t—t)?+ Fq(t—t —(t—1t)3
2mP1( 1)+p1m( 1)+ Fai( 1)+3m( )7

eliminamos p; sacdndolo de 5.8
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obteniendo
1 qg-q F ) q—q¢ F F 5 F? 3
S=_— ——(t—t1))?(t—t ——(t—t1))—(t—t1)*+ Fy (t—t1)+—(t—t
Qm(mt—tl 2( 1))7( 1>+(mt—t1 2( 1))m( 1) +Faq( 1)+3m( 1)

que se reduce a

2

1 F X
+ 5P —t)(g+a) — 5=t —t)".

lm(q —q)°
2 t—t

La ecuacién (5.5)

S:

se reduce a

(g—q) |1 .
—Ft—1t) = —

1F
= n(t—t)+=—@t—1t)°
q q1 + 1 ( 1)+2m( )%

que es la solucién del problema.

Oscilador armodnico

Obtendremos también la accién S(q(t), ¢(t1),t,t1) para el caso del oscila-
dor armoénico. Este cdlculo requiere conocer la solucién de las ecuaciones de
movimiento. Tenemos

1
Lzyﬂf—ﬁf%

y como es bien sabido

q(t) = q(t1)cosw(t —t1) + Q(Z)l) sinw(t — 1)
q(t) = —wq(ty)sinw(t —t1)+ ¢(t1) cosw(t —t)
resulta
L = %m((j(tlf —w?@?(t1)) cos 2w (t — t1) — mwq(ty)§(t1) sin 2w (t — t;)
S = %m tt ((d(t1)? — w?q*(t1)) cos 2w (t — t1) — 2wq(t1)q(t) sin 2w (¢ — t;)) dt
= %m(cf(tl) _2:)2q2(t1)) sin 2w (t —t1) + %mq(tl)cj(tl)(cos 2w(t—1t)—1)
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debemos eliminar

q(t) — q(t1) cosw(t — t)
sinw(t — 1)

q (t1) =w
resultando

mwqq;

1
S = 2P cotw(t—t) — —————.
2mw(q ) cotw ( 1) sinw(t — 1)

Note que debe ser w(t — t1) # n.

La ecuacién de Hamilton Jacobi para el Oscilador armoénico

35(q(t),g£t1),t,t1) . % (35(61(15)8,;1((;1),@151))2 N %kq%)?
al hacer
§ = —Bt+ W(a(0)
se obtiene
B =5 (W(g(1)* + (1)

242
Sz—Et+\/2mE/ 1 - g

Pero la solucién sale de

luego
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5.1.4. La ecuacién independiente del tiempo

En la ecuacion de Hamilton Jacobi para un grado de libertad

0S(q(t), a(t).t.t)) 1 (as<q<t>7q<tl>at’tl>)2+v<q<t>>,

ot - 2m dq(t)
al hacer
S=—E(t—t)+W(q(t) - q(tr)),
se obtiene
S (W' (aft) — (0))* + V{alt) = B = 5— (0)* + V(a(t1)
W(alt) = q(t)) = [ y/2m(V (altr) = V(alt) + (1)
y entonces

Sta(t)a(t). 10) = (5

PV (a(t)) e—t2)+ 2 [ \/ W 4 vig(t) - Via)da

pero la solucién sale de

5.2. Oscilaciones transversales

Revisaremos de nuevo al sistema de N particulas de igual masa m unidas
por resortes sin masa de la misma longitud natural y constante eléstica k£ de
modo que en la situacién de equilibrio ellas estdn en linea recta, y los resortes
sometidos a una tensién igual 7. Si las particulas se desplazan poco lateral-
mente, estardn sometidos a fuerzas de modo que la segunda ley de Newton
conduce a

yi-l yi yi+1
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my; = Tisinf; —Tj_ysint;_4,

m; T;cos; —T;_1 cosf;_1,

si no hay desplazamientos longitudinales en x y los transversales en y son
pequenos, podemos aproximar, para dngulos pequenos

my; = Tisinb; —T;_1sint; i,
0 = T, -1
de modo que
T = T,

my; =~ T(tanf; —tan6,; ),
Yit1r =Y Yi — Yi—1
7( - )
a a

Q

)

de modo que tenemos como ecuaciéon de movimiento aproximada

.. T
Ui = —(Yit1 + Yio1 — 2v5).
ma

Es facil ver que estas ecuaciones se derivan de un Lagrangiano

1 N 1 N y y 2
_ -9 i+1 — Yi
L—§;myi—57a;<—a > )

que en una préxima seccién se considerard de nuevo.

5.3. Limite continuo

Deseamos estudiar lo que sucede si hacemos N — 0o, a — 0, y las masas
tender a cero de modo que

__>0'7
a

siendo o una constante llamada la densidad lineal de masa. La ecuaciéon de

movimiento
.. T
Ui = —(Yit1 + Yi-1 — 2v5),
ma
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pasard a ser dependiente de una variable continua en la posicién

Yi — y(% t)a
siendo

ay(xat)a 132y(:t,t) CL2
ox 2 Ox? ’
2
. 8y(x,t)a 16 y(x>t>a27
ox 2 0x2

Yiv1 — y(x + a, t) = y(xa t) +

Yi—1 — y(x —a, t) = y<x7 t)

de modo que obtenemos

0? T Py(z,t) ,

ﬁy(xat) - % 8[172 a
at Py(,t)
m Oz

y finalmente, la llamada ecuacién de onda para la cuerda eldstica con masa

uniforme:
Py(z,t) 1 y(w,1)

ot? o 02 0

5.3.1. Lagrangiano para la cuerda continua

Para el caso de las N particulas, antes de pasar al limite continuo, el
Lagrangiano del sistema es

| N ;XN — 2
L=— my? — ~Ta gl

pues el da correctamente las ecuaciones de movimiento. En efecto
- = myi;

oL T T
oy T3 (Yir1 — ¥i) — P (Yi — ¥i-1)

luego
. T
Ui = —(Yit1 + Yio1 — 2y5).
ma
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Para pasar al limite continuo debemos hacer m, a infinitésimos pero con la

razén o = % — ‘2—7; la densidad lineal de masa

a — dx,

m — dm
yi<t) - y<x>t)7
am
dx ’

Yirr —Yi oy(x,t)
a ox

_, Oyl 1)

yl at 9

luego el lagrangiano sera:
1 <m 1 & Yi Yi 2
L = =y —?2a—= gl Ji

5] () a5 (22

5.3.2. Densidad Lagrangiana

Para el caso analizado anteriormente, definimos la densidad lagrangiana
(por unidad de longitud) mediante

-5 () 5 ()

5.3.3. Principio de Hamilton para sistemas continuos

Admitiendo densidades Lagrangianas del tipo analizado en la seccién an-
terior

o oy,
y) ax7 at )

to
S:/ dt/Fdx,
t1

I =Y

la accién serd
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y el principio de Hamilton establece que la variacién, a extremos fijos es nula,

es decir
to
(552(5/ dt/de,
t1

y haciendo uso del formalismo de las variaciones ¢, esto puede escribirse

to
0S = / dt/(SFd:r:

8F r or
- / [ (590 5w 20197) g Oulon)) e

pero

0

5
oY

d(Qy/0x) = %&y, d(0y/ot) =

Entonces

b= (o [ (Lo Dy D0,

La segunda integral puede ser integrada parcialmente respecto a x, la tercera
parcialmente respecto a t, la parte integrada se anula por la condiciéon de
extremos fijos

dy=0ent=1ty t=ts,

resultando

or o or
0= / a | ( " 52 500 %(ay/at))éydx‘o’

de donde, como Jy es arbitrario en el intervalo

9 or N o or  or
Ox 0(Qy/0x)  0Oto(dy/dt) Iy

:(]7

son las ecuaciones de Lagrange para un sistema continuo con densidad La-

grangiana I'(y, ag , %)
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Otro tipo de Funcional

szfmﬂammyw»w

Su variacién con variaciones nulas en los extremos sera

8 = [ (GGt @)y + 5o a(o) (@) ) da

- /:2 <8%F($,y( ),y (x ))5y+88, (x,y(x),y’(x))%5y> d

Considere

x2

= a%F(x, y(z),y'(x))oy| +

z2 B , " d O ;
/ml (a—yF(x, y(z),y (z)) — %8—?/}7(%9(@79 (@)) oydz.

Como 6yl,, = dyl,, =0, 65 = 0 implica

d 0 0

%@F( y(x),y'(x)) - a—yF(x,y(I%y’(l“)) =0.

» TEOREMA 5.1
Teorema de conservacion: Si & F(z,y(z),y'(z)) = 0 entonces

H=y aalF F' es constante
DEMOSTRACION 3
Considere
0 0
dH = dy—=—F '"d—F — dF
Y By +y By
,OF 0 oF oF
= dy '"d—F — —dy — —d
Yoy oy’ ty oy’ oy’ Jy 4
0 or
= ¢ d=—F — —d
Y oy y Y
, OF d OF
= oy (%8_3/)@’
luego

doe dx (9y dz oy’ dx
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Problema de la Braquistécrona

Si una particula baja deslizando sin roce sobre una curva y = y(x), el eje
y hacia abajo, la rapidez dependerd de la energia de acuerdo a

1
E = §mv2 — mgy
de manera que el tiempo de bajada desde x; hasta x5 serd

L /‘rz ds /I2 1+ y?dx
no U Jn S 2(E 4 mgy)
De acuerdo a lo anterior se conserva

0TI TP

Y By = constante
V2 (E+mey)  \JE(E+mgy)
0 sea
(y')2 — - L+y” = constante
VITYP\ 2B +mgy)  \/2(E +mgy)
-1
= constante

V1+ Y2/ 2(E 4+ mgy)

Si la particula partié del reposo en el origen entonces £ = 0 con y(0) = 0
entonces 3/ (0) = oo
-1

V14 y% 29y

1 d
1 49

= constante = —H

2gH?y dx
dy
T 1
20H?y 1
Sea
]. .2
SIiE sin“f = y.
1
dy = ﬁsiHHCOSHdH.
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entonces

. / 1 SmHCOSHdQ

2
Y
1
= ?/SIHZQdQ
g

finalmente, la ecuacién paramétrica de la curva es

1

_ L2
y = SIiE sin” 6,
1
r = W(G—cos@sin@).

Mediante parametric Plot de mapple, ploteamos
(0 — cosfsinb)
—sin? 4

02 04 06 08 1 12 14

-0.2]
-0.47
-0.67
-0.87

-1.27
-1.47
-1.63
-1.87

Para el caso de la cuerda

Reemplazando

es decir

0  [(0y(z,t) 0 (Oy(z,t)\
aJ( o )+8t0( a )=
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justo la ecuacion de onda

Py(z,t)  Py(z,1)
o2 o

5.4. Soluciones de la ecuaciéon de onda

La ecuacién de onda puede escribirse

D?y(x,t) 0?y(x,t)
T—U2W = 0, (59)

» TEOREMA 5.2
Las soluciones de la ecuacién de onda (5.9) son

y(z,t) = F(z + vt) + G(x — vt),
con F'y G funciones arbitrarias de una variable.

DEMOSTRACION 4
Si cambiamos a variables ( = x + vt, 1 = x — vt podemos escribir

0 a¢ 0 +8¢
ox 8x8§ ox oY
0 0
- KW
0 9o oy 9

o~ otoc T ot ow

_ 2,9
= U@C U@@b’
y también
0? 82 0? 0?
o 202 T %aco
T C o GO
0? 5 02 5 0 , 02
= v——l— —2v

o2 aC> 8¢ dCop’
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de modo que
82 (92 82
2 41)2

a2~ a2 T acoy

Entonces, en estas variables, la ecuacion de onda es

Py 0
ooy
que es trivial integrar obteniendo
dy

y=F()+ G) =F(x+vt)+ G(x — vt).

Las soluciones anteriores corresponden a una forma invariable que se pro-
paga hacia la derecha G(x — vt) o hacia la izquierda F'(z + vt) con velocidad
constante v = y/7 /0. Sin embargo en una cuerda, debemos hacer considera-
ciones adicionales pues debemos satisfacer por ejemplo que y(0,t) = y(L,t) =
0 en el caso de extremos fijos.

5.4.1. Condiciones de frontera

Supongamos que queremos resolver la ecuaciéon de onda sujeta a las con-
diciones anteriores de extremos fijos y(0,t) = y(L,t) =0 .
Método de separacién de variables

Suponga una solucién de la forma,
y(z,t) = X(z)G(1),
entonces si se sustituye se obtiene
X(2)G"(t) — v*X"(2)G(t) = 0

o bien
") _ o X"(w)

G(t) X(z)
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de modo que cualquiera de los lados no puede ser funcién ni de x ni de ¢, por

lo tanto
G"(t) L, X"() 2

at X@

de donde el signo se ha elegido de modo de tener soluciones oscilatorias

G(t) = CeTiwt

donde hemos llamado

Para satisfacer la condicién de frontera X (0) = 0 debemos tomar
X(z) = Dsin kz,
y para que X (L) = 0 debe ser
sinkL =0,
de modo que hay un nimero discreto de valores de k& permitidos, o sea
k:% conn=123---
de ese modo, la solucién general, que satisface las condiciones de frontera es

) =R Dttt 4 D e vty gin L 5.10
y(z,1) e;( ne T+ Dye ) sin— (5.10)

5.4.2. Condiciones iniciales

La determinacién completa de los coeficientes D,, requiere de conocer la
forma inicial del hilo F'(z) y su perfil de velocidad inicial V(x), es decir
supondremos conocidos

Flx) = y(x,0),
vy - 2D
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Considerando esto y haciendo ¢t =0 en 5.10 y su derivada se obtiene

o0

nmwx
Fz) = S (Df + D)sin =%
CEILSEALES
V(z) = ;—1@'"—5@(1):—0”)5111%.

Pero las funciones sin nmz/L son ortogonales en el intervalo (0, L) de modo
que podemos despejar

2 L
Df +D; = f/o F(x)sin"—;f”dx
2 "
DY —D, = =L V(m)sinwda:,
nmv Jo L
de donde
1 L . L
D} = E/o F(x)sinn—zmdx—ﬁ i V(x)sinn—zmd:c
1 l
== _Fn_ n
L nmwv
1 L L
D, = E/o F(x)sin?dx—}—% i V(m)sin—xd:ﬁ
1 !
== _Fn _Vna
L +n7r’u

donde hemos llamado

nmtx

L
F, = F in —d
/0 (x) sin 7 de
L . T
Vo, = V(z) sin —dx.
0 L

Asi finalmente la solucién es

=1 i
yat) = Y (G- —V)eF" +
ot L nmwu

1 ? _inzap . NTT
(ZFn+%Vn)e L )SIHT,
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que se reduce a

Z (F, cos —vt —|— V sin ng vt) sin n_z:r (5.11)

b«lw

Caso particular, la cuerda parte del reposo

Para este caso, lo anterior se reduce a

2 t
y(x,t) = EZFncosnzv sinn—zx,

nnx

L
F, = F in —
n /0 (x) sin 7 dx

EJERCICIO 5.4.1 Demuestre que el resultado anterior puede escribirse:

= % i:: (sm ( (x + vt)) + sin (%(x - vt)))

o0 sea, tal como lo establece el método de D’Alembert (vea mds adelante).

5.5. Método de las series de Fourier

Todas las funciones que se anulan en x = 0, x = L pueden expandirse en
serie de Fourier como

nmw
— N b, sin 2L
f(zx) ; sin —
donde ;
2 /
by, = 7/ (2') sin Lx da’

de modo que la solucién de la ecuaciéon de onda para la cuerda con extremos
fijos puede expandirse asi

. nmx
E by ( sm—
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que al sustituir en la ecuacién de onda da

> . nTT 2 n2n? . nmx
Z b (t) sin A +0? Z 5~ 0n(t) sin —— =0,
n=1 n=1

L L

de donde por la independencia de las funciones base sin “7* permite obtener

vinir?
12

ecuacion del movimiento arménico simple con soluciones
unm

b, (t) = A, cos vnth + B,, sin Tt

by (t) +

bu(t) = 0,

de modo que

y(z,t) = Z (An Cos mTﬂt + B, sin vnth) sin n_zaf

n=1

Para tomar en cuenta las condiciones iniciales considere

y(x,0) = F(z)= g:lAn sm%,
8y(§i’ 2 . = V(z) = ni:; ?Bn sin ?,
de donde los coeficientes son
A, = %/OLF(x)sinn—zxdx
B, = % OLV(JU) sin ﬂLxdm

o sea se ha obtenido el mismo resultado de (5.11).

5.6. Solucion de D’Alembert

Para una forma inicial y perfil inicial de velocidades conocido
y(x,0) = F(x), 0<z<L

Oy(z,t)
CLZ P

V(z), 0<z<L
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es posible extender dichas funciones de modo que la solucién de la ecuacién
de onda es la forma propuesta por D’Alembert

1 T+vt
y(x,t) = E(F(x +ot) + F(x —vt)) + — / V(u)du. (5.12)

QU r—vt

Esta obviamente satisface la ecuacién de onda por tratarse de funciones
de x £+ vt. Sin embargo, las definiciones de F'(z) y V(x) que originalmente
estdn hechas en 0 < x < L, deben ser extendidas a —oo < x < o0 como se
explica a continuacién.

5.6.1. Condiciones iniciales.

La forma inicial de la cuerda y su perfil inicial de velocidad

y(x,0) = F(z), 0<z<L, (5.13)
0y(z,t)
ot

V(z), 0<z<L, (5.14)

t=0

son satisfechas por 5.12 puesto que

F(zr) = ~(F(z)+ F(2))

2
oy(z,t)| 1, , 1
5 = §(UF (x +vt) —vF' (x —ot)) + §(V(x +ot) + V(z — vt)),
Via) = S(V()+ V()

5.6.2. Condiciones de frontera

Como veremos la condicién de extremos fijos

y(0,t) = 0, (5.15)
y(L,t) = 0. (5.16)

Impone ciertos requisitos a F'(z) y V(z) que veremos.
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La 5.15 impone que

vt

0= %(F(vt) + F(—uvt)) + %/ V(u)du,

—vt

lo cual se satisface si se extiende el rango de definicién de F'(z) y V(z) de
modo que ellas sean antisimétricas, es decir

F(—z) = —F(x),
V(—z

La ecuacién 5.16 impone que

L+t
0= 1(F(L—{—vt)—{—F(L—m%))—l——/ V(u)du,
2 2v L—vt

cuestién que exige extender el rango de definicién de F(z) y V(z) de modo
que ellas sean antisimétricas y de periodo 2L, es decir

F(zx+2L) = F(x),

V(z+2L) = V(z).

5.6.3. Casos particulares

El método de D’Alembert es especialmente ttil cuando F'(z) y V(x) sean
dadas como funciones antisimétricas de periodo 2L.

EJEMPLO 5.6.1 Como ejemplo supongamos que

y(z,0) = F(z)=Asin ="  0<z<L, (5.17)

L
WoH) - =0, o0<z<L (5.18)
o oy

Esta F(z) es de antemano antisimétrica y de periodo 2L. Luego la solucion

serd
nw(x — vt)
L )

y(x,t) = % (Asinw + Asin

que se reduce a

ylx,t)=A (cos n—gm) sin n—;x,
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que muestra con claridad como oscila la cuerda con un periodo

i
nv
y una longitud de onda
2L
A= —.
n
Note que
po 2
==
EJEMPLO 5.6.2 Otro ejemplo es
y(x,0) = F(x)=0, 0<z<L, (5.19)
WDy s P 0<z< L (5.20)
ot |, L

Esta V(x) es de antemano antisimétrica y de periodo 2L. Luego la solucion
serd

1 T+vt
ylx,t) = % Vj sin n—zudu,

WL . nmx . nmut
= sin sin

nmv L L

r—vt

5.6.4. Extension de F(z) o V(x)

Las funciones dadas deben ambas anularse en z = 0 y en # = L. Sus
extensiones antisimétricas de periodo 2L son las series de Fourier

- nmw
F = b, sin —,
(x) n§:1 sin —

= nmw

= > ¥, sin—

V(z) 2 n SI0

donde los coeficientes estdn dados por
2 L
b, = Z/o F(z)sin n—zxdx,

2 L
v, = Z/o V(x)sinn—zbrd:c.
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La demostracién de esto descansa en la propiedad de .°rtogonalidad" para

m, n enteros
L mmx | nmx L 5
sin SIN —— = — O
0 L L 2

5.7. Ejemplos

5.7.1. Si la cuerda parte recta con un perfil de veloci-
dades iniciales

T

V(z) = Vpsin T

V(z) es de antemano impar y de periodo 27", por lo tanto
1 z+vt

r—vt
VoL T

x
_ 0 T ot sine
— - sinputsinm—

V{)L( T — vt T+ vt>

= cos T — COST :

27 L L
EjEmMPLO 5.7.1 Sila forma inicial fuera una semi sinusoide
T
F(x) = Asin —
(x) sin —

esta funcion es de antemano impar y de pertodo 2L. Entonces

4 (im0

y(x,t) = 3 7 sin ———

T T
= Asin —z cos —=vt.
L L

EJEMPLO 5.7.2 En general, una extension impar y de periodo 2L de F(x)
es
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luego

Y1) = % z‘:o: ( (x + o) o mr(acL— vt))

= Z b, sin mrz CoS nzvt.
L L

n=1

EJEMPLO 5.7.3 St la cuerda parte recta con un perfil de velocidades iniciales
T
L Y

determine la solucion de la ecuacion de onda.

V(z) = Vpsin

Solucién. V(z) es de antemano impar y de periodo 27, por lo tanto

1 vt

y(x,t) = % . V(z)dx
VoL T T
= Esvatsmﬂz
VoL T — vt T + vt
= 27w(cosw 7 T eosT—r ).
A

EJEMPLO 5.7.4 Una cuerda de longitud L con extremos fijos comienza a
oscilar partiendo del reposo de manera que su forma inicial es:

Ax/L si x < L/2
Fla) = { Al —/ac/L) si w>L/2

Determine y(z,t).

Solucién. La solucidn serd

siendo
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donde evaluamos

9 [L/2 9 (L
E/o (Ax/L)sinnL;d:)s—i—z/LmA(l—%)Sinn—zzdx
resultando
>, sin tn7
y(x,t) = 4A Z 1n2;2 cos WILjTt sin mgx

(=D v(2k + Dt . (2k + V)mx
= 4AZ 2k +1)277 coS 7 sin 7 )
k=0

Esta solucién sin embargo dice poco de la forma que tiene la onda. Ana-
licemos la solucién de D’Alembert

y(z,t) = %(F(x + vt) + F(x — vt)).

En la figura siguiente se ilustra la extensién periédica de F'(z) corrida hacia
la derecha en vt y corrida hacia la izquierda en vt

vt vt

De modo que cuando ha transcurrido un tiempo ¢, F(x +vt) y F(z — vt)
son corrimientos a la izquierda y a la derecha de F'(z). Ambas curvas las ana-
lizamos en el intervalo donde estd la cuerda y las promediamos, obteniendo
la forma ilustrada en la figura siguiente:
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Es aparente que la forma de la onda sera simétrica respecto al punto me-
dio, y formada por segmentos rectos, a pesar de la aparentemente complicada
serie de Fourier de la solucién anterior.

A

5.8. Consideraciones energéticas

Consideremos el trozo de cuerda desde x en adelante, como se indica en
la figura (5.1). Sobre ese trozo acttia la fuerza ejercida por la parte izquierda
de la cuerda es decir

F=—7sinf ~ —7tanf = _Tﬁy(x,t).
or
Por otro lado la velocidad de ese extremo de la cuerda es
dy(z,t)
T o

de modo que la potencia entregada al lado derecho de la cuerda (por el
izquierdo) es
oy(z,t) 0

e ay(x, t). (5.21)

P=Fv,=—1

5.8.1. Cuerda con extremo libre

Supongamos que la cuerda tensa tiene su extremo derecho unido a una
masa M que puede moverse sobre un alambre liso paralelo a la direccion y
transversal a la cuerda. Entre x = 0 y = L la coordenada y satisface la
ecuacion de onda. ;Qué condicién poner en x = L7?
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Figura 5.1: Potencia en una onda.

La tensién 7 ejerce una fuerza

0
F,= —71sinf ~ —7tanf = —Ta—z
sobre la masa M de manera que en v = L
0%y 0y
_— = —T—
ot? ox’
pero
Py _ 20
o2 ox?’
luego
92
M 28—;; —Ta—y enx =L

Si colocamos

entonces si se sustituye se obtiene
X(2)G"(t) — v*X"(2)G(t) = 0

o bien
Gt _ 2 X'()

G(t) X(z)
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de modo que cualquiera de los lados no puede ser funcién ni de x ni de ¢, por

lo tanto
G"(t) L, X"() 2

at X@

de donde el signo se ha elegido de modo de tener soluciones oscilatorias

G(t) = O™

Y .
X(CL') — Deizkx

donde hemos llamado
w
k=—.
v
Para que X (z) = 0 se requiere

X(x) = Dsin kz,

ademds o _
Mvz—(9 %S;l b = —T—aDSI; ha enz =L

o e cothl M

kL oL’

determina un conjunto numerable de valores de kL. La solucién sera
y(x,t) = Z(C’:eik”t + Oy e * sin k.
k
5.8.2. Potencia en ondas armoénicas
Para una onda arménica sinusoidal del tipo
y = Asin(kx — wt),

resulta
P = 1 A%kw cos®(kx — wt).

Aqui se tienen las relaciones

2m
ko= =
)\?
W T
v = —_— =1 = —
k o’
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de modo que la potencia puede escribirse
P = ow? A% cos® (kx — wt).

o sea en una onda que viaja hacia la derecha hay una potencia positiva
entregada desde el lado izquierdo al derecho. La potencia promedio puede
calcularse y resulta

1
< P >= EauﬂAQU.

5.8.3. Membranas
Considere una membrana eldstica tensionada y denotemos por
o(z,y)
la densidad superficial de masa y mediante
u(z,y,1)
el desplazamiento vertical de la membrana a partir de su posicién de equili-

brio, como se indica en la figuraEl drea de equilibrio dA y el drea deformada

Y A A
n %

/

ds

u(x.y.t) dA

Figura 5.2:

dS estan relacionadas mediante

k-ndS = dA.



5.8 Consideraciones energéticas 231

Si o representa ahora la densidad superficial de masa, la energfa cinética del
elemento de masa dA de membrana serd

1 ou\?

—odA|—) .

27 < ot )
Si 7(z,y) es la tensién superficial (fuerza por unidad de longitud Nm™) o
equivalentemente la densidad de energia de superficie ( energia por unidad

de drea Jm™2 = Nm™!) la energfa potencial es igual al trabajo de cambiar
el drea desde dA hasta dS es decir

~1)dA,

A

n

7(dS — dA) = T(]Agl

pero la normal estd en la direccién del gradiente de la superficie. La ecuacién
de la superficie es

F(z,y,2,t) = z —u(z,y,t) =0,

y entonces
. V(z—u(z,yt) k— Vu(z,y,t)

]% - VU(%, Y, t)

pero Vu(x,y,t) estd sobre el plano (z,y) de manera que

P

-V t
oo k=vuyn

1+ |Vul®

y su proyeccién sera

S
\/ 14 |Vl
Entonces
1 2
7(dS —dA) = 7(= —1)dA=7(/1+|Vul" =—1)dA
( ) (k.A ) (V1+[|Vul”—1)

2
2
I
<
=
=
=
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de modo que la densidad Lagrangiana seréd

2 2 2
R R ORICRO)
2u 9 ou,
ot ox’ Oy’
Si se supone que la membrana est4 fija en alguna curva cerrada C' en el plano
x,, el principio variacional de Hamilton con accion

8u ou Ou
// ataadalydt

tiene por variaciéon

or or
0S = / /( (000 (58u/0t+ B(0u/0z )(58u/8x+m(58u/8y) dxdydt,

Pero du(x,y,t1) = 0, du(x,y,ts) = 0y du(x,y,t) = 0 sobre C. Entonces
podemos escribir

o 0 or 9o

La primera mtegral integrada parcialmente respecto al tiempo dara

/ / ( 0t o au/at))dxdydtéu.

La segunda y la tercera respecto a zy pueden transformarse

[ (2 (e} { e -

[ (5 (e vty L ) ) e

y haciendo uso del teorema de Green

?{(Pdaz + Qdy) = // (g—f - g—];) dzdy,
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las dos primeras se reducen a una integral sobre C'

or or
7{(_—8(8u/8y)6u¢6 + —8(8u/8x)5Udy =0

por ser du = 0 sobre C. Asf resultard

b2 o or o or o  or
A

dando como ecuacién de movimiento

o or +2 or +g or
ot 0(Ou/ot) 0z 0(Ou/0x) Iy d(Ou/dy)’

-5 (@) @)

Pu (o Py
oz "\ o2 o)

la ecuacién de onda en dos dimensiones. La velocidad de propagacién seré c
donde

0 =
O Ssea

;
A =—
5.8.4. Solucién para geometrias especificas

Primero, buscaremos los modos normales de vibracién, es decir modos
donde todos los elementos de la membrana, excepto los que estén fijos,
oscilan con la misma frecuencia w. Tendremos entonces

u(z,y,t) = p(x,y) cos(wt).

Al sustituir en la ecuacién de onda resulta
0? 0? 0?
p(x, y)@ cos(wt) = c*cos(wt) (8_1’2 + 0_y§) ,

= —w2,0(a:, y) COS(Wt)a

O sea

(82p(:r,y) +32p(fv,y)> w?

92 0 +—p(zy) =0,

la llamada ecuacién de Helmholtz bidimensional.
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Membrana rectangular

2
Llamando k% = ‘;’—2 debemos resolver

Pp 0%
(5 g =

Usando la técnica de separacién de variables

p=X(x)Y(y),
resulta , 2y
12X 1Y
Xaz Tyvae F 0

por lo cual deben ser constantes

12X, 1A, .,
X¢ﬁ_1’?57:@’k:@+%

Las soluciones que satisfacen bordes fijos en un recténgulo X (0) = X (a) =0,
Y (0) =Y(b) =0 son

2 2

X(z) = \/jsinkmx:\/isinmwx, m=1,2,3...00
a a a
2 2

donde las frecuencias de los modos normales (m,n) son

2 22 22
k2_wn,m

c2

La frecuencia mas baja, la fundamental es

1 12
Wil = TC\[ — + 75

b2

sin 27z sin H7y
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1 \ 4" \\\\‘v

1,9

\‘“‘\‘““»{‘:\\\\\\\\»
L

Membrana circular

Buscaremos nuevamente los modos normales de vibracion, es decir modos
donde todos los elementos de la membrana, excepto los que estén fijos, oscilan
con la misma frecuencia w. Tendremos entonces usando coordenadas polares

u(r, ¢, t) = p(r, ) cos(wt).

Al sustituir en la ecuacion de onda resulta
0 2 2
p(r, qﬁ)ﬁ cos(wt) = ¢ cos(wt)Vp,

= —W2IO<SC, y) COS(Wt)v
Ahora tenemos que resolver la ecuacién de Helmholtz con k2 = “;’—22
V2o +k*p =0,

donde supondremos como condicién de borde p = 0, en r = a.En coordenadas
polares 7, ¢ la ecuaciéon de Hemholtz sera

lg g _’_ii_’_lf
ror or’ 2 O

donde nuevamente, usando la técnica de separaciéon de variables

p=R(r)®(¢),
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conduce a Ld d | 2o
TEJTJR + k*r? 4 6?& =0,

luego

por lo tanto .

b =

L |

y la parte radial satisface

d d

r%r%R + (K*r* =m*)R = 0,
2 @ R d R+ (K*r? R = 0
ros —i—r% + (kr* =m*)R = 0,

la cual puede ser reconocida como la ecuacién de Bessel. Como es bien sabido,
las soluciones regulares en el origen son

R = J,(kr),

y la condicién de contorno fijo en 7 = a conduce a que

Tn(ka) = Jn(—2) = 0.

C

Denotemos por a;, ,, €l enésimo cero de J,, luego las frecuencias propias seran

Las funciones de Bessel

Las de Bessel, J,(z) = BesselJ, (2) y Y,(z) = BesselY, (z) son soluciones
de primera y segunda clase de la ecuacién de Bessel

Las de primera clase son regulares en el origen y el gréafico siguiente muestra
las tres primeras.
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08l \

Jo (rojo), Ji(verde), J, (azul)

5.9. Elementos de mecanica de Fluidos

Para estudiar la dindmica de los fluidos, se han seguido dos caminos. Uno
debido a Lagrange utiliza las coordenadas de cada particula de fluido a me-
dida que transcurre el tiempo de acuerdo a las fuerzas que ella experimenta.
Otra forma debida a Euler consiste en abandonar el intento de precisar las
coordenadas de cada particula de fluido, y en vez, preocuparse de la den-
sidad y la velocidad del fluido en puntos fijos del espacio en cada instante
de tiempo. De este punto de vista, Euleriano, la atencién se pone en un
elemento de fluido que pasa a través de un volumen de control el cual estd
fijo en el espacio. Este es el método que usaremos principalmente aqui. Se
definen p(z,y, x,t) la densidad del fluido en un punto del espacio en tiempo
ty v(x,y,zt) el vector velocidad de un elemento de fluido ubicado en ese
mismo punto y en ese mismo tiempo. Esta velocidad corresponde a la de las
particulas que estdn pasando por el punto fijo x, y, z en el instante t. Las par-
ticulas del fluido en el volumen de control cambian continuamente. A pesar
de que nos concentraremos en puntos fijos del espacio, las ecuaciones usuales
de la mecdnica aplican a particulas y por lo tanto serd inevitable seguir el
movimiento de las particulas al menos por intervalos de tiempos cortos. Asi
estaremos interesados en dos tipos de derivadas. Por ejemplo si p(z,y, 2, 1)
representa la presiéon en un punto z, y, 2z, en un tiempo t determinado, la
derivada Euleriana

Ip

ot
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representard la tasa a la cual estd cambiando la presién en un punto fijo y la
derivada Lagrangiana
Opdy Opoz

d b o oy o
dt ot Ox ot Oyodt 0z 0t

dp
= —+vU-Vp,
ot b
representard la tasa a la cual estd cambiando la presién en un punto que sigue
el movimiento de una particula del fluido. Esto aplicard a cualquier funcién
de las coordenadas y del tiempo, lo cual anotaremos simbdélicamente como
d 0

Ezaﬁ-’u-v.

5.9.1. Cambio del volumen

Consideremos un elemento de volumen 0V que se mueve con el fluido de
modo que contiene siempre el mismo nimero de particulas de fluido. Si el
fluido se mueve, ese elemento se mueve y en general cambiard de volumen.
Supongamos que se trata de un elemento de volumen rectangular de lados
0z, 0y, dz. Entonces sus caras tienen velocidades v,, vy, v.. Asf el cambio de
volumen debido al desplazamiento de las caras dy dz (una en x la otra en
T+ 0x) serd

0z 5y

—— V, (X+X,t)

OX

Figura 5.3:

AoV = oydz(vy(x + 0z, t)dt — v, (x + dx, t)dt)

= 6y525x%dt,
Ox



5.9 Elementos de mecanica de Fluidos 239

0 sea
% Ov,
= oydzox o

ov,

= 0V e

Mis en general, si varfan las posiciones de las seis caras, se tiene

AoV ov,  Ov,  Ov,
o VT, T
O sea 5
asVv 5

Algunas propiedades del operador V se explican en el apéndice. Mds en
general, como se explica en la figura que sigue, el cambio de volumen que se
produce por el cambio del drea se puede expresar como (producto mixto)

(dy x diy) - Tdt = 7 - vdtdsS,

(basexaltura)

luego la superficie cerrada completa cambia un volumen

v = f{U ndtdS
s

dVv oo

il 7{11 -ndS.
s
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Si se utiliza el teorema de la divergencia la tltima expresiéon puede escribirse

como iV
— = / V- vdV.
dt v

Si la region es infinitesimal de volumen §V', entonces la anterior se reduce a

Asv —v.wv
dt

tal como se habia establecido anteriormente en 5.22.

Fluidos incompresibles

Si el fluido es incompresible, es decir si el volumen de un nimero determi-
nado de particulas no cambia con el tiempo, entonces del resultado anterior
sigue que

V-u=0.

Ecuacion de continuidad

La masa de un elemento de volumen que sigue el movimiento del fluido no
varia. Eso se puede escribir utilizando el concepto de densidad volumétrica
de masa p como

om = pdV = constante,

es decir
d dp d
d
PS5V 4 oV -3V = 0
dt
dp .
a + pV U = 0.
pero
dp_9p
% = ot +v Vp,
luego
a—§+z7-vp+pv-z7:o,
0 0
DLV (pi) = 0. (5.23)

ot
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Esta tultima relacién se denomina la ecuaciéon de continuidad de un fluido. La
expresion

J = pt, kgm ?s7!

se denomina caudal mésico, masa que cruza un elemento de drea perpen-
dicular a ¢ por unidad de drea y de tiempo.

5.9.2. Lineas de flujo

Para visualizar el movimiento de un fluido se utilizan tres tipos de lineas,
llamadas lineas de velocidad, caminos y de trazadores.

1. Lineas de velocidad. Son las lineas del campo de velocidad v(z, y, 2, t),
es decir lineas que son tangentes y paralelas al vector velocidad en cada
punto de coordenadas fijas x, y, z en un instante ¢. La ecuacién de las
lineas de velocidad se obtiene de

dx dy dz

ve(z,y,2,t)  vy(x,y,z,t) vy, zt)

Integrando estas ecuaciones para t fijo permitiria encontrar las lineas
de velocidad. Puede ser ttil expresar las coordenadas en forma para-
métrica x = z(s), y = y(s), z = z(s). Por ejemplo sean

v, = z(1+2t),

Uy =Y,
v, = 0,
luego se debe resolver
dx _dy
o(1+2t) gy’
integrando
———lnzr =1
1ron 071
luego
— (2t



242 Sistemas continuos
2. Caminos. Es la curva trazada por una particula del fluido a medida que
ella se mueve. Ella satisface
dx
% = ’Ux(l', Y, =, t)a
dx
% = ’Ux(l', Y, =, t)a
dx
% = ’Ux(l', Y, =, t)a
ecuaciones que al ser integradas permitirfan encontrar x(t), y(t), z(t).
Consideremos el mismo ejemplo anterior
dz
P (1 + 2t),
dy
g = ’Uy = y7
que son facilmente integrables
x
In jj_ = t+ t2,
0
In 4 - t,
Yo
de manera que la trayectoria o camino es
¢ = wet0HD),
= y0€t.
3. Lineas de trazadores. Son las lineas que siguen trazadores continua-

mente inyectados al fluido. Ellos pueden ser humo, tinta, y otros. No
discutiremos este tema aqui.

5.10. Ecuaciéon de movimiento de un fluido

ideal

En un fluido ideal, por definicién, no actian otras fuerzas de un elemento
sobre otro de fluido, méas que las fuerzas de presién, que actiian normalmente
a las superficies de los elementos considerados. En los fluidos reales, actian
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ademds fuerzas tangenciales o de viscosidad que por ahora despreciaremos.
Aceptaremos ademaés que pueden actuar fuerzas externas sobre cada elemento
de volumen, tal como el peso de aquel. La presién es isotrépica de modo que
la fuerza que actida sobre cada elemento de drea se obtiene simplemente
multiplicando la presion sobre el drea por el drea en cuestion. Asi, si se trata
de un elemento de volumen como un paralelepipedo rectangular de aristas
ox, 0y, 0z, la fuerza resultante en la direccién = debida a la presién serd

0F, = p(z,y,2)0ydz — p(x + dx,y,2)0ydz
dp
= ——d0xdyd
or L0Yoz,
y en su forma vectorial para las tres componentes

§F = —VpdV.

Sea ademds f la fuerza externa que actia por unidad de volumen. Supon-
dremos que la fuerza externa es el peso, luego

f'=—pgk
Asi la fuerza resultante sobre el elemento de volumen de masa dm serd
§F = —VpsV + foV.

La segunda ley de Newton establece que esta fuerza es la masa por la acele-
racion del elemento de volumen, o sea

i _

povV i —VpdV — pgkéV,

o bien .
dv
dt
ahora, si realizamos la derivada total obtenemos

97 .
p(a—: + v - VU) = —pgk — Vp, (5.24)

y asf obtenemos la ecuacién de Euler para el movimiento de un fluido ideal:

p— = —pgk — Vp,

VT = —ghk — —=. (5.25)



244 Sistemas continuos

Teorema de Bernouilli

Cuando la fuerza que actia sobre el cuerpo del elemento de volumen es
conservativa, por ejemplo el peso

f=—pgk = —Vpgz,

la ecuacién de Euler puede ser integrada en dos situaciones. Tenemos

o
a—j—i—ﬁ VU:—sz——p,
ademsds de la identidad
1
V§17 U —1Ux (Vxv)=19-V1,

de manera que

ov 1., . Py - ~
E—I—V(ﬁv-v—l—gz—l—p)—vx(va),

que puede ser integrada en dos casos.

a) Flujo estacionario. Aqui, en cada punto fijo del espacio ¥ no cambia
luego % =0y

1

V(50 T+ g + Py — 5% (V x 9).
P

Si se integra esto a lo largo de una trayectoria paralela a ¢ en todos sus

puntos, es decir sobre una linea de corriente, desde un punto (1) a un

punto (2) entonces

2

1
/V(—ﬁ-ﬁ+gz+£)-d77:0,
2 P
1

2
1
/d(;i'??—l—gz—l—%):(),
1
de donde se deduce que

1, p2_12 4!
2v2+gzg—|— ) —2v1+gzl+ p’
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b) Flujo irrotacional, estacionario o no estacionario. Ahora, por definicién
V x 17 =0,

entonces existe un potencial de velocidad ® tal que

por lo tanto

g—vaV(%U T+ gz +2) =3 x (V x0),
se reduce a 5 1 .
_VECD + V(§U- T+ gz + ;) =0,
entonces 9 1 ) »
~m 2+ IV + gz + 2 = F(), (5.26)

en todo punto del fluido.

5.10.1. Onda sonoras en un fluido

Supongamos un fluido en equilibrio a una presién py una densidad p, y
sometido a una fuerza externa volumétrica f. Para esta situacién, la ecuaciéon
(5.25) se convierte en

fo = Vpo. (5.27)
Supongamos ahora que el fluido se somete a una perturbacién pequena de
modo que la presion y la densidad se alteran a
p = potyp
p = ptr,

siendo p) < py p < p y supondremos ademds que la velocidad u sus
derivadas son también pequenas. Si sustituimos en (5.25) se obtiene

@JFE'VU _ _fo ,_V(PoJr],?)
ot po+p po+p
fo Vipo+p)

Q

Po Po



246 Sistemas continuos

si despreciamos términos cuadréticos en ¢ y en las cantidades pequenas p’ y
p' se obtiene

o fo Vipo+p)

ot potp pyts
fo Votr) _ VP

Po Po Po '

Q

0 sea .
o Vyp

ot Po

Ademés si se sustituye en la ecuacién de continuidad (5.23) se obtiene

(5.28)

o g
0 = 5 +V ((po + P')V)
oy’ .
W—i_v'(pOU%

Q

0 sea
p'
ot

Finalmente supondremos que la densidad en equilibrio es practicamente cons-

tante de modo que la 1ltima ecuacion puede escribirse

= —p,V T — T Vp, (5.29)

op' L
=7 PV T=0. (5.30)

La compresibilidad « y su reciproco B

En termodindmica se definen la compresibilidad isotérmica

oL 1oy
r= BT a 1% ap T7
y la compresibilidad adiab&tica
1 /oV 1
o — —— [Z2) — —
s Vv (9]9 S B S ’

donde T' y S denotan la temperatura absoluta y la entropfa del sistema.
Cuando una onda acustica pasa a través de una substancia los cambios de
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volumen son en realidad adiabdticos en vez de isotérmicos, de modo que la
segunda de las anteriores es la que aplica. Ella puede ser escrita como

1 1 (8m/ ,0) 1 <8p>

Bs mfp\ Op )s p\Op)s
De este modo el incremento en la presiéon y la densidad estan relacionadas
por

1 10
JE— — Kqg = ——
Bg ° Po '
po= pé—p,-
S

Asi podemos eliminar p' de la ecuacién de continuidad (5.30) obteniendo

Lo \vas:

Bl poV - U (5.31)
ap
P — _BgV.7 32
ot S v (53)

Si derivamos respecto al tiempo y utilizamos (5.28) se obtiene finalmente

o*p' 0
— —BJV-—7
ot sV 57
B
= —=V-v,
Po

es decir tenemos que las variaciones de la presion p’ satisfacen la ecuacién de
ondas en tres dimensiones
82]7/
ot?

— 0’V =0, (5.33)

donde la velocidad de propagacion estd dada por

Bg
V=4[] —=.
Po
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5.10.2. Ondas de canal

Consideraremos un fluido incompresible sometido a un campo gravitacio-
nal uniforme. Trataremos primero de ondas de canal (ondas tidales), donde
la longitud de onda es grande respecto a la profundidad del canal. En este
limite, el movimiento principal de las partes del fluido es horizontal, de modo
que el fluido se mueve hacia adelante y hacia atras. Cuando se acumula en
un punto, el nivel sube y aumenta la presién hidrostédtica. El fluido entonces
fluye horizontalmente respondiendo al exceso de fuerza vertical. El tratamien-
to que haremos desprecia términos cuadréticos en la velocidad, desprecia la
aceleracién vertical y se supone un fluido sin viscosidad e incompresible.

Ecuaciones de movimiento

hI g X

Figura 5.4:

Considere un elemento de masa dm contenido en un volumen dV. La

ecuacién de Euler es
@ _ f v
pdt - p?

siendo la fuerza peso por unidad de volumen
f = _pgka
luego
dv

~ 1
— = —gk — =Vp.
dt pr
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Pero estamos suponiendo que el movimiento vertical tiene velocidad y acele-
racion despreciables y entonces la presién tiene el comportamiento estatico
habitual
10
—g———p=>~0
p Oz
que nos indica la variacién de la presiéon con la altura o profundidad en el
fluido. A nivel z = ((z,y,t) la presién es la atmosférica py resultando por
integracién
p(ZL‘, Y, =z, t) =Po — pg(z - C(‘ru Y, t))
Recordando que
dv  0v
—=—+4v- V0,
dt ot

Si se desprecian los términos cuadraticos en la velocidad se tiene

En las direcciones horizontales tenemos que las aceleraciones son causadas
por los gradientes horizontales de presién solamente, es decir

dv, v, 10 0

TR T ™ _Q%C(x7y7t)v
dv,  0Odv, 10 _a

Note que las aceleraciones horizontales son independientes de z.

Ondas unidimensionales

Simplificaremos atin mé&s lo anterior suponiendo que el flujo de liqui-
do ocurre sélo en la direccién x. Consideraremos una onda unidimensional,
viajando en un canal en la direccién z, de ancho b y de profundidad h,

¢= C(mv t)
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v(x+dx)

dx

El fluido tiene movimiento en el eje x solamente y como consecuencia de la
ecuacion de continuidad, lo que se acumula provoca un cambio en la altura.
En efecto considere 5

P

— -0 = 0.
8t+v pU

Si esta ecuacion se integra con p constante en el volumen fijo mostrado en la
figura anterior y llamamos m la masa contenida en el, se obtiene

om .

E—F/V-pvdv = 0,

om o B

E—i—/pv‘nds = 0,
obdz(h
p%m(“w(“d%ﬂ—Ux(w,t))(thC)b =0

reduciendo ” _
Ve (1,
a o Y

o bien en la superficie libre aproximamos ¢ ~ (
¢ Ovg(z,t)
ot ox

De la ecuacién de movimiento se deduce que la aceleracién en el eje x es

dv,  Ov, _12 _—QC( 0
a ot = 9o\ Y

h.




5.10 Ecuacién de movimiento de un fluido ideal 251

O Ssea

v, (z,y) 0
y
dug(z,t)  10¢
dor hot
luego
Do), 10%
ot Ox  h ot
0 Ovg(w,y) 0?
ot ot
Restando se obtiene
¢ _ 0
ot? —9 0x?

Que es la ecuacién de onda unidimensional con una velocidad de propagacion

S

El significado fisico es que a mayor profundidad, mayor velocidad de propa-
gacion de la onda.

5.10.3. Ondas de superficie en liquidos

Para profundidades mayores, un anilisis més fino es necesario. Conside-
raremos ondas superficiales en dos dimensiones en un fluido tridimensional.

y
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Respecto a la figura, el plano xy es el nivel de equilibrio del liquido en un
canal de profundidad h. El liquido serd considerado como incompresible con
densidad volumétrica p constante de modo que la ecuacién de continuidad
(5.23) se reduce a

V-u=0.

Supondremos también que el movimiento del fluido es irrotacional, es decir
que

V xv=0.

Potencial de velocidades. Ecuacién de Laplace.

Cuando el movimiento del fluido es irrotacional, existe un campo de ve-
locidad del fluido que es derivable de un potencial de velocidades ®(7,¢) tal
que

(7, t) = =V (7 t).

En términos de este potencial, la condicién de incompresibilidad serd
V- -1=V-Vxi§=V®(z,y,z,t) =0, (5.34)

es decir el potencial de velocidad satisface la ecuaciéon de Laplace en el interior
del fluido en todo instante. En situaciones estacionarias, & = ®(7), y las
lineas del campo de velocidad son fijas. Estas lineas del campo de velocidad,
denominadas lfneas de corriente, son tangentes al campo de velocidades del
fluido en un cierto instante. No hay que confundirlas con las trayectorias
seguidas por una particula determinada a medida que transcurre el tiempo.
En situaciones dindmicas como la que estudiamos, la propagaciéon de ondas
en un fluido ® = ®(7, ), las lineas de corriente irdn cambiando como un todo
a medida que el tiempo progrese. El resto del analisis intenta establecer las
condiciones de contorno que debe cumplir el potencial de velocidad ¢ para
resolver la ecuacién de Laplace. Obviamente en el fondo del canal la velocidad
normal debe anularse. Similarmente ocurre en las paredes laterales.

Condicion cinematica

La superficie del fluido estd especificada por una ecuacién

z —C(l’,y,t) = 07
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de modo que si tomamos la derivada total tendremos
dz O
dt ot
que colocada en términos del potencial de velocidad es

0> A 0DIC  ODAC

0z Ot Ordr Oydy

+7 -V,

O sea
00 (z,y, 2, t) ¢ (z,y,t) N 0®(z,y,2,t) 9¢(x,y,t)

0z ot ox oz

_{_6@(1.7 y7 Z? t) 6((1/‘7 y7 t)
dy Oy

sobre z = ((z,y,1)

Condicion dinamica

En la superficie libre del fluido tendremos condiciones adicionales mas
complicadas. La dindmica del fluido ideal estd dada por la ecuacién de Euler
(5.24) que en presencia de la fuerza exterior peso es

dv ~ 1

De aqui se puede establecer el llamado teorema de Bernouilli. La fuerza f
representa a la fuerza externa por unidad de volumen.

Teorema de Bernouilli
La ecuacién de Euler puede ser escrita de otras manera
ov .
— U .
ot

Es una identidad matemaética que

V3T T =8 x (V x§) = - Vi

entonces la ecuaciéon de Euler puede escribirse como

U 1 ~ 1
%—FV;&T-U—UX(VXU):—gk—;Vp.
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reemplacemos v = —V®, V x ¥ = 0 por ser el movimiento irrotacional
f=-VU(7 1),
se obtiene 9% .
— — p
—V—+V-U-7=—-gVz—- V=
BN + 21} U gVz L
P 1, 09
V(= —v°——)=0.
(p +gz+ v 5 )

En otra palabras la cantidad que tiene gradiente cero es sélo funcién del
tiempo

El potencial de velocidad puede cambiarse

®H@mw—/F@@

sin que se altere el campo de velocidades y entonces la funcién F'(t) se cancela

obteniendo . 0B(7. 1)
p 2 T,
E— _U _— —_—_—_—_—_—,—_—,_—
P + gz + 5 oL
En la superficie libre del fluido z = (, la presién es la presiéon atmosférica py.
Entonces

—0. (5.35)

1 0P t
§+gz+_v2_ (l‘,y72, )

5 Y = 0 sobre z = ((z,y,1),

y si despreciamos v2, se obtiene

y haremos otro cambio en el potencial de velocidad

t
o — (7 t) — 22
p
luego
B 0D (7, t) 0
ot -

e=(
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o bien, en la superficie libre se cumple

B 18@(:&,y,§,t) N l@CI)(x,y,O,t)

C(z,y,1) T 7 5

O sea las variaciones de la altura del nivel libre del fluido ((x,y,t) se deben
a que en la superficie el potencial de velocidad ® cambia con el tiempo. Note
que en la derivada hemos aproximado ¢ =~ 0.

Condiciones de contorno

El potencial de velocidad satisface la ecuaciéon de Laplace
V2P =0,

y tiene como condiciones de contorno en una superficie fija, el fondo y los
costados

Uy = —h -V =0,

y en la superficie libre z = ¢

0 0P
v, = 8_5 =-3, (condicién cinemadtica aproximada)
2
109 e -
¢ = P (condicién dindmica de Bernouilli)
g

que pueden combinarse en

00 18°0(p.0.0)
dz Ot g ot? '

V, =

Esta relacién permite determinar la velocidad de propagacién de las ondas,
como se explica en la seccién siguiente.
Relacién de dispersién

Consideremos como un ejemplo, una onda unidimensional que viaja con
velocidad ¢ en la direccién z, siendo el ancho del canal constante b y la
profundidad h. Tratemos una solucién

O(x,2,t) = Z(z) cosk(x — ct),
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coloquemos esto en la ecuacién de Laplace

o? o?
cos k(x — ct)@Z(z) + Z(z)@ cosk(x — ct) =0,
de donde
d? 9
@Z(Z) —k Z(Z) = O,
por lo cual
Z(2) = Ae® + Be ™%,
pero en el fondo del canal z = —h, v, = 0 o sea
k-VZ(z) = 0,
Z'(—=h) = 0,
entonces
0 = kAe ¥ — EBe™",
luego = B
Z(Z) _ Ae—kh(ekz+kh + e—kh—kz)’
= Ccoshk(z+ h),

pero tenfamos que la condicién de frontera en la superficie libre es

00 9 10°®

T EW en la superficie libre
o 0P 10°0
2T p= h _
TR Ccosh k(z + h) cos k(x — ct),
conduce a
1
—kC'sinh kh cos k(x — ct) = _ECkQ cosh kh cos k(z — ct),
o bien 1
k sinh kh ~ ?{:202 cosh kh.
Note que
2m
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entonces
A= % tanh kh,

O sea la solucién para el potencial de velocidad es
® = C cosh k(z + h) cos k(x — ct),
con

A = %tanhk:h,

9 gA 2mh
= —tanh—
¢ or TN

Note que si h es pequeno respecto a la longitud de onda, se recobra la velo-
cidad de propagacién en aguas poco profundas
2 gA gA 2T

2
c = %tanhTh =~ %Th = gh,

el resultado obtenido anteriormente. Haremos algunos cdlculos numéricos,

tomandok:%”,Czl,hzZ,)\zl,gzl.

c= \/% tanh k(C + h) ~ \/% tanh kh = 0,398 94

¢ = /£ tanh Z = 0,398 94
c=0,39894
® = C cosh k(z+h) cos k(x—ct) = cos (6.283 2z — 2. 506 6t) cosh (6. 2832z + 12. 566)

® = C cosh k(z+h) cos k(z—ct) = cosh (6.283 2z + 12. 566) cos (6. 283 2x — 2. 506 6t)

La forma de la superficie

106 10
pum— _—— T — — h —_—
¢ 5o g@tCCOS k(z 4 h)cosk(z — ct)
kc ,
~ ;C’ cosh khsin k(z — ct)

v=-Vo
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Para t, el vector ¥ evaluado numéricamente es

| —6.2832cosh (6.2832z + 12.566) sin (6. 283 2z — 2. 506 6) , e
v 6. 283 2 sinh (6. 283 2z + 12. 566) cos (6. 283 22 — 2. 506 6t)
diante la opcién Vector Field Plot 2 D con muPad, se obtiene

Parat =0

_ | —6.2832cosh (6.2832z + 12.566) sin (6. 283 2x) ,
Y7 | 6.2832sinh (6.283 22 + 12.566) cos (6. 283 2)

0.2 04 X 06 0.8 1

0 =z N T ‘
-0.2 ~ — - s N - - -~ '
-0.4
-0.6
-0.8
z-1
-1.2
-14
-1.6
-1.8

Para t = 0,1

—6.283 2 cosh (6. 283 2z + 12. 566) sin (6. 283 2z — 0,25066) ,

Y7 | 6.2832sinh (6.2832z + 12.566) cos (6. 283 2z — 0,2 506 6)

0 R S
-0.27 ~ - — - \ ~ - -

-0.4
-0.6
-0.8
z-17
-1.27
-1.4
-1.6
-1.8
-2

® = Ccoshk(z+ h)cosk(x — ct),
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con
%tanh k(¢ +h) =

Trayectoria de una particula

Tenemos que el campo de velocidades es con ® = C' cosh k(z+h) cos k(x—
ct)

dx 0P

R Ckcosh k(z + h)sin k(x — ct),
dz 0o )
e —Cksinh k(z + h) cosk(z — ct).

Si al lado derecho aproximamos x = g, 2 = zg, estas son satisfechas por las
siguientes coordenadas

r = zo+ % cosh k(zp + h) cos k(xo — ct),

z = 2+ ¢ sinh k(zo 4+ h) sin k(zq — ct)
c

2 2 2
_ o N\ row )
(cosh k(zo + h)) (sinh k(zo + h)) c?’

la ecuacion de una trayectoria eliptica.

de donde

5.10.4. Mas sobre ondas de superficie

Primero recordemos las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un
fluido ideal, incompresible y con flujo irrotacional

1. El potencial de velocidad satisface la ecuacién de Laplace en todo el
fluido (5.34)
Vo = 0.

2. La ecuacién de Bernouilli es (5.35)

p 1, 00(rt)
p+gz+2v TR =0
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En la superficie libre del fluido z = (, la presién es la presién atmosférica
po. En la superficie libre z = ( y  ahora no despreciamos v2, obteniendo

Po 1 2 0@(7_",15)
= = ———= =0
P +9C + 5Y Y ,

y haremos otro cambio en el potencial de velocidad

t
<I>—>Q>(77,Zf)—pi

Y

P
luego
1, 0%(x,y.Gt) _
wrgr e =0
1 d
gC + 3 (VD) — W = 0, en la superficie libre.(5.36)

3. Sobre cualquier superficie fija que contenga al fluido

n-Vo&=0.

4. Condicién cinemdtica en la superficie libre tiene una forma dada por

00 (z,y,2,t) I (z,y,1) n 0®(x,y,2,t) 0C(x,y,t)

0z ot Oz ox

L 00 .2,) O, .1

o 2y sobre z = ((z,y,t)

0 mds abreviadamente

_aa_f + V- V(- % = 0, en la superficie libre del fluido.  (5.37)

5.10.5. Una ecuacién extendida para ondas de canal

Busquemos una solucién de la forma

O(z, 2, t) = 2i /00 cosh [k(z + h)] €™ f(k, t)dk.

T J -0
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Esta forma satisface la ecuacién de Laplace y la condicién de velocidad nor-
mal cero en el fondo. Esto es

v.(z) = % _OOksinh[k:(z+h)]e““”f(k,t)dk

v,(=h) = 0,

Ademids ®(z, 2, t) satisface la ecuacién de Laplace. Verifiquemos

P20 1o -

- = h h ikx

5z 5 700]{3 cosh [k(z + h)] e™ f(k,t)dk
2o 1 <, -

- = h ik

5. 5 —ook cosh [k(z + h)] ™ f(k, t)dk

Luego
Vi =

Falta establecer la condicién de contorno en la superficie libre. Estas condi-
ciones son

B ot
o (‘3(1) B
% —aZ—FV(ID V¢, en z = (.

Si despreciamos los términos no lineales (V®)? y V& - V( estas son

B 0d (7, 1) B
gC - at ) en z = C?
% = —a—(I) en z = (
ot 0z’ N

Aproximacion en la superficie libre para longitudes de onda grandes
respecto a h.

En esta aproximacion kh << 1, entonces en la superficie libre, z ~ 0

o ~ —/ cosh [k(z + h)] e f(k, t)d —/ (1— %) ™ f(k, t)dk
0P KhS
e - / bsin [k(= + )] € F(k, )k = 5 / k(e + e Bk 1) dk
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Llamemos | e
ty==— [ " f(k,t)dk
flat) = 5= [ ek o,
luego las ecuaciones anteriores pueden escribirse
& ~ (1— 22 p(e1). En la superficie lib
~ 51 5.2)f(@:t). En la superficie libre,
0P 2 1,0 .
% = (—h@ + Eh @)f(:c, t). En la superficie libre.
Sustituyendo en (5.37) y (5.36),
¢ 0 1,04
D (h—— IR o -
BT ( h8x2 —|—6h axl;)f(a:,t)vLV V¢,
0 1 ., 0% 1
= —(1—-=h*="—= t) — = (VD)
9 = (L= ) [ t) = 5 (VO),

obtenemos dos ecuaciones lineales

oC »? 1,0

5 = —(—h—8x2+6h3—8x4)f(x,t), (5.38)
¢ = 2<1—1h2—(92 )f(x,t) (5.39)
95 = G\t Tt g/t '

Ondas planas

Busquemos soluciones ondas armoénicas simples

C- — Coei(kmfwt%
f _ foei(kx—wt),

al sustituir da

il = —(hku%h%‘*)fo, (5.40)

oy = (—iw—%h%%’w)fo, (5.41)

dividiéndolas
WP = ghk?—5—— (5.42)

que constituye la relacién de dispersion.
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5.10.6. Ecuacién no lineal efectiva

En la seccién anterior aproximamos

1 [ 0o~
¢ = cosh [k(z + h)] e** f(k, t)dk,
™ —00
tomando z = 0. Una simple generalizacién de los anterior expandiendo

[k(h + ()] conducird a

d ~ (1 L h 2 & t
~ —5( + () @)f(% ),
0o 0? 1 4

5 0
5, = (—(h—l—C)@—i—E(h—Fo @)f(ﬁt)

Sustituyendo en (5.37) y (5.36), y despreciando

a 2 1 , 0" 9% ¢
% —(—(h+C)@+g(h+C) @)f(ff,t)ﬂL%%,
0, 1 , 02 1 /02)?
9¢ = a(l—i(thC) @)f(x»t)—§<%) :
pero
o6 0, 1,0 of
T = %(1 - §h @)f(l“,t) ~ o
luego
a Pfo1,40f  0f ¢
5 = UHO@_E}L 8$4+%£, (5.43)
L Of 1, 8f  1(0f\°
9 = " w3 \as) (5-44)

que se denominan ecuaciones de onda extendidas no lineales.

Ondas solitarias

Busquemos soluciones de la forma

((z,t) = ((z—ct),
flx,t) = flz—ct).
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Al sustituir en las ecuaciones 5.43, 5.44 se obtiene
1
_CC/ — (h 4 C)f// . gh3f//// 4 f/C/,

1 1
gC — —Cf,+C§h2f”/—

N2

2 (f ) )
ecuaciones acopladas para f, (. Afortunadamente la primera puede ser inte-
grada

_CC, _ —%h3f""+hf"+f'C'+Cf"
—cC + %h?’f’” —(h+{)f' = constante (5.45)

que debe ser resuelta junto con
1

of = —gC +egh " = 2 () (5.46)

5.10.7. Una solucién aproximada

Una solucién aproximada se logra haciendo algunas otras aproximaciones.
Primero mantener sélo el primer término de 5.46

cf' = —gC.
Reemplace la velocidad de propagacién por su aproximaciéon de orden
cero (5.42)
5 w? B 1+ %h2k2
~ T e
Luego la ecuacion 5.45 puede ser escrita

c ~ gh.

1
—c( + éhgf’" — (h+¢)f' = constante

1
—AC+ gh?’(—gC") — (h+{)(—g¢) = constante
h 1
(1- gc—z)C + éhQC" - \/%(2 = constante
Haciendo algunas otras aproximaciones, vea [1, p 401] una solucién en forma
de onda solitaria se encuentra

C(xa t) = CO

cosh? l <%) x;}ft]



5.10 Ecuacién de movimiento de un fluido ideal 265

5.10.8. Algunas soluciones de la ecuacién de onda.

De acuerdo a las propiedades del operador V puede probarse que son

soluciones de la ecuacion de onda tridimensional
PO 5
5.10.9. A) Ondas planas
Esta son soluciones de la forma
oz, y,x,t) = F(k -7 —wt) = F(kyx + kyy + k.z — wt),

donde F es una funcién arbitraria (diferenciable), v es la velocidad y k es un
vector constante cuya magnitud se denomina niimero de onda. Para demos-

trarlo basta considerar que

VE(k-7—vt) = kF'(k-7— wt),
k-F—ut) = k-VF(k-7—wt)
V3% = KF'(k-7— wt),
2
Yo _ WEAF (k-7 — wt),

que prueba lo establecido siempre y cuando
w
v=—.
k

Hay que observar, que los puntos donde F' tiene un valor constante, digamos

F(0) estan sobre el plano

wt

vt,

=l
|

E ]
=y
|

es decir un plano que viaja precisamente con la velocidad de propagacion de
la onda v = w/k, de alli se justifica la denominacién de ondas planas.
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Onda plana

5.10.10. B) Ondas esféricas

En coordenadas esféricas el Laplaciano puede escribirse (ver apéndice)

2_ 10,0 1L 9 0, 1 &
r2sing o0 00 | r2sinf 99

= — re—
r2dr  Or
de modo que si buscamos soluciones de la ecuacién de onda que dependan
de la distancia al origen solamente, la ecuaciéon de onda serd
2
0°¢ s 1 0 ,0

—5 — V'Sl = 0,

—r
ot? r2dr  Or
pero usted puede establecer que

10 ,0 1 0?
St = (),

r20r Or r Or?

de modo que la ecuacién de onda es

Pro) O
6(:2 ) - U2w(7’¢) = 07

de modo que
ro(r,t) = F(kr — wt),

por lo cual una onda esférica es de la forma

o(r,t) = M)

r
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donde la velocidad de propagacion es ahora

V= —=.

k

5.10.11. Las ondas electromagnéticas

Como ha sido bien establecido, los campos eléctricos £ y magnético B en
vacio satisfacen las cuatro ecuaciones de Maxwell

V-E =0, (5.47)
V-B = 0, (5.48)
. OB
- OF
B = = .
V x Hoco s (5.50)

Vacio significa la nada. Una solucién de estas ecuaciones diferenciales son lo
trivial, no hay nada £ = 0, B = 0. Pero, hay soluciones no triviales. Veremos.
Tomemos el rotor de la tercera

vX(vXEH‘WajB:o,

y reemplazando la cuarta

, O’ E

VX(VXE>+ILLOEQW:O,

pero como consecuencia de la primera

V x (Vx E)=V(V-E)-V?E = -V2E,
luego el vector campo eléctrico satisface la ecuacién de onda tridimensional
2E

VQE - MOGOW

207

con velocidad de propagacién

o
I

v Hofo
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Considerando que €y = 8,854187817 x 107 2Fm™! y p, = 1,2566370614 x
107 N A~ resulta ¢ = 2.9979 x 10%2 la rapidez de la luz en el vacio. Simi-
larmente, tomando el rotor de la cuarta

- OV x E
ot
reemplazando la tercera
- 9*B
2p
—V'B = _’UO€OW’
es decir la misma ecuacion de onda
. 9B
VB — — =0.
Ho€o 12

5.10.12. Ondas electromagnéticas planas

Probando soluciones de la forma

o B i(kr—wt
E = Epe'®mt)

B = éoez'(l}’-ﬂwt),

al sustituir en las cuatro ecuaciones de Maxwell se obtiene que

k-E = 0,
k-B = 0,
_EO % vei(kﬂ?fwt) . iwéoei(k-Ffwt) — 07
—EO x Vellkm—wt)  — —uoeoiwﬁo,
o bien
k-E = 0,
k-B = 0,
E_:()XE = —(,Uéo,

!

go Xk = MOGOWEO,
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que muestra que los vectores EO, Eo y el vector de propagacién k son orto-
gonales y ademés que

k2 1
) = Hofo = 2
w = ck.

Es la relacién de dispersion.

Interferencia de ondas

Consideremos ondas sinusoidales unidimensionales 1 (x,t) = Asin(kz —
wt + ¢) donde ¢ se conoce como la fase de la onda. Debido a que la ecua-
ciéon de onda es lineal, la superposicion de este tipo de ondas de la misma
velocidad v = w/k es también solucién de la ecuacién de onda, La superpo-
sicién de ondas de este tipo causa el fenémenos llamado de interferencia, en
particular de interferencia constructiva e interferencia destructiva. Considere
por ejemplo que la frecuencia sea la misma, entonces la longitud de onda
también es la misma y el fenémeno que ocurre en la superposicién depende
de la diferencia de fase. En efecto, la superposicion serd

= Aysin(kr — wt + ¢y) + Agsin(kx — wt + ¢y).
Aqui conviene utilizar elementos de los nimeros complejos. Considere

Alei(kacfthr(j)l) +A2e’i(k$*u}t+¢2) _ ‘/461'(@57“)1‘/)7

esto es cierto si

A = Alei(¢1) _|_A2€i(¢2)
ei(ﬁbl)(Al + A2ei(¢2*¢1))'

Este nimero complejo puede colocarse en su forma polar de acuerdo a
A= |Ale?
donde

Al = V(A1 + Az cos(py — 61))? + (Agsin(gy — ¢4))?
= \JA2+ A3+ 24, Ay cos(d, — ),

Agsin(¢, — ¢)
Ay + Ay cos(dpy — b))

tan ¢
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En resumen
Alei(kmfthr(j)l) + A2€i(km7wt+¢2) — |A| eiqbei(szwt%
donde la superposiciéon de ondas sinusoidales es la parte imaginaria de la
iltima expresién, es decir
v = Apsin(kx — wt + ¢p) + Agsin(kx — wt + ¢,)
= \/A% + A2+ 2A1 Ay cos(py — @) sin(kz — wt + ).

Es decir la superposicién es una onda del mismo tipo, con otra fase ¢ y con
otra amplitud. La interferencia se llama constructiva si la amplitud de la
onda resultante es méxima y destructiva si es minima. Estos casos ocurren
evidentemente si

a) Constructiva: ¢, — ¢y = 2nm,n =0,1,2...,

= |A; + Ag|sin(kx — wt).

b) Destructiva: ¢y — ¢y = (2n+ 1)m,n =0, 1,2...,

Y =|A; — Ag|sin(kz — wt).

Pulsaciones

Otro fenémenos ocurre si las ondas que se superponen tienen la misma
velocidad pero diferentes longitudes de onda y en consecuencia diferentes
frecuencias. Suponiendo las mismas fases y amplitudes la superposicién es

v = Asin(kir — wit) + Asin(kexr — wat),

w1 %)
vo= =

kv ko
que puede escribirse como

kl + k?Q)ZL‘ — (wl + LUQ)t cos (kl — kg)ZL‘ - (wl — w2)t
2 2 ’

Y = 2Asin(

esto es el producto de dos ondas que se propagan a iguales velocidades

U_W1+W2_W1—Cd2
ky + ko k1 — ko
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y que tienen frecuencias, una alta frecuencia

w1 + w2
2

y otra que puede ser muy pequena
w1 — W2
2

si las ondas que se superponen tienen frecuencias proximas. Este fenémeno
se puede escuchar como un batido de baja frecuencia cuando se pulsan dos
cuerdas de guitarra casi afinadas en la misma nota.

o = 2Asin (k1 + ko) (x — vt) o (k1 — ko) (z — vt)
2 2
Wy +wy (k1 + k2)v
2 B 2
w1 — W2 . (kl — kg)v
2 B 2

5.10.13. Velocidad de grupo

La superposicion de muchas ondas de casi la misma frecuencia y con
longitudes de onda parecidas también, causa el fenémeno de la formacién
de un grupo que se dispersa. Para precisar las cosas supongamos que se
superponen ondas con frecuencias en un cierto rango continuo, donde esas
frecuencias dependen de la longitud de onda de alguna forma funcional tal
como

w=w(k).

Esta relacion se denomina relacion de dispersién. En otras palabras estamos
suponiendo que la velocidad de propagacién v = w(k)/k es alguna funcién
de k£ es decir de la longitud de onda. Este caso tiene una representacion
concreta en el caso de las ondas luminosas que se propagan en materiales
transparentes, donde la velocidad de propagacién en ese medio es dependiente
de la longitud de onda. Bueno, para ver lo que ocurre considere entonces una
superposicién continua para algin rango continuo de valores de &

P = /Ak sin(kx — w(k)t)dk.
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Supongamos que la superposicién es hecha en un entorno a un valor ky. Si
expandimos hasta primer orden

w(k) = wo + wy(k — ko),

entonces

k0+A
_ / Agsin(kz — (wo + wh(k — ko)),
k

k0+A
= / Ay sin(wpkot — wot + k(z — wit))dk,
k

sin (A(x — wqt)) sin (koz — wot)

donde hemos supuesto A, ~ Ay, = Ap. O sea, la resultante

sin (A(z — wyt))

/
T — wyt

¥ =24

sin (kox — wot)

es una onda que viaja con la llamada velocidad de fase wg/ky modulada por
otra onda que viaja con la llamada velocidad de grupo

dk

k=ko

Note que en esta aproximacion la amplitud méxima de la modulacién ocurre
en
— t
T = Wy

Representaremos el grupo viajero para kg = 10, A =1, Ay =1, wj = L,wo =
1, en dos tiempos, t =0y t = 2.



5.10 Ecuacién de movimiento de un fluido ideal 273

'AVAU‘A V/\/\ | MA AfAA
JSVAYRVAY; W \jz\/xwve

Grupo en t = 0.
y para t = 2

AN YA/\

. 0
A vv Wv

-

Grupo en t = 2.

NotA 5.1 En realidad la formacién de grupos no se debe a la superposi-
cién de ondas que sean soluciones de una determinada ecuacién de onda. La
funcién considerada

Y= /Ak sin(kz — w(k)t)dk,

no satisface la ecuaciéon de onda. Ejemplo real donde se forman grupos se
hard a continuacion.
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5.10.14. Efecto Doppler clasico

Suponga una onda viajera hacia la derecha del tipo arménico de velocidad

de propagacién v
o(z,t) = Asin(kx — wt).

Si otro observador se aleja hacia la derecha sobre el eje x con velocidad
u < v, jque onda es observada por el observador mévil? Para el observador
movil llamaremos la coordenada x’. Supondremos vilida la transformacién
de Galileo, es decir obtendremos el denominado efecto Doppler clésico. Esta
transformacién puede escribirse

¥ = x—ut,

t = t
Asf resulta
&' ) = é(x,t) =2 + ut,t),
= Asin(k(z' + ut) — wt),
= Asin(kz' — (w — ku)t)

es decir una onda arménica pero con frecuencia

W o= w—ku,
ku

— 1——
w1 -,

u

— 1——
o=,

es decir una frecuencia menor. Si al contrario, el observador y la onda tienen
direcciones de movimiento de distinto sentido resultard

u
/: 1 -
W= w( —I—U),

una frecuencia mayor.

5.10.15. Efecto Doppler relativista

Para velocidades del observador muy altas, cercanas a la velocidad de la
luz, debe aplicarse la transformacion de Lorentz

/

uxr
"= '7<t - _)7
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donde c es la velocidad de la luz y v = 1/4/1 — u?/c2. Asi resulta

(@) = o(x,t) = d(y(a’ +ut), (' + =),

= Asin(ky(a’ +ut') —wy(t + uc—f)),
, u
= Asin(y(k — wg)x' — y(w — ku)t',

es decir

, w w—ku v—u
vo= — = = :
u uv

Fook-ws 1-7

5.10.16. Efecto Doppler para ondas luminosas

Si las ondas tienen la velocidad de la luz, entonces v = v = ¢ y los
resultados anteriores se reducen a

1 U
W= y(w k) = ———=w(l - ),
u2 C
C2
/ -2
w = oy
1+;

5.11. Ejercicios propuestos.

EJERCICIO 5.11.1 Demuestre que si F(x) y V(x) representan extensiones
impares y de periodo 2L de la forma y de la velocidad inicial de la cuerda,
entonces la expresion

Y1) = %(F(:r +ot) + Flz — vt))

1 r+vt

+% V(z)dx

r—vt
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satisface la ecuacion de onda y ademds

y(,0) = F(x),

oy(z,t) B
8t —0 - V(%),
y(0,t) = 0,
y(L,t) = 0.

FEsta solucion se denomina de D’Alembert. Vea [1].

EJjErCICIO 5.11.2 Una cuerda eldstica de largo L con extremos fijos parte
del reposo con una deformacion inicial

foer si < L)2
y(O,x)—{ 0 si x>L/2

Resuelva para y(z,t) en su desarrollo de Fourier. Esquematice cuidadosa-
mente la forma de la onda parat = T/4, T = T/2, mediante la solucion de
D’Alembert.

EJERCICIO 5.11.3 Repita el problema anterior si la cuerda parte tensa con
un perfil de velocidades inicial

Ay(x,t) _ { vox /L si x<L/2
t=0

ot vo(l—=x/L) si x> L/2
Solucién. La forma inicial es cero y el perfil de velocidad inicial es

vox/L siox<L/2
V(I){ vo(l—z/L) si z>L/2

que debe ser expandido

> nwT
V == Bn —F
(x) 321 sin —
siendo entonces
2 L
B, = Z/o V(z)sin ﬂLxdgc

2v L2 nmT 209 [F nwx
=, sin——dr + — /L/2( x) sin x
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luego
doge~1 .1
V(z) = % 2 — sin ST sin ELQS,
y finalmente
1 [ dyg =1 1 nrx
) = — —- Y —sin-nmsin —d
y(x,t) % Jyy T 2R sin g sin ——dz,
1 4vy Ls‘ 1 (cos nm(z — vt) cos mr(x—l—vt))
= —— ) —sin-nr(cos ——= — cos ———2).
2v 73 — nd 2 L L
A

EJjercIc1O 5.11.4 Obtenga una expresion general para la superposicion
1 = Ajcos(kx — wt + @) + Az cos(kx — wt + ¢s).
Solucién. Sea ¢ = kx — wt. Ademds proponga
Y = Acos(¢d+0) = Ay cos(éd + ¢,) + Az cos(d + ¢).
coeficientes de cos ¢ y sin ¢ se obtienen

Acosd = Ajcosp, + Ascos o,
Asind = Ajsing; + Agsin ¢,,

de donde

A = /(A1 cosd, + Aycosdy)? + (A sin g, + Agsin ¢y)2
= \JAT+ AL+ 24, Ay cos (9 — ),

y la fase
Ay sin ¢ + Ay sin ¢,

Ajcos gy + Agcos dy
A

tand =

EJERCICIO 5.11.5 Obtenga la superposicion de las dos ondas

Y =2Asin(kx — wt + 7/4) + Asin(kz — wt).
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Solucién. Utilizando lo anterior la amplitud resultante es

A = \/L42+aA2+—4A?cos(g>

= A\/5+2V2,

y la fase dada por

2A sin "

tand = ————=—
an 2Acos%+A

=22

A

EJERCICIO 5.11.6 Determine la potencia promedio transmitida por la onda
del problema anterior.

EJERCICIO 5.11.7 Demuestre que st un punto se mueve sobre un plano de
manera que sus dos coordenadas varian armonicamente como

r = Acos(wt — ),
y = Bcos(wt— ),

entonces el punto describe una elipse. Determine ademdas la orientacion de
esa elipse respecto al eje .

Solucién. Para obtener la ecuacién cartesiana, es necesario eliminar el
tiempo entre z, y. Una forma de hacerlo es usando niimeros complejos. Con-
sidere

W= = cos(wt — a) +isin(wt — a)

similarmente

e—i(wt—ﬁ) — Cos(wt — ﬁ) — isin(wt - 5)
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Multiplicando ambas se obtiene

-0y _ (T TNy LY
€ (AH A2)<B i B)
Z
15 A v1‘§+3y - \/1‘—\/1‘§7

tomando la parte real

cos(ﬁ—a):%+\/1——\/1—327
\/1——\/ ﬁ—cos(ﬁ—a) Z%

finalmente, elevando al cuadrado y ordenando

reordenando

2 2

LY M o) =sin2(8 —
A2+B2 ZABCOS(B a) = sin®(f8 — a),

que es la ecuacion de una elipse. Note que si a = 3 la curva se reduce a una
recta

xB—yA=0.

A

EJERCICIO 5.11.8 Demuestre que una superposicion de ondas de la forma

) = / Ay sin(kz — w(k)t)dk.

no satisface la ecuacion de ondas a menos que

sea constante. Esto naturalmente cuestiona el hecho de superponer ondas que
no satisfacen una ecuacion lineal. Las situaciones fisicas donde se forman
grupos son complejas. Vea([1, pag.370])
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EJjercIcIO 5.11.9 Demuestre que si v denota la velocidad de fase de una
onda armoénica y vy la velocidad de grupo, entonces

dv
Ug =v + k%
Solucién. Sea w = w(k) la relacién de dispersiéon. Tenemos, por definicién
w dw
V==, vy, = —.
k' dk
Derivando la primera respecto a k resulta
dvv  dw d%w w
dk dkk  k k2
_ Y _ v
kK
que prueba lo solicitado.
A

EJERCICIO 5.11.10 Si n(A) denota el indice de refraccion de un material
transparente en funcion de la longitud de onda, demuestre que la velocidad

de grupo estd dada por

v ==(1+ %n’()\)).

Solucién. El indice de refraccion se define

c
n(A) = m,
siendo v la velocidad de fase. O sea
c c
n(A) = % = ;k,
o bien
_ck
n(A)’

Derivando respecto a A resulta

. _d_cu_i ck c ck d
I dk  dkn(\)  n(\)  n2(\)
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que puede reordenarse

pero

luego

0 = < (1 + Zn'(x)i—z)
- % (1 + %n’()\)) .
A
EJERCICIO 5.11.11 Demuestre que
V%ﬁﬁ—ﬁx (V x0)=1-V0.

Solucién. Es til saber que (suma sobre indices repetidos)

(5 X b) = eijkajbk,

1
€ijk€kim — 5mj5lz‘ - 6lj5mi7
donde el simbolo de Levi Civita

0 si  hay dos o tres indices iguales
€ijl = 1 si ijk permutacién par de 123
—1 si 7k permutacion impar de 123

Luego

(Ux (VX1)), = €jx€imVj0vm

vj&vj — ’Uj(?jvi

= &Evjfuj — U Vvi,

que prueban el resultado.
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A

PROBLEMA 5.11.1 Demuestre el teorema de Green?{(de—dey // Q ay) dxdy,
a partir del teorema de Stokes // V x A-7dS = }{fr dr.

Solucién. En el teorema de Stokes tome la superficie en el plano Ozy y

A= Pz, 9)i+Q(z,y)j

//VX,AT-MS = //(g—f—g—];)dxdy:

_ Z{g.d;:f(de+Qdy)~
A

calculamos

5.11.1. Calculo variacional

Ejercicio 5.11.12 Una cuerda de longitud fija L cuelga estando sus extre-
mos fijos en dos puntos. Obtenga la ecuacion para su forma con la condicion
de que su energia potencial es minima.

Solucién. La longitud serd

:/ Vv 1+ (v)3dz,

y su energfa potencial

—ag/ yv/1+ (v)2%dx

donde o es la densidad lineal de masa. Variando la energl’a potencial
oU = o / dyv/ 1+ (y)2%de + o
9/ Y/ g ﬁ = dz

/— d vy’
— o 1 T —0 - JgI —
g /x\l 5y d g /zl dl’ 1 (y/>2 5ydl' — O)

dydx
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debe entonces satisfacerse

d vy’

- Jg 1 + 1\2
T (v')
para integrar reordene

/

ydy d vy

_ = ydy,
Vit Wrd iy e
o bien , .
vy vy
d = ydy
VIFW)? 1+ (y)?

que puede integrarse tomando y'(0) =0y y(0) = ¢

1 v () _ 1y2 L,
214+ (y)? 2 2

o bien

cuya solucién es
x
y = ccosh —,
c

la ecuaciéon de una catenaria. El llamado pardametro c¢ de la catenaria se
determina por

T2
L:/ \/1+(y’)2dx:csinhﬁ—csinhﬂ,
- c c

siendo x; y x2 las coordenadas de los puntos fijos.

A

EJjercIc1o 5.11.13 Se tiene una curva en el plano xy que va desde x1,y; a
Ta, Y. S1 esa curva se rota en 27 respecto al eje y se genera una cierta drea.
Determine esa curva para que el drea generada sea minima.

Solucion. El drea generada serd

T2 2
S = / 2nxds = 27?/ xy/ 1+ (y)%dx.

1
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La ecuacién de Euler Lagrange sera
d 0 0
—— 1 N2) — —zy/1 2 =0.
dwy,(:v +()?) e + ()

Realizando las operaciones

VT =0
0 sea
aiy/(x 1+ (y')?) = —c (constante),
luego /
P —
1+ (y')?

cuya solucién es (una catenaria)

Y
x = ccosh =.
c

A

EJERCICIO 5.11.14 Si una particula baja deslizando sin roce sobre una curva
y =y(x), el eje y hacia abajo, la rapidez dependerd de la energia de acuerdo

a

1
E = §m'z}2 — mgy

de manera que el tiempo de bajada desde x, hasta x5 serd

t_/“ds_/"”2 14 y?dx
n U e J2(E 4 mgy)

Determine la curva y(zx) que da el minimo tiempo de bajada.

.., . . 1f1+ 2dy
Solucién. De acuerdo a lo explicado, el "Lagrangiano"—x% Y no
\ = (E+mgy)
contiene x de manera que se conserva el "Hamiltoniano"

o VTR TP

Y57
W\ JEE+mgy)  \JE(E +mgy)

= constante
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0 sea
N2 /1 12
(y ) — Y = constante
VIFYZ(E+mgy)  \2(E+mgy)
-1
= constante

1+ y’%/%(E + mgy)

Si la particula partié del reposo en el origen entonces £ = 0 con y(0) = 0
entonces y'(0) = o0

-1

V1+y2V29y

1 dy
1 = X
29 H?y dx

= constante = —H

dy
T = -
2gH?2y -1
Sea
]_ .2
SWiE sin“f = y.
1
dy = ﬁ sin 6 cos 6d6.
entonces

R / 1 sinfcosf @0

2
o s -1
1
= ﬁ/snﬂ&l@

finalmente, la ecuacién paramétrica de la curva es

1 )
y = 2gH2sm 0,
1
= m(@—cos@sin@).
g
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(0 — cosOsin6)

Mediante parametric Plot de mapple, ploteamos _ain?p

02 04 06 08 1 12 14

-0.27

-0.47

-0.67

-0.8]

A

EJERCICIO 5.11.15 Determine la ecuacion de la curva que tiene la minima
longitud entre x1 e x».

Solucién. La longitud de la curca ("la accién") serd
T2
S — / 1+ (7 (@) de.
z1

El "lagrangiano"L = /1 + (y/(z))? no depende de y luego se conserva o es

constante
oL y' ()

p = — = ——
W i+ (@)’
y'(x) = constante.

O sea se trata de la linea recta. Esa distancia minima serd

S(ya, y1, T, 1) = /(22 — 21)2 + (y2 — y1)%

A

PrROBLEMA 5.11.2 Con relacion al problema anterior verifique las ecuacio-
nes (5.4, 5.5, 5.6 y 5.7)
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Solucién. En notaciéon puramente matematica esas ecuaciones son

aS<y27 Y1, T2, xl)

00 = p(xq), (5.51)
9S(y2, y1, T2, 1) _

o0, = —p(z1) (5.52)
i CANES)! (559
DUILD) — —Liyfe)./(m) 55

y podemos calcular
OS(y2, y1, w2, 1) Y2 — 11
Y2 N Vs =21 + (2 — y1)? (559)
IS (y2, Y1, T2, 1) _ Y2 — W1
I V(w2 —x1)? + (32 — 11)? (55
dS(ya, Y1, T2, T1) _ T2 — X1 7
dzy V(w2 —21)% + (Y2 — 11)? i (557
(1 = 1y () -
V(@2 = 21)2 + (2 — 11)? (5:3%)
dS(ya, y1, T2, T1) _ T2 — 1 559
dr V(w2 —x1)? + (32 — 11)? (559
 rmwy@) -
V(@2 = 21)? + (y2 — y1)? (5:60)
_ y
plr2) = —= itk (5.61)
_ Y
—p(z1) = N (5.62)
L(y(z2), ¥ (z2)) = V1+ () (5.63)
—Ly(21), 9 (1)) = =1+ () 5.64

Verifique las igualdades considerando que

o Y2 — U1
Yy = .
To — X1
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Por ejemplo

Y2—y1
T2—T1 — Yo —
\/1+ \/1 (omye (@ —21)* + (2 = 1)’

EJERCICIO 5.11.16 Suponga que una particula se mueve sometida a un po-
tencial que repele a la particula sobre el eje x

1
V = —§k’$2
F = kx

y vinculada a un alambre liso de forma y = y(z) partiendo del origen con
velocidad nula. Determine la curva y(x) para alcanzar el punto xo, ya en un
tiempo minimo.

Solucion. Tenemos

1 1
E = imUQ — 51{:1:2 =0,
0 sea
k ds
v=14]/—x=—
m dt’

y entonces el tiempo de viaje es

2 z2 x2 \/7/2
t:/ dt:/ ds _ 1+ (v'(2)) dx.
1 1 ﬁx T \/gx
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Como el "lagrangiano"no depende de y(z) es constante

4 TGP
dy’ \/Zx

x c\/gx
dz

0 k

(/11— (c\/;x)2
2
-y~ (22)
vk vk

Una circunferencia de radio R = C—‘/\/_T% y centro C' en el punto z¢ = 0, yo = R.
Pero debe pasar por el punto o, yo luego

(o — R)*+ 23 = R

R = Ly, +a5
2 Y
Ay
C
\
R XY>
> X

vm _1ys 4 a3
vk 2 Y




290 Sistemas continuos

Ms4s en general

1
§mv2 +V(z)=0

B \/1+7dx
t/dt/\/i TEve

luego se conserva

L+ (y'(2)?

_d _ y'(z)
W J-2V(e) [ -2V)IT )2

+ (V' () = 2p

( = —— i
<1+<y'1<x>>> - 2mv”
_ 2y,
T w@R mV(1>+1
W@y = 2V (z) + 1
dy | —2V(x)
dr — \ 2V(z)+1

Supongamos



CapPiTULO O

Problemas complementarios

EJERCICIO 6.0.17 Demuestre que el movimiento de una particula en un
campo central V(r) = —k/r + h/r? con k y h constantes, es el mismo que
bajo el potencial de Kepler, cuando se expresa con respecto a un sistema de
referencia que rota en torno del centro de fuerza. Determine ademds para
energia negativa y cuando el término adicional es muy pequeno, la velocidad
de precesion de la orbita cuasieliptica .

EJjERCICIO 6.0.18 Una particula es disparada desde la superficie de la tierra,
supuesta esférica de masa M y radio R, con rapidez inicial Vg, formando
un dngulo ¢ con la vertical del lugar. Despreciando la resistencia del aire, la
rotacion terrestre y el movimiento de la tierra, demuestre que la excentricidad
de la trayectoria estd dada por

R2ViZsen?(¢) ( ) 2GM>

— (2 )

2 =1+

G2M? R

la trayectoria es
R2V2sen?(9)
r= )
GM(1+ ecos(0))
scudl es la ubicacion del eje polar de la conica?

Ejercicio 6.0.19 Un potencial frecuentemente encontrado en fisica nuclear
es el pozo rectangular, definido por:

V(T):{ 0 sir>a

-V sir<a
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Demuestre que el scattering producido por tal potencial es idéntico con la
refraccion de un rayo luminoso por una esfera de radio a y un indice de

refraccion relativo
|E+Vy
n= :
E

Demuestre ademdas que la seccion diferencial de scattering estd dada por

o(6) = n?a?(ncos(6/2) — 1)(n — cos())
4cos(0/2)(1 +n? —2ncos(6/2))?

EJERCICIO 6.0.20 Determinar la seccion eficaz para particulas que caen en
el centro en un potencial (Landau, Mecdanica [5])

o
U=—.
r2
EJERCICIO 6.0.21 Determinar la seccion eficaz en el scattering para dngulos
pequenos, en un potencial central

U= 7%, con n > 0.
EJERCICIO 6.0.22 Dos particulas se mueven bajo la accion de su atraccion
gravitacional, una en torno de la otra en orbitas circulares, con periodo T.
St su movimiento es repentinamente detenido, cayendo entonces una hacia
la otra, demuestre que ellas chocan en un tiempo dado por

-
42

EJERCICIO 6.0.23 Un balde con liquido se hace rotar en torno de la vertical
con velocidad angular constante. Si se supone que la situacion estacionaria

corresponde a un minimo del hamiltoniano del sistema, determine la forma
de la superficie.

t =

EJERCICIO 6.0.24 Un cable flexible, cuyo peso por unidad de longitud es
uniforme, cuelga entre dos puntos dados bajo la accion de la gravedad, figura
(6.1). Determine la forma de dicho cable bajo la condicion de que la energia
potencial sea un minimo, compatible con la longitud fija del cable.

EJERCICIO 6.0.25 Si g(p) denota la transformada de Legendre de f(x), de-
mauestre entonces que Si
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Figura 6.1:

a) f(z) = 2% entonces g(p) = p*/4.
b) f(z) = mx?/2 entonces g(p) = p?/2m.

¢) f(z) = 2%/a entonces g(p) = p?/B con 1/a+1/8=1,sia> 1y
g > 1.

EJERCICIO 6.0.26 Demuestre, con la notacion del problema anterior que

pr < f(x) + g(p)

la desigualdad de Young, vdlida para © > 0,p >0, a>1, >1,y1/a+
1/8=1.

EJERCICIO 6.0.27 Encuentre los hamiltonianos correspondientes a los la-
grangianos

L(g) = v1-¢,

L(g,q,t) = e"(¢* —wq®)/2.

EJERCICIO 6.0.28 FEncuentre los lagrangianos correspondientes a los hamiltonia-
nos

H(g,p) = p*/2+ psin(q),
H(q,p) = p*/2+¢)/2
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EJjerCICIO 6.0.29 Considere un péndulo constituido por una barra uniforme
de masa M 1y longitud L que oscila en un plano vertical bajo la accion de
su peso. Considere ademds que el punto de suspension se hace oscilar ver-
ticalmente con amplitud A y frecuencia angular ), figura (6.2). Escriba la
ecuacion de Lagrange para el dngulo que forma el péndulo con la vertical.

Figura 6.2:

EJjeErcIc1o 6.0.30 Con respecto a la situacion del problema anterior, ana-
lice la posibilidad de que el movimiento sea estable cuando el péndulo estd
oscilando respecto a la posicion mdas alta. (Vea [4])

EJERCICIO 6.0.31 Para el movimiento de un trompo simétrico con su pia
fua, discuta la condicion que debe cumplir su spin para que su movimiento
dormido, trompo bailando vertical, sea estable. Considere dados sus momen-
tos de inercia respecto a la pia, A y C, su masa M y la distancia h desde la
pia al centro de masas, ademds de la aceleracion de gravedad.

EJERCICIO 6.0.32 Considere el movimiento de un trompo simétrico con su
pia fija, en precesion uniforme, es decir con la inclinacion de su eje respecto
de la vertical constante. Deduzca la condicion que deben cumplir su spin s
y su velocidad angular de precesion ® = Q para que ello ocurra. Considere
dados los momentos de inercia respecto a la pia, A y C, su masa M y la
distancia h desde la pia al centro de masas, ademds de la aceleracion de
gravedad.



295

EJjercICcIO 6.0.33 Considere una particula moviéndose en un campo central
de fuerza atractivo inverso al cuadrado de la distancia, de modo que

1 k
L= —-mv?+—.
2 T

Demuestre que la energia, en términos de las variables de accion angular,
para coordenadas r y 0 en el plano del movimiento, estd dada por
2mm?k?

(J + Jg)?

EJERCICIO 6.0.34 Para la version relativista del problema anterior con la-
grangiano

k
L= —moc*y/1— (v/c)? + —,
,
demuestre que para el caso estable, particula sin caer al origen

moc® (k/c) .
E (Jo/2m + /(T 202 — (K] 02)?

EJERCICIO 6.0.35 Si se indica con o = €2 /(4weghc) la constante de estructu-
ra fina y se imponen las reglas de cuantizacion de Somerfeld Jy = ngh, J. =
n.h,con ng = 1,2,3,...,n, = 0,1,2, ..., demuestre que hasta orden en o?, la
energia estd dada por

2.2 2
eate} « n 3
E = 2 _ 1+—(——-=
moC o2 ( —I—n2 (ne 4>),

siendo n = n,. +ny. Compare con los niveles predichos por la teoria de Dirac

2.2 2
MoC~ « n 3
E =moc® — 1+— -
e T o ( Tz (j+1/2 4))’

siendo j el momentum angular total del electron, incluido spin.

EJERCICIO 6.0.36 FEstudie la naturaleza de las orbitas que son posibles en el
modelo relativista de campo central de fuerza considerado en los problemas
anteriores, en particular la condicion bajo la cual la particula cae al centro
de fuerza.
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EJERCICIO 6.0.37 Un lagrangiano estd dado por

Para este caso, la definicion del momento candnico
.3 2.
p=qg —ayg

no permite resolver en forma univoca para §. La evolucion en {(t) tiene una,
dos o tres soluciones dependiendo de p y «. En el caso en que hayan tres
soluciones, demuestre que la accion al ir entre dos punto en un tiempo T
alcanza su minimo —%o/lT para trayectorias zigzagueantes con q = %o, ver
figura (6.3).Vea, Gravity in higher dimensions, M.Henneaux, C.Teitelboim,

Figura 6.3: Minimo de una accién
J.Zanelli. [6]

EJERCICIO 6.0.38 St F' denota una funcion de las coordenadas y momentos
canonicos, demuestre que los corchetes de Poisson con las coordenadas y
momentos son

OF
{Fa%} - _8]97,’
OF

dq; '
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EJERCICIO 6.0.39 Si L denota el momentum angular de una particula, de-
{Li, Lj} = 5ijkLk7

muestre que
2 -
{ ,L-fz} = 0.

EJERCICIO 6.0.40 Demuestre que si F(q,p,t) y G(q,p,t) son constantes de
movimiento, también lo es su paréntesis de Poisson.

L




298 Problemas complementarios




CAPITULO (

Problemas resueltos

EjeMmpPLO 7.0.1 Considere una particula de masa m que se coloca en el punto
mds alto de un hemisferio liso de radio R y masa M que puede deslizar
sobre un plano horizontal liso, fig. (7.1). Estando el sistema en reposo se
perturba levemente Discuta sobre la posibilidad de que la particula abandone
el contacto con el hemisferio.

Solucién. Con relacién a la figura las ecuaciones de movimiento son

Figura 7.1:
2 .
md (x + Rsin®) _ Nsing,
dt?
d*(R cos0)
M = N cosf — mg,
d*x

ﬁ = —Nsin@
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. Si se elimina x y N se obtiene una ecuacién diferencial para el é&ngulo 6 que
integrada una vez conduce a

2 29 1-—cosf

0 == — )
Rl—m+M00529

Considerando que la condicién para que exista despegue de la superficie es
N =0, o sea & = 0, se obtiene

d .2 4
@(0 cos” ) =0,

que desarrollada conduce a una ecuacién de tercer grado para el cosf. En
efecto se tiene

m
m-+ M’

pcos® —3cosf +2 =0, con p=

La existencia de una solucién real en el intervalo (0, 7/2) se deduce del hecho
que si evaluamos f(0) = pcos® —3cosf + 2 en 0 y 1 resulta

f0) = p—1<0
fn/2) = 2>0.

Una forma trigonométrica de solucionar esta ecuacién se logra suponiendo
que
cos ) = A cos ¢.

Si se compara la ecuacion a resolver con la identidad
4cos® ¢ —3cosp — cos3¢p =0,

puede demostrarse que

A:]%, cos 3¢ = —/p.

De las tres soluciones para ¢ que se determinan numéricamente, si son reales,
debe escogerse aquella que conduzca a cos¢ < 1. Por ejemplo si p = 1/2
resultan ¢ = 40°, 160°, 280°. Sirve la ultima para la cual se obtiene cosf =
V3 — 1, de donde el dngulo de despegue serd 0 = 42.94°

A
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NoTA 7.1 Es de utilidad para un nimero de problemas, incluido el anterior,
el uso de la identidad

d? 1 d ., .2

EJEMPLO 7.0.2 Dos particula iguales de masa m se colocan una sobre el
suelo liso, otra unida por una cuerda liviana de longitud L a la primera de
modo que la cuerda estd vertical y recta pero sin tension inicial T(0) = 0.
A la particula superior se le imprime una velocidad horizontal de magnitud
Vo. Demuestre que si V@ /gL < 1 la cuerda dejard de estar tensa y que si
V2 /gL > 2 la particula inferior despegard del suelo.

Solucion.

Las ecuaciones de movimiento suponiendo que la cuerda se tensa (al menos
al inicio) y que la particula inferior no se despega son

mi = Tsin6,

N +Tcos@—mg = 0,
d2
mﬁ(x + Lsinf) = —T'sin6,
2
—mg — T cos = mﬁ(lj cos ),

restando la tercera menos la primera eliminamos & resultando

_Li(
2 sin 6 dt?

Lsin6)
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reemplazando esta 1" en la cuarta resulta

d? d?
—mg + 00892;?1‘9@(Lsin9) = mﬁ(LCOSQ),
0, haciendo uso de (7.1)
1 d 5, .2 1 d . 5,2
— - - - I il
g+COSQQSin920059d9COS 00 2sm0do b9,
29 . od g2 Td 2
Lsm@ = desm 00 +2d9COS 00,
integrando entre 0 y 6 considerando que 0(0) = Y resultars
o2 1, 0 1VE 2g
sin“ 00" + 5 c08 06 — 37z = f(l — cosf),
luego despejamos
P %Z—‘f + 22(1 — cos ) _ %‘L/—OQ +22(1 — cos )

sin29+%c0829 B 1— %COSZQ
Con este resultado podemos evaluar T’
m  d? mL 1 d

_ a r _ @200
r = 2sin 0 dt? (L sin0) 2sin0 2 cos 0 do cos” 06

V@ | 2
mL 1 d (COSQG%L—%—I—TQ(I—COSQ))

" 2sinf 2cosf df 1—%COS29

2

%
seaz:coseyp:g—%

po_mLid <Z2%%§+%<1—z>>

entonces
p+4—6z+23
(2 - 22)°
222 — zp — 4z + 4
(2 - 22)°

N = mg—zmg

:mg
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Podemos ver que si Vjy = 1/¢gL la tensién inicial es cero, pero inmediatamente
se hace positiva. La reaccion normal no se anula y el sistema continua en
movimiento sin romper ni un vinculo hasta que la particula de arriba llega
al suelo. Si Vg > /gL la tensioén parte siendo positiva y se mantiene asi. La
reaccién normal puede anularse. Si p = 2 la reaccién normal parte siendo
cero pero inmediatamente se recupera el contacto con el suelo. Si p > 2 por
ejemplo sea p = 3

3+4—-6+1
T(l) =mg—— = 2m
entonces inicialmente z = 1
2—3—4+14
N(l)=mg———=— = —m

lo cual significa que la particula de abajo parte inmediatamente perdiendo
el contacto con el suelo. Para velocidades menores que /gL, la longitud del
hilo parte acortdndose pero la distancia entre las dos particulas sera

1 2¢4
d= 22 +y? = \/(Ugt)2 + (L — §gt2)2 = \/L2 —(Lg —v3)t2 + gT,

luego la cuerda se pone tensa cuando —(Lg — v3) + % =0, o sea en
VAL Rk}
g

y allf recién la particula de abajo inicia su movimiento.

A

EJEMPLO 7.0.3 Se desea disparar un proyectil, desde el Ecuador hasta el Po-
lo, sin considerar resistencia de aire o rotacion terrestre. Analice las diversas
posibilidades.

Solucién. Suponiendo la tierra de masa M y radio R, y el proyectil es
disparado con rapidez inicial V, formando un dngulo ¢ con la vertical del
lugar, se tiene

1
lo = mRVjsin ¢, E:Em‘/bz—T’
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de donde resulta

21,

2
C=1r G202

R2%256n2(q5)< 9 QGM)
oot AP VO_T :

y la ecuacién de la érbita sera

B 1 _ R*VZsen?(o)
~ mK1—ecos( —a) GM(1—ecos(d —a))’

Si se coloca como condicién que 7 = R, en § = 0, y en § = 7/2, se obtiene
a=7/4y

1 2 2
1 RVgsen’(9)

V2 GM

denotando V2 = 2GM/R y = = (V./Vy)?, puede obtenerse

\/1 —42(1 — z)sin® ¢ = \/5(1 — 2z sin” @),

que puede resolverse para z (las soluciones positivas sirven)
1 1+ cos2¢
= (V,/Vp)? = 14,/ /==
v =(Ve/V) 26032¢< \/1—0082¢>’

cos2¢p =2cos’p—1=1—2sin’¢

pero
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luego puede escribirse

1 (—sin¢ = cos¢)
2sin¢ cos? ¢ —sin?¢
1 (cos¢+sin¢)
2sin ¢ cos? ¢ — sin® ¢
1 1
2sin ¢ sin ¢ — cos ¢
1
2sin% ¢ — 2sin ¢ cos ¢
1
~ 1—cos 2¢ — sin 2¢ (6> m/4)
o
1 (cos¢ —sing)
2sin ¢ cos? ¢ — sin? ¢
1 1
2sin ¢ cos ¢ + sin ¢
1
1 — cos2¢ + sin2¢

(V./Vo)? =

en particular para ¢ = /2 (drbita circular) resulta como era de esperar
r=1/2,0sea VZ=GM/R. Si ¢ =7/4, la solucién es z = 1/4.

A

EjEMPLO 7.0.4 Una particula se mueve en un campo central inverso al cua-
drado a la distancia en movimiento eliptico. Determine los promedios tem-
porales en un pertodo del movimiento de la energia cinética y de la energia
potencial en términos de la constante de la ley de fuerza y del semieje mayor
de la elipse.

Solucién. Si T denota el periodo, los valores promedios a calcular son:

T
(K) = % / %m(f2+r2[92)dt,
0
1 / K
V) = 7 / it
0
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Ambas integrales pueden cambiarse a integrales respecto al &ngulo si se utiliza
lo = mr?0, de la siguiente forma

2
1 (1 dr.\> .2\ df
0

2m
1 [Kdf
e
0

Si ademads se utiliza la expresién para la trayectoria

12 1
’[":
mK1—ecosf’

se puede obtener

2
1 [1 2 esind l
Ky = = [ = & 2)—2-df
(K) T/Zm(<mK(1—eCOSH)2> +T>mr2 ’
0

27 27
1 [ Kmr? Km [ 13 1

Vy = —= —df = — do
V) T /) r lo Tlo ] mK1—ecosf '
0 0
que pueden ser simplificadas a
] 2w 5 . 29
K) = 2 [(—=—27_ 4 1)ae
(K) 2T ((1—60080)2 +1)df,
0
2
lo 1

V) = T 1—ecost9d0’
0

utilizando la integral conocida

2

/ 1 J0 — 2
1—ecosh  V1—¢e2’

0
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e integrando por partes la expresion para (K), se obtiene
lo 2m lo 2T
K g —_—— v _— T .

Estos resultados pueden expresarse en términos de K, y a. Para ello recuerde

que
T:Wabm azﬁ 1 b:ﬁ\/l—e2
lo mK1—e?’ mK 1—e2? "’
de donde resultara % oK
(Ky==, (V)=-"".
A

EJEMPLO 7.0.5 Un potencial frecuentemente encontrado en fisica nuclear es
el pozo rectangular, definido por:

{ 0 str>a

Vir) = -V sir<a

Demuestre que el scattering producido por tal potencial es idéntico con la
refraccion de un rayo luminoso por una esfera de radio a y un indice de

refraccion relativo
n=+(E+W)/E.

Solucién. La ecuacién de movimiento puede escribirse, en coordenadas
polares como

m(F — r@Z) = —Vod(r —a), mr?0 = I,

lo que muestra que se conserva la velocidad transversal (a lo largo de 9) y la
componente radial cambia al pasar la esfera segin

,,;2| -2} _2_%

at

a m
De alli es fécil demostrar lo pedido, pues, ver figura (7.2), se tiene que
Visinf; = Vasinbs,,
(Vicosf)? — (Vacosy)? = —2Vo/m, VE=2E/m,

Sin91 = \/(E-F%)/ESiH@g.

luego
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Figura 7.2:

A

EjEMPLO 7.0.6 Dos particulas de masa my y my se mueven bajo la accion de
su atraccion gravitacional, una en torno de la otra en orbitas circulares, con
periodo T. Si su movimiento es repentinamente detenido, cayendo entonces
una hacia la otra, demuestre que ellas chocan en un tiempo dado por

t_ T
4/2

Solucién. Para la situacién inicial, ambas particulas describiendo circulos
en torno de GG, se puede establecer que

S 21RVR
VGM '’

siendo R = Ry + Ry, M = mj 4+ my. Para la situacién dindmica, una cayendo
hacia la otra, la segunda ley de Newton implica

siendo 7 = r; 4+ r3. Una primera integral conduce a

1

dr_ _aa, )t - =

==

S|
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Separando variables e integrando nuevamente, se obtiene el tiempo para que
choquen, es decir para que r = R — r = 0. Ese tiempo resulta

B R\/}_%W
 9V2GM

de donde es facil establecer lo solicitado.

A

EJEMPLO 7.0.7 Se realizan tres rotaciones activas sucesivas en /2 en torno
a los ejes cartesianos x,y,z en ese orden. Encuentre el eje y el dngulo de la
rotacion equivalente.

Solucién. La matriz de la rotacién resultante serd

0 -1 0 0 01 1 0 0
1 0 0 0 10 00 —1 |,
0 0 1 -1 0 0 01 0
es decir
0 01
R = 0o 101,
-1 0 0

de donde 1+ 2cos¢ = Tr(R) =1, por lo tanto ¢ = 7/2. El eje se deduce de

0 0 2 0 —-n, mny
R—R'= 0 00 |=2sin¢g| n. 0 -—n, |,
-2 00 —Ny Ny 0

de donde se deduce que es una rotacién en noventa grados respecto al eje y.

A

EJEMPLO 7.0.8 Pruebe la siguiente relacion entre rotaciones, que generaliza
el resultado del problema anterior

R.(¢)Ry(m/2)Re(0) = Ry(/2) .
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Solucién. La matriz de rotacién finita ha sido escrita en términos de una
matriz que hemos llamado (72x). Por una obvia propiedad de los vectores,
tenemos que

Ra x b= R(@x R™'b),
lo que significa que la matriz cruz correspondiente a un vector rotado es

(Rix) = R(@x)R™.

En consecuencia
RR:(¢)R™" = Rra(9).

En particular se tiene

Ry(m/2)Ro(9) = Ry(7/2)Ro($)R, " (m/2)Ry(r/2)
= R_.(0)Ry(n/2),

de donde es claro el resultado.

A

EJEMPLO 7.0.9 Demuestre la siguiente relacion de rotaciones que involu-
cran los dngulos de Fuler, ecuacion 4,7 con la notacion alli indicada:

R = Ry(V)R,(O)R.(®) = R.(D)R,(O)R.(T).

Solucion. La demostracion estd basada en las mismas propiedades del
problema anterior. Considere que

i=R.(®)i, k"= Ra(O)k = Rp @Ok,
por lo tanto se tiene

pues rotaciones en torno a un mismo eje conmutan.

A
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EJEMPLO 7.0.10 Demuestre que las componentes de la velocidad angular, en
términos de los angulos de FEuler son

a) En el sistema mavil

wy = BOcosth+ Gsinfsin e,
Wy = —0sint) + ¢psinfcos
wy = 1)+ ¢cosh.

b) En el sistema de ejes fijos:
w, = sinfsing+0cosg,
Wy = —sinfcos ¢+ Osing,
w, = Pcosh+¢.

Figura 7.3:

Solucién. De acuerdo al teorema de adicién de velocidades angulares se

tiene que o o
0= ok + 07" + K, (7.2)

siendo 7" = cos @i + sin ¢] =cos i’ — sin 7, entonces, para escribirla en
términos de las direcciones fijas basta considerar que

k' = cos Ok + sin 0(sin ¢i — cos ¢)),
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entonces
& = ¢k + 0(cos ¢i + sin ¢)) +
(cos Ok + sin O(sin ¢i — cos ¢))),
— (¢sinfsing + 0 cos ¢)i +
(—1psinf cos ¢ + A sin @) +
(¢ cos O + ¢)k.
Para escribirla en ejes méviles considere de nuevo (7.2)
& = ok + 0" + YK,
y ahora R )
k = cos k' + sin O(cos 1pj + siny?’),

entonces

0 = éﬁ(cos 0k’ + sin 0(cospj + sinypi’)) +
0(cos i’ — sin]) + Yk’
— (psinfsine + O cos )i’ +
(¢sinf costh — Osineh)j +
(¢cos 0+ )k
A

EJEMPLO 7.0.11 Considere una funcion escalar V(7). Determine la nueva
funcion escalar U(7) obtenida rotando la anterior en torno a un eje por el
origen, mediante una rotacion en torno a un eje n en un dngulo ¢.

Solucién. Evidentemente, los valores de la funcién rotada U en un punto
7 son los valores de la funcién original en el punto R~!7, es decir

U(7) = V(R™7).
A

EJEMPLO 7.0.12 Se tiene un elipsoide centrado y orientado de acuerdo a los
ejes cartesianos con ecuacion:
2 2 2

x® Yyt oz

S+ +5 =1

a? c?
Determine la ecuacion del elipsoide que se obtiene al rotar el anterior en
torno a un eje que pasa por su centro en un dngulo ¢ y en un eje n.
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Solucién. Es conveniente escribir la ecuacién del elipsoide en una forma
matricial

PTMiF=1,
siendo
1/a> 0 0
M = 0 1/* 0
0 0 1/c2

De acuerdo al problema anterior, la ecuacion del elipsoide rotado serd
(RTF)"M(R™)7 =1,
o bien
™ Ri(¢) M Ri(—¢) 7= 1.

Falta realizar la multiplicacién matricial indicada, que es un tanto complica-
da. Por ejemplo si, se trata de una rotacién respecto al eje x, resultara

x? cos? sin? sin? cos?
+( ¢5+ ¢>y2+( ¢5_|_ ¢>Z2

a? b2 c? b2 c?

+2cos ¢sin ¢ (% — l) zy=1

c2

A

EjEMPLO 7.0.13 En la colision de dos cuerpos rigidos si se conserva la ener-
gia en el choque, pruebe entonces que el coeficiente de restitucion es unitario.
Aqui, el coeficiente de restitucion debe ser definido respecto a la direccion en
que se desarrolla la fuerza de interaccion impulsiva (J), ver figura (7.4).

Solucién. Si llamamos .J a la interaccion impulsiva y Pi(y Py) al punto
de contacto, 1 y 2 a los centros de masas e indicamos con + y— a valores de
las diversas cantidades justo después y justo antes de la colisién, tenemos
que

—

My(0f —oy) = J, (7.3)
]\/[2@72+ —Uy) = _f> (7.4)
H\(&F —a&7) =GP x J, (7.5)
Hy(35 —37) = —GoP x J, (7.6)
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Figura 7.4:
y conservacién de energfa
1 4o, 1 b2, Loy SR -+
1 5 1 5 1 L 1. .
§M1U1 -+ §M2'U2 + 5&)1 . lel + 5&)2 . H2w2 . (77)

De las ecuaciones (7.5) y (7.6) se obtiene
& Hy@ — & - Hydy = (& +a@7) - GLP x J,
&F - Ho@f — &y - Hoiy = —(@f +@35) - GoP x J .
De aqui, con algo de dlgebra, puede obtenerse de la ecuaciéon de conservacion
de la energia

—

(O +07) - T — (0 +0y) - J = ( +@7) X GiP- J+

%L

+(dy +dy) x

pero

e s I o -
Up, =0 +W; X G P

y similarmente las otras, entonces
—f —— —| —— 7
(Upl + UPI - UP2 - UPZ) * J 9
es decir
—+ —— —— 7
(T, — Up,) - J = —(Up, = Up,) - J.

que significa coeficiente de restituciéon unidad, en la direccién del impulso de
interaccién.
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A

EJEmMPLO 7.0.14 Para el movimiento de un trompo simétrico con su pia
fua, discuta la condicion que debe cumplir su spin para que su movimiento
vertical sea estable. Considere dados sus momentos de inercia respecto a la
pia, A y C, sumasa M y la distancia h desde la pia al centro de masas.

Solucion. Las constantes para el movimiento de este trompo seran

. 1
o= AqﬁQ sin? 4+ Cscosf = Cs, E = 5032 + mgh.

2

Entonces, la ecuacién para 4* (u = cos ) resulta

—u? - 2
u? = f(u) = (2mgh — 2mghu)1 Au - (CS AOSU) )

que admite como indice u; = 1, uy = 1,y para la otra

2
2mhg1 ;u — (%) = 0.

La condicién de estabilidad es que esta tercera raiz, sea mayor que 1, es decir

ﬁ 2>4mhg.
A) — A

A

EJEmpPLO 7.0.15 Considere el movimiento de un trompo simétrico con su
pua fija, en precesion uniforme, es decir con la inclinacion de su eje respecto
de la vertical constante. Deduzca la condicion que deben cumplir su spin S
y su velocidad angular de precesion ¢ = €) para que ello ocurra. Considere
dados sus momentos de inercia respecto a la pia, A y C, su masa M y la
distancia h desde la pia al centro de masas, ademds de la aceleracion de
gravedad.

Solucién. Aqui es preferible partir de cero. Para este caso en el momen-
tum angular varfan sélo los vectores unitarios 2, k. En efecto

Lo = Apsin0 i+ Cscosf k,
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de donde . .
dLy . di dk
— = A¢sinf— —_— =— inf).
o gbsm@dt + Cscosf o mghsinf )
Las derivadas son
di - odk
%—qﬁcosﬁj, E——qbsmﬁj,

por lo que resulta la condicion
Agb2 cos — C's¢ +mgh = 0.

Puede notarse que para un spin dado, existe uno, dos, o ni un valor de la
precesion ¢ segin sea el signo del discriminante

C?s* — 4Amgh cos 6.
A

EJEMPLO 7.0.16 Respecto al problema anterior, deduzca la condicion que
debe cumplir el spin s del trompo, para que el trompo pueda tener movimiento
de precesion uniforme en cualquier dngulo 6.

Solucién. De la solucién del problema anterior, basta requerir que C?s? —
4Amgh cos > 0 para todo 6. Por lo tanto debe ser

C?s? > 4Amgh.
A

EJEMPLO 7.0.17 Considere una barra de largo 2a y masa m que se coloca
horizontalmente en equilibrio sobre el punto mds alto de una esfera de radio R
que permanece en reposo. Considerando sélo movimiento en el plano vertical
que contiene la barra, escriba la ecuacion de movimiento para el dngulo que
gira la barra, considerando que ella no desliza sobre la esfera. Ver figura (7.5).

Solucién. Con relacién a la figura, se tiene
g = Rsinf — Rf cosd, yg = Rcosf + ROsinb .

De alli se obtiene

1 : 1. 1
L= ng29292 + 5[02 —mg(Rcosf + Rfsinf), I = ngLQ ,

(I +mR%6*)f + mR200° + mgRcos0 = 0.
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Figura 7.5:

A

EJEMPLO 7.0.18 Considere una particula de masa m que se mueve en un
plano. Las coordenadas elipticas ¢ y n se definen por:

C:T1+7"2,

n=mrr—rg,
stendo 1 Yy ro las distancias de la particula a dos puntos fijos en el pla-
no del movimiento. Demuestre que en términos de coordenadas elipticas, el
hamiltoniano de la particula libre estd dado por:
§2—402 2402—7]2
H=2p}>5—— + 2pP "
- TP
siendo 2c la distancia entre los dos puntos fijos (focos), ver figura (7.6 ).

Solucién. Una solucién elegante se encuentra en el libro de Arnold, péa-
gina 262 ([2]). Una solucién mds de fuerza bruta seria la siguiente. Con la
notacién indicada en la figura, podemos escribir

r? = ri+c —2riccos(fy),
r? = 13+ + 2ryccos(6y),

4 = ri4 1y —2riracos(fy — 6),
x = ricosf; —c=rycosby+c,

= risinf; = rysinf,,
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Figura 7.6: coordenadas elipticas

de las cuales se puede obtener

2 2

R T
r = @ y2:C2+n2— @ 2—02
4c’ 2 4c ’
de donde
ds* = dx? + dy? = ad¢® + b*dn? ,
con

2 _ C2_772 b2 — C2—772

ey e

Como L = mv?/2, se obtiene
1 2:2 | 32.2
L:§m(aC +b°n°)

y finalmente
P, P

T oma? | o2mb?

A
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EJjEmprLO 7.0.19 Utilice el resultado anterior para escribir el hamiltoniano
de una particula que es atraida tnversamente al cuadrado de su distancias a
dos centros fijos.

Solucién. El potencial atractivo hacia los dos centros fijos serd de la
k k T1+ T

forma 4
V=——ea-—=—-k =—k ¢

2 )
Ty T T2 ¢“—n?

por lo tanto
_PAUC AP | p AUt —n) A

C2m -2 2m -2 ¢ —n?
A

EJEMPLO 7.0.20 Separe e integre la ecuacion de Hamilton Jacobi, para una
particula que es atraida hacia dos centros fijos, utilizando coordenadas elip-
ticas.

Solucién. La ecuacién de Hamilton Jacobi para la funcién caracteristica,
con el tiempo separado, serd
ow ow

H b
(C? 177 aC 9 877
Utilizando el hamiltoniano anterior, resultara
2 (OW\° 2 (OW\°
— [ = —4A) + == (4 —n*) — k4
2 (Fe) @—are = (Gr) e —am - hac
= (Cz - 772) )
por lo cual, separando variables se tiene

):Oél.

2 (OW\?

E(a_C) (C2—4C2)—l€4c—&1<2 = (O,
2 (OW\?
E(ﬁ—n) (402—772)+a1772 = —aqy,

que permiten escribir
W m kJ4C—}—2a1C2—|—a2d<
2 ¢ —4c?
Im [—a1m? — an
+ 5 / P dn.




320 Problemas resueltos

A

EJEMPLO 7.0.21 Considere una particula moviéndose en un campo central
de fuerza atractivo inverso al cuadrado de la distancia, de modo que

1 k
L=—-mv?+ =,
2 T

Demuestre que la energia, en términos de las variables de accion angular,
para coordenadas r y 0 en el plano del movimiento, estd dada por

o2mmlk?

(Jy + Jp)?

Solucioén. Los momentos candnicos seran
— i — 20
Dr = mr, b = mrv,

Para el movimiento periédico, con energia negativa, las variables de accion

son ,
i 2 omK
Jp = 27py | JT:2/\/2mE—@— 2

72 r

siendo r; y 79 las indice de la cantidad subradical. La integral puede calcu-

larse resultando
2mKr

Jp = ———— — 27y,
' amE

de donde sigue el resultado.

A

EJEMPLO 7.0.22 FEscriba y resuelva las ecuaciones de movimiento para un
congunto de particulas de igual masa que estan unidas en linea recta por
resortes de constante eldstica K, y largo natural a, para las desviaciones
longitudinales en torno a las posiciones de equilibrio. Considere primero un
conjunto de N particulas estando fijas las de los extremos y luego, un conjunto
mfinito con condiciones de borde periddicas.

Solucién. El lagrangiano del sistema es

L= Z %mqig - Z %K(%’ —qi1)?,
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de donde se deducen las ecuaciones de movimiento para cada masa

K

= E(Qﬂ—l +qj-1—2¢), j=1,2,...,N.

g

Para un caso (a) tomaremos ¢y, gn+1 = 0, y para el otro caso (b) tomaremos
Qo = qn, qn+1 = q1. Para ambos casos, sean las dependencias temporales

q;(t) = Qe

resultando

K
_WQQJ = Q2(Qj+1 + ijl — 2@]) , con Q2 = E s (78)

un sistema de ecuaciones homogéneo que admite solucién distinta de la trivial
solo sf el determinante de la matriz de los coeficientes es cero. Aqui, deben
distinguirse los dos casos. Es decir las frecuencias admisibles w satisfacen

a)

[ w2 — 202 0?2 0 e 0 T
02 w? — 20?2 0? 0
det 0 02 w? — 20?2 : =0
: - 02
0 0 02 w2202
b)
[ w? — 202 0?2 0 e 02 ]
02 w? — 20?2 0?2 0
det 0 0?2 w? — 202 : =0
: . QQ
o 0 o2 w202 |

Una alternativa sin embargo es encontrar soluciones no triviales de (7.8).
Para ello suponga

Q; = Ce' (o)

Si se reemplaza en el sistema de ecuaciones se comprueba que ellas son efec-
tivamente soluciones si se cumple

w = 2Q)sin (g) )
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Para el caso periédico debe ademads tenerse

et (Vo) — 1,
por lo cual, las soluciones admisibles para las frecuencias son

wnzﬂhm(%x,(mln:QlﬂwwN—L

El caso de extremos fijos, es més complicado y estd resuelto en el capitulo de
sistemas continuos

A

EJEMPLO 7.0.23 Para el movimiento de una particula respecto a un sistema
figo a la superficie de la tierra, que gira con velocidad angular constante some-
tida a su peso y a otras fuerzas que no realizan trabajo virtual, demuestre que
despreciando términos en w? las ecuaciones de Lagrange pueden escribirse
como:

d oL OL (@ x 7) ov
— — = —2m(&0 x v) - .
dt 0g;  Og; 94
Solucién. De acuerdo al teorema de Coriolis, la aceleracién absoluta

dq.ps puede relacionarse con la aceleracion y velocidades relativas (@ y ) de
acuerdo con

Aaps = A +20 X T+ a,
siendo A un punto origen en la superficie terrestre. Si se considera ademas

que

GMm -

mgk = ma, + TR’

entonces, la ecuacién de movimiento, segunda ley de Newton, con una fuerza
F' adicional a la gravitacional serd

GMm
R2

m(da+ 20 X T+ d) = — R+ F,

entonces
ma = —mgk — 2ma x v+ F.
Ahora es necesario recordar que la siguiente es una identidad

2
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luego si se multiplica por la masa y se reemplaza mda, recordando que F.

0r/dq; = 0 si la fuerza no realiza trabajo virtual, entonces

d 0 0 - or
—— K — K = (—=mgk — 2md& X v) -
790 9 (—mg ma x v) 90,
ademas
or _ o
oq  0g;’
de donde se establece el resultado
iaL B oL (—2mid x 7) ov
dtdg; —Oq dq;
siendo el lagrangiano
1
L = —mv? — mgz.
2
A

EJEMPLO 7.0.24 Aplique lo anterior para escribir las ecuaciones de movi-
miento de una particula que oscila en un plano horizontal liso atraida hacia
el origen por una fuerza eldstica, con influencia de la rotacion terrestre. Elija
los ejes x hacia el Sur, y hacia el Este, z vertical, en el punto de latitud \.

Solucién. El lagrangiano es

1 1
L = 5771(172 + y2) - §K(£E2 + ?J2) )

v=x1+79J], & =—wcos\ i+ wsn\ k,
K K
T+ —x =2wysin A, i+ —y = —2wrsin \.
m m

Alternativamente, si se hubieran usado coordenadas polares

1 . 1
L = 577’1(7"2 + 7”292) — §KT2 5

o K ; d, 5
i — 10" + —r = 2rfwsin \ : — (1?0 4+ 2r?wsin \) = 0.

m dt

A
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EJEMPLO 7.0.25 Si el origen del sistema (no inercial) que rota con velocidad
angular & no estd acelerado, muestre que la ecuacion de Lagrange puede

escribirse:
doL 0L
dtdg; Oq;
st se toma como lagrangiano, el siguiente:
L:§mv —V(F)—i—mv-wxr—{—§m|w><ﬂ :

Solucién. La aceleracién absoluta estd dada por (Teorema de Coriolis)

—

dw
6absz2wxﬁ+c3x(ﬁxvf)+%xf+0?,

luego se trata de demostrar que se obtiene correctamente la ecuacién

A "
<m2&xﬁ+m&x(oﬁxf)+md—j><F+mc‘i+VV>'g—T:O. (7.9)
di

Si denotamos por L; al operador

o i 0 B 0
" dtdq g
se tiene que
LszU2 =ma - g; ,
similarmente oy o7
7
L,(-V) = =VV. ,
y

i oF
Li(m@-& x 7) = (md—"; ><F—i—2mu7><17> : a;’

y finalmente

Li(%mwaf):(mﬁx(ﬁxf))-g;,

que junto con la ecuacién correcta (7.9), prueban que L;L = 0.

A
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