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1. Interaccion de una esfera con el aire

El desplazamiento de un globo en un medio fluido, como lo es el aire, es un fendmeno fascinante y
a su vez sumamente intrigante. Aun a estas alturas de nuestra civilizacién, con toda la tecnologia
disponible, conocimiento e incontables aciertos en la fisica, este simple fendmeno aun esconde
misterios que no han sido explicados satisfactoriamente.

Tales limitaciones no impiden, sin embargo, intentar un acercamiento fenomenoldgico del com-
portamiento de un globo cuando jugamos con él. Este conocimiento nos permitird comprender
algo sobre la caida de un paracaidas, lo costoso que es andar rapido en la carretera, las ideas
detras del vuelo de un helicéptero, la caida de una pluma en el aire, el arrastre de las aguas,
el despegue del transbordador espacial o el hundimiento de una piedra en una laguna. Una
caracteristica com(in de estos fendmenos es atenuacién del movimiento relativo entre el fluido
y el objeto.

Para simplificar ideas consideremos un volumen esférico, en ausencia de gravedad e inmerso
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en una camara con aire quieto. Si 7 representa la posicién del centro de la esfera, entonces al
desplazar el globo en 7, se manifestard una resistencia del aire sobre el globo, oponiendose al
desplazamiento.
En general podemos representar la fuerza del aire sobre el globo de la forma
F=—f(lo)o, (1)
con —0 representando un vector unitario en sentido opuesto al desplazamiento. La funcién f(v)
es necesariamente positiva, de otro modo bastaria con mover ligeramente un cuerpo para que
este se autopropulsara en el mismo sentido de su movimiento.
La forma general de f(v) va a depender del regimen de velocidades, densidad del aire, propiedades
termodindmicas, geometria del cuerpo, entre muchas otras. Se reconocen, sin embargo, dos
regimenes de velocidades donde f(v) toma formas particularmente simples:
flv) = fs(v) xv,
para movimientos ‘lentos’ donde priman fuerza viscosas, y
2
fw) = fr(v) x v,
para movimientos rapidos, que tipicamente involucran la generacién de turbulencias.
Qué es ‘lento’ y 'rapido’ depende mucho de las propiedades mecdanicas del medio: separacidn
entre constituyentes, adherencia entre sus moléculas, adherencia con superficies, energia cinética
de las moléculas constituyentes, etc.
1.1. El frenado de una esfera (sin gravedad)
Un sistema simple consiste en una esfera de masa m rodeada de aire y en ausencia de gravedad.
El movimiento es unidimensional (segtin un eje 'x’), donde suponemos una fuerza del tipo
F,=—-bv,
denotando por b al coeficiente de roce viscoso (notacién Serway). Ademas, supondremos que la
esfera parte (¢t = 0) con rapidez v,.
| >
dx/dt
S— o
(=0)  F=- b dw/dt
Al aplicar la segunda ley de Newton (F, = mdv,/dt) tenemos
dv, dvy 1
m—— = —bv = — =—-"v
dt v dt T
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con 7 = m/b. Claramente 7 (letra griega tau) tiene dimensiones de tiempo. En esta ecuacién
uno se plantea la siguiente pregunta:

i Cudl es aquella funcién v,(t), que al derivarla es proporcional a ella misma?

La respuesta la encontramos en la funcidn exponencial, particularmente
vp(t) = Ae V7.

Aqui, A representa una constante que estd restringida por la condicion inicial, vale decir, infor-
macién sobre la velocidad en t = 0. Recordamos que en ¢t = 0, v, = v,, entonces A = v,. De
esta forma,

Ve (t) = v, e VT
Notar que la velocidad se atenua exponencialmente (1/e ~ 0.368), lo que se ilustra en la tabla
siguiente:

t vz | Y%v,
0| 1.000 v, | 100
7 | 0.368 v, 37
27 | 0.135 v, 14
37 | 0.050 v, 5
47 | 0.020 v, 2
57 | 0.007 v, 1

El resultado anterior para v, (t) puede ser utilizado para obtener la posicién de la esfera, x(t).
Escribimos esta vez

t/T dx —t/T ]

v (t) = voe” = E:%e

Esta vez nos preguntamos por aquella funcién que al derivar resulta una exponencial en t. La
respuesta nuevamente es una exponencial. Planteamos

z(t) = —vre T+ C,

con C una constante que ha de ser determinada por la condicién inicial. Si exigimos que en
t =0 la posicién de la esfera coincide con el origen (x = 0), entonces C' = v, /7, con lo cual

z(t) = vor (1—e7¥7). (2)

Un grafico de esta funcidn se ilustra en la figura siguiente, y se observa que para un tiempo
muy grande, * — v,7. La esfera no sobrepasard esa distancia. Cuan lejos queda tal punto
dependerd de 7 = m/b; mientras mds chico sea b (la friccién), mas lejos llegard la esfera. Lo
mismo ocurre si es mas masivo.

Universidad de Chile oft fcfm
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La caida vertical por gravedad cuando actia el roce viscoso se puede representar
mediante la ecuacién §j = g — (1/7)y. Si el objeto parte del reposo en y = 0, entonces
y(t) queda dado por
t _
y(t) = g7° ( +e T 1)
T
No esperamos que Ud. deduzca este resultado. Sin embargo sus conocimientos le
permiten verificar que la solucién aqui obtenida satisface la ecuacién §j = g — (1/7)y.
jHagalo!.
La velocidad terminal V; es aquella que adquiere el cuerpo cuando deja de acelerar (se
impone aceleracién ~ 0). En este caso es cuando el peso (mg) equipara la fuerza por
roce (bV;). Asi,
mg
Vi=—7=gr
t b g
1.2. La fuerza de Stokes
Si consideramos una esfera inmersa en un fluido muy viscoso y hacemos que el liquido fluya
suavemente, como se ilustra en la figura, entonces la fuerza del fluido toma una forma bastante
simple. La expresién para tal fuerza fué deducida por Sir George Gabriel Stokes, en el afio 1840.
Si la esfera tiene un radio Ry la viscosidad del fluido es 7 (de dimensiones M L~'T~1), entonces
la fuerza de arrastre estd dada por la fuerza de Stokes
Fstokes = 67TR77 v, (3)
donde v es la rapidez del fluido. Nétese que la fuerza es proporcional al radio de la esfera, y no
a su drea transversal.
Universidad de Chile oft fcfm
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La viscosidad es una propiedad mecénica de los fluidos que caracteriza la adherencia entre
sus constituyentes. La miel es muy viscosa, en contraste con el agua. La viscosidad depende
fuertemente de la temperatura, como se observa en la miel y el aceite al calentarlos. Mas abajo
tabulamos la viscosidad de algunos fluidos comunes. Las unidades mPa s y Pa s corresponden
a mili-pascal xsegundo y micro-pascal xsegundo, respectivamente.
Sustancia Temperatura [C°] Viscosidad [mPa's] Viscosidad [uPa s]
Agua 100 0.28
Alcohol etilico 20 1.1
Agua 20 1
Sangre 37 3-4
Miel 20 20
Aceite vegetal 40 31
Aceite de oliva 20 84
Aceite de motor 20 65-300
Glicerina 20 1420
Aire 15 18
Hidrégeno 0 8.4
Helio 0 18.6
1.3. La fuerza de arrastre de Rayleigh
Al igual que en el caso de la fuerza de Stokes, Lord Rayleigh obtiene una expresién para la fuerza
de arrastre de un fluido sobre un cuerpo. En este caso la expresién viene dada por
L9
F, = Pl C4A, 4)
con p la densidad del fluido, A el area transversal del objeto, y Cyj un coeficiente de arrastre. El
valor de C; depende en gran medida de la forma del cuerpo, variando tipicamente entre 0.25 y
0.45 para un vehiculo.
A modo de estimacién, considerando la densidad del aire igual a 1,3 kg/m?, un objeto de seccién
transversal de 1 m2, a una velocidad de 10 m/s (36 km/h), Cy ~ 1, entonces la fuerza de arrastre
Universidad de Chile oft fcfm
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resulta del orden de
F,~05x13x102x1=65N.

La fuerza se cuadriplica si la velocidad aumenta al doble.

En el caso de un vehiculo en movimiento, la fuerza de arrastre tiene este mismo comportamiento.
Puesto que la potencia necesaria para mantener esa velocidad va como fuerzaxvelocidad, en-
tonces la potencia se comporta como v3. Ese esfuerzo lo realiza el motor, por lo que la potencia
se octuplica.

Cuando un objeto cae verticalmente por gravedad, en presencia de una fuerza de roce
cuadratica en la velocidad, su movimiento queda descrito por

mgj:mg—cv; = j=—2=g-pF%

La velocidad terminal V; se obtiene imponiendo i = 0, con lo cual V2 = mg/c. Si
inicialmente v, (0) = 0 entonces se obtiene para la velocidad

IR e
W T3 e Bat

La cantidad
1 c
B mg’
representa la velocidad terminal (V;), de modo que podemos re-escribir conveniente-
mente i
1—e 99V
o) =V

1.4. Oscilaciones amortiguadas

En la unidad anterior se estudiaron oscilaciones arménicas mecanicas. Asi por ejemplo, si z(t)
representa la posicién de un objeto, entonces su movimiento estd descrito por la ecuacién

Ftwiz=0, (5)
donde w, representa la frecuencia natural del sistema. La solucién x(t) a esta ecuacién es
z(t) = A cos(wot + @) - (6)

En ella,

= la amplitud A depende de las condiciones iniciales (C.I)

Universidad de Chile oft fcfm
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= la constante de fase ¢, tambien depende de las C.1I.
= la frecuencia angular w, NO DEPENDE de las C.I. sino de las propiedades fisicas del
sistema.
Consideremos esta vez el sistema formado por un bloque de masa m unido a un resorte de
constante elastica k. Como es sabido, en este caso
k
2=
m
Ademds, supongamos la accién de una fuerza de roce viscoso —b# actuando sobre el bloque.
Amaia e |
o x(t)
De acuerdo a la Segunda Ley de Newton, ma, = F,, tenemos
mi=—-kx—bxt = I+—a+—xz=0.
m m
En forma estandar,
R
i+ -i+wir=0, (7)
T
donde 7 representa un tiempo de atenuacion. En la asignatura de Mecdnica, se estudiard en
algiin detalle sistemas que resultan descritos por este tipo de ecuaciones. La solucién z(t) en
este caso es
z(t) = Ae % cos(Q + ¢,) | ()
con
12
P=wr-(=) . 9
o 27_ ( )
Nétese que en ausencia de roce (b = 0), el tiempo de atenuacién 7 es infinito, con lo
cual €2 — w,. El movimiento es arménico simple, sin amortiguacion.
La solucién obtenida en este caso es valida sélo para fuerzas viscosas, es decir, fuerzas propor-
cionales a la primera potencia de la rapidez. Cuando la fuerza es o v2, la solucién de arriba no
es correcta. Sin embargo, este problema se puede abordar numéricamente recurriendo al método
de Verlet, lo que est totalmente accesible con los conocimientos adquiridos a la fecha.
En la figura de mas abajo se ilustra la posicién de un cuerpo oscilando amortiguadamente. Se
puede observar la ciclicidad y atenuacidén del movimiento. En este caso se utilizd 7=2's, y Q=
1 s7'. Si el cuerpo en cuestién tiene una masa de 10 gramos, ;cual seria la constante elastica
del resorte y el coeficiente de roce b7
Universidad de Chile oft fcfm
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1.5. Péndulo formado por un globo
Consideremos el caso de un péndulo formado por un globo atado a un cordel. La distancia entre
el centro de masas del globo y el soporte fijo es L. Son tres las fuerzas que acttian sobre el globo:
el peso debido a la gravedad (mg), la tensién de la cuerda (T') y el roce que ejerce el aire sobre
el globo (— f(v)?0). Supongamos que el roce es de tipo viscoso, entonces f(v) = bv. Este serd un
supuesto de trabajo que debiera, en dltima instancia, ser corroborado experimentalmente.
La ecuacion del movimiento queda
ma=mg+T —bv. (10)
Descomponemos vectorialmente usando coordenadas polares (conveniente). Si la trayectoria
es de radio L, la velocidad y aceleracién quedan expresadas por ¢ = wL¢ (tangencial), @ =
aL¢ — w?Li (tangencial + centripeta), o bien
Universidad de Chile oft fcfm



HF Arellano Sistemas Newtonianos — Sistemas Extendidos

Proyectando la ecuacién del movimiento exclusivamente seglin la componente angular ¢, obten-
emos

. . ) 1,
mL¢ = —mgsin¢ — bL¢ = ¢+wrsing+—¢=0.
T

El movimiento resultante es amortiguado pero no arménico: jporqué? En el limite de pequefias
oscilaciones podemos aproximar sin ¢ ~ ¢, con lo cual

é%—w?qﬁ—i—%db:@. (11)

La ecuacién es idéntica a la del resorte con roce viscoso discutido recientemente. En este caso
particular identificamos

La funcién ¢(t) queda expresada por

o(t) = Ae %7 cos(Qt + ¢,) , (12)

= Las constantes 2 y 7 dependen de las propiedades fisicas del sistema. En este caso, longitud
del péndulo, aceleracién de gravedad, coeficiente de roce viscoso y masa del péndulo. Ver
Ec. (9).

= Note que ) # w,, la frecuencia natural del sistema.

= La constante A (amplitud ~ dngulo) depende de las condiciones iniciales del sistema. Se
controla experimentalmente al soltar la esfera.

= La constante ¢, (contante de fase) estd muy relacionada con la velocidad en ¢ = 0.
Esta constante puede ser representada mediante ¢, = —Qt,. Especificando ¢, se obtiene
to y vice-versa. Lo interesante surge al observar que cos(Qt + ¢,) = cos(Q(t — t,)),
identificindose una traslacién temporal hacia la derecha, en ¢,, de la curva cos(2t).

1.6. Lectura complementaria

Los temas tratados en esta unidad se pueden encontrar en textos de fisica basica, en los capitulos
donde se aborden oscilaciones, oscilaciones amortiguadas y fluidos.

= En el texto de Tipler revisar: Capitulo 5 (fuerzas de arrastre) y Capitulo 14 (oscilaciones
amortiguadas).

= En el texto de Serway revisar: Capitulo 6 (fuerzas de arrastre) y Capitulo 13 (oscilaciones
amortiguadas).

Universidad de Chile oft

fcfm



