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Problemas complejos

Dado un problema de la fisica (e ingenieria) tipicamente se hace:

@ Se construye un modelo teérico (haciendo aproximaciones)
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Problemas complejos

Dado un problema de la fisica (e ingenieria) tipicamente se hace:
@ Se construye un modelo teérico (haciendo aproximaciones)
@ Se miden los parametros necesarios para el modelo
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Pero, en algin momento el modelo no se puede resolver
analiticamente.
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Problemas complejos

Dado un problema de la fisica (e ingenieria) tipicamente se hace:
@ Se construye un modelo teérico (haciendo aproximaciones)
@ Se miden los parametros necesarios para el modelo
@ Se resuelve el modelo
@ Se mejora eliminando algunas aproximaciones

Pero, en algin momento el modelo no se puede resolver
analiticamente.

Se usa el computador.

R. Soto Sistemas Newtonianos



Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:

R. Soto Sistemas Newtonianos



Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1

\ ]

~ -

Soluble analiticamente (FI100).
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
Modelo 2

Soluble analiticamente (FI31A-CI32C).
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
Modelo 2
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3

......

Soluble analiticamente. (Euler)
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
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Ejemplo

Deformacién gravitacional de un edificio.:
Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

Medio heterogéneo (vigas y concreto). Sin solucién analitica
(Cl42A).
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Otro ejemplo

Movimiento de una pelota de fatbol

@ Movimiento parabdlico sin roce
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Otro ejemplo
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Otro ejemplo

Movimiento de una pelota de fatbol
@ Movimiento parabdlico sin roce
@ Incluyendo el roce

@ Incluyendo el roce y la rotacién de la pelota
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Otro ejemplo

Movimiento de una pelota de fatbol
@ Movimiento parabélico sin roce
@ Incluyendo el roce
@ Incluyendo el roce y la rotacién de la pelota

@ Incluyendo toda la hidrodinamica
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Uso de Matlab para resolver problemas complejos

En la guia se discutié el problema
@ Una persona parada sobre

una tarima.

@ La persona esta sujeta a dos
resortes de largo natural L, I h
no elongados.

@ Se suelta y cae debido a la
fuerza de gravedad.

@ Hasta qué profundidad cae?
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Alcance maximo
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@ Una particula de masa m puede
deslizar sin roce por un riel horizontal. L

@ La particula esta unida a dos resortes v
idénticos de constante elastica k y
largo natural L.

@ Los extremos de los resortes estan fijos oL
a una distancia L y 2L del riel.

@ Inicialmente se le da a la particula una
velocidad V hacia la derecha.

Se pide determinar el alcance de la particula si L = 0,1m,
m = 0,1kg, k = 2N/m, para los siguientes valores de V : 0.3 m/s,
0.5m/s, 1 m/s.
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Analisis de las leyes de Newton

Las leyes de Newton tienen tipicamente la forma
mx = F(x, x)

donde F es la fuerza. Puede depender de la posicién y la velocidad.
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Analisis de las leyes de Newton

Las leyes de Newton tienen tipicamente la forma
mx = F(x, x)
donde F es la fuerza. Puede depender de la posicién y la velocidad.

Cémo encontrar x(t)7?
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Discretizacién temporal

Si x(t) es una funcién continua:

Si t~ty= x(t) = x(to)
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Discretizacién temporal

Si x(t) es una funcién continua:
Si t~ty= x(t) = x(to)

Para representar x(t) en un intervalo [Ta, Tg]. Se discretiza el
tiempo con espaciado pequefio At

ti=Ta+ixAt ;coni=0,1,2,...
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Discretizacién temporal

Si x(t) es una funcién continua:
Si t~ty= x(t) = x(to)

Para representar x(t) en un intervalo [Ta, Tg]. Se discretiza el
tiempo con espaciado pequefio At

ti=Ta+ixAt ;coni=0,1,2,...

La funcién x(t) se representa

xi = x(t;)

fo i tal t
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Derivadas discretas

0 x(t+h’)1—x(t)

La primera derivada de x(t) es x(t) = limp_,
Si At es chico, se puede aproximar
como

x(t) ~ x(t—|—AAtZ—x(t) y

Evaluando en uno de los puntos de
la discretizacion da

x(ti + At) — x(t;)

)'((t,') ~ Af |
~ Xin) = () bttt b
- At ”
At

Se llama derivada hacia adelante.
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Derivadas discretas

También, si se usa h = —At se
obtiene
) x(ti — At) — x(t)
t; ~1
x(ti) —At
o x(t) = x(ti — At)
- At
- X(t,') —X(t,',l)
At R T e
o Xi— Xi—1 -
At At

que se llama derivada hacia atras.

R. Soto Sistemas Newtonianos



Derivadas discretas

Promediando las expresiones de la
derivada hacia adelante y hacia x
atras, se obtiene la llamada deri-
vada centrada

. 1 x41—Xx X —Xx_

x(t) ~ 2[ IHAt "+ Atl 1}
X; — Xj_ } } } | | - ;
% b &, tat tw t
x(t; + At) — x(t; — At) 21t

~

_ 2At
Es la mas precisa
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Segunda derivada

x(t+ At/2) — x(t — At/2)

c(r) —
(1) ~ )
x(t+A)—x(t)  x(t)—x(t—At)
K(t) — At At
x(t) A:
_ x(t4 At) = 2x(t) + x(t — At)
N At2
Evaluando en un punto de la dis-
cretizacién | | | -t
Vo At? At

que se llama derivada centrada de
segundo orden.
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Solucién de la Ecuacidn de Newton: método de Verlet

Una particula unida a un resorte:

mx = —kx

/N
1 1 1 p—— 1 1 1 1 t
L & PR T ¥
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Solucién de la Ecuacidn de Newton: método de Verlet

Una particula unida a un resorte:
mx = —kx

Evaluando la ecuacién en t; y usando la expresién discreta para la
segunda derivada

/N
1 1 1 p—— 1 1 1 1 t
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Solucién de la Ecuacidn de Newton: método de Verlet

Una particula unida a un resorte:
mx = —kx

Evaluando la ecuacién en t; y usando la expresién discreta para la
segunda derivada

Despejando xj11
_ 2
Xit1 = 2% — xji—1 — —X;]At
m

Iteracién: dado x; e xj_1 se calcula xj11.

/N
1 1 1 p—— 1 1 1 1 t
L & PR T ¥
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En Newton se da la posicién y velocidad inicial: xp y vo. Pero

X1 — Xo

Vo :X(O) = At
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En Newton se da la posicién y velocidad inicial: xp y vo. Pero

X1 — Xo

Vo :X(O) = At

Luego
x] = xp + WAt
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En Newton se da la posicién y velocidad inicial: xp y vo. Pero

X1 — Xo

Vo :X(O) = At

Luego
x] = xp + WAt

Algoritmo de Verlet (L. Verlet, Physical Review 1967)

e Dados: xg, vy
e Se calcula: x; = x¢ + vpAt

e Se itera desde / = 1 hasta el tiempo final:

Xi1 = 2% — Xi—1 — —x; A
m
que va entregando sucesivamente los valores de x5, x3, .. ..
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>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>

t=0:dt: Tfin;

x=zeros (1,length(t));

x(1) = x0;
x(2) = x04+vOxdt;
for i=2:length(x)—1

x(i+1) = 2*x(i)—=x(i—1) — k*xx(i)*dt"2/m;
end
plot (t,x)
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Caso general

Para una fuerza cualquiera F(x) el paso de iteracién es

[x,-ﬂ = 2x; — Xj_1 + F(X,’)At2/m ]
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Caso general

Para una fuerza cualquiera F(x) el paso de iteracién es

[x,-ﬂ = 2x; — Xj_1 + F(X,’)At2/m ]

Si las fuerzas dependen de la velocidad (fuerzas de roce viscosas o
turbulentas) F(x, x) se hace

La iteracidn es

E<i+1 =2xi —xj—1+F (Xi; X'A):1> At /m j
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El movimiento de un péndulo simple se obtiene
de la ecuacién de torque. Las fuerzas son

F = mg + T
= mg(—sin bd + cos or) — T¥?
y el torque con respecto al punto fijo es
7 = —mglsin ¢z

La velocidad es v = Lo, y el momento angular

[=ml2pz

Luego, la ecuacién de torque ( £7) es
ml?¢p = —mglsing



La ecuacién de movimiento del péndulo simple es
=—=5
b=-Esing

Considere que el péndulo se suelta desde el reposo en un angulo
inicial ¢ = /4.

Use g=9.8 m/s?, L=0.5 m., At=0.01s, 0.05s, 0.5s

Integre la ecuacién hasta T=10s.

Se pide graficar la solucion para los diferentes valores de Aty
estudiar la confiabilidad de la solucién.
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Interseccién con algtn valor

Por ejemplo, cuando x(t) = 07
Como la solucién es discreta, en
ninguno de los valores discretos
coincide.

X :
Peroxs — x* <0y x5 —x* >0. | — Tt

El cambio de signo es genérico.

= _ AR A A A O AR
Criterio que se usa para determinar una interseccién:

[Hay interseccién en el intervalo i si: (x; — x*) X (xj41 — x*) <0 J

Dado el intervalo:
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Usando el programa anterior programe la deteccién del primer cruce
en ¢ = 0, Con este programa calcule el periodo del péndulo usando
£=9.8 m/s?, L=0.5 m., dt=0.01s y los angulos iniciales

¢o =7/10,7/4,7/2.
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