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La mecanica newtoniana de sistemas compuestos consiste en una extension de las tres Leyes de
Newton, ademds del Principio de Superposicion, postuladas para cuerpos puntuales. Estas leyes
se resumen como sigue:

.- Si un cuerpo en reposo no interactua con el entorno, entonces este permanecera en reposo
indefinidamente.!

Il.- El cambio de momentum 6p de una particula es proporcional a la fuerza aplicada y a la
duracion 6t de su aplicacién.?

Ill.- La fuerza que un agente externo ejerce sobre el cuerpo es igual en magnitud, pero de
sentido opuesto, a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre el agente.

El Principio de Superposicion se refiere a que las fuerzas son aditivas en el sentido vectorial.

1. Generalidades sobre sistemas extendidos

Para estudiar la evolucién de un sistema formado por muchas componentes nos valemos de
las leyes de Newton, las que se adaptan de forma muy sencilla a sistemas complejos. Primero
es necesario definir el sistema a estudiar, vale decir, el conjunto de particulas —distinguibles y
enumerables— que uno escoge (ficticiamente) para el estudio de un fenémeno dado. El criterio
que comunmente nos guia para definir las componentes del sistema es la simplicidad que nos
brinde para respondernos preguntas especificas. Suponemos que las componentes del sistema
pueden interactuar entre si, y a su vez con el exterior.

En un intento de clasificacion muy general, los tipos de sistemas que podemos contemplar son

i.- disgregados, tales como galaxias de estrellas, sistemas granulares, gases, etc.;

ii.- liquidos, donde las moléculas constituyentes mantienen cohesién, pero permiten que dos
moléculas en contacto puedan, luego de alglin tiempo, estar muy distantes entre si.

iii.- medios elasticos, donde el conjunto de moléculas vecinas se mantiene pero sus y distancia
de separacidn puede variar moderadamente ante deformaciones.

iv.- sélidos indeformables, donde las distancias entre moléculas vecinas es invariable en el
tiempo.

En un primer acercamiento al estudio de sistemas extendidos nos focalizaremos en los sélidos
indeformables. Un sélido lo visualizamos como un continuo de materia, como se ilustra en la
Fig. (1a) para una barra. Esta barra la trozamos imaginariamente en celdas (1b), para terminar

1A la inversa, si un cuerpo cambia de su estado de reposo, entonces es porque interactué con el entorno.
Z Z
*Esta relacién se expresa 69 = F6t — F = dp/dt = md.
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Figura 1: Representacién de una barra como una coleccién de particulas.

con las celdas independientes indicadas en (1c). Entre celdas contiguas hay fuerzas de cohesién.

Cada una de estas celdas, si son lo suficientemente pequefias, puede ser emulada como una

particula (1d). Nuevamente, la interaccién dominante ocurre entre particulas vecinas.

1.1. Masa y centro de masas

En los sistemas newtonianos la masa es una cantidad aditiva. Con este argumento podemos

imaginar un cuerpo como la unién de N celdas materiales, cada una de ellas con masa deter-

minada. Si la celda i-ésima tiene masa m;, con 7 : 1 — NN, entonces la masa del sistema viene
dada por
N
M = Zmz
i=1

Supongamos el sistema se distribuye espacialmente de modo que la posicidén de la celda i se

representa mediante el vector posicién 7 referido a un origen O de un sistema de referencia S

arbitrario. Este sistema puede ser el laboratorio, el suelo, la tierra, la via lactea, etc. Se define

la posicién del centro de masas R del sistema por

1N
M i=1
En coordenadas cartesianas, si denotamos
R = R;i+ Ryj+ Rk, (1)
¥ = xi4+yj+zk, (2)
Universidad de Chile oft fcfm
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entonces,
1N
i=1
1N
Ry = M Zmi yi y (4)
i=1
1N
=1
El centro de masas de una barra.
Consideremos una barra de longitud L y masa M distribuida uniformemente. A esta
barra la dividimos en n + 1 trozos, los cuales se separan en d = L/n. La masa de
cada trozo es M/(n + 1), y la coordenada x de la i-ésima es x; = id. Entonces, la
ubicacién del centro de masas (segtn el eje horizontal x) estd dado por
1< 1<~ M iL L
R, = — m;T; = — X — = —
M Z M Z n+1 n 2
=0 =0
== =
. M, L
0 x;=id
|
9. 9. 0.0.0.90.0.0. 0.9 0.0 0 0.0 .02 00
1.2. Energia potencial gravitacional de un cuerpo.
Consideremos un cuerpo de masa M en presencia de la gravedad terrestre g. Podemos imaginar
este cuerpo constituido por N celdas enumerables. La energia potencial gravitacional del sistema
es la suma de la contribicién de cada una. Asi, si la celda i-ésima es de masa m; y su coordenada
con respecto al nivel cero de energia potencial es y;, entonces la energia potencial total Uy es
N N
Dim1 MY
Ug=>_ migy; = Mg# = MgYom ,
i=1
donde claramente Yo, representa la coordenada Y del centro de masas del sistema.
1.3. Centro de masas de centros de masas
Como vimos anteriormente, el centro de masas de una barra uniforme se ubica en su punto
medio. Nos preguntamos por la ubicacién del centro de masas de una 'L’ formada por dos
Universidad de Chile oft fcfm
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barras idénticas, unidas perpendicularmente en uno de sus extremos. Este cdlculo es bastante
simple si se recurre al siguiente teorema:

Si EA localiza el centro de masas de un sistema A de masa M 4
y Rp el de un sistema B de masa Mg,
entonces el centro de masas del conjunto esta dado por

AJA éA + M B é B

R=
My + Mp

La demostracién es bastante simple. Sea M la masa de todo el sistema, con M = M4 + Mp.
Si R denota la posicién del centro de masas de todo el sistema, entonces

MR = Z m;T; szzf;-i-zmzﬂ

todos €A i€B
Pero, MaR4 = (D _;c4 miT;), andlogamente para Rp. Con ello,
MR = MAEA+MBEB ,

el resultado buscado.

El centro de masas de una escuadra:
Consideremos el sistema formado por dos barras idénticas de longitud L y masa M,
unidas perpendicularmente en sus extremos. Ubicamos la escuadra en un sistema carte-
siano, eligiendo orientacién y origen que aporten la mayor simplificacién en los calculos.
Si el subsistema A es la barra horizontal y la B es la vertical, entonces

M x(L/2)+Mx0 L M x0+Mx(L/2) L

e M+ M 1 M=

M+ M 4

Este resultado representa el punto medio entre los puntos medios de cada barra, como
se ilustra en la figura de mas abajo.

L2 §
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1.4. Momentum de un sistema extendido

Supongamos que un sistema de particulas evoluciona espacialmente, vale decir, sus consti-
tuyentes se mueven. Supongamos que la celda i-ésima tiene una velocidad ¥;, por lo tanto su
momentum es p; = m;¥;. El momentum total del sistema, o simplemente el momentum del
sistema, se denota por P y se define como la suma de los momenta de sus componentes:

i
1

P

N

(2

Una propiedad muy importante es que el momentum P de un sistema
elemental o compuesto resulta igual al producto de su masa total M
por la velocidad de su centro de masas V.

En efecto, consideremos la definicién de centro de masas y derivamos con respecto al tiempo
para obtener su velocidad. Usando propiedades de las derivadas y considerando las masas m;
no varian en el tiempo

V=—=—|— mT; | = —

= N
a4 (1 B 1 i, 1 L
dt  dt \ M - szm_

Entonces

— —

P=MV (6)

1.5. La Segunda Ley de Newton para un sistema extendido

Hemos denotado por V' la velocidad del centro de masas de un sistema. Su tasa de variacidn
por unidad de tiempo corresponde a la aceleracién del centro de masas y la denotamos por d.
En algunos textos se usa la notacién dcps. Entonces,

—

1%
a=—.

dt

El uso de las leyes 2da y 3ra de Newton sobre cada una de las N componentes del sistema
permite encontrar una ecuacién para el movimiento del centro de masas del sistema. Esta
ecuacidn resulta independiente de las fuerzas internas que ligan al sistema y del eventual cambio
de geometria que este pueda experimentar.

Consideremos un sistema formado por NN particulas interactuando entre ellas. El sistema no
necesariamente es un sélido; puede tener cualquier constitucién. Al analizar la ¢-ésima particula,
observamos que sobre ella puede actuar resultante externa que denotamos F;. También, sobre
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la misma particula i-ésima interactdan las restantes N — 1 particulas. Si denotamos f;/; la
fuerza que ejerce la componente j sobre la i, y convenimos (por simplicidad) en que fisi =0,

entonces la fuerza neta de todas las componentes sobre la i-ésima es Z;VZI fjsi- La ecuacion
de movimiento de Newton para la particula i es:

dpz al r
= erZ i/i - (7)

Jj=1

La ecuaciéon anterior corresponde a la de la particula 4, y por lo tanto resume un total de IV
ecuaciones. Si sumamos todas ellas:

zd“ ZF+Zme- )

=1 j=1
H,_/ \/—/ ——
dP F ]

Aqui observamos

N dp; _ dP.
=1 dt ~— dt’

= que la suma de derivadas es igual a la derivada de la suma, por lo cual )

= que la resultante F' de las fuerzas externas es igual a la suma de todas ellas; y

= que la suma de todos los pares de fuerzas internas es nulo, en virtud al principio de accién
y reaccion (f;/; = —fj/i)-

Con lo anterior ~ -
7o ar d(MV)
odt dt
Esta ecuacion resume el comportamiento del centro de masas de un sistema cualquiera cuando
sobre este actiia una fuerza externa neta F. Este es un resultado totalmente general, indepen-
diente de si el sistema es sdlido, liquido, gaseoso, granular, plastico, amorfo, etc. EIl movimiento
del centro de masas estd determinado exclusivamente por las fuerzas externas.

— MV = Ma. 9)
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Figura 2: Un sistema de N cuerpos donde se muestra la fuerza ejercida por j sobre 7.
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1.6. Energia cinética por rotacion en torno a ejes fijos

Consideremos un sélido rotando con velocidad angular w en torno a un eje fijo. Lo que hace
simple el cdlculo de la energia cinética de este sistema es el hecho de que cada molécula que
compone al sélido describe un movimiento circunferencial.

La energia cinética es una cantidad aditiva, vale decir, si representamos el sistema como un
conjunto de N celdas, cada una de masa m;, con 7z : 1 — N, entonces la energia cinética total
del sistema estd dado por

Y1
KZZimeQ
i=1

Considerando que la celda i-ésima experimenta describe un trayecto de radio p; con velocidad
angular w, entonces su rapidez es wp;. Sustituyendo en la expresién para la energia cinética
obtenemos

1 N
K= B Zlmzpl2 w?
1=

I
Aqui hemos definido el momento de inercia del sélido en torno al eje de rotacién, que denotamos
por I:

N
=1

con p; la distancia al eje de la celda i-ésima, de masa m;. Esta definicidn se extiende a cualquier
sélido distribuido volumétricamente.

Observaciones:

1. El momento de inercia depende del eje con respecto al cual se evalia.

2. No hay restriccién a la orientacién ni direccién de los ejes con respecto al cual se evalue
el momento de inercia.

3. El momento de inercia disminuye cuando la distribucién de masas es muy préxima al eje
considerado.

W
>

/\

/i

Figura 3: Un cuerpo plano rotando en torno a un eje fijo; a la derecha se ilustra una vista desde
arriba.
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4. El momento de inercia expresa el grado de ‘porfia’ de los sdlidos a variaciones en su
movimiento angular.

El momento de inercia de un aro:

Consideremos un aro de masa M y radio R. Calculamos su momento de inercia con
respecto a un eje perpendicular al plano del disco, que pasa por el centro de este. Si
discretizamos el aro en N segmentos, con N muy grande, entonces p; = R, para todo

7. Con ello
N
I=) mR>=MR*.
i=1

Universidad de Chile oft fcfm
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2. Apéndices
A. ;Altera un espectador pasivo la dinamica de un sistema?
El centro de masas de un sistema, sea este cohesionado, disgregado, amorfo o deformable, es
un punto. Lo interesante es que cual sea la naturaleza del sistema y de sus fuerzas internas, el
movimiento (aceleracién, velocidad y trayectoria) de su centro de masas estd determinado sélo
por la accién de las fuerzas externas.
Un ejemplo curioso que permite ilustrar este punto lo encontramos en un sistema formado por
dos masas idénticas, A y B, sin que interactlien entre si y cada una de masa m. Ambas posan
sobre una superficie horizontal lisa y el centro de masas se ubica en el punto medio entre ambas.
Para fijar ideas, alineamos ambas particulas en un eje horizontal x, con x4 y x5 las coordenadas
de A y B, respectivamente.
Si una fuerza horizontal F, acta solamente sobre B, entonces la ecuacién para el sistema
binario, Y Feyt = Myotacas, implica
1 F,
F, = (m+m)acy = acm == — .
2 m
Por otro lado, al considerar sélo la particula B, su aceleracién es simplemente ap = F;/m. Con
ello notamos que
1
acmy = 5@3 )
vale decir, el centro de masas acelera a una tasa igual a la mitad de lo que ocurre con B.
acy a,
‘ N S,
F
‘ XA xg "
Lo anterior es consistente con el siguiente resultado para la localizacién del centro de masas:
1
Rx = 5(15',4 + LUB)
Si x4 no es alterada por la fuerza externa, entonces
. 1. .. 1.
R, =-1p = R, = - Ip
2 ~—~ 2~~~
acmMm ap
consistente con el resultado de mas arriba.
Universidad de Chile oft fcfm
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B. Area del circulo y volumen de esfera con MATLAB

llustramos el uso de MATLAB para el célculo del drea de un circulo y el volumen de una esfera.
Si bien los resultados son conocidos, el procedimiento nos permitird identificar estrategias para
abordar problemas mas complejos.

Para el calculo del area del circulo de radio R, lo subdividimos en N anillos circulares, cada uno
de ancho d = R/N. Si N es lo suficientemente grande, el drea de un anillo se semiradio r es, en
buena aproximacién, igual a 27rd. Esto es ilustrado en la figura de mas abajo. La construccién
r=d/2:d:1 define un arreglo de semiradios d/2; 3d/2;

El uso de esta misma idea en el calculo del volumen de una esfera se traduce en subdividirla en
cascarones de igual espesor. El volumen de una cascara de 'semiradio’ 7 y grosor d serd 4mr2d.
El volumen total serd la suma de estas contribuciones.

El programa en MATLAB es el siguiente

% PROGRAMA PARA CALCULAR AREA DE UN CIRCULO Y VOLUMEN DE ESFERA
clear

float (’double’)
=1;

=== Loop de convergencia

for N=1:100

ri=0; rf=ri+R;

dr=(rf-ri)/N;

r=ri+dr/2:dr:rf;

fmm AREA=suma 2#Pi*r(i)*dr  VOL=suma 4*Pi*r (i) "2xdr
area=2*pixsum(r)*dr;

vol=4xpi*sum(r. 2)*dr;

fprintf (’Area(%i) = %.7f Vol(%i) = %.7f\n’,N,area,N,vol);
end

fprintf (’Vol exacto %.7f \n’,4xpi/3)

Universidad de Chile oft fcfm
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Lectura suplementaria

Se sugieren las siguientes secciones de los textos ‘Tipler’' y ‘Serway’ de fisica basica.

Fisica. Serway Tomo 1. McGraw Hill

= Capitulo 9
9.6 Centro de masas
9.7 Movimiento de un sistema de particulas

= Capitulo 10 Rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo
10.4 Energia cinética de rotacién
10.5 Célculo de momentos de inercia

Fisica para la ciencia y la tecnologia. Tipler. Reverte

= Capitulo 8: Sistemas de particulas y conservaciéon del momento lineal
8.1 Centro de masas
8.3 Movimiento del centro de masas
8.5 Energia cinética de un sistema

= Capitulo 9: Rotacién
9.2 momento de una fuerza, movimiento y 2da ley de Newton
9.3 Momento de inercia
9.5 Energia cinética de rotacidén
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