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Capitulo VI

TORQUE, CENTRO DE MASA
Y MOMENTO ANGULAR

VI.1. TORQUE

VI.1.1. Introduccion

Al resolver un problema comenzamos por hacer un diagrama de cuerpo libre de las
partes del sistema y a continuaciéon aplicamos la segunda ley de Newton a cada una de
ellas. En esta operacion, tacitamente estamos considerando cada una de esas partes como
una particula puntual: todas las fuerzas se dibujan alrededor de un punto, al sumarlas se
obtiene la fuerza resultante y luego, usando la segunda ley de Newton podemos predecir
el movimiento resultante.

La geometria de cada una de las partes del cuerpo, ya sea un bloque, una cuna o una
polea, interviene sélo para especificar la direccion de la fuerza de accién y reacciéon entre
las distintas partes.

De acuerdo a la receta anterior, si la suma de las fuerzas es nula, no hay aceleracién
y los cuerpos (puntos) permanecen con velocidad constante o en reposo.

Obviamente las particulas puntuales constituyen una primera aproximacién a pro-
blemas mas reales: los cuerpos no son puntos y pueden, por ejemplo, rotar en torno a si
mismos.

Para estudiar el origen de la rotacién de un cuerpo rigido, debemos considerar las
fuerzas que intervienen y los puntos donde cada una de ellas actia. Este par: la fuerza
v el vector posicién del punto donde se aplica la fuerza, da origen a otro vector que se
denomina torque.

Para evaluar la rotaciéon de un cuerpo se define el vector momento angular. Para una
particula este vector estd asociado a su posicién 7, y a su momentum p. Para un cuerpo
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sélido, se obtiene como la suma del momento angular de cada una de sus particulas que
lo componen.

Los valores asociados con el torque y el momento angular, dependen —salvo una
excepcion: el caso estatico— del origen de coordenadas elegido. EI momento angular es el
equivalente del momentum lineal p.

El movimiento més general de un cuerpo rigido estd compuesto de una rotacién y una
traslacion. En los parrafos anteriores, introdujimos la rotacién. La traslacién reduce el
cuerpo a un punto —denominado centro de masa— y concentra en él, las fuerzas externas.
El centro de masa es un punto matematico que, para el efecto de las leyes de Newton,
representa al cuerpo real y es el lugar donde se concentran todas las fuerzas externas.
Como se ha trabajado hasta ahora es, precisamente, de esa forma: considerando todos
los cuerpos como puntos materiales y aplicando sobre estos puntos las leyes de Newton.

En este capitulo no se introducen nuevas leyes fisicas con el objeto de dar cuenta de
la rotacién que experimentan los cuerpos. No es necesario. Basta con definir una nueva
operacion matematica entre vectores y aplicarla a las mismas leyes fisicas ya conocidas.

En el caso de la rotacién de un cuerpo en torno a un eje fijo, el torque se relaciona
con la aceleracion angular a través de una ecuacion similar a la segunda ley de Newton.

Aqui nos referiremos exclusivamente a las rotaciones en torno a un eje. Sélo dedi-
caremos un parrafo a la rotacién de un cuerpo rigido en torno a un punto. Esta es una
materia que requiere mas herramientas matematicas y por lo tanto no se incluyé en este
curso.

Para introducir el torque, necesitamos definir una operacion entre dos vectores lla-
mada producto vectorial. Este es el tema de la siguiente seccién.

VI1.2. DEFINICION DE TORQUE

Las manillas de una puerta estan siempre alejadas de los goznes. Por ejemplo, al
cerrar una puerta —por liviana que ésta sea—, si la empujamos de un punto demasiado
cercano al eje de giro, el esfuerzo que es necesario desarrollar es notorio.
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Otra situacién similar es la de una
moneda que hacemos girar rapida-
mente cuando le aplicamos en forma
simétrica un par de fuerzas en los
bordes. En este caso, si nos hemos
preocupado de aplicar dos fuerzas
iguales en magnitud y direccion pero
de sentidos opuestos sobre el borde
de la moneda, ésta rotara en torno
a un eje imaginario que atraviesa el
cuerpo.

En estas operaciones intervinieron la fuerza aplicada y su brazo de accion: distancia
entre el punto de aplicacién y el eje de giro, que son los dos parametros que contiene el
concepto de torque.

Cuando existe un par de fuerzas que actian sobre puntos distintos de un sélido rigido
(que no sufre deformacién), existe lo que se denomina un torque y su efecto genera una
aceleracién angular sobre el cuerpo.

El torque con respecto a un origen arbitrario O, es el producto
vectorial entre el vector posicién que une el punto de referencia O
con el punto P y la fuerza F"
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VI1.2.1. Definicién de producto vectorial

El producto vectorial es una operacion matematica que se designa
por el simbolo A y que asocia a un par de vectores @ y b, un tercer
vector C,

Ql
>
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para todo vector d, b.
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A continuacion definimos la direccién, el médulo y el sentido de este
nuevo vector generado por @ y C.

e Direccion:
(c‘i/\g ) es un vector perpendicular al plano formado por los vectores
ay

e Magnitud:

S

Es el producto de las magnitudes de ambos vectores, multiplicado
a su vez, por el seno del angulo mas pequeno que ellos forman:

@ADL| =1a|-|b| send. (VL2)

Donde 6: es el angulo més pequefio que forman a y b.
+
Z-b

3

.

Figura VI.1: Se indica la direccion y sentido del vector que representa el producto vec-
torial de los vectores @ y b.

e Sentido del vector (@ A b):

Use la regla de la mano derecha, empune la mano y estire el dedo pulgar. El dngulo
0 es el angulo mas pequeno que va desde a hacia 5, y ésta debe ser la direccién en que
apuntan los dedos empunados. En esta posicion, el pulgar indica la direcciéon y sentido
del vector @ A b.
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Figura VI.2: Uso de la regla de la mano derecha. Es una convencién usada frecuentemente
y por lo tanto conviene no olvidar. Entre sus aplicaciones permite asociar un vector a la
velocidad angular w.

Nota

La direccién del angulo en a@ A b se toma siempre partiendo desde

el primer vector (@) hacia el segundo (b). El orden es importante en
esta definicién.

e Definicion de Q y ©.

Siempre trabajaremos con la situaciéon mas simple: rotacion de un cuerpo en torno
a un eje. En este caso nos basta definir un vector unitario cuya direccion sea normal al
plano del papel y cuyo sentido identificamos a continuacion:

® = Entrando en el papel.
® = Saliendo del papel.

Plano

v

Figura VI.3: Definicién de los vectores @ v (©.

Ejemplo
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Calcular c=da A

SR

Los vectores @ y b, se ubican en el plano, entonces:

&= |d||b[send ).

Si tomamos otro par de vectores, como p'y ¢ de la Figura, entonces:

t'=1p]|qlsen s (-

@D, ©® indican los dos sentidos posibles en la direccién perpendicular al plano del
papel. Es la dnica informacién que necesitaremos en este caso.

La notacién anterior representa una flecha que, si apunta hacia el papel toma la
forma de la cola de una flecha, €. Por otra parte, el vector saliendo del papel hacia
nosotros se designa como (), y representa la punta de la flecha.

Pb=-0. (VL3)

Note que:

VI.2.2. Algebra del producto vectorial (o producto cruz).

Asociatividad.

-

Dados tres vectores, @, b, ¢, entonces se cumple que:

-, -

(@+b)AG=GNC+DAC (VL4)

El algebra anticonmuta. En otras palabras: el orden de los términos en el producto es
importante:

—

Anb=—bAd. (VL5)

Una superficie plana se puede asociar con un vector generado precisamente a través
del producto vectorial. Imaginemos un romboide pequeno del tamano de una moneda,
esta superficie puede ser representada por un vector perpendicular a ella. Con esta defini-
cién ya conocemos la direccion del vector, su sentido es arbitrario y lo definimos al final
de esta seccidén. La magnitud de este vector estd determinada por el valor del area de
la superficie. Este valor esta dado por la magnitud del producto vectorial de los dos
vectores que limitan el romboide (como es el caso de la Figura).
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Es decir, el area del romboide de la Figura es:

Area = |d@| |b|sen 6.

El area de un elemento de superficie puede ser representado por un vector, cuya direccién
indica la orientacion de la superficie en el espacio y su magnitud nos da el valor del area:

—

Area = G A b.

De la regla de la mano derecha se desprende que, al elegir el orden de los vectores @ y

—

b, estamos definiendo automaticamente el sentido del vector que representa la superficie.

Figura VI.4: En cada una de las superficies se ha dibujado un romboide elemental. El
vector que lo identifica lo hace dando solamente el punto P de la superficie y el vector
perpendicular que lo representa.

En el caso de una superficie curva como la de una esfera o un elipsoide, siempre se
puede descomponer en elementos de drea muy pequenos (infinitesimales) de forma que
la superficie queda armada mediante un conjunto de escamas (o tejas) y cada una de
ellas se puede representar de la forma definida anteriormente.

VI.3. ESTATICA

Esta es la primera aplicacién del concepto de torque que estudiaremos. La estatica
se concentra en el estudio de cuerpos (objetos con dimensiones finitas), que permanecen
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en equilibrio bajo la accién de fuerzas externas aplicadas en distintos puntos. Por equi-
librio entendemos cuerpos que no rotan ni se trasladan. Estos incluyen principalmente
estructuras fijas como puentes, edificios, grias...etc.

Comenzamos definiendo lo que entendemos por traslacién y rotacién.

Traslacién y Rotacién

Traslacion: Existe traslacién pura si todos y cada uno de los puntos de un cuerpo
rigido experimentan el mismo desplazamiento.

Si el desplazamiento de cada uno de los puntos del cuerpo —que permanece sin defor-
marse— es diferente, el movimiento se puede considerar como una superposicién de una
Rotacion y una Traslacion.

Siel Torque, 7 =7 A F, ejercido por todas las fuerzas que actian sobre un objeto con
respecto a un punto dado, es nulo, el cuerpo no rota o permanece rotando con velocidad
angular constante si lo estaba inicialmente.

B B

Figura VL.5: La barra AB experimenta sélo una traslacién: cada uno de sus puntos se
desplaza la misma cantidad. La barra PQ experimenta una traslaciéon y una rotacién
simultdneamente.

Con esta definicién iniciamos el estudio del movimiento de los cuerpos rigidos, te-
niendo en consideracién sus dimensiones espaciales. Si el cuerpo se reduce a un punto,
ni el torque ni la rotacién estan definidos, y por lo tanto no existen.

El Torque esta asociado a la aceleracion angular de un cuerpo. En
un punto material, no tiene sentido hablar de rotacién ni torque. Si
un cuerpo extendido tiene aplicadas varias fuerzas y no experimenta
rotacién alguna, entonces el torque neto de estas fuerzas es nulo.
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Ejemplo

La barra de la Figura estd unida rigidamente a las dos ruedas. La distancia entre
ejes de estas ruedas permanece constante. Se pregunta si la barra realiza un movimiento
de rotacién neto o un movimiento de traslacién.

La barra que une ambas ruedas,
experimenta una traslacién pura,
de acuerdo a nuestra definicién,
puesto que cada uno de sus puntos
sufre el mismo desplazamiento.O

Ejemplo

Estudiemos el equilibrio de dos masas M

y m unidas por una barra muy liviana (sin —t—
masa) de largo ¢ y pivoteada en algin pun- M Om
to entre ellas de forma que el sistema per- <—bIE‘—— a —»
manezca en equilibrio.

Encontrar el valor de a y b, de forma que 0
las particulas permanezcan en equilibrio. '8 l mg
Mgl N

(Suponga que las dos masas M y m, se
comportan como masas puntuales concen-
tradas en el centro de la esfera).

Por equilibrio entendemos que no existe movimiento: ni traslacién, ni rotacién, por
lo tanto, en la direccién vertical, se cumple que:

i =0= Y F=0, (VL6)

N = (M+m)g. (VL7)

Sabemos que si ubicamos el punto de apoyo en un lugar arbitrario de la barra,
volcard hacia uno de los lados. Volcar significa adquirir una velocidad angular. Para que
esto no suceda el torque también debe ser cero. Elegimos como origen de coordenadas
el punto de apoyo y con respecto a él, calculamos el torque generado por las masas M
y m.
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Fu=bAMg = bMg ()

-
b0
Tm=aAmg = amg® M
E
Yo =0 = P g
0 1mg
O=7Ty+7m = [ng—amg]@

Como la suma de los torques debe ser nula, para que no exista rotacién, entonces:

bM =am, (1)

pero el largo de la barra es:
a+b="~. (2)

Tenemos dos ecuaciones y dos incégnitas y por lo tanto podemos resolver el problema.
Su resultado es:

m
b = -l L.
T, (V1.3)
M
= - L. VL9
« = (V1.9)

De esta forma, si ubicamos el pivote a una distancia a de la masa maés pequeiia, la barra
permanecerd en equilibrio.

VI1.3.1. Ecuaciones de la estatica

Un cuerpo permanece en reposo (sin traslacion ni rotacién),
si la suma del total de las fuerzas y torques que actiian sobre él, se
anulan.

En estatica, el torque puede ser evaluado con respecto a un origen
arbitrario de coordenadas y no cambia su valor.

En dos dimensiones, la estatica proporciona tres ecuaciones: dos
de ellas provienen de las ecuaciones de Newton y la otra de la anu-
lacion del torque.
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SSF =0 (VL10)

SSF =0 (VL)

Torque con respecto a un punto
arbitrario.

A continuacién demostramos que en Es-
tatica el valor obtenido para el torque es
independiente del punto que se tome como
origen de coordenadas.

En la Figura aparece un conjunto de fuerzas arbitrarias ﬁl,...ﬁ’i,...ﬁn, que actuan
sobre una figura con forma de rifion que representa al cuerpo rigido. Existen dos puntos:
O y P, con respecto a los cuales tomaremos torque. Los vectores que unen el punto de
referencia con las respectivas fuerzas, se designan con prima si provienen del punto P,
por ejemplo, 7;’. Los vectores sin prima, 7, estdn definidos teniendo al punto O como
su origen.

Al calcular el torque total de las fuerzas con respecto al punto O, comprobaremos
que toma el mismo valor que al repetir la operacion pero ahora con respecto al punto P.

Como ambos puntos: O y P, son arbitrarios, concluiremos que el valor del torque en
estdtica, es independiente del punto que se tome como referencia.

A continuacién realizamos los cédlculos explicitamente.

Como el cuerpo estd en equilibrio, el torque total > 7, evaluado con respecto al punto
O es:

N

Y7 = S RAE =0,
i=1
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usando la igualdad 7; =OP +7;’, obtenemos:

N - —
Yo = Y (OP+7 ) NF;

1=1

como el producto vectorial es asociativo, tenemos:

—

N
= Y OPAFi+Y @' NE
i=1 i=1
N — . — = — 5 — .
pero: Z OP NF; = OP ANFi+ OP ANFs + ..+ OP AF,,

— — —_— N —
entonces: Z OP NF; = OPA (Z Fl> ;

=1 i=1

reemplazando este resultado en la ecuacion original:
—_— N — N —
Xr = 0P n (L)X,

N
como la estatica se caracteriza por: E i =0,

Sio = SFHAE = Y@ (VL12)

Concluimos que en estdtica, podemos tomar torque con respecto
al punto que mas nos convenga: aquel que produzca la expresion mas
simple o que entregue mayor informacién acerca de la magnitud de
la fuerza que buscamos. El valor del torque, como se demostrd, no
depende del origen escogido.
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Ejemplo

;,Cual es el valor minimo del coeficiente de roce estatico 1 para que la escalera de la
Figura no resbale sobre el piso?

Conocemos el largo de la escalera L, sabemos que el pintor se ubica a una distancia
s del suelo y que tiene una masa M. Despreciamos la masa de la escalera comparada
con la masa del pintor. El dngulo que forma la escalera con el piso es 60°.

Consideramos la pared como una superficie sin roce. El roce en el piso es el tinico
relevante para el equilibrio de la escalera.

Recordemos que:
sen30° = 1/2, cos 30° = /3/2,

sen 60° = 1/3/2, sen(90° + 60°) = cos 60° = 1/2.

Si no hay roce en el piso, se puede demostrar (Ejercicio) que no hay posibilidad
de alcanzar equilibrio. Nadie, en su sano juicio, pone una escalera en un piso recién
encerado.

Con el objeto de simplificar los calculos, se desestima el roce generado entre la escalera
y la muralla.

A partir del diagrama de cuerpo libre que se incluye y usando las ecuaciones [VI.10]
y [VL.11], obtenemos:

a
/
/
/
/
'’ =()
/ )
fd"
5 /
./ ﬁeu" /
T > v
):4-:-“;\ WO
roce # 0

Figura VI.6: Escalera apoyada en una muralla sin roce. Se incluye el diagrama de cuerpo
libre de la escalera.

>F =0 = —uN+R=0 (1)

F, =0 = N-Fz=0 (Fg=Mg) (2
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El torque con respecto al punto A es:

FaANFs = sMgsen (90 + 60) ®
FoNFo = s M g cos 60° ®
PR AR = L Rsen120° @ = LR cos 30° @

Z?:O = 3MgcosﬁO°® + LRCOS30°®

De esta ultima ecuacién, y recordando que: @ = — (), obtenemos el valor de la

reaccion R:
sMyg

LV3

Introduciendo este valor en la ecuacién (1) obtenemos:

sMg=LRV3 = R= (3)

sMyg
LV3'

y finalmente usando la ecuacién (2): N = Fg = M g, encontramos el valor minimo de pu:
s 1
Cualquier valor mayor para pu, es también una solucién posible.

Comprobemos que este resultado contiene los casos extremos en los cuales se puede
intuir, a través de la experiencia, la respuesta correcta. Por ejemplo, si s = 0 = no
necesita roce, puesto que el pintor se ubica justo en el piso.

Sis=L= pu=1/ V/3, el valor del roce debe ser méximo, como es natural si el
pintor se ubica en el tltimo peldano de la escalera.

Es interesante notar que el roce necesario para mantener en equilibrio la escalera no
depende de la masa del pintor. Si la escalera no resbala con un nifio encima, tampoco lo
hard con una persona de mayor masa. Lo que cambia son los valores de las reacciones
sobre la pared y el piso. ;Cémo cambian estas 1ltimas afirmaciones si no despreciamos
el roce entre la escala y la pared?

uN=R=

Ejercicio

Repita el Ejemplo anterior suponiendo que la escalera forma un angulo « con el piso.
Encuentre el valor de p en este caso, y examine los limites para diversos valores del
angulo a.

Respuesta: = [s/L] tan a.O
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Ejemplo

Un trozo de madera de base cuadrada, lado 2a y peso W, descansa sobre un piso
cuyo coeficiente de roce estatico es p.. A una altura h de la base se aplica una fuerza
horizontal P.

Encontrar la condiciéon que debe cumplir el coeficiente de roce estatico pe, para que
el trozo de madera vuelque, sin deslizar, bajo el efecto de la fuerza P.

4 S oo —# b ]
— I
P P
———
L
: -
: p, R "
T & : _
' / A : —
h \ & W R
TTTTTTITTTT T TR P e FT T 7777 Neo.... '

Figura VI.7: Tomando como origen el vértice A del bloque, aparecen dos torques: uno
generado por la fuerza P y el otro debido al peso W del cuerpo. A la derecha se incluye
el diagrama de cuerpo libre correspondiente.

Tomando torque con respecto al vértice A, y suponiendo (correctamente) que el peso
actia justo en el centro del rectangulo que caracteriza a este objeto, tenemos:

Z (tp+mw)= Ph—Wa=0, paraque el bloque esté a punto de volcar,

Z Fyorizontales = 0 = P < ue W, cota para el valor maximo de P.

Despejando P de ambas ecuaciones obtenemos: a/h < p.. Esta es la condicién nece-
saria para volcar el bloque. Al contrario, si p < a/h, el cuerpo comienza a deslizar sin
volcarse, porque el torque es nulo y la fuerza P es mayor que la fuerza de roce que se le
opone.

Podemos analizar este resultado: supongamos que a es muy pequeno, en este caso es
muy dificil impedir que el bloque no vuelque, puesto que deslizara sélo si p. < a/h ~ 0.

Supongamos que se desea trasladar un armario —una caja vertical cuyo alto es mayor
que su ancho y mucho mayor que su fondo— de un punto a otro dentro de una pieza. Una
forma de hacerlo es empujar desde un punto muy bajo del armario para evitar que se
tumbe. Esta estrategia corresponde a poner h muy pequeno en nuestra solucién. En este
caso siempre ocurrird que e < a/h y el cuerpo —un armario, en este caso— deslizara sin
volcarse.
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Para finalizar, destaquemos que al tomar el punto A de la Figura como referencia para
calcular el torque simplificamos la solucién de este problema. La estrategia seguida fue la
siguiente: se penso primero que el cuerpo estaba a punto de comenzar a levantarse para
terminar posteriormente volcando —puesto que ése es el caso critico que nos interesaba—
en ese instante, la fuerza de reaccion del piso sobre el bloque se aplicaba justo sobre
el vértice A, el unico punto de contacto con el piso, de modo que esta reaccién no
genero torque alguno, al igual que la fuerza de friccién y, de esta manera, simplificamos
la resolucién del ejemplo propuesto.d

VI.4. VIGAS Y ESTRUCTURAS

Figura VI.8: Se incluyen varios tipos de estructuras simples, isostaticas, que pueden
ser resueltas —bajo las suposiciones que indicamos en el texto—, con las ecuaciones de
estatica.

Las estructuras de la Figura [VI.8] se denominan isostdticas, porque se pueden re-
solver usando sdlo las ecuaciones de la estatica. Se caracterizan porque en cada unién
(por ejemplo, A, B,...H, en la Figura [VL.8]) sdlo se transmiten fuerzasy no torques. En
estos casos tampoco consideramos las deformaciones de las estructuras.

En el mundo real, las uniones transmiten fuerzas, torques y producen deformaciones;
pero la inclusiéon de todas estas caracteristicas corresponde més bien a un curso de
resistencia de materiales, que a uno de introduccién a la fisica.

Bajo estas consideraciones, el modelo de un puente corresponde a la estructura de
la Figura [VI.11]. Los apoyos de un puente son diferentes en cada extremo y ambos se
describen a continuacién.

Una forma de apoyo (izquierda de la Figura [VI.11]) consiste en fijar una rétula al
piso. Este extremo estd soldado al piso. En el diagrama de cuerpo libre [VI.10] sepa-
ramos el piso (o fundacién) de la estructura y debemos reemplazarla por dos fuerzas
perpendiculares entre si. Una de las fuerzas impide que la estructura se deslice y la otra
impide que se hunda en el piso. Como esta rétula es ideal no transmite torque.
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Figura VI.9: Los efectos de una unién ideal (izquierda) y otra méas cercana a la realidad
(derecha) son comparados en la Figura. En la unién ideal sélo se transmiten fuerzas. En
la versiéon mas realista de la derecha se incluye el torque que genera la unién.

Otra posibilidad es permitir la dilatacién de la estructura — su cambio de longitud—
para ello se reemplaza la rétula por un par de rodillos sobre los cuales se apoya la viga
[VI.10]. De esta forma se permite el deslizamiento en dicho extremo.

En este tipo de soporte sélo se ejerce una fuerza perpendicular al piso. Aqui se deses-
tima la fuerza de roce que se genera entre las dos superficies al compararla con la fuerza

normal.

Figura VI.10: Dos tipos de soporte de estructuras: uno fijo al piso y el otro con rodillos
que permiten el deslizamiento. Se incluye el diagrama de cuerpo libre de cada uno de
ellos.

Los puentes férreos usualmente tienen este tipo de soporte en un extremo.

Estas dos uniones son las méas recurrentes en este tipo de ejemplos. Ambas apare-
cen siempre de a pares en estructuras de mucha longitud, puesto que al dejar libre un
extremo, permite la expansion o contraccién de los materiales debido a los cambios de
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Figura VI.11: Modelo de la viga soportada en sus extremos por una unién fija y otra
deslizante. A la derecha se incluye el diagrama de cuerpo libre de la estructura.

temperatura, evitando las deformaciones en la estructura. Ademads, como se senalé an-
teriormente, al incluir dos pivotes fijos en cada extremo, las ecuaciones de la estatica
[VI.10] y [VI.11], no proporcionan suficientes ecuaciones para resolver todas las incégni-
tas que aparecen, el problema deja de ser isostatico y para resolverlo debemos analizar
las deformaciones del cuerpo para obtener de alli las ecuaciones que faltan.

tructura, es mediante un empotramiento.

En este caso se fija sélo uno de los ex- 4 |
. .. Vi

tremos de la viga. Esta configuracién se j

denomina viga empotrada.

En el diagrama de cuerpo libre correspon- T (

diente a este caso, se debe reemplazar la >

muralla por un torque y una fuerza verti- R

cal que se aplican sobre la viga.

Otra forma de fijar un extremo de una es-
A

Resolvamos el siguiente ejemplo haciendo uso de las leyes de Newton y de las propie-
dades de las uniones respectivas en los extremos. Es notable que en esta primera apro-
ximacion al estudio de estructuras, no necesitamos mayores herramientas para obtener
informacién relevante acerca de su comportamiento.

Ejemplo

Un modelo més primitivo de la estructura de un puente se reproduce en la Figura
que se acompana. Sobre el punto medio de la viga, cuyo peso es despreciable, actia una
fuerza externa W.

Calcular las reacciones en los extremos de la viga, los esfuerzos de corte y el torque
que soporta la viga en cada uno de sus puntos.

Como la estructura es rigida entonces, por simetria Ry = Ry = W/2. Podemos
obtener este resultado si, por ejemplo, calculamos el torque tomando el punto medio de
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la barra como origen. Recordemos que —en el caso estatico— el resultado es independiente
del origen de referencia.

Calculemos ahora el esfuerzo de corte en cada punto de la barra y procedamos a
graficarlo.

Para ilustrar qué es el esfuerzo de corte, supongamos que efectivamente cortamos la
viga en un punto intermedio manteniendo el valor de las reacciones en los extremos de
la viga. Obviamente, si no aplicamos una fuerza y un torque en el extremo en que se
hizo el corte, la estructura comienza a rotar y desplazarse. Precisamente, la fuerza que
debemos aplicar para mantener estatica la estructura al cortarla, es lo que se denomina
esfuerzo de corte y su calculo se realiza del modo senalado: cortando un extremo de la
viga y reemplazandola por una fuerza y un torque.

Calculemos primero el esfuerzo de corte y designémoslo como s(z).

A s(X)
ij T(’” & s(x)
W/2 W2 -

ud il
. i i X
JTj T(x) “W/2
()

A
TW:’E

Figura VI.12: Se incluye el diagrama de cuerpo libre al cortar la viga a la izquierda y
a la derecha del punto de aplicacién de la fuerza W. También aparece un grafico del
esfuerzo de corte a lo largo de la viga.

El diagrama de esfuerzo de corte indica el esfuerzo que soporta la barra en cada uno
de sus puntos para resistir el peso W aplicado. Hay una discontinuidad en x = a debido

a la existencia de la fuerza externa aplicada W.
Para x < a, al hacer la suma de las fuerzas a la izquierda de W, tenemos:

w
§=—% independiente de x.
A la derecha de W, el diagrama de cuerpo libre me indica (z > a),
w
s = —f-? independiente de z.

Con estos resultados podemos graficar el esfuerzo de corte. Si cortamos la viga en
cualquier punto a la izquierda de W, debemos aplicar la fuerza s = —W /2 para sostener
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el sistema y una fuerza s = +W/2 si cortamos la viga a la derecha de W. Estos son los
valores que se grafican.

Calculemos el torque que debemos aplicar en cada punto de la viga para evitar
que ésta gire. Usemos la notacién introducida para designar un vector saliendo (@), o
entrando en el plano del papel (Q).

Calculamos el torque producido por las fuerzas ubicadas a la izquierda del punto x y
este resultado nos indica el valor del torque 7 = 7(z) que debemos aplicar en ese punto:
x para evitar la rotacion.

A

a 2a

Figura VI.13: Grafico del torque que actia en cada punto de la viga. 7(z) indica el torque
que debemos aplicar en el punto x para cancelar el proveniente del resto de las fuerzas.
Hemos adoptado (9 como sentido positivo.

..Con qué objeto calculamos el torque en funcién de la posicién?

Se desea conocer la deformacién que sufre la barra debido a las cargas aplicadas.

Es posible demostrar (Ley de Euler-Bernuilli) que el valor del torque en cada punto
es inversamente proporcional a p, el radio de curvatura de la forma que adopta la viga
al deformarse:
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La constante k es el producto de dos parametros: k = E I, donde E = Médulo de Young
e I = Momento de Inercia. F es un nimero que caracteriza la rigidez de un material,
mientras mas rigido, menos se curva bajo la misma carga externa.

El valor de I da una idea de la distribucién de la masa de una seccién transversal de
la viga con respecto a una linea de simetria de la misma viga.

Su definicién se incluye més adelante en

este capitulo.

Una forma de entender el significado geo- P =radio de curvatura
métrico del radio de curvatura es la si- de la viga &n ol oy P
guiente (ver Figura): tomar tres puntos
muy cercanos de la viga deformada y
trazar una circunferencia que pase a través
de ellos. El radio de esta circunferencia, es
el radio de curvatura p de la viga en dicho vigadeformada
punto.

Si queremos el minimo de deformacién para una viga dada, entonces, el radio de
curvatura debe ser lo mas grande posible: p — oo, de esta forma la curva se aproxima a
una linea recta.

s(x) AQ x)

A T %

Area =W

Figura VI.14: Una fuerza actuando en un punto de la viga es facil de estudiar, pero es
mads realista suponer que la fuerza se distribuye en un pequenio sector de la viga. Aqui
se esboza el diagrama de esfuerzo de corte para este caso.

Nota

Como en este problema nos acercamos un poco a la ingenieria, podemos comentar
acerca del significado fisico de tener una fuerza actuando sobre un punto de la viga.
Esta situacién es una aproximaciéon razonable. Méas cercano a la realidad —aunque mas
complicado en su expresiéon matematica—, es identificar la fuerza W con una distribucion
de fuerzas por unidad de superficie, en una vecindad del punto donde nosotros instalamos
la fuerza externa W. Esta fuerza por unidad de superficie se denomina presion.
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T b

Figura VI.15: A la izquierda aparece un modelo simple de la estructura de un puente
soportando una carga estatica W. Se incluye el diagrama de cuerpo libre de la estructura.

En el caso de una viga, que la consideramos como un cuerpo sin dimensiones salvo
longitud, la fuerza se distribuye por unidad de largo, o(z). Esta fuerza por unidad de
largo se conecta a la fuerza W que nosotros usamos, de la siguiente forma:

=n

O'(l’l)A(lZZ =W.

©
I

En el grafico Fy 41 versus x, se reproduce el esfuerzo de corte en su version de fuerzas por
unidad de largo distribuidas en una vecindad de W. Este resultado se puede comparar
con el grafico obtenido en el primer punto del ejercicio: s(z) versus x.

Ejemplo

En la Figura [VI.15] aparece un modelo simple de un puente. W, representa una
carga estatica que descansa sobre esta estructura. Todas las barras son de largo a y
tienen las mismas propiedades fisicas.

a) Calcular las reacciones en cada uno de los soportes de los extremos del puente,
generados por la fuerza W.

b) Calcular la tensién en la barra AB de la estructura.

a) Para calcular las reacciones en los apoyos usamos el iinico método que conocemos:
las leyes de Newton y el diagrama de cuerpo libre.

Consideramos el puente como un todo rigido. Las leyes de Newton no tienen cémo
distinguir entre el puente con sus barras y un cuerpo rigido, puesto que no se incluyen las
deformaciones. Las barras sélo identifican donde y en qué direccién actian las fuerzas.
Las ecuaciones de la estdtica permiten obtener los siguientes resultados:

DY F, =0 = Ry=0,

2)Y F, = 0 = Ri+R3=W.
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Calculamos el torque tomando como origen el punto A:

Tw = aW ®

TRy, = 2aRs @ A.—;l E;—.
!

3) .7 = 0= —aW+2aR3=0 " 2

Haciendo uso de las tres ecuaciones obtene-

mos los valores de las reacciones: -R’-"_T'\ O]
A F "
. w R — %74 2a
3 5 1= 5

b) A continuacién calculamos la tension sobre la barra AB. El mismo método usado
aqui puede aplicarse a cualquiera de las otras barras.

Como cada seccion del puente debe estar en equilibrio para que el puente como un
todo lo esté, entonces en cualquier seccién arbitraria del puente se deben satisfacer las
leyes de la estatica. En particular en la seccién que se indica en la Figura a continuacién,
debe cumplirse que:

> F, =0, —T cos 60° +T; =0, A
A L
> F,=0, Ry — Ty sen 60° = 0. T ,
R

rE
>
T]
1

Estas son todas las ecuaciones, puesto que al tomar torque con respecto al punto A,
obtenemos 0 = 0.
Tenemos dos ecuaciones y dos incognitas, T1 y T», por lo tanto el problema esta re-
suelto.
w Ry w

eV, b=

donde 77 y T3 son las tensiones a las que estdn sometidas las barras.
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Figura VI.16: La forma como cae un automdévil en un abismo depende de la aceleracion
que le imprima el conductor en los segundos previos a la caida: si no acelera cae rotando
(Figura izquierda), si acelera no rota (Figura derecha).

VI.5. CENTRO DE MASA

VI1.5.1. Introducciéon

Como ya hemos destacado, las leyes de Newton tratan todos los cuerpos, independi-
ente de su tamano y forma, como objetos puntuales. Todas las fuerzas se concentran en
un punto y es su movimiento el que estudiamos con dichas ecuaciones.

En esta seccion, analizaremos en detalle el movimiento de un cuerpo rigido plano.
Podemos adelantar nuestra conclusion: al aplicar las leyes de Newton a un cuerpo rigido
extendido, existe un punto que lo representa y en el cual podemos aplicar todas las
fuerzas que actian sobre él. Este punto se denomina centro de masa y es puramente un
lugar geométrico: no necesariamente coincide con un punto material del cuerpo.

En lo que sigue demostraremos que el método empleado hasta ahora para resolver
un problema mediante las leyes de Newton, se refiere exclusivamente al estudio del
movimiento de un punto particular: el centro de masa. El formalismo anterior es insufi-
ciente para predecir el movimiento de un cuerpo con respecto a su centro de masa.

Para poder estudiar este movimiento debemos recurrir al torque.

Al introducir el torque, autométicamente se incorporan las dimensiones de los cuerpos
estudiados. La experiencia indica que al aplicar un par de fuerzas, es decir, dos fuerzas
de igual magnitud pero actuando en puntos diferentes y con sentidos opuestos, el objeto
no se desplaza sino comienza a rotar en torno de si mismo. El centro de masa de este
cuerpo debe permanecer en reposo, de acuerdo a las leyes de Newton definidas en la
seccion anterior.

El caso de un automoévil que llega al borde de un abismo y posteriormente cae, es
un ejemplo de la diferencia entre el movimiento del centro de masa (pura traslacién)
y el movimiento de un cuerpo rigido (traslacién y rotacién simultédnea). De hecho, la
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respuesta del conductor en ese instante hace la diferencia en la forma de caer.

Si el automovil se representa mediante un punto, éste describird una parabola en su
calda al mar, como las que hemos estudiado con anterioridad. Esta es la trayectoria del
centro de masa.

A la izquierda de la Figura [VI.16], ilustramos lo que sucede una vez que el punto
donde se supone se aplica el peso del automévil, se asoma al precipicio, su peso genera
un torque que comienza a girar el automovil a medida que cae. Esta rotacién, una vez
adquirida, se conserva y el vehiculo se precipita girando en torno a si mismo.

A la derecha de la misma Figura, se proyecta un caso similar al anterior, con sélo
una diferencia: el piloto del automovil al percatarse de su situacién, no se deja llevar por
el panico sino que acelera el auto al méximo. (Es probable que hayamos presenciado un
auto partiendo con el méximo de aceleracién y observado que levanta su parte delantera).

Como resultado de esta aceleracién del automévil, se genera un torque que tiende a
levantar el frente del automévil. Si este torque equilibra aquel generado por su peso al
asomarse al abismo, el automdvil permanece horizontal (la suma de torques externos es
nula), no adquiere rotacién y el automévil cae sin rotar.

En estos dos casos apreciamos que la incorporacién del torque en el analisis de este
ejemplo, anade informacién acerca de las caracteristicas de la caida de un cuerpo con
dimensiones finitas. Estas propiedades permanecen ocultas cuando representamos un
automoévil mediante un punto material.

(Note que el comportamiento descrito es vélido sélo si el automdévil tiene traccién
trasera. Explique porqué.)

Otro ejemplo interesante ocurre en una rama del atletismo: en salto alto, es posible
mostrar que la técnica que emplean los profesionales de esta especialidad se orienta a
lograr que su centro de masa pase por debajo de la vara y, por supuesto, que el resto del
cuerpo la sobrepase y no la toque. Este ejemplo ilustra la idea que el centro de masa es
un lugar geométrico y no un punto material del objeto analizado.

En la siguiente seccién demostraremos que el centro de masa (CM) de un cuerpo
homogéneo coincide con el punto de simetria de este objeto.

Por ejemplo, en el caso de una pelota de fitbol, el centro de masa se ubica en el
origen de la esfera. Si al golpearla se le aplica una fuerza en una direcciéon que no pasa
por el (CM), la pelota se desplaza (porque hay una fuerza neta aplicada durante un
cierto intervalo de tiempo) pero también rota en torno al CM debido a que la fuerza
externa genera un torque con respeto al CM.

Si la pelota sale disparada con mucha rapidez y rotando con respecto a su centro,
el roce con el aire genera una diferencia de presiéon en caras opuestas de la pelota.
Esta diferencia de presién equivale a una fuerza actuando en la direccién perpendicular
al plano de movimiento de la pelota, que la desvia de la parabola plana, que era su
trayectoria esperada. Esto es lo que los jugadores llaman darle con efecto.
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Figura VI.17: Al aplicar una fuerza en una direccién que no atraviesa el centro de masa
de un cuerpo, se produce un efecto de traslacion y otro de rotacién.

Otro ejemplo en el cual se puede apreciar la existencia de este punto ideal —el centro
de masa— es el siguiente: sobre una mesa sin roce descansa un lapicero. Al golpearlo en
distintos puntos, notamos que en algunos de ellos el lapicero rota notablemente menos
que en otros. De hecho podemos verificar que al golpearlo en un cierto punto, sélo
sufre un desplazamiento y no aparece rotacion. Esto nos indica que la linea de accién
de la fuerza aplicada pasé justo por sobre el centro de masa, puesto que el lapicero se
comportd exactamente como un objeto puntual.

Resumen:

En Estatica podemos tomar torque con respecto a cualquier punto
del espacio.

Las leyes de Newton actuando sobre un cuerpo extendido, se apli-
can concentrando las fuerzas en un punto: el centro de masa.

Si el torque neto con respecto a un punto no es nulo, el cuerpo
comenzara a rotar. Si la direccién de las fuerzas aplicadas atraviesa
el centro de masa, el cuerpo sélo experimenta un desplazamiento.

VI1.5.2. Localizacién del centro de masa

Al resolver el ejercicio de las masas unidas por una barra de largo L, que se equilibra-
ban sobre la punta de un alfiler, obtuvimos una indicacién previa acerca de la ubicacién
del centro de masa. De acuerdo a la sugerencia dada, para equilibrarlas debiamos ubicar
el pivote a una distancia x; de la masa M.

Incluyendo los signos, la soluciéon de este problema es:
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x1 0 X2

M-z =m-zy, T1=-——r L % P— >

_M+m

o .

:M+m

M
—x1 + a0 = L, X9 M L (J m \

Si esta es la configuracion de equilibrio, entonces el punto de apoyo es el centro de
masa del sistema. La razén es la siguiente: el torque generado por el peso de una de las
masas cancela al torque de la opuesta, si tomamos el punto definido por la coordenada
x1 como el origen. La fuerza de reaccién del soporte debe obviamente localizarse en el
mismo punto para no generar un torque y comunicar rotacién al cuerpo.

Con este argumento localizamos la fuerza de reaccién del soporte. Su médulo se
obtiene ubicando todas las fuerzas en el punto de apoyo e imponiendo ) F=0.

Podemos, ademas, repetir el experimento descrito para el lapicero ubicado sobre
una mesa sin roce, ilustrado en la Figura anterior, utilizando ahora a la barra con las
dos masas en su lugar. Con los argumentos desarrollados, sabemos que si le damos
un golpe justo en el centro de masa —definido por x1 é xo—, la barra no rotard y sélo
saldré disparada moviéndose paralelamente a si misma. Si la golpeamos en cualquier
otro punto, la barra experimentard simultdneamente una rotacién y un desplazamiento.

Restringiéndonos a una dimensién, el centro de masa (CM) para un sistema de
particulas, estd definido como:

N
Dim1 MG X
N
2= My

esto es, el CM es el valor medio de la coordenada de cada una de las particulas usando
como factor de peso sus respectivas masas.

Tom = : (VI.13)

En el ejemplo anterior de la barra, la formula del centro de masa da la siguiente
ubicacion para el CM:
—Mx1 +mas 0
€T = = .
CM M+m

Debido a que el numerador de esta ecuacién es nulo, el CM coincide con el origen de
coordenadas.

Una expresion andloga a la del centro de masa se usé en la definicién de la velocidad
media en Cinematica. En ese caso, el factor de peso con respecto al cual se promedié fue
el tiempo durante el cual ocurri6 cada velocidad. En el caso del CM el factor de peso de
la coordenada z; es la masa asociada con ella.

m)
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Asi, encontrar el centro de masa de un sistema de particulas puntuales se reduce a
ubicar la distribucion espacial media de las masas que componen un objeto.

Si consideramos un objeto en dos dimensiones, el Centro de Masa, siendo un punto
matemaético, debe estar representado por dos coordenadas (z, y). La coordenada ycas
se define en forma idéntica a la coordenada xcopy :

Zi]\il m; Yi
25\41 my;

La importancia de esta definicién queda corroborada por la experiencia. Si calculamos
la ubicacién del Centro de Masa de un objeto, usando esta férmula y luego, por ejemplo,
se sostiene el cuerpo desde dicho punto, se observara que el cuerpo no rota. También, si se
le da un impulso, exactamente en dicho punto, se verificara que el cuerpo no experimenta
rotacion, sélo desplazamiento.

Un modelo muy simple de un cuerpo sélido, consiste de un gran ntimero de particulas
puntuales de masa m unidas cada una a su vecina mediante un resorte de constante k.
(Este modelo, por ingenuo que parezca, reproduce varias propiedades importantes de un
solido, entre ellas su capacidad caldrica.)

L
w-m!"“""' =
-
e~

-
L

'”L*LF-'

m{ % mg' m‘a 13‘14 . I'fij_'
,3? k? ; 0
A m
k7 2 #
;_3.‘
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Figura VI.18: Modelo de un sélido unidimensional: masas unidas con resortes (derecha).
Un enrejado de resortes, en tres dimensiones, fue utilizado para estudiar la absorcion de
calor de un cuerpo sélido por P. Debye y A. Einstein.

Volviendo al caso méas simple, aquel de un modelo en una dimensién, el centro de
masa —como ya vimos—, se calcula de la siguiente forma:

7 - ?:1 mi - T

CM M
donde M = > | m; : Masa total del sistema.

Lo que hemos hecho es pesar la posicion de cada objeto con su respectiva masa.

Vale decir que si una particula tiene una masa muchisimo mayor que el resto tendré el
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centro de masa muy cerca de ella, puesto que en la ecuacién anterior la posicién de dicha
particula serd la de méas peso dentro de la suma.

Otro caso donde se emplea un procedimiento similar es en el célculo del promedio
de notas cuando existen pruebas con coeficiente dos. Como su nombre lo indica, estas
pruebas pesan el doble, comparadas con el resto, en el resultado final.

Generalizando esta expresién al
caso de dos dimensiones y escri-
biéndola en forma vectorial:

— i=
ToMm = (VL.15)
i1 M
0 en sus componentes:
n n
=1 - Xy 21y Y
ICM = — =, . Yyem = —=, -
i=1 i =11

Ejemplo
Encontrar el centro de masa de una varilla homogénea de largo £ y masa m.

De acuerdo a la afirmacién que el centro de masa de un cuerpo homogéneo se en-
cuentra en su centro de simetria, concluimos que el centro de masa de una varilla de
espesor despreciable se encuentra justo en su punto medio.

Podemos llegar a este resultado calculdndolo directamente o empleando un truco,
como explicamos a continuacién.

Tomemos el origen de coordenadas en el centro mismo de la barra, procedamos a
dividirla en pequefios elementos finitos y sumar las coordenadas de cada uno de ellos
en forma simétrica con respecto al origen. Debido al cambio de signo de la coordenada
x; al tomar el elemento de barra simétrico en la regién = < 0, la suma se cancela de a
pares: m; - x; +m; - ©; = 0 porque m; = m;, (barra homogénea), y z; = —x;, al tomar
el elemento simétrico con respecto al origen.

Este argumento indica que la coordenada del centro de masa es: xoyr = 0.
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Nota

Al calcular (Zfil m; - x;) debemos considerar siempre las simetrias para acortar el
algebra. De hecho, si el cuerpo es homogéneo (es decir: tiene las mismas propiedades en
todos sus puntos), el centro de masa se ubica en el centro geométrico de la Figura, el
punto que contiene mayor nimero de simetrias.

Figura VI.19: Usando las simetrias de cada uno de los dos cuerpos continuos que se
incluyen, se puede obtener la posicién del centro de masa de ellos, directamente sin
tener que calcular explicitamente.

Obviamente el punto O (en los dos casos de la Figura) es el que posee més simetrias.
Si queremos verificar este resultado nos conviene tomar ese punto como origen de coor-
denadas y sumar en torno a él en forma simétrica:

+Am-z;+Am-z; = 0 (z; <0, 2; >0,)

N
i=1

(puesto que los términos se anulan de a pares).0
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Ejercicio

Demostrar que el centro de masa de un X
disco cuyo origen de coordenadas no coin- ;
cide con su centro, como se indica en la
Figura, es precisamente el centro del disco.
Con este ejercicio debe quedar claro que el
centro de masa es un punto geométrico y i 7
su localizacion no depende de la ubicacién 4>
del sistema de coordenadas. O 2a

X —a

DJ.
— -

De la misma forma como dividimos una barra en elementos infinitesimales, podemos
descomponer un cuerpo de forma arbitraria. Este debe ser dividido en partes pequenas,
pero simétricas, de manera que su CM sea conocido. Con estos datos y la formula del
CM podemos encontrar el centro de masa del cuerpo. Para ello debemos sumar sobre
todos los elementos en que se subdividié el cuerpo, representados por las masas puntuales
ubicadas en su centro de simetria.

Ejemplo

Ubicar el CM del disco de la Figura siguiente.

Figura VI.20: El disco original se compone aqui de un disco imaginario de masa negativa
y de otro completo. El centro de masa se obtiene con la férmula usual para el CM. Con
esta estrategia, acortamos el cdlculo en forma considerable.

Por simetria, el centro de masa se debe ubicar en el eje x, es decir con yopr = 0. Para
demostrarlo, comenzamos por la expresion del CM:

N
Doim1 MG Y

Yycm = N
Zi:l mg
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Como podemos sumar esta expresion en la forma que mas nos convenga, tomamos dos
elementos de masa, m; y mj, simétricos con respecto al eje x; asi se cumple que y; +
y; = 0. Como ademds el cuerpo es homogéneo, elegimos los elementos con igual masa:
Am; = Am; = Am, de esta forma se cumple [Am]y; + [Am]y; = 0. Si sumamos de a
pares en esta forma en el resto del disco tenemos Am Zfil v =0 =younm.

Estos métodos serdn abandonados al utilizar el calculo integral en estos problemas.

i, Cémo evaluamos xopr?

Debido al orificio de radio r = a, no existe simetria con respecto al eje .

Para resolver este problema utilizamos un truco: Las ecuaciones no pueden saber que
no existen masas negativas. Nos aprovechamos de esto y consideramos el problema como
la superposicion de dos masas imaginarias que al sumarlas nos dan el disco original, con
la seccion que le falta. Estos dos objetos son:

= Disco lleno de radio b y masa Mj. 7
(-m)
» Disco de radio a y masa —m (ne-
gativa), ubicado justo donde falta el ( '
pedazo en el disco original.

Al superponerlas se obtiene la geometria propuesta, ya que la masa negativa cancela
su equivalente de masa positiva en el disco lleno.

i Qué valor toma la masa —m, que debemos superponer sobre el disco completo?

En primer lugar, deberéd tener las mismas dimensiones que el disco que falta en el
original. Ademds, el valor de su masa debe ser igual (en magnitud) a la masa de un disco
del mismo tamaiio.

Note que M = —m + M,, el disco original es igual al disco de masa M, menos el
disco de masa negativa. M es la masa total del disco original, con el forado.

Como la densidad de ambos discos debe ser la misma, tenemos:

M() m a2
P=%02h ~ ma’h et
Donde p es la masa del disco y h su espesor. La masa del disco imaginario es:
2
a
m = —bizM[)

Puesto que el centro de masa es una sumatoria, siempre es posible sumarla en el orden
que mas nos convenga. Lo Uinico relevante es no dejar fuera ninguna de las componentes
de la suma.

Por simetria, podemos deducir rapidamente que el centro de masa de un disco lleno
homogéneo, M,, se ubica en su centro (ver Ejemplo anterior). El centro de masa del disco
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con el orificio se calcula entonces como la suma de los centros de masa de dos cuerpos:
el disco lleno y el de masa negativa. Este tultimo se superpone a My de forma que su
centro coincida con el centro del disco que falta en el problema original. El resultado
se puede obtener considerando ambos como particulas puntuales de masa M y —m,
respectivamente, ubicadas en su centro correspondiente. La expresion que resulta es:

CL2
M, ~ M
0 0+c b2 0 —CLQ'C C'CL2
(=1) :

a b* —a b* —a
My — 55 Mo

La ubicacién del centro de masa no depende de la masa My ni de su densidad. Este
resultado era esperado puesto que —en los cuerpos homogéneos— el CM es un punto que
depende de la geometria del sistema.O

Ejercicio

La expresion obtenida anteriormente es vélida si (a + ¢) < b. Explique porqué debe
cumplirse esta desigualdad. ;Es vélido este método si (a + ¢) > b?

Resumiendo:

e En la expresién de ., el primer término de la suma es 0 - My, porque la masa del
disco lleno es M y su centro de masa se ubica en el origen de coordenadas, por lo tanto
z = 0.

El otro término corresponde al producto de la masa del disco imaginario por la
distancia desde el origen hasta el centro de este disco que, obviamente, coincide con su
centro geométrico.

e Hemos resuelto el problema del disco con un agujero circular como una superposi-
ciéon de dos discos. Hemos reemplazado cada uno de los discos por una masa puntual
ubicada en su centro, que corresponde al Centro de Masa de cada uno de los discos.O

VI.5.3. Movimiento del centro de masa

Estudiemos la dinamica del centro de masa. El resultado que obtendremos fue ya
adelantado: el centro de masa se mueve como un punto que concentra toda la masa y
esta sometido a la suma de todas las fuerzas externas.

Supongamos que las masas de la Figura descansan sobre una mesa sin roce y estan
oscilando en direcciones al azar. Simultaneamente, estdn moviéndose como un todo en
una direccién arbitraria. Esto ultimo quiere decir que si se suprimieran las oscilaciones
de cada punto, el cuerpo se desplazaria como un sélido rigido en una cierta direccién.
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Supongamos que el sistema consta de un
ntmero mucho mayor de particulas que las o
que aparecen en la Figura: ;Cémo pode- k ;:""\ K
mos extraer alguna informacion general m .{,r ;
acerca de este sistema? | 3 1 m
Conviene recurrir, en primer lugar, a las l*m J‘ k
propiedades del centro de masa. Sin duda m ok
es el mas facil estudiar:

o D el My T - Zz]\;l My - Y;

TOoM = N ) Yyom = N
2im1 M 2im1 M

Estudiemos en detalle la coordenada x. El resultado obtenido sera similar a lo que suceda
con la coordenada y. Ordenemos primero la ecuacién del centro de masa:

N N
lZmZ] QZCM(t) = Zmz . l‘z(t)

Ahora hacemos lo usual en cualquier problema en que exista movimiento, tomamos
la diferencia entre dos instantes ¢ y to separados por un intervalo At y simultdneamente,
tomamos el limite At — 0, para poder aplicar las leyes de Newton al movimiento de
cada una de las particulas:

. N et +At) —zont)] &  [@(t+ A) — 24(t)
i, | (o) e S e O] -5 (g [ 502 0T),

=1 =1

<wCM(t + At) —zoum(t)

At > EUC’M‘%

N
ero m; =M lim
p ; ¢ Y At—0

con lim <

x;i(t + At) — x(t)) = vl
AR = Vj|z,

At

la componente = de la velocidad de la particula i—ésima.
Reemplazando en las ecuaciones anteriores, tenemos:

N
M ﬁCM(t) = Zml . 171(75)
i=1
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Definiendo el término de la izquierda de la ecuacién como la cantidad de movimiento
del centro de masa y la expresién de la derecha como la cantidad de movimiento de cada
una de las particulas, obtenemos la siguiente expresion:

- N
Pou(t) = pilt)
i=1

Derivando esta expresién para extraer la fuerza que actiia sobre cada una de las particu-
las, tenemos:

- Pom(t+At) —Pou(t) Y pilt + At) = pi(t)
Aim, At = A (LT ’
AP N [Af
1 = lim
At—0 At At—0 | At

En este ultimo paso, hemos usado —entre otras propiedades— que el limite de una
suma es igual a la suma de los limites de cada una de sus componentes.

A continuacién tomamos el paso méas importante: introducimos la fisica al problema,
incorporando las leyes de Newton en estas expresiones:

Api =)
=F
At e

donde FZQ& es la suma de todas las fuerzas que actian sobre la particula i-ésima: esta
es la segunda ley de Newton. La aceleracién de una particula puntual es proporcional a
la fuerza neta que actia sobre ella. En este caso F”e(;)t, identifica la suma de las fuerzas
que las otras particulas, a través de los resortes, ejercen sobre la masa i—ésima, mas las
fuerzas externas —como la gravitacién u otras— que actian sobre la particula.

El primer grupo de fuerzas: aquellas que son generadas por las otras particulas del
sistema, se denominan internas. Es conveniente distinguirlas del resto porque —como
demostraremos a continuacién—, a partir de la tercera ley de Newton de accién y reaccion,
estas fuerzas internas se anulan entre si.

Introduciendo estos resultados en la ecuacién anterior:

APcy Ap;

At :; At :;FZ
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La fuerza F* se descompone, como ya se indico, de la siguiente forma:

= éxt + K iznt
fuerzas externas fuerzas internas,
actuando sobre la provenientes del resto
particula i—ésima. de las particulas,

actuando sobre la
particula i—ésima.

Las fuerzas internas que actiian sobre la particula i—ésima, que provienen del resto de
las particulas, se escriben como:

. N ..

7 _ VK]

int_ZF :
JFi

Reemplazando en la ecuacién anterior:

AP, =\ ; i j ' 'j
AC7;M - Z (Féxt. + I ilnt) - Z Foxt + Z Fin = Z Fext T Z Fizr]lt
7 ? ?

i=1 i \j,Comij

Por el principio de accion y reaccion, todas las fuerzas internas se anulan de a pares
entre si, por lo tanto:

Z Z Fllrft =0, puestoque FU 4+ Fit=0, Vi # j (VI.16)

i Ji#]
la fuerza con que la particula identificada con la letra i actia sobre la particula j, es
idéntica pero de sentido opuesto a la fuerza que esta misma particula, j ejerce sobre la

i, y por lo tanto se cancelan de a pares. Finalmente, después de esta simplificacién, la
ecuacién de movimiento del centro de masa queda:

Y AP - , . .
Z AL F,..;, = sblo sobreviven las fuerzas externas al sistema.
i=1

Resumen:

APry =

At =F externas al sistema



VI.5. CENTRO DE MASA 289

Escrito de otra forma: Aﬁ(;M = F;xt At. (VL.17)

Se desprende de este resultado que si no existen fuerzas externas
sobre el sistema, F.,; = 0, el centro de masa se mueve con momentums:

Pcyr = constante.

Este es un resultado importante. Se utiliza especialmente en el estu-
dio de choques de particulas.

En el caso de las masas unidas por resortes, referidas al comienzo de esta seccién, por
arbitrarias que parezcan alli las vibraciones del sistema, éstas deben ser de tal forma que
el centro de masa viaje en linea recta y no oscile, puesto que no existen fuerzas externas
al sistema. Todas las fuerzas son internas.

Ejemplo

Se tienen dos particulas de igual masa que, mediante un hilo, comprimen un resorte
que las separa. El sistema se lanza con velocidad v,(0) = vg, v,4(0) = vp; al llegar a su
maxima altura, el hilo se corta, y en ese instante las masas se separan con una velocidad
vg con respecto al centro de masa. Ubique el lugar donde caen las dos masas. Encuentre
el lugar donde se encuentra el CM del sistema cuando ambas particulas tocan el suelo.

Nota

Suponemos que al separarse las particulas s6lo adquieren velocidades en la direccion
horizontal.

Hemos elegido la velocidad con que se separan las masas, medidas con respecto al
CM, igual a la velocidad inicial vy, para disminuir el algebra del problema.

Como ambas componentes de la velocidad son iguales, entonces el angulo de lanza-
miento fue de 45°.
Al llegar a su méxima altura h:

v2
2g-h:v8, h = i ,

el objeto explota. La semiesfera A queda en reposo con respecto a la tierra, puesto que
en el enunciado se afirma que su velocidad después de la explosién es precisamente (—vy)
con respecto al Centro de Masa. Al sumar las velocidades se cancelan y, en consecuencia
M 4 cae verticalmente.
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Explosién
&~ B
2 Y =
s C.M.
e < »< >
L I I
=0 v
>V, 43 T
O——>4d b
Explosion A B

La semiesfera B sale disparada en la direccién horizontal con una velocidad 2vg y
por lo tanto alcanza una distancia 2 L (ver Figura), ya que B —o cualquier otro cuerpo—
demora lo mismo en caer una altura h que en elevarse hasta esa misma altura.

Recordemos que ambos movimientos (horizontal y vertical) son independientes y
que por lo tanto A y B tocan el suelo simultdneamente. El centro de masa viaja como
si nada hubiera ocurrido, porque la explosion origina sélo fuerzas internas y este punto
matematico cae justo en el punto medio del trazo que separa ambas particulas al tocar
tierra.

Este ejemplo muestra que el centro de masa es un punto matemdtico que no nece-
sariamente coincide con un punto material del cuerpo que representa. O

Figura VI.21: Designamos por y la distancia que se ha desplazado el centro de masa del
bote.

Ejemplo

Un estudiante de masa m estd sentado en un extremo de un bote de masa M. El
mar estd tranquilo y no hay viento. Al acomodarse, el estudiante realiza un movimiento
brusco y la bolsa con la merienda, ubicada al otro extremo del bote, cae al mar. De
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inmediato corre hacia el otro extremo —con una velocidad v con respecto al bote— para
recuperarla. Si el largo del bote es L metros, ja qué distancia de la bolsa se encontrard el
estudiante cuando logra alcanzar la otro punta del bote?

Puesto que en la direccién horizontal no existe ninguna fuerza externa, el momentum
del sistema estudiante—bote se conserva. Como inicialmente el bote estaba en reposo, el
momentum inicial es nulo. Supondremos que las velocidades son constantes, tanto del
bote como del estudiante. Esta suposicién no es esencial, s6lo simplifica los cédlculos.

Pom =0 = Pogtudiante T Fhote =m (0 —=V) =MV,

donde (v — V') representa la velocidad relativa del estudiante con respecto al mar. Hemos
supuesto, como es natural, que el bote se mueve en sentido opuesto al estudiante. La
velocidad del bote es:

_ m
T m+ M)

Todo esto transcurrié en un intervalo de T = L/v segundos. (Recordemos que v es la

velocidad del estudiante con respecto al bote.)

Como el bolso permanecié sin moverse en el agua, cuando el estudiante llegé al otro
extremo, la distancia que los separaba era el desplazamiento del bote con respecto al
agua, y:

m L _ m
m+d) v YT (mt M)
En este resultado no figura la velocidad que llevaba el estudiante; sélo depende de las
masas y el largo L del bote.

Lo que sucede es lo siguiente: si el estudiante trata de ir méas rapido, debe empujar
con mayor fuerza con su pie en el piso para darse mas impulso, esto genera —a través
del principio de accién y reaccién— una mayor velocidad para el bote. El estudiante se
demora menos en llegar al otro extremo, pero el bote viaja més rdpido, compensandose
un efecto con otro.

Resolvamos este problema empleando solamente las propiedades del CM. Como no
hay fuerzas externas y el sistema est4 inicialmente en reposo, el CM no puede desplazarse:
debe permanecer en el mismo lugar desde el comienzo hasta el final de la carrera.

Tomemos como origen de coordenadas un punto —en el mar— que coincida con el
extremo del bote donde se encuentra inicialmente el estudiante. A continuacion escri-
bamos la ecuacién del CM para los instantes ¢ = 0, cuando la merienda cae al mar y
t =T, cuando el estudiante llega al otro extremo:

- m-0+M-L/2|  m-(L—y)+M-(L/2—-y)

Lem — - )

m+ M t=0 m+ M t=T
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despejando y de la segunda igualdad, se obtiene el resultado anterior, sin necesidad de
hacer ninguna suposicién con respecto a las velocidades.

Figura VI.22: Los dngulos de la cuna son « y (. No existe roce en ninguna de las
superficies de contacto, incluyendo el piso. A la derecha, se ha suavizado el angulo 3 de
manera que la masa m tenga, al tocar el piso, sélo una componente horizontal para la
velocidad.

Ejemplo

Las superficies de los objetos de la figura: la cuna, el bloque y el piso, no tienen roce.
La cuna tiene una masa M, altura h y el lado que estd en contacto con el piso, largo L.

Si el bloque de masa m se deja caer desde el vértice superior de la cuna y 3 > 0:

a) jcudl es la posiciéon de la masa m, al llegar al piso? En esta pregunta y en las
siguientes suponga que el bloque es una masa puntual, con el objeto de reducir los
calculos.

b) ;Cudl es la relacion entre la velocidad de la cuna y la velocidad de la masa m?
Escriba la ecuacion de la conservacién de la energia para este caso.

c) Para el caso en que § = 0 (ver Figura), ;cudl es la velocidad de la cuna y la masa
m cuando esta tltima toca el piso?

a) Como el CM permanece estético debido a que no hay fuerzas externas en la
direccién x, se tiene que:
m-0+M-L/3 m-(L—y)+M-(L/3—vy)

X = = ,
o m+ M t=0 m+ M =T

donde establecimos el origen de coordenadas en un punto fijo al piso pero que coincide,
en el instante inicial ¢ = 0, con el vértice recto de la cuna. Supusimos, ademas, que su
centro de masa se desplaza una cantidad y durante la caida de la masa m.

Nota: El centro de masa de un tridngulo es: Tiriangulo = L/3. (Ejercicio).



VI.5. CENTRO DE MASA 293

De la tltima ecuacién, obtenemos que y = (m L)/(m + M) y por lo tanto la masa m
se ubica a una distancia (M L)/(m + M) del origen de coordenadas fijo al piso.

b) La velocidad de la cuna tiene sélo una componente horizontal y la designamos
por V.. La masa m tiene velocidad u; y u,. Por conservacién del momentum, se cumple
que:

Poyy=0 —= —MV,+mu, =0.

Hemos supuesto que la masa M se desplaza hacia la izquierda de la Figura.
La conservacién de la energia mecanica en este ejemplo, genera la siguiente ecuacion:

2

1 1 1
mgthMVf—i—Emug—}—gmuy,

si reemplazamos el valor de V,, en esta ecuacidn, se llega a:

1 m 9 1 9
mgh=-m|—+1]u —mu;.
I =3 <M * > 2 gy
¢) Cuando la cuna se deforma y el dngulo 3 se anula, desaparece la componente
vertical de la velocidad y en este caso podemos encontrar, con estos métodos, la velocidad
de ambos cuerpos M y m. La velocidad de m se obtiene despejando de la ecuacion de
conservacion de la energia mecdnica, la velocidad u,:

2Mgh 2Mgh
B -3

m + M x:M m+ M

Ejemplo

Dos masas mj1 y me, descansan sobre una mesa sin roce. Un resorte de constante
k es comprimido una distancia d, con meo pegado a la pared y enseguida el sistema es
abandonado desde el reposo.

a) Encontrar qué distancia viaja m; antes que mgy comience a moverse.

b) En el instante que mg ha perdido el contacto con la pared, ;cudl es la velocidad
del CM? ;Cuadl es la velocidad de cada una de las masas?.

a) Siempre que el resorte esté comprimido la masa mg permanecerd apoyada en la
pared. Cuando el resorte alcance su largo natural, no habra fuerza sobre mg, y por lo
tanto, tampoco contra la pared. Esto ocurre cuando my ha recorrido una distancia d.
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* CM
i ’ i 4 ;
M, k : R e [ ]/
- T A
R ¥ R =0

| .

M, M, p—— { M, M, |

_ | I—
I LT N e T

Figura VI.23: No hay roce entre los bloques y el piso. El resorte no tiene masa.

b) Cuando la masa mg deja de presionar a la pared, no hay ninguna fuerza horizontal
actuando sobre el sistema. A partir de ese instante el CM se desplazard con una velocidad
constante igual a:

mivy +0

Vem = ————.

mi + ms

Por conservacion de la energia, tenemos:
2 2 2
miv kd kd
Ei = Ef = L= , = U1 = )

2 2 mi

de esta forma la velocidad del CM es:

\/kd2 mq

‘/cm: .
mi + mg

A continuacién nos ubicamos en un sistema de referencia que se mueva con el CM. En
este sistema las velocidades de la masas son:

o mo kdz mi kd2
Uy =v1 — Ve, = s up = — Ve = —
mi + me mq mi1+mg | my

Y

donde u1 y uo son las velocidades relativas al CM de m y meo respectivamente.

Al despegarse de la pared, las dos masas continuaran oscilando con respecto al CM.
Las condiciones iniciales para describir esta oscilacion en el sistema CM, son las si-
guientes: el resorte adopta su largo natural en ese instante y u; y us representan las
velocidades iniciales de cada una de las masas. O
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Resumen:

Existe un punto matematico que representa al objeto y cuya dinami-
ca ocurre como si sobre él actuaran todas las fuerzas externas al
sistema:

APoy = AKX Fouy).

Si el cuerpo no es puntual, ademds de la expresién anterior debemos
usar el Torque.

Si un cuerpo rigido no rota
o gira con velocidad angu-
lar constante y su centro de

masa permanece en reposo, Fo
entonces:
Zﬁext — 07
Mg
F'l
Y1 = 0.
Estas son la ecuaciones de la Estdtica.
V.. MOMENTO ANGULAR
VI1.6.1. Definicién
La definicién de momento angular es:
L=FAP (VL.18)

Comenzamos con la definicién del producto vectorial aplicada al momento angular, uti-
lizando los vectores que la definen: ¥y P.
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El médulo de E, estd dado por:

L = || P|senf. 0 ?
El sentido de L estd determinado
por la regla de laqmano derecha, y _FV
puede entrar (= L = L Q), o salir
del plano determinado por 7y p, 0> - »
(= L=LQO). J

Recordemos que 6 es el dngulo mas pequeno entre 7y p.

Momento angular de una particula rotando

Calculemos el valor del momento angular para el caso mas simple. Una particula de
masa M que gira describiendo una circunferencia de radio r. El momentum lineal es:
P =m, donde ¥ es tangente a la circunferencia y por lo tanto el d&ngulo que forma con
el radio es # = w/2. El médulo de la velocidad tangencial es v = wr.

Figura VI.24: Momento angular de una particula moviéndose a lo largo de una circun-
ferencia.

L = m|F||U|senb, con |Fl=r y |U=wo,
L = mrvug, donde v} =wr en una circunferencia (VL.19)
L = mrwr

L = m-r* w. (VI.20)
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Esta tltima expresion representa el Momento Angular de una particula que describe
una érbita circular. La velocidad angular w no debe ser necesariamente constante. La
férmula obtenida es general para el movimiento circular.

Momento angular de una barra rigida

;,Cual es el momento angular de una barra que gira en torno a un extremo?

Este es un ejemplo de un sélido con dimensiones finitas. Para encontrar el momento
angular de la barra, la descomponemos en una serie de trozos infinitesimales y calculamos
el momento angular de cada uno de ellos, considerados como una particula. Al sumar el
momento angular de cada uno de ellos obtenemos el momento angular de la barra.

La exactitud de este método depende del error incorporado en la aproximacion.
Los elementos infinitesimales son, al fin de cuentas, pequenas barras que nosotros hemos
confundido con una particula puntual. Mientras mas pequeno sea el largo de estas barras
infinitesimales y menor su ancho, mejor serd la exactitud de este método.

Figura VI.25: Descomposicion de una barra continua en elementos muy pequenos que
finalmente, en el cdlculo, son considerdos como particulas puntuales.

El momento angular de este sistema de particulas es:

N
L= Z My T2 Wo (VI.21)
n=1
wp : es la velocidad angular de la barra. No es necesariamente constante.
rn,  :indica la distancia que separa a la particula n—ésima del centro de giro.

m, :es la masa de la particula n—ésima. La suponemos igual para cada uno
de los elementos en que se dividié la barra.

El procedimiento usado consistio en dividir la barra en elementos de largo A — todos
iguales—, tal como se indica en la Figura. El valor de r, lo elegimos de manera que
identifique el punto medio de cada uno de los elementos en que se dividi6 la barra. Este
punto medio es el centro de masa de la barra infinitesimal.
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1 A
Ty = <n — 2) A= (2n— 1)5, n=123.., (VI.22)
m, = mg, lamasa esla misma para cada uno de los trozos A,
w = wgy, w no depende de n,

N AQN
L = myw 2] = mowo (= on —1)2
00<nz_:1n> 00<2) Z( )

n=1

L = mowp (2)2 [%(4712—471—1—1)

n=1

(V1.23)

Resumiendo, hemos considerado la barra rigida como un agregado de puntos ma-
teriales que rotan con una velocidad angular wy constante, con respecto a uno de sus

extremos.
_
/

Figura VI.26: Modelo usado para calcular el momento angular de una barra rigida. En
rigor, este modelo identifica la barra con un segmento de una linea recta: no consideramos
su ancho. Incluirlo complica el dlgebra y no agrega nada conceptualmente nuevo.

Definimos ry, = (n — %) A para indicar el Centro de Masa de cada uno de los trozos
en que se dividi6 la varilla. De esta forma, para n = 1, el CM se ubica en A/2 y para la
n—ésima particula, tenemos (n A — A/2) = (n — 1/2)A.

Resumen de los resultados sobre series

En el parrafo que sigue, citamos los resultados acerca de series que son necesarios
para resolver este ejercicio.
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N N(N +1
Y- S

N
don? = %(2N+ (N +1).

Recordemos que:

N N N
ZAan—l-Bb Z +BZ

Con A y B independientes de n. Los otros
coeficientes a, y b, pueden depender de
n.

VI.6.2. Momento de inercia de una barra

Retornando a la sumatoria [VI.23]. Si desarrollamos cada uno de los términos inclu-
idos alli, obtenemos la siguiente expresién:

L = mowo— lsz —Z4n+21]

el resultado de cada una de las sumatorias es:

Y

— g w A2 []g(zN+ 1)(N +1) — N(N2+1) + ﬂ

y finalmente, ordenando la suma:

A? N(N +1) A2N
= mowo lN(2N+1)(N+1)—A2 (2+ )+ 1

. ] . (VL24)

El paso siguiente consiste en lograr que esta suma de pequenas barras se aproxime
lo mas posible a una barra continua. Para ello imponemos que N — 00, esta operacién
equivale a subdividir repetidamente cada trozo infinitesimal de la barra, es decir:

A—0, N—oo de forma que se cumpla
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lim N-A = /¢, con /= largo de la barra. (VI.25)

N—o0
Ademas: lim [N-mgp] = M, masa de la barra. (VI.26)
N — o0
mog — 0

Agrupando explicitamente en la sumatoria [VI.24], cada uno de los productos: A - N
y mo - N, la expresién del Momento Angular L, toma la siguiente forma:

L = wo{é(moN)[QNAJrA][NAJrA]

—?AN[AJ\HAHAN- ATO}.
donde usamos: AZ2N +1)(N +1)= (2NA + A)(NA + A).
Ahora si: A — 0, mg — 0, N — 00,
con A-N=1/, N -mog=M entonces tenemos:

L = w éM(2€+A)(€+A)—%£(€+A)+§Amo ,

M2

En la ultima igualdad, descartamos los términos que contenian como factores a A y m,.
Esta determinacion se tomé porque ambos términos tienden a cero. Su efecto en la suma
se desvanece en este limite, frente a los otros términos que permanecen finitos.

El factor que acompana a wg depende solamente de la geometria del cuerpo y de la
ubicacion relativa del eje de rotacién dentro del cuerpo. Este término tiene dimensiones
de masa multiplicado por largo al cuadrado. Recibe el nombre de momento de inercia y
se identifica con la letra I.

I = momento de inercia. Sus dimensiones son: [M] - [L]?

1
I = §M£2, (VI1.28)
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este es el momento de inercia de una barra evaluado con respecto a uno de sus extremos.
La barra tiene largo £ y masa M.

La expresion genérica del momento de inercia I, de un objeto es:
I=kMI?

donde k es un nimero determinado por la geometria del cuerpo y la
posicion del eje con respecto al cual se calcula el momento de inercia
I. M eslamasa del cuerpo y L, representa una longitud caracteristica
del objeto.

No existe un valor unico de [ asociado a un cuerpo, como se ilustra a continuacion.
Ejemplo

Calcular el valor del momento de inercia de una barra que rota con respecto a un eje
que pasa por su centro de masa.

El largo de la barra es £ y su masa M.

N
1= Z My, 72
n=1

Sabemos que es posible realizar esta suma
en cualquier orden sin alterar el resultado.
Entonces podemos considerar este ejem-
plo como una suma de dos barras inde-
pendientes, cada una de largo ¢/2 y masa
M)2.

Esta es la férmula que se usé anteriormente. Aqui 7, sefiala cada uno de los trozos en
que se subdividio la barra. Como es una suma, podemos hacerla en la forma que méas nos
convenga. Primero debemos sumar los términos hacia un lado de la barra y enseguida
el resto, esto es lo que hacemos en la primera linea de la ecuacién que sigue. Ya hemos
calculado anteriormente cada una de las sumas; su valor se inserta en la segunda de las
ecuaciones que se muestran a continuacién:

N/2 N/2

2 2

I = Z mnrn+z mg T,
n=1 k=1
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(5) ) ()6

] = —[— ) (= + (=)= ,

3\ 2 2 3\ 2 2
_ 1 2 1 2
= g MO+ ML,

I = Lue (VI.29)
12 ‘ '

Este es el valor del momento de inercia de una barra que gira con respecto a su punto
medio. Como se aprecia, siempre tiene un valor proporcional a M -¢2. El factor numérico
que lo multiplica depende de la posicién relativa del eje de giro en el cuerpo.

Ejemplo
Calcule el valor del momento de inercia de la misma barra anterior, pero ahora
tomando como referencia un eje perpendicular al plano del papel, ubicado a una distancia

% de su extremo.

Respuesta:

1 3M_ 3L 1 M. L
T o= 220y (252 22y 22
I:lMLQD

48
Resumen:

La expresion para el momento de inercia I, se obtuvo a partir del
momento angular de una particula que gira en un plano describiendo
una circunferencia.

El momento angular de un cuerpo en torno a un eje fijo es:

. N
L= #Api=13, (V1.30)

1=1
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donde el & apunta en la direccion perpendicular al plano y cuyo
sentido queda determinado por la regla de la mano derecha. Coincide,
ademas, con el sentido determinado a partir del producto vectorial
A p.
N
I=5 m,r= /dmrQ. (VL.31)
n=1
I es una cantidad que depende de la ubicacién del eje de rotacion y

de la geometria del objeto.

Si el cuerpo es un sélido
rigido y rota con velocidad
angular w alrededor de
un eje, podemos escribir en-
tonces:

N
L= mirfwy=lw.
i=1

VI1.6.3. Torque y aceleracién angular. Rotaciéon con respecto a un eje
fijo

Si el eje de rotacién mantiene fija su orientacién y el cuerpo no se deforma o cambia
la posicién relativa de sus componentes; la variacién del momento angular en el tiempo
se obtiene de la siguiente forma:

L _ w(t + At) — w(t)
dat Alglo I ( At ) ’
donde I = constante, por ser un sélido rigido.
— I Ym (w(t + At) — w(t)) 7
At—0 At

dL
T I, donde« es la aceleracion angular.
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Para incorporar el torque en la tltima ecuacién, utilicemos la definicion del momento
angular: L=7NA p'y derivémosla con respecto al tiempo para conectarla con la expresion
anterior.

Comencemos enfatizando dos puntos: primero, realizaremos este célculo para una
particula y posteriormente, generalizaremos al cuerpo entero, sumando sobre cada una
de ellas. Segundo: en un sélido rigido, todas las particulas tienen la misma velocidad y
aceleracion angular, w y «, respectivamente.

Por definicién:

dL {F(t + At) AP (t 4 At) — 7(t) A p(t) }
— = lim
dt  At—0 At

Debemos aplicar la condicién de Leibnitz —que caracteriza a toda operacion que se
denomine derivada—, a esta ultima expresion. Esta condicion afirma que:

I At +At)- Bt + At) — A(t)B(t)
A}slllo{ At } N
= ) gim, [P0
, At + At) — A(t
o, [0

Entonces, en el caso del momento angular L,

, AL_ , 7t + At) — 7(t)
A?EOM—[&EIO( At )] "

S
_|._

+ 7(t) A lim

Jim {ﬁ(t +At) - ﬁ(t)} 7

At

el primer término es cero, puesto que P = m ¥, y por lo tanto es paralelo a . Finalmente,
obtenemos:

dL _ =
r A Fexternas

!l

(VL.32)
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Resumen:

Acortamos el calculo para no alargar excesivamente el texto. Por ejemplo, falta la
sumatoria de esta expresion con respecto a cada una de las particulas: es decir, en ¥ A p),
deberia aparecer ), 7; A p;. También falté analizar el efecto de las fuerzas internas y
estudiar como se cancelan los torques generados por estas fuerzas, por efecto del principio
de accién y reaccién.

El resultado final es el exhibido en la ecuacién [VI.32], donde L representa el momento
angular del cuerpo rigido y 7 el torque externo que actia sobre el sistema.

Las expresiones obtenidas a partir de la definicién del momento angular L y de su
derivada son:

dL
— =T VI.33
- (V1.33)
AL = At 7. (VI.34)
Para un cuerpo rigido:
7T = la. (VL.35)

Si . 7=0, = AL = 0= L = constante. (VI.36)
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le

Figura VI.27: Barra rotulada en A y sostenida por un hilo desde el extremo opuesto.
Al cortarse repentinamente la cuerda, la reacciéon en el punto A disminuye, como se
demuestra en el Ejemplo siguiente.

Ejemplo

Una barra de masa M, largo L y momento de inercia I4 con respecto al punto A,
(I4 = %M L?), est4 sostenida por un hilo en el punto B y puede girar alrededor de un
pivote en el otro extremo. Repentinamente el hilo se corta.

a) Calcular las reacciones en el punto A y la tensién de la cuerda en B, antes de
cortarse el hilo.

b) Calcular la reaccién R en A y la aceleracién angular « inmediatamente después
del corte de la cuerda.

Respuesta:
a) No existen fuerzas horizontales, entonces sélo existen componentes verticales, y al
aplicar las leyes correspondientes a la estatica, se obtiene:

RA = TB = % Mg
b) Note que se piden estos valores exactamente después del corte de la cuerda, puesto

que en un instante posterior el problema se complica, porque el torque va a depender
del valor del dngulo que la barra forme con la horizontal.

Aplicando la segunda ley de Newton en el centro de masa de la barra, tenemos:
1) R—Mg= M acu,
y calculando el torque con respecto al extremo fijo A,

Z 74 = Ia, y reemplazando la expresion del torque,



VI.6. MOMENTO ANGULAR 307
t4)

l ' R
R, Ty

Figura VI1.28: Diagrama de cuerpo libre para el caso estético, antes de romper la cuerda
(izquierda) y justo después que se corta.

: 1./2 ‘r L/2
o Mg
W=0en t=0"

Figura VI.29: Diagrama de cuerpo libre de la barra justo en el instante en que se corté el
hilo. Se ilustra también la relacién entre la velocidad angular y la velocidad lineal del
centro de masa.

CM. teo
Mg

2) Mg-—= =Ia.

L
2

Existe una relacién geométrica entre la aceleracién angular y la aceleracién del centro
de masa, cuando la barra comienza a girar con respecto al punto A:

L
3) acm =a- 5.

Ahora ya tenemos suficientes ecuaciones para resolver este problema. Despejando «
de la ecuacién 3) obtenemos:

1 1
—“MgL?=Tacy = §M L?acy,  de donde:

4
3 1
a = - R=-Mg.O
CM 4 gy 4 g
Es interesante hacer notar que el extremo de la barra tiene una aceleracién de:
2 3
CLB:OéL:aCMfL:*g.

L 2
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Podemos hacer un experimento para saber si este resultado es correcto: colocar una bolita
en el extremo de una barra, similar a la del ejemplo reciente pero que haga un cierto
angulo sobre la horizontal. Si repentinamente soltamos la barra, la bolita experimenta
una aceleracién igual a g, por lo tanto debe caer més lentamente que el extremo de la
barra y ademas verticalmente, con lo cual alcanzard un punto mas al interior de la barra.
Se puede hacer, en ese punto, una concavidad para que la bolita se instale alli al final
de su caida y, con esto, verificar los resultados obtenidos aqui.

Ejemplo

i Qué sucede si la barra forma un dngulo 6 con respecto a la horizontal? ; Cudl es el
valor de la aceleracién en el extremo de la barra?

Todo es similar al ejemplo anterior, excep-
to que:

FAG rgsen(f+ m/2), == 0

= rgcosf Q. Mg

Las ecuaciones de Newton, el torque y la relacién entre la aceleracién angular y lineal,
para el caso en que el hilo se acaba de cortar, se escriben a continuacién:

1) Macy cos® =—-Ry+ Mg,
2) Macpysent = Ry,

3) Mg%cos@ =Ila Q,

Sl

4) acm =«

Donde T es la fuerza tangencial que ejerce el piso sobre la barra. R es la reaccién normal
del piso.

Despejando la velocidad angular en funcién de la velocidad del CM de la ecuacion
4) y reemplazdndola en la ecuacién 3), obtenemos:

M g cos 6 L? 3

acp = T = — g cos 0,
gML24
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esta es la aceleracion del CM. En el extremo de la barra se cumple:

3
= — 9-
a = 7 g cos

2
Sicos 8 > - = ap > g, en el instante en que se corta el hilo de la barra.
Ejercicio

Calcular la posicién de la cavidad de manera que la bolita al caer, desde un extremo
de la barra, se ubique en el recepticulo.O
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Ejemplo

Demuestre que al calcular el torque con respecto a un extremo de la barra y con-
centrar todo el peso en el CM, como se hizo en el ejemplo anterior, se obtiene el mismo
resultado que al evaluar el torque generado por el peso de cada elemento infinitesimal
de barra con respecto al mismo punto.

En la ecuacién 3) del ultimo ejemplo, usamos el peso del cuerpo M g como la fuerza
que genero el torque, sin embargo en rigor deberiamos usar la suma de los pesos de cada
una de las partes infinitesimales de la barra por su respectivo brazo, para calcular el
torque total.

No lo hicimos porque el resultado es el
mismo, es equivalente a considerar el peso

..——
=18

de la barra concentrado en el CM. A con- ML = M/L
tinuacién demostramos este resultado. A A
3 [ s o e
es el larg(? de c‘ada segmento de barra, pu A —
es la densidad lineal, M la masa total y L
el largo de la barra. El vector unitario j se l ]

indica en la Figura.
Note que la barra permanece horizontal, de modo que:

i A (g7) =rig, puestoque senf = 1.

N N
o= Y mAF=pAY 7 A(9))
i=1 i=1

ol 1 al 1
T = ,uAg[Z(n—l—Q) A:ugA2[Z(n+2>
n=1 n=1

= pgA*{FN?’+1N+1N},
= ng{z (NA)? +(NA)- A},
Tomando el limite A — 0, N — oo, tal que N - A = L, obtenemos:

1
T o= pgylitug LA,
———

(nL)g5=5MgL Q.

l
Il



VI.6. MOMENTO ANGULAR 311

Con este calculo verificamos que, concentrar la masa total del cuerpo en el CM, y calcular
el torque sumando el efecto de cada uno de sus elementos, son métodos equivalentes.

Ejemplo

Calcular el momento angular con respecto a un punto P, para una barra que se
traslada (sin rotar) con velocidad V' en un plano, como se indica en la Figura.

. N . N
L:Zﬁ/\Pi:<ZFi> A D,
=1

ya que p; = p; = p debido a que la barra
experimenta solo traslacion.

S i =Y (fem+nAj) =Nicy + 0.

Donde >>(nA)j = 0, puesto que —por
simetria— existe el mismo ntmero de seg-
mentos de largo A sobre el CM, que bajo
él.

p = mev, Nmo= M.
L = Fom A (MD).

Ejemplo

Una barra de largo L y masa M descansa sobre una mesa horizontal pulida (con
roce despreciable). Una masa M que tiene una velocidad vg y que estd dirigida perpen-
dicularmente contra la barra (ver Figura) choca con el extremo y se queda pegada a
ella.

a) ;Cudl es la posicién del CM del sistema
cuando la masa se encuentra a una distan-
cia a de la barra?

b) ;Cudl es el valor de la velocidad del
CM, antes y después del choque?

c) Calcule la velocidad angular wgp del
sistema barra—masa con respecto al CM,
antes y después del choque.
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Solucion:

a) Por simetria, el CM de la barra homogénea se ubica en su punto medio. Para
determinar el CM del sistema barra—masa, lo descomponemos en dos masas puntuales,
una que representa a la barra ubicada en su punto medio y la otra la masa M. El CM
del sistema se localiza en el punto medio de la linea que los une.

Ubicamos el origen del sistema de coor-

denadas en el extremo de la barra, en el

lugar exacto donde ocurrird el choque (ver

Figura). 1

En un cierto instante, la masa M se ubica

en r = —a, entonces, usando la expresién '

para calcular el CM, obtenemos para el | o
sistema barra-masas: : .
= y
- (—a)M +0-M a : <7 C.M. W
cM = =—-, . B
2M 2 . : ¥
0-M+4M L
YyomM = —(————— = —.

2M 4

b) Como > ﬁem = 0 en el plano de la mesa, entonces:
APoy = At |3 Fo| =0
Vo |antes = VCM|despuéS'

Muvy+ M-0 1

Vouls = i =5 v, Vewmly = 0.
~ > mu;

Donde hemos usado [VLI.5.3]: Ve = .
> m;

c¢) Como la masa M no choca con el centro de masa de la barra, después del choque,
el conjunto experimenta un movimiento de traslacién y rotacién simultaneos. E1 CM
del sistema mo sufre cambios debido al choque, puesto que las fuerzas que ocurren en
ese instante, son internas y no afectan la dindmica del conjunto barra-masa. Como no
hay fuerzas externas en el plano de la mesa, la velocidad del centro de masa permanece
constante e igual a Vy/2.
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Parece razonable reubicar el origen del sistema de referencia en el centro de masa.
En esta nueva ubicacién, la barra junto con la masa M en su extremo, no se desplaza y
sélo gira en torno al nuevo origen de coordenadas. Mds aun, como el torque externo al
sistema barra-masa es nulo, el momentum angular, Ly, permanecera constante.

T=0 = L = constante,

es decir:  Laptes del choque = Ldespués del choque-

Comencemos estudiando el movimiento del conjunto barra—masa, desde el sistema ubi-
cado fijo al centro de masa.

v,/2

1 4

o IL./4

Figura VI.30: El choque visto por un observador ubicado en la mesa (sistema de Labo-
ratorio) y otro observador que se mueve con el centro de masa del conjunto barra—masa.

Calculemos las velocidades relativas. De acuerdo a la férmula obtenida en el Capitulo
I1T:

Vbarra/CM = Vbarra/Lab T VLab/CM = Vbarra/Lab — VCM/Lab:
reemplazando los valores correspondientes:

Vo Vo
Vbarra JCM — 0— 9 T Ty

Vo Vo
Vinasa / CM — Vmasa/Lab - VCM/Lab =Vo— 9 T g
Ambas velocidades sélo tienen componentes en el eje—x.
Para calcular la velocidad angular después del choque, necesitamos conocer el valor
del momento angular del sistema antes que éste ocurra. Este valor es la suma del mo-

mento angular de la barra mas la contribucién de la masa M. Si tomamos como origen
el CM, entonces (ver ejercicio previo):
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vo/2
ot
¥l vz
4
CM.del, - -5
sistema - 1.

Figura VI.31: Campo de velocidades de la barra. La barra no tiene velocidad angular,
todos sus puntos tienen la misma velocidad, en consecuencia, podemos usar el resultado
obtenido en un ejercicio anterior para el calculo del momento angular.

M LYV,

Lbarra/CM = ToemM AP = g (VL37)
Vo L
Lmasa/CM = M 51 7 el momento angular total es,  (VI.38)
1
Lantes del choque = 1 LMYV,. (VIL.39)

Después de ocurrido el choque, el momento angular del conjunto permanece constante
y el conjunto barra—masa gira como un todo, lo que facilita el calculo del momento angular
total:

Ldespués del choque — Lbarra/CM + Lmasa/CM‘

Ly orra JOM = Twy, (puesto que sdlo existe rotacién, con respecto al CM).

I = Momento de Inercia de una barra rotando con respecto al centro de masa del
conjunto barra—masa.

El valor del momento de inercia de la barra rotando con respecto al punto que se
indica en la Figura ya se calculé en un ejemplo anterior, el valor obtenido fue:

I= lMLQ.
48
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N v

Figura VI.32: Movimiento del conjunto barra—masa después del choque. El CM se mueve
con velocidad constante, por lo tanto las cruces —que ubican el CM— deben estar en una
linea horizontal e igualmente espaciadas, si los intervalos de tiempo considerados entre
cada posicién, son iguales.

A

—

7 9 L\? 5 )
Lespués del choque = ZSML wo + M <4> wp = ﬂML wo,
—
Twy M 3, wo

pero, Lontes = Ldespuésa de aqui obtenemos la ecuacién que nos permite calcular wy:

MV, L )
°Z = —(woL)ML, simplificando, se tiene:
4 24
) 6 Vo
W = Z(wl) = =-—.
0 6 (wo L) W=t

Comentarios

Este es un problema largo y conviene resumir sus puntos més importantes.

e El conjunto estudiado consiste en la barra y la masa puntual. Sobre este sistema
no existen fuerzas externas en el plano de la mesa, por lo tanto el momentum lineal y el
momento angular se conservan:

A Fsistema = 0,
A Lsistema =0.

Cualquier cambio de velocidades entre estas dos componentes se debe a la accién de las
fuerzas internas.
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e Como no hay fuerzas externas el centro de masa se mueve con velocidad constante,
por lo tanto conviene ubicar el sistema de referencia fijo a dicho punto. Las leyes de
Newton son validas alli, puesto que es un sistema inercial.

e Al considerar el momento angular antes del choque, la barra se toma como un
punto de masa M y velocidad (V{/2) porque se traslada paralelamente a si misma.

e Como las masas de ambos cuerpos son iguales a M, no tenemos oportunidad de
considerar los casos extremos en que la particula tiene una masa m muy pequena o muy
grande comparada con la masa M de la barra.

Ejercicio

Repita estos calculos utilizando una masa m # M para la particula puntual. Verifique
que estos resultados coinciden con los obtenidos anteriormente, cuando se impone que
ambas masas sean iguales.

VI1.7. TEOREMA DE STEINER

VI.7.1. Momento de inercia

Existen muchos ejemplos interesantes en los cuales el eje de rotaciéon no pasa por el
centro de masa.

A continuacién expresamos el momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje
fijo, perpendicular al plano de movimiento y que lo atraviesa por un punto arbitrario.

El valor del momento de inercia con respecto a este nuevo eje es igual a la suma del
momento de inercia del cuerpo con respecto al centro de masa y el valor del momento
de inercia del centro de masa —considerado como una particula— con respecto al nuevo
eje.

La tnica operaciéon que debemos realizar es descomponer el vector posiciéon de cada
una de las particulas Z;, como la suma de un vector que va desde el eje al centro de masa
ﬁCM y otro que apunta desde el CM al punto i—ésimo, 77;.

N
IO:Zmi (fl‘)2, leR-i-?:;
=1

Utilizaremos Rcopyr = R, en los siguientes desarrollos, en el resultado final incluiremos
nuevamente el sub—indice CM.
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()2 = (R+7)%

(#)? = R*+2R-7+72

I, = Zmi {f#—i—Qé-ﬁ—Fﬂﬂ,
i=1

’,’L R
Zi:lml‘ri = 0,

N
I, = MRZy+> mi?
=1

entonces:

Identificando los términos correspondientes, se obtiene:

[0 - [C'M + ]c/rCM

VI.7.2. Momento angular

Una situacién andloga se produce en el caso del momento angular. La misma sepa-
racion de coordenadas anterior, es valida aqui. El detalle de los calculos es el siguiente:

L=YN,% Ap

como, N m; 7

se obtiene:

il

iy & A (mi ),
Sy {(Boar +7) A (i)},
Ron NSy mawi] + SN0 7 A (mi ),

M Veon, vy ademas, U; = Vo + 4;, reemplazando

ECM A (M VCM) + (Zfil m; 7:;) A VCM—I-

En este célculo hemos usado la igualdad: Zf\il m; 7; = 0,y la composicién de velocidades:
v; = Vom + u;, obtenida derivando con respecto al tiempo, el vector posicién: &; =

Row + 75
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El momento angular con respecto al punto O se descompone en la suma de dos
términos: el momento angular del cuerpo con respecto al centro de masa y el momento

angular del objeto —concentrado en su centro de masa—, con respecto al punto O:
Lo=Loy + RN MUeoyy.

La variaciéon del momento angular con respecto al tiempo esta rela-
cionada con el torque a través de la ecuacion:

N dLo
Z-ZlTO Tt

Ejemplo

Una barra de masa despreciable (m = 0)
y largo £, sostiene en su extremo un disco
—de masa M y radio a— mediante un eje
sin friccién. Si a medida que la barra gira,
el disco permanece paralelo a si mismo,
calcular el momento angular con respecto
al eje de giro de la barra.

El momento angular es:

-

LO:ECM+ﬁAMﬁCM.

Como el disco no gira con respecto a su centro de masa, Loy = 0. El momento angular
se reduce al de una masa M ubicada en el extremo de la barra, que rota con la velocidad
angular de la barra w,:

I=M~?2, Lo = M2 w,.

Ejemplo

Para evitar que el disco se traslade paralelamente a si mismo, como sucede en el caso
anterior, lo fijamos a la barra. Ahora el disco gira unido a la barra y su centro de masa
describe una circunferencia.
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Calcule el momento angular del conjunto.

La expresién del momento angular

es:
Soldadura
L, = LCM + LC/I‘ CM-
L. JrCM ©8 el momento angular del
disco con respecto a su centro. Su w
velocidad angular es la misma de la

barra. Su valor es:

1 2
Lc/r CM — Ic/rCM Wo = §MR Wos

donde w, es la velocidad angular de la barra. [M R?]/2, es el valor del momento de
inercia del disco con respecto a su centro.
Por otra parte:

1
Lev=M0Pw, = L,= {J\M2 + 2MR2} we.0

Supongamos que en este caso £ = R, entonces L, = [3 M R?]/2w,. Esto es equivalente a
que el disco gire en torno a un eje situado en el borde, por lo tanto, el valor del momento
de inercia de un disco con respecto a un borde es:

3 2
Ic/r al borde ~ 9 M R".

Ejemplo

Calcular la aceleracién de un cilindro que rueda sin resbalar sobre un plano inclinado.
Este plano forma un angulo 6 con la horizontal. El valor del coeficiente de roce entre el
cilindro y el plano es fiqgt 4tico-

Lo primero que debemos hacer es elegir un sistema de referencia adecuado que facilite
los célculos. Una de las posibilidades es ubicarlo en el punto P de la Figura, de modo
que la ecuacion del torque sea simple. Esta no es la tinica alternativa, como ilustraremos
al final de este ejemplo.

De acuerdo a la ley de composicién del momento angular, tenemos:

Lp=Leym + Lejrom-
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Mg

Figura VI.33: Diagrama de cuerpo libre de un cilindro que cae por un plano inclinado
con roce.

Ly es nulo: la velocidad del centro de masa es colineal con el vector que une este punto

con P. De esta forma:
M R?

2
donde w es la velocidad angular del cilindro. A medida que se desplaza por el plano
inclinado, su velocidad angular aumentard, de modo que w = w(t).

Por otra parte, la expresién para el torque es:

dLp d{MR2 }
= w .

Lp= LC/T‘CM = w,

T=— = —
dt dt 2
La tnica fuerza que genera un torque con respecto al punto P es el roce. La fuerza
normal al plano N, se cancela con la proyeccién del peso del cilindro: M g cos 6 (ver
Figura).
Las ecuaciones de Newton y la del torque son entonces:

2V
dw
1 F =1 « — =«
) roce = lcm ( T ) ; v
2) M gsenf — Froce = M acypy.
BT, e
3) N —Mgcos =0. Centro instantaneo
de Rotacion

La condicién geométrica de resbalar sin rodar indica que instantdneamente el cilindro
estd rotando con respecto al punto de contacto entre el cilindro y el plano. La velocidad
del centro del disco es: Rw = vops. La velocidad relativa entre el punto del cilindro en
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contacto con el piso y el piso mismo es nula en ese instante (ver Figura). Las aceleraciones

estan relacionadas por:

Ra=acpm.

Tenemos cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas: o, N, Froce ¥ acas- Despejando acyy,
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obtenemos:
2gsent 29
a = —— o= — —
oM 3 3 R
El valor de N se obtiene directamente de la ecuacién 3), y

sen 6
Froce =—Myg 3

Note que si el cilindro rueda sin resbalar, debe cumplirse que la fuerza de roce, sea menor
o igual al valor maximo F}; 4 i1 - de roce> due de acuerdo a la definicién empirica dada
es I maxima de roce = M estética I normal-

De esta forma, para que el cilindro no resbale a medida que baja, debe cumplirse
que:

sen 6
Froce = Mg 3 < Pestatica Fnormal = Hestética M g cos 0.
De aqui obtenemos la condicién para que el cilindro no resbale:
tan 6
3 = Hestatica’

Es decir, si incrementamos lentamente el dngulo 6, el cilindro comenzara a resbalar sobre
el plano, cuando se cumpla que: tan 6 > 3 u. El factor 1/3, depende de la geometria del
cuerpo. O

Ejercicio

Continuando con este ejemplo, elija ahora un sistema de referencia apoyado en el
plano, es decir con el punto P, origen del sistema de coordenadas, descansando en el
vértice inferior del plano inclinado. Demuestre que el momento angular con respecto al
punto P es:

3
Lo=Lgj on+Lom = §MR2w.

Comente este resultado teniendo presente el valor del momento de inercia con respecto
a un borde del disco, encontrado anteriormente. O

VI.8. ENERGIA CINETICA DE ROTACION

Calculemos la energia cinética, K, de un anillo rotando con respecto a un eje per-
pendicular a su plano, que pasa por el centro de masa. Este puede ser el modelo de una
rueda de bicicleta, si despreciamos la masa de los rayos que unen el aro al eje central.
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La velocidad tangencial de una particula en
el borde es, V=3&A ﬁ, donde R es el vector
que apunta a dicha particula y &, la velocidad
angular del anillo.

Como &, es perpendicular a ﬁ, para cualquier
punto del aro, entonces: & A B = (wR) 1,
donde £, es un vector unitario tangente al
anillo. La energfa cinética de un elemento de
arco es:

1 _ 1
Ki:§miV2:5miR?w2,

donde m; es la masa de un elemento de arco del aro, y V = Rw, su velocidad
tangencial.
Sumando sobre todas las particulas del aro, obtenemos su energia cinética:

K = ZKZ:Z *mivzzzimiR?MZ,

1
Tw? = 3 M R* W2 (V1.40)

N1 1

Este mismo método puede generalizarse al caso de un objeto bidimensional girando
alrededor de un eje perpendicular a él, o a una figura que gira en torno a un eje que
coincide con uno de sus ejes de simetria.

La expresion general para la energia cinética de un cuerpo, cuyo
momento de inercia con respecto a un eje de simetria es I, en torno
al cual se encuentra girando, es:

1
K=3 I w? (VI.41)

Esta expresion también es valida para un objeto plano, cualquiera
sea su forma.

Un ejemplo que se repite a menudo, es el de un cuerpo rodando sin resbalar sobre
otro. En estos casos, la fuerza de roce no realiza trabajo, porque no hay desplazamiento
relativo entre los dos puntos en contacto de los cuerpos. Por tanto, la energia se conserva.
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Por ejemplo, si hacemos rodar un cilindro en un plano rugoso, de manera que no
resbale sobre él, en teoria —dada una velocidad inicial— el cilindro permanece eternamente
rodando. En la préactica sabemos que esto no sucede. La suposicién que existe un tnico
punto de contacto entre el cilindro y el piso no se cumple: en realidad, es una superficie
debido a que el cilindro se deforma — muy poco—, pero suficiente para que la condiciéon de
rodar sin resbalar no se cumpla en forma estricta. Ademads, el piso no es perfectamente
plano, de manera que en algunos instantes existe —independiente de la deformacion ya
mencionada— mas de un punto en contacto simultédneo, lo que genera un torque que
contribuye a disipar la energia inicial con estos choques microscépicos.

Otra caracteristica de esta forma de desplazamiento, es el rango de valores que puede
alcanzar la fuerza de roce. Por ejemplo, un cilindro que rueda sin resbalar sobre un plano
horizontal, tiene una fuerza de roce que se opone a su movimiento y cuyo mdzimo valor
es igual a F' = [ ogtatico IV, donde N es la fuerza normal al plano. Debemos recordar
que esta fuerza no esta determinada por esta ecuacion, sino que varia desde cero hasta
su valor méximo, ya indicado. Esta fuerza responde de acuerdo a las caracteristicas del
piso. Si es perfectamente plano y horizontal, el valor que toma la fuerza de roce es igual
a cero, puesto que el cilindro no desacelera. Pero en caso que surga una leve pendiente,
al ser remontada por el cilindro, su peso deja de ser normal al piso, adquiriendo una
componente paralela a él, y simultdneamente, aparece una fuerza en sentido opuesto
generada por el roce. Esta 1ltima no es, necesariamente, igual a la proyeccién tangencial
del peso.

|

F
h
!

T e

Ejemplo

Un cilindro de radio R y masa m, estd empujado por una fuerza F', que actia a una
distancia h del piso, como se indica en la Figura. El coeficiente de friccién cinética entre
el cilindro y el piso es u. Encuentre el valor de la fuerza de roce f y la aceleracion lineal
del cilindro.

Usamos las ecuaciones de Newton —incluyendo el torque— para resolver este problema.
Sea z, el eje horizontal que se ubica a la altura del centro de masa del cilindro, y 6 el
angulo que describe el cilindro al rodar. Las ecuaciones de Newton son:
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ma=F— f.

Tomando torque con respecto al centro de masa y suponiendo que el momento de inercia
del cilindro con respecto a este eje es I, tenemos:

Ia=-F(h—R)-fR.

Note que ambas fuerzas: F'y f, generan un torque en el mismo sentido.

Si el valor de F' permite que el cilindro ruede sin resbalar, entonces se cumple:
R a = a. Con esta iltima igualdad, tenemos tres ecuaciones y tres incognitas: o, a 'y f.
Resolviendo las ecuaciones se obtiene:

FhR

mh R
T ITimR? Ra, f [ }

I+ mR?

Resulta interesante analizar los distintos valores que debe tomar f cuando cambiamos el
punto de aplicacién de la fuerza F'. Esto ilustra lo que comentamos en el parrafo anterior:
f no es constante, sino que varia dentro de ciertos limites.

Si h = 0, entonces estamos aplicando la fuerza en el punto de contacto, asi: f = F,y
el cilindro sélo se movera si F' > f. Si h = R, f = F/3, si incluimos el valor del momento
de inercia del cilindro, I = m R?/2. Podemos calcular en qué punto debemos aplicar F,
de modo que no exista fuerza de roce, f = 0: h =3 R/2.

Si el valor de f es mayor que flegtstico ™M g, entonces el cilindro resbala y la fuerza de
roce es: f = leinético M 9- Este valor modifica la aceleracién del cilindro:

_ F—pumg _F(h—R)+pumgR

a _— o =
m ’ I

Ejemplo

Un disco con momento de inercia I gira sobre un piso sin roce, con velocidad angular
w, alrededor de un eje vertical sin friccién. Un segundo disco de momento de inercia Io,
que inicialmente no rota, cae sobre el primero (ver Figura). Como existe roce entre las
superficies, pasados unos segundos ambos discos giran con la misma velocidad angular
Q.

a) Calcule el valor de Q.

b) Calcule la razén entre la energia cinética de rotacién inicial y la final, cuando
ambos discos giran unidos.

¢) Suponga que la fuerza de roce entre ambos discos genera un torque 7, = constante:
calcule cuanto tardaron los discos en alcanzar la velocidad angular comun, €.
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Figura VI.34:

a) Como no hay torques externos sobre los discos, el momento angular se conserva:
L; = Ly. El momento angular inicial corresponde exclusivamente al disco I3, puesto que
es el inico que se encuentra girando al comienzo:

Li=L; = Lw=[LH+ 5] Q,

el momento angular final es la suma de ambos momentos de inercia. De esta ecuacion,
podemos encontrar el valor de €2:

I
Q= w.
I+ 1

b) La energfa cinética de rotacién inicial es: Iow?/2 y la final es: I3 w?/[2 (I} + I5)].
La razoén entre ambas es:

Ky L 1 I

K; I + I L+ 1 ’
la energia cinética inicial que desaparecid, fue disipada en forma de calor durante el lapso
de tiempo en que los discos alcanzaron una misma velocidad angular.

Note que si I1 >> I, practicamente toda la energia se disipa, independiente del
valor inicial.

c) Sobre el disco I3 se ejerce un torque 7, que lo tiende a frenar. Puesto que no hay
ningdn torque externo, por accién y reaccién, el mismo 7, acttia sobre I, pero en sentido
opuesto. La aceleracién angular sobre cada uno de los discos es:

To To

_— a9 = —.

L’ Iy

La velocidad angular obedece la ecuacién: wy = w; & at, como ambos discos deben
alcanzar —simultdneamente— la misma velocidad, se tiene:

o] =
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w . hbhw
art+ay T+ Do)

Q=w—-—T=0+01T, — T =

Ejemplo

Un disco de masa M y radio R, estd montado en un eje horizontal sin roce cuyo radio
es r. Sobre este eje se enrolla un hilo cuyo extremo libre tiene atada una masa m. El
conjunto se deja libre, partiendo del reposo (ver Figura). Si después de caer una altura
h, el hilo se desprende del cilindro: ;qué torque debemos aplicar al disco para detenerlo
en cinco revoluciones?

Podemos resolver este problema usando el
método tradicional de torque y fuerzas,

pero es mucho mas directo resolverlo uti- e
lizando el método de la energia. I
Inicialmente sélo existe energia potencial,

correspondiente a la masa m que estd sus-

pendida a una altura h: E; = mgh. Esta

expresion indica que el sistema de coor- m
denadas usado tiene como origen el punto
donde la masa m pierde contacto con el
cilindro.

La energia total en el instante en que la
masa m se desprende, es: |8}

—

1 1
Ef=-muv?+ = Tw?
ST My g
donde I, es el momento de inercia del sis-
tema disco—eje, y w es su velocidad angu-
lar. La relacion entre v y w es: v =wr.

Igualando estas dos ultimas expresiones obtengo el valor de la velocidad angular del
disco, w:

9 2mgh

Comr2 4+ I

Si aplicamos un torque constante 7, la desaceleracién del sistema serd o = 7/I = cons-
tante. Recordando que la velocidad angular final es nula, entonces: w; = a7, con T, el
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tiempo que tarda en detenerse el sistema. La expresion para 6, el angulo recorrido antes
de detenerse, es:
2 2 2
Wi oW w; 2mghl

0= T—f T? = L= L= 2
i “ o 202 2a [mr2+I)T

Existe una forma maés directa de obtener este resultado, que explicaremos a continuacién.

La ecuacién del trabajo y la energia

Andlogamente a la forma cémo calculamos la pérdida de energia debida al roce para
el movimiento de traslacién, lo hacemos para la rotacion.

El trabajo se definié como A W = F -AZ, con AT, el desplazamiento del objeto donde
actuaba la fuerza F. En el caso de la rotacién se verifica que: AW = 7Af. Se elimina
el producto punto que aparece en su similar, porque est!mos estudiando rotaciones con
respecto a u. eje fijo en el espacio, de esta forma la direccién del torque siempre coincide
con el vector que identifica al dngulo de rotacion.

El formalismo para una rotacién finita es:

N
E:TAH:EZI——AH—E:IAw E:IAww—w— [w? — 7],
i=1 1=

donde usamos procedimientos similares a los utilizados al introducir el concepto de
energia. El resultado final es:

N 1

S TA0=Z1T [w—w]. (V1.42)
i=1 2

Podemos aprovechar la semejanza de estos cédlculos con sus equivalentes, desarrollados
anteriormente y definir la potencia. En el caso de la traslacion, su definicién es:

P = F - 7. Para la rotacion:

Potencia = P = Tw. (VL.43)

Ejemplo

Un cilindro de masa M, radio R y momento de inercia I con respecto a su eje de
simetria, rueda sin resbalar desde lo alto de una colina. Si la velocidad del centro de
masa del cilindro era V,, encontrar la velocidad del cilindro después que ha descendido
una altura h.
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Figura VI.35:

Como no hay pérdida de energia, podemos usar su ley de conservaciéon, incluyendo
la energia de rotacién:

1 1.[V,12 1 1. [V,12
E,=E —mVZ4+ -1 |2 =—mVZ2+ =T |2 .
= QmV; +2 [R] +mgh 2th+2 [R}

En el primer término, no hay que olvidar la energia de rotacion del disco. Vj, es la
velocidad del disco en el punto inferior. Despejando V}, obtenemos:

2mgh

2 __ 12
V=V

VI.9. ROTACION EN TORNO A UN PUNTO

Los ejemplos y ejercicios desarrollados en este capitulo correspon-
den al caso de cuerpo plano girando en torno a un eje perpendicular
a este plano o, a un cuerpo en tres dimensiones, si y solo si, el eje
escogido coincide con uno de sus ejes de simetria.

Para un cuerpo en tres dimensiones cuya rotacién no se realiza de acuerdo a las
especificaciones anteriores, las ecuaciones:

[_::Iw, — =1aq,

no son validas. El momento de inercia en este caso es una matriz y no un nimero como
nosotros lo hemos introducido aqui.
Estos casos son tratados en textos mas avanzados.
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VI1.10. EJERCICIOS

1. — Una barra de masa M y largo v/3R descansa sobre un canal de seccién circular
y de radio R. En un extremo de la barra se ubica una masa puntual M /2, como
se indica en la Figura. Calcule el angulo 6 que adopta la barra en su posicién de
equilibrio.

2. — Sobre la polea de la Figura, cuyo momento de inercia es I, se enrolla una
cuerda inextensible y sin masa. La polea gira unida a la cuerda, sin resbalar en
ningin momento. En cada uno de sus extremos, cuelga un bloque de masa m y M
respectivamente, con M > m.

Inicialmente la masa M estd a una altura H y en reposo. Al soltarla cae y después
de chocar con el piso permanece en reposo.

a) Calcule el tiempo que demora la masa M en tocar el piso.

b) Calcule hasta que altura alcanza a subir la masa m después que M toca el piso.

¥\ I.R

Problema # 1 Problema # 2

Figura VI.36:

3. — Un péndulo balistico es un aparato que se usa para medir la velocidad de
una bala. En la Figura se muestra un esquema simplificado de este péndulo para
entender su funcionamiento. Consiste de una masa M que cuelga de una cuerda
ideal (sin masa) de largo L.

Contra la masa de este péndulo se dispara una bala con velocidad Vj y masa m
que se incrusta en el péndulo. Si M estaba inicialmente en reposo y ambas masas
terminan moviéndose juntas después del choque:

;,Cual es el angulo maximo, 0ps4., que alcanza el péndulo debido al choque? Ex-
prese el resultado en funcién de los datos del problema, incluyendo g y V{, de esta
manera puede posteriormente determinar Vj en funcién del dngulo de desviacion.
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4.

6.

7.

— Cuando un cuerpo cuelga de un punto y se encuentra en reposo, cualquiera sea
su forma, siempre su centro de masa se ubica en la vertical que pasa por dicho
punto.

Las dos barras de largo 2 L y 2/, cuyas masas son M y m respectivamente, estan
soldadas en B formando un angulo de 90°.

a) Calcule la posicién del Centro de Masa del sistema de las dos barras.

b) Calcule el dngulo « que hace la barra 2L con la vertical en la posicién de
equilibrio.

c¢) Estudie su respuesta con los siguientes casos particulares:

i) m =0, i) M=0 iii) £ = L, con m = M.

6 mex

)

Figura VI1.37: Problema # 3 Problema # 4

— Pedro y Pablo Diet desean saber cuanto pesan, pero no disponen de una buena
balanza. Para hacerlo idearon el siguiente método: se dirigieron a la plaza y se
ubicaron en los extremos del balancin. Si Pablo se ubica a una distancia {; del
apoyo del balancin y Pedro a una distancia [, el balancin queda en equilibrio (ver
Figura). Enseguida, Pedro toma una piedra de P kg. y se ubica a una distancia
I3 del centro de giro, mientras que Pablo lo hace a una distancia l4, quedando el
sistema, en equilibrio. Considere I4 > 3.

Obtenga una expresién para los pesos de Pedro y Pablo en funcién de los datos

del problema.

— Calcular la tensién sobre la cuerda AB, si la barra OC tiene masa despreciable
y el pivote en O no tiene roce.

— Un letrero luminoso, cuya masa tiene un valor M, cuelga en forma horizontal,
sostenido mediante una cuerda y una barra, como se muestra en la Figura.

Calcule la tensién en la cuerda DC y las reacciones en la rétula de apoyo A.
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Figura VI.38: Problema # 5 Problema # 6

8. — Un aro de madera circular delgado de masa m, radio R, se encuentra en un
plano horizontal sin roce, en reposo. Una bola, también de masa m, se mueve con
velocidad horizontal v, choca al aro y se incrusta en él como lo indica la Figura.
Calcular la velocidad del centro de masa, el momento angular del sistema con
respecto al C M, la velocidad angular w del aro y la energia cinética del sistema,
antes y después de la colisién.

. ()

o e =
m
Figura VI1.39: Problema # 7 Problema # 8
9. — Los cuatro puntos de la Figura, cuyas masas son iguales a m, se ubican en

los vértices de un rectangulo de lados £ y 2/¢, que descansa sobre una superficie
horizontal sin roce. Los puntos estdn conectados por barras rigidas de masa despre-
ciable. Otra masa puntual, M, se acerca en la direccién del eje = con una velocidad
V,, choca con la masa ubicada en ese vértice y permanece adherida a ella después
del choque.

a) Encuentre la posicién del centro de masa del rectdngulo. No considere, en esta
pregunta, la masa que colisiona.

b) Calcule el valor de la velocidad del centro de masa del sistema total, incluyendo
todas las particulas.

c¢) Describa el movimiento del sistema después del choque.
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10.

11.

12.

Figura VI.40: Problema # 9 Problema # 10

— Una barra de largo L y masa M, puede girar libremente en torno a una bisagra
empotrada en la pared (ver Figura). La barra estd inicialmente en reposo y forma
un angulo 6, con la pared. En ¢t = 0, la barra se suelta. Calcule la componente
perpendicular a la barra de la fuerza que ejerce la bisagra sobre la barra, cuando
el angulo entre la barra y la vertical es . El momento de inercia de la barra con
respecto al centro de masa es [ = M L?/12.

— Un panel rigido delgado de masa M, ancho w y longitud I, estd suspendido
verticalmente desde un eje horizontal, sin roce, en su lado superior. Una bala de
masa m, con velocidad V perpendicular al panel, se aloja en su centro.

a) ;Cudl es la velocidad de la bala justo después del impacto?

b) {Cuadl es el valor del angulo de giro, 6, que experimenta el panel?

Figura VI.41: Problema # 11 Problema # 13

— Un hombre se encuentra de pie en el centro de una plataforma giratoria con
sus brazos extendidos horizontalmente y con una masa de 5 kg en cada mano.
Se le pone en rotacion alrededor de un eje vertical, con una velocidad angular de
una vuelta cada dos segundos. Calcular su nueva velocidad angular si deja caer
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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sus manos a ambos lados del cuerpo. El momento de inercia del hombre puede
suponerse constante e igual a 5,9 kgm?. La distancia primitiva de los pesos al eje
es de 90 cm y su distancia final 15 cm.

— Un cilindro sélido tiene una densidad que varia por cuadrantes, como se indica
en la Figura. Los nimeros que alli aparecen reflejan los valores relativos de las
densidades en los cuadrantes. Encuentre la ecuacién de la recta que cruza el origen
y el CM simultdneamente. Tome como referencia el eje x e y, de la Figura.

k

Figura VI.42: Problema # 14 Problema # 15

— Cuatro masas M, ubicadas en un mismo plano y sometidas Unicamente a la
fuerza externa provocada por los resortes de constante K, largo natural L y masa
despreciable. Los resortes estan girando con velocidad angular W en torno a un
eje perpendicular al plano a través de su centro de simetria. Suponiendo que el
sistema se mantiene en equilibrio. ;Cudnto se extienden los resortes?

— Una masa m estda colgada de una cuerda alrededor de un cilindro sélido circular
de masa M y radio R, pivoteado sin roce como se muestra en la Figura. Encontrar
la aceleracién de m.

— Un cascarén esférico de radio externo R, y radio interno r, tiene una masa por
unidad de volumen, p, constante. Exprese el momento de inercia I de este cascarén,
con respecto a un eje que pasa a través del centro, en términos de r, p, R y la masa
total M.

— Una esfera uniforme y soélida, se ubica en reposo sobre un plano inclinado en
un angulo 6. ;Cual es el valor minimo del coeficiente de roce estatico, ug, entre la
esfera y el plano inclinado, para que ruede sin resbalar?

— Un yo-yo estd formado por dos discos uniformes cada uno de masa M y radio
R. Uniendo estos discos hay un eje de radio r y masa despreciable.
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19.

20.

S)

Figura VI1.43: Problema # 16 Problema # 17

Un hilo se enrolla en torno a este eje y su extremo se sostiene desde una cierta
altura. En un instante, el yo—yo se deja caer, partiendo del reposo. Inicialmente se
encuentra a una distancia D, del extremo superior del hilo.

a) Si no hay movimiento pendular, ;qué déngulo forma el hilo con la vertical cuando
se suelta el yo—yo?

b) ;Cudl es la aceleracion del centro del carrete?

LI 0 (H)

S
AL IR S ELLLIEr RS rrrr s

Figura VI1.44: Problema # 18 Problema # 19

— El aro H de radio r rueda sin resbalar por el plano inclinado. La altura de
partida h, es tal que el aro adquiere una velocidad suficiente para mantenerse en
contacto con el riel circular hasta el punto P.

;,Cudl es el valor de la altura h?

— Al presionar una bolita sobre una mesa horizontal, sale proyectada a lo largo de
la mesa con velocidad inicial vy, y velocidad angular wq, siendo el eje de rotacién
horizontal y perpendicular a vg. La bolita tiene radio R, y su coeficiente de friccion
con la mesa es constante.
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a) ;Qué relaciones deben existir entre vy, R y wg para que la bolita se detenga?

b) Relacione vy, Ry wg para que la bolita resbale, se detenga y vuelva a su posicién
inicial con velocidad V = % )

— Un disco circular uniforme de radio R y masa M, puede girar libremente con
velocidad angular w, en un plano horizontal alrededor de P. Fijas al borde del
disco se mantienen dos masas m, unidas —cada una— por una cuerda de largo /.
En cierto instante, se rompe la traba que las mantenia fijas, sin afectar — en este
proceso— el momento angular del sistema. Las masas se extienden y las cuerdas
que las sostienen son liberadas de sus ganchos H y H’, cuando éstas alcanzan a
extenderse radialmente hacia afuera.

Encontrar ¢, la longitud de estas cuerdas, tal que el disco sea detenido por esta
accion.

Nota: Este esquema ha sido usado para reducir el movimiento de giro de algunos

satélites.
v
)
. —_—
n
= A
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m

Figura VI.45: Problema # 20 Problema # 21

— Dos cilindros indistinguibles entre si ruedan sin deslizar sobre un plano inclinado.
Uno de ellos llega al extremo del plano antes que el otro. Si ambos tienen la misma
masa y radio externo, ;qué conclusiéon puede sacar Ud. acerca de la estructura de
estos cilindros?

— Dos particulas cuyas masas son %M y M respectivamente, estan conectadas por
un resorte de masa despreciable, largo natural L y constante k. Estas particulas
se encuentran inicialmente en reposo, a una distancia L sobre una mesa horizontal
sin roce. Un objeto cuya masa es M /4, se mueve con rapidez v a lo largo de la
linea que define el resorte, choca y se adhiere a la particula de 3M /4. Encontrar
la amplitud y el periodo con el cual vibra el sistema después del choque.

— El sistema de la Figura, consiste de dos masas que se mantienen separadas una
distancia a + ¢, donde £, es el largo natural del resorte que las une. No existe roce
entre las masas y el piso. Repentinamente son abandonadas desde el reposo.
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25.

26.
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Figura VI.46: Problema # 23 Problema # 24

a) Encontrar los periodos de oscilacién de m; y mo.

b) Comparar el periodo con el de un oscilador de masa simple.

¢) Encuentre la energia de oscilacién del sistema.

d) {Cémo se reparte esta energia entre my y mg ?

— Una barra de largo ¢ y masa m, cuelga verticalmente de un soporte, sin roce,
que le permite girar completamente en torno a él.

Por la izquierda se aproxima una masa m que impacta horizontalmente en el ex-
tremo de la barra, con velocidad V,. Inmediatamente después del impacto la masa
queda pegada a la barra y comienza a moverse con ella.

a) Calcule la velocidad angular del conjunto barra—masa inmediatamente después
del impacto.

b) ;{Qué valor debe tomar V, para que el sistema barra—masa pueda alcanzar la
posicién vertical superior con una velocidad angular nula?
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Figura VI.47: Problema # 25 Problema # 26

— Un cono de masa M, radio basal R, altura h puede girar libremente y sin roce
alrededor de su eje de simetria. El momento de inercia con respecto a este eje es I.

Una particula puntual de masa m, parte del reposo desde su vértice y se desliza por
un tubo sin friccion, que envuelve el manto del cono y emerge horizontalmente,
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en forma tangente al circulo de su base. Inicialmente el cono y la particula se
encuentran en reposo. Encontrar la velocidad angular del cono w y la velocidad V,
de la particula con respecto al piso, justo después que ésta sale por la base.

Recuerde que la velocidad V, es paralela al piso en el momento de la salida.

Sl A M. L .—-Y—rr m
[ f = I g l'_'_____
a8 @ _: e
,—;_ - d .
Figura VI1.48: Problema # 27 Problema # 28

— Una barra recta, uniforme y homogénea de masa M, y longitud L, se encuentra
perpendicular al borde de una mesa. Su centro de masa se ubica fuera de la mesa,
a una distancia a, como se muestra en la Figura. La barra se suelta desde el reposo
en una posicién horizontal y comienza a girar teniendo como centro, el borde de la
mesa. Si el coeficiente de friccion estatica entre la barra y la mesa es u, encontrar
el valor del angulo # que forma la barra con la horizontal en el instante que ésta
comienza a deslizar por el borde.

Nota: para encontrar el angulo 6 opere de la siguiente manera:

a) Suponga que la barra comienza a deslizar cuando el dngulo alcanza un valor
igual a . Escriba la conservacion de la energia para dos instantes: cuando la barra
adopta el dngulo 6 y al comenzar a caer. (Esto genera una ecuacion).

b) En la posicién de la Figura, escriba las ecuaciones de Newton y el torque con
respecto al punto A, para el centro de masa de la barra, esto nos suma tres ecua-
ciones adicionales.

No olvide incluir la aceleraciéon angular tangencial y centripeta en las ecuaciones
de Newton. Recuerde que la aceleraciéon angular a y la aceleracion del centro de
masa estdn relacionadas (una ecuacién adicional).

c¢) De estas 5 ecuaciones puede despejar 6. Encuentre que el angulo 6 es:

pl?

tan 0 = ——+——.
an 02 4+ 36a2
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28.

29.

LI

Figura VI.49: Problema # 29

— La Figura muestra un tablén uniforme de masa m deslizandose horizontalmente
sobre dos rodillos que giran en sentidos opuestos y con velocidad angular constante
w. La distancia entre ejes es d y el coeficiente de roce cinético es p.

a) En la posicién de la Figura, con su centro de masa desplazado una distancia z,
calcule las reacciones del cilindro sobre el tablén. El origen de la coordenada x es
el punto medio de la distancia entre ejes.

b) Demuestre que el tablén describe un movimiento arménico simple. Determine
el valor de w.

c¢) Si en el instante que el centro de masa del tablén pasa por z = 0 tiene una

velocidad Vj, encuentre el valor de la amplitud de esta oscilacion.

— Una barra uniforme de masa m y largo ¢, puede girar libremente en torno al
extremo A. Inicialmente la barra estd en equilibrio sostenida por una cuerda unida
a su otro extremo B, formando un dngulo § = 15° con la vertical.

a) Calcule la tensién de la cuerda horizontal que sostiene la barra.

b) Sien t = 0 se corta la cuerda, calcule el tiempo que demora la barra en retornar
por primera vez a su posicién inicial. Suponga que el movimiento es armédnico
simple.

c¢) Calcule la velocidad del extremo B en cualquier instante ¢.





